
Ðñüëïãïò

Ç åìöÜíéóç ôùí ìáèçìáôéêþí óôïõò áñ÷áßïõò ÷ñüíïõò (Âáâõëùíßá, Áßãõðôï, Êßíá),
óõíäÝåôáé ìå ôçí áíôéìåôþðéóç áðëþí áíèñùðßíùí áíáãêþí, üðùò ç êáôáíïìÞ
êïðáäéþí ìåôáîý öõëþí Þ ïéêïãåíåéþí (ÁñéèìçôéêÞ), ç óõëëïãÞ åóïäåéþí Þ ç
åßóðñáîç öüñùí (ËïãéóôéêÞ) êáé ç äéáíïìÞ ãáéþí (Ãåùìåôñßá, Ãåùäáéóßá), Þ ç
áíáäéáíïìÞ áõôþí ìåôÜ. áðü ðëçììýñåò (Íåßëïò, Ìåóïðïôáìßá). Ïé äéáäéêáóßåò
áõôÝò, ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå, ðùò êáèïñßæïõí ôçí åìâñõéêÞ ìïñöÞ ôùí
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí. Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò åßíáé åêåßíïé, ðïõ äéáðßóôùóáí
ðùò, ç áðüäåéîç ôùí èåùñçìÜôùí, ìðïñåß íá óôçñßæåôáé óå Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí êáé
ëïãéêþí óõëëïãéóìþí, èÝôïíôáò Ýôóé ôéò âÜóåéò ôùí Èåùñçôéêþí Ìáèçìáôéêþí.

ÐïëëÝò öïñÝò, óôá èåùñçôéêÜ ìáèçìáôéêÜ, ïé Ýííïéåò åßíáé ôüóï áöçñçìÝíåò, þóôå
ç ëïãéêÞ íá áðïôåëåß ôï ìüíï åñãáëåßï ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ìéáò èåùñßáò. Áíôßèåôá,
óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ, ç åìðåéñéêÞ åðáëÞèåõóç áðïôåëåß Ýíá áðáñáßôçôï
êáé áíáãêáßï óôïé÷åßï. Åí ôïýôïéò, ç ó÷Ýóç ìåôáîý èåùñçôéêþí êáé åöáñìïóìÝíùí
ìáèçìáôéêþí, åßíáé éäéáßôåñá óôåíÞ êáé óõìðëçñùìáôéêÞ. Óõ÷íÜ, áõóôçñÜ èåùñçôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá áðïôåëïýí ðïëýôéìá åñãáëåßá åñìçíåßáò öõóéêþí öáéíïìÝíùí. Åðßóçò,
áñêåôÝò áðü ôéò êáèáñÜ ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò êáé Ýííïéåò, ïöåßëïõí ôçí åìöÜíéóÞ ôïõò
óôéò áðáéôÞóåéò, ðïõ ðñïêýðôïõí êáôÜ ôçí ðñïóðÜèåéá åñìçíåßáò óýíèåôùí öõóéêþí
Þ âéïëïãéêþí Þ êïéíùíéêþí öáéíïìÝíùí êáé ðñïâëçìÜôùí.

Ç ó÷Ýóç ôùí ìáèçìáôéêþí ìå ôç öýóç êáé ôç æùÞ, åßíáé ôüóï óôåíÞ, þóôå íá ïäçãÞóåé
ìåãÜëïõò äéáíïçôÝò óå ìåôáöõóéêÝò áðáíôÞóåéò.1 ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ ìéá âáèåéÜ ðßóôç
üôé, óôç öýóç êõñéáñ÷åß ç ëïãéêÞ, ç áñìïíßá êáé ç ôÜîç. Áíôßèåôá, óôéò êïéíùíéêÝò
êáé ïéêïíïìéêÝò åðéóôÞìåò, ßóùò åßíáé ç ëïãéêÞ, ðïõ Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôïí
Üíèñùðï ãéá âåëôßùóç êáé ç ïðïßá ðñïóäßäåé Ýíá åõñýôáôï ñüëï óôá ìáèçìáôéêÜ,
êáè' üóïí áõôÜ áðïôåëïýí ôçí åðéóôÞìç ôùí áõóôçñÜ äïìçìÝíùí óõëëïãéóìþí.
ÊëáóéêÜ ðáñáäåßãìáôá, ìðïñïýí íá âñåèïýí óôï Ýñãï ìåãÜëùí ìáèçìáôéêþí, üðùò
ïé É. Newton, G. Leibniz, L. Euler, J. Lagrange, J. Fourier, Ê. Gauss, Á. Cauchy, Â.
Riemann, Ç. Poincar�e, V. Volterra, ê.á.

1\Ï Èåüò åßíáé Áñéèìüò" Ðõèáãüñáò, \Ï Èåüò áåß ãåùìåôñåß" ÐëÜôùí, \Ï Èåüò ðÜíôá áñéèìßæåé"
Jacobi.
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£Ïé ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò áðïôåëïýí ôïí áêñïãùíéáßï ëßèï ôùí åöáñìïóìÝíùí
ìáèçìáôéêþí¤, üðùò Ýëåãå ï Solomon Lefschetz. Áðü ôçí åðï÷Þ ôçò äéáìüñöùóçò
êáé áíáëõôéêÞò ìåëÝôçò ôùí ðñþôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ðñéí 300 ÷ñüíéá áðü
ôïõò Newton êáé Leibniz, ìÝ÷ñé ôéò áñ÷Ýò ôïõ 1800, ðïõ ï Cauchy áðÝäåéîå üôé, ïé
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñÜãìáôé ïñßæïõí óõíáñôÞóåéò, ïé åñåõíçôÝò áó÷ïëïýíôï ìå
ôçí åýñåóç óõãêåêñéìÝíùí ëýóåùí áõôþí. ¼ìùò, áêüìá êáé áõôÝò ïé åëÜ÷éóôåò
óõãêåêñéìÝíåò ëýóåéò ðïõ äüèçêáí, åß÷áí óçìáíôéêÞ óõíåéóöïñÜ óôçí áíÜðôõîç
ôçò Ìç÷áíéêÞò, ãåíéêüôåñá ôçò ÖõóéêÞò êáé êáô' åðÝêôáóç ôçò âéïìç÷áíéêÞò
åðáíÜóôáóçò, ðïõ áêïëïýèçóå êáôÜ ôï äÝêáôï Ýíáôï áéþíá.

Óôéò ìÝñåò ìáò, ç ïëïÝíá áõîáíüìåíç ðïëõðëïêüôçôá ôùí âéïìç÷áíéêþí äéáäéêáóéþí
êáé äñáóôçñéïôÞôùí, éäéáßôåñá êáôÜ ôï äåýôåñï Þìéóõ ôïõ åéêïóôïý áéþíá, áðáéôåß ôçí
ïõóéáóôéêüôåñç óõíåéóöïñÜ ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí, êáôÜ êýñéï ëüãï ìå
ôç ìïñöÞ ôçò ìáèçìáôéêÞò ðñïôõðïðïßçóçò êáé ôùí õðïëïãéóôéêþí ìáèçìáôéêþí. Ïé
óýã÷ñïíá ïñãáíùìÝíåò âéïìç÷áíßåò êáé åðé÷åéñÞóåéò äéáðéóôþíïõí üôé, ç ìáèçìáôéêÞ
áíÜëõóç êáé ç áñéèìçôéêÞ ðñïóïìïßùóç, ìðïñïýí íá áíôéêáôáóôÞóïõí ìáêñï÷ñüíéá
ðåéñÜìáôá ãéá ôï ó÷åäéáóìü íÝùí ðñïúüíôùí, ìå óêïðü ôç óçìáíôéêÞ åëÜôôùóç
êüóôïõò êáé ôç äõíáôüôçôá ìåãáëýôåñçò åõåëéîßáò åðéëïãþí. Ïé áðáéôÞóåéò áõôÝò óôï
áíôéêåßìåíï ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, êáëýðôïíôáé óå óçìáíôéêü âáèìü áðü ôéò
óýã÷ñïíåò èåùñßåò ôùí Ìç Ãñáììéêþí Åîéóþóåùí êáé ôùí Äõíáìéêþí ÓõóôçìÜôùí,
ôùí ïðïßùí ïé ñßæåò âñßóêïíôáé ðßóù, óôéò åñãáóßåò ôùí Aleksandr Mikhailovich

Lyapunov êáé Jules Henri Poincar�e, êáôÜ ôï ôÝëïò ôïõ 19ïõ áéþíá.

Ç ìåëÝôç ôùí ãåùìåôñéêþí éäéïôÞôùí ôùí ëýóåùí, ôçò áóõìðôùôéêÞò óõìðåñéöïñÜò
ôïõò êáé ôçò åõóôÜèåéáò áõôþí, áðïôåëïýí ìåñéêÜ áðü ôá âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ
ôçò ðïéïôéêÞò èåùñßáò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÌÜëéóôá, ç ìåëÝôç áõôÞ ìðïñåß
íá ãßíåé ÷ùñßò ôç ãíþóç ôùí ßäéùí ôùí ëýóåùí Þ ôç äõíáôüôçôá åðßëõóçò ôçò
áíôßóôïé÷çò åîßóùóçò. Ç áíÜðôõîç ôùí ìç ãñáììéêþí èåùñéþí, ðáñÜëëçëá ìå ôçí
ìå ôá÷ýôáôïõò ñõèìïýò áýîçóç ôçò õðïëïãéóôéêÞò éêáíüôçôáò ôùí óýã÷ñïíùí
õðïëïãéóôþí, âïÞèçóáí êáèïñéóôéêÜ. óôçí Ýêñçîç ôçò Åðéóôçìïíéêü-Ôå÷íïëïãéêÞò
ÅðáíÜóôáóçò ôùí ôåëåõôáßùí äåêáåôéþí, ðñÜãìá ðïõ ïäÞãçóå óôçí Êïéíùíßá êáé ôçí
Ïéêïíïìßá ôçò ãíþóçò ôïõ óÞìåñá.

Èá ìðïñïýóå âÝâáéá, íá éó÷õñéóèåß êÜðïéïò üôé, ç ýðáñîç ôÝôïéùí ìåãÜëùí
õðïëïãéóôþí, Ý÷åé åêìçäåíßóåé üëá ôá ðñïâëÞìáôá. ÌåñéêÝò ðáñáôçñÞóåéò, ßóùò
äéáöùôßóïõí ôï èÝìá áõôü. ÅÜí åðéèõìïýìå íá âñïýìå ìéá óõãêåêñéìÝíç ëýóç,
ôüôå ðñÜãìáôé ç ýðáñîç åíüò éó÷õñïý õðïëïãéóôÞ, ßóùò áðïäåé÷èåß éäéáßôåñá
÷ñÞóéìç. ¼ìùò, óõ÷íÜ áíáæçôïýìå ðïéïôéêÝò ðëçñïöïñßåò, üðùò áóõìðôùôéêÞ
óõìðåñéöïñÜ êáé åõóôÜèåéá, üóïí áöïñÜ ôï óýíïëï üëùí ôùí ëýóåùí ìéáò åîßóùóçò
Þ ôéò áíáëëïßùôåò éäéüôçôåò ôùí ëýóåùí åíüò óõíüëïõ £ìéêñþí¤ äéáôáñá÷þí ìéáò
óõãêåêñéìÝíçò åîßóùóçò. Åðßóçò, óõ÷íÜ ÷ñåéÜæåôáé íá ìåëåôÞóïõìå Ýíá óýóôçìá
ìå Üðåéñåò åîéóþóåéò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ðñüôõðá ðñïåñ÷üìåíá áðü ðñïâëÞìáôá
âéïìç÷áíéêïý ó÷åäßïõ, áðü ôï ïðïßï åìåßò èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå åêåßíåò ôéò
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åîéóþóåéò, ðïõ éêáíïðïéïýí óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò, üðùò óýãêëéóç ôùí ëýóåùí
óå äïóìÝíï óçìåßï Þ ëýóåéò ìå ðåðåñáóìÝíï öñÜãìá. Ãéá ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí
ôïõ åßäïõò áõôïý, êáíÝíáò õðïëïãéóôÞò, ïðïéáóäÞðïôå äõíáìéêüôçôáò, äåí ìðïñåß íá
âïçèÞóåé. Åíôïýôïéò, ðïëëÜ áðü áõôÜ Ý÷ïõí äéåñåõíçèåß êáé áðáíôçèåß éêáíïðïéçôéêÜ,
ìå ôçí åöáñìïãÞ ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò ðïéïôéêÞò èåùñßáò.

¼ìùò, üóá áíáöÝñèçêáí, äåí èá ðñÝðåé íá äçìéïõñãÞóïõí ôçí åíôýðùóç üôé, üëá
ôá ðñïâëÞìáôá èá ìðïñïýí ðëÝïí íá âñßóêïõí ôç ëýóç ôïõò Þ üôé ïé äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò èá ìðïñïýí íá éêáíïðïéïýí üëåò ôéò áðáéôÞóåéò ôçò Ôå÷íïëïãßáò êáé ôùí
Åðéóôçìþí. Áõôü ãéáôß, áö' åíüò ìåí, ôá äéáìïñöùìÝíá ðñïâëÞìáôá áðïôåëïýí ìéá
áðëïðïéçìÝíç ðñïóÝããéóç ôçò ðñáãìáôéêüôçôáò, áö' åôÝñïõ äå, åßíáé áäýíáôï ãåíéêÜ
íá ãßíåé ðñüâëåøç ôùí ðéèáíþí äéáôáñá÷þí, ðïõ ìðïñåß íá õðïóôåß Ýíá óõãêåêñéìÝíï
óýóôçìá.

ÌÅÑÏÓ Á. ÓÕÍÇÈÅÉÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

¸ôóé, óôçñéæüìåíïé óôïõò ðáñáðÜíù óõëëïãéóìïýò, ìðïñïýìå íá ÷ùñßóïõìå ôçí ýëç
ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ óõããñÜììáôïò áõôïý, óå äýï âáóéêÝò åíüôçôåò. Ç ðñþôç åíüôçôá,
ðåñéëáìâÜíåé ôç èåùñßá, ðïõ âñßóêåé åöáñìïãÞ óôéò ìç ãñáììéêÝò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò êáé óõóôÞìáôá êáé áöïñÜ ôçí Åíüôçôá 1.3, ôï ÊåöÜëáéï 2 (åêôüò ôçò
Åíüôçôáò 2.4), ôï ÊåöÜëáéï 3, ôçí Åíüôçôá 4.1 ôïõ Êåöáëáßïõ 4 êáé ó÷åäüí óôï
óýíïëï ôïõ ôï ÊåöÜëáéï 8, üðïõ áíáðôýóóåôáé ç ãåùìåôñéêÞ ðïéïôéêÞ èåùñßá êáô'
áñ÷Þí ôçò ÅõóôÜèåéáò êáé óôç óõíÝ÷åéá ôùí Äéáêëáäþóåùí. Óôï õðüëïéðï ôìÞìá ôïõ
ÌÝñïõò Á ãßíåôáé ìéá óõóôçìáôéêÞ ðáñïõóßáóç ôçò ãåíéêÞò èåùñßáò ôùí ãñáììéêþí
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé óõóôçìÜôùí, áíÜðôõîç ôùí âáóéêþí ôå÷íéêþí
åýñåóçò ôùí ëýóåùí êáé ðáñÜèåóç óçìáíôéêïý áñéèìïý åöáñìïãþí, ðñïåñ÷ïìÝíùí
áðü äéÜöïñåò ðåñéï÷Ýò ôùí öõóéêþí äéåñãáóéþí êáé ôçò áíèñþðéíçò äñÜóçò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, óôï ÊåöÜëáéï 1, äßäïíôáé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ôùí óõíÞèùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ôá ãåùìåôñéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôùí ëýóåùí, ãßíåôáé áíáöïñÜ
óôç äéáäéêáóßá ìáèçìáôéêÞò ðñïôõðïðïßçóçò êáé ìéá éóôïñéêÞ áíáäñïìÞ óôçí åîÝëéîç
ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Óôï ÊåöÜëáéï 2, ðáñïõóéÜæïíôáé ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðåñéðôþóåéò óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîçò. Óôï êåöÜëáéï áõôü ?óå áíôßèåóç ìå ôá åéùèüôá ? ãßíåôáé
ðáñïõóßáóç åíüò ó÷åôéêÜ ìåãÜëïõ áñéèìïý ïéêïãåíåéþí êáé ìåèüäùí åðßëõóçò
åîéóþóåùí ðñþôçò ôÜîçò. Áõôü ãßíåôáé ãéá íá äïèåß óôï öïéôçôÞ êáé ãåíéêÜ óôï
ìåëåôçôÞ ðïõ Ýñ÷åôáé ãéá ðñþôç öïñÜ óå åðáöÞ ìå ôï áíôéêåßìåíï ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí, íá ìðïñÝóåé, åðéëýïíôáò äéÜöïñåò ìç ãñáììéêÝò êõñßùò åîéóþóåéò íá
áðïêôÞóåé ôçí áíáãêáßá åîïéêåßùóç êáé áõôïðåðïßèçóç, þóôå íá ðñï÷ùñÞóåé ìå ðéï
óôáèåñÜ âÞìáôá óôçí ðåñáéôÝñù åîåñåýíçóç åíüò üíôùò ðïëý åíäéáöÝñïíôïò, óýíèåôïõ
êáé éäéáßôåñá äýóâáôïõ áíôéêåéìÝíïõ, åéäéêÜ óôéò ðéï óçìáíôéêÝò êáé ÷ñÞóéìåò ìç
ãñáììéêÝò ðåñéï÷Ýò ôïõ.
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Óôï ÊåöÜëáéï 3, ãßíåôáé åéóáãùãÞ óôéò âáóéêÝò ðïéïôéêÝò áíáëõôéêÝò ìåèüäïõò
ìåëÝôçò ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé óõóôçìÜôùí. Ìåèüäïõò ðïõ
ðñïóðáèïýí íá áðáíôÞóïõí ôá âáóéêÜ åñùôÞìáôá ýðáñîçò, ìïíáäéêüôçôáò êáé
åðåêôáóéìüôçôáò ôçò ëýóçò. Áêüìá áíáðôýóóïíôáé èÝìáôá åîÜñôçóçò ôçò ëýóçò
áðü ôá áñ÷éêÜ äåäïìÝíá êáèþò êáé äéáöüñïõò ðáñáìÝôñïõò, ðïõ åìöáíßæïíôáé óôéò
åîéóþóåéò. Åðßóçò ðáñïõóéÜæïíôáé áðëÝò ìïñöÝò ôçò ðïëý óçìáíôéêÞò áíéóüôçôáò
Gronwall, ç ïðïßá áðïôåëåß Ýíá âáóéêü åñãáëåßï ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ôùí âáóéêþí
åñùôçìÜôùí êáôÜ ôçí áíáëõôéêÞ ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí ôüóï óõíÞèùí üóï êáé ìåñéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Óôï ÊåöÜëáéï 4, ìåôÜ áðü ìéá óýíôïìç åíáó÷üëçóç ìå åéäéêÝò ìïñöÝò ìç ãñáììéêþí
åîéóþóåùí 2çò ôÜîçò, áíáðôýóóåôáé óõóôçìáôéêÜ ç èåùñßá ôùí ãñáììéêþí (ïìïãåíþí
êáé ìç) åîéóþóåùí 2çò êáé áíþôåñçò ôÜîçò. Áö' åíüò ðáñïõóéÜæïíôáé ôá âáóéêÜ
÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ óõíüëïõ ôùí ëýóåùí ôùí ïìïãåíþí êáé ìç ãñáììéêþí åîéóþóåùí
ôõ÷áßáò ôÜîçò, áö åôáßñïõ äå äßäïíôáé ïé âáóéêÝò ôå÷íéêÝò åðßëõóçò äéáöüñùí ìïñöþí
ïìïãåíþí Þ ìç ìå óôáèåñïýò Þ ü÷é óõíôåëåóôÝò, ïðïéáäÞðïôå ôÜîçò.

Óôï ÊåöÜëáéï 5, ìåôÜ áðü ìéá óýíôïìç åíáó÷üëçóç ìå ôç èåùñßá ôùí áêïëïõèéþí êáé
óåéñþí óõíáñôÞóåùí êáé ôçí åéäéêÞ ìïñöÞ áõôþí, ôéò äõíáìïóåéñÝò, ðáñïõóéÜæïíôáé
êáôÜ óõóôçìáôéêü ôñüðï ïé ìÝèïäïé åðßëõóçò ãñáììéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ãýñù áðü ïìáëü êáé êáíïíéêü áíþìáëï
óçìåßï. Óôï êåöÜëáéï áõôü êáé ðñéí ôçí áíÜðôõîç ôçò åðßëõóçò ãýñù áðü êáíïíéêü
áíþìáëï óçìåßï, åéóÜãåôáé êáé ìåëåôÜôáé ç åîßóùóç Euler. Ç ìÝèïäïò ìåëÝôçò ôçò
åîßóùóçò Euler äßäåé ôéò éäÝåò ãéá ôç ìåëÝôç åîßóùóçò ãýñù áðü êáíïíéêü áíþìáëï
óçìåßï. Óôï ÊåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò ôá âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ
ïñéóìÝíùí åéäéêþí óõíáñôÞóåùí, üðùò Legendre, Bessel, Hermite, Chebyshev,
Laguerre, Airy, êëð. ÓõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí ùò ëýóåéò ôùí áíôéóôïß÷ùí
ãñáììéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò.

Óôï ÊåöÜëáéï 6, ðáñïõóéÜæåôáé ç ãåíéêÞ èåùñßá êáé ïé ôå÷íéêÝò åðßëõóçò ôùí
ãñáììéêþí (ïìïãåíþí êáé ìç) óõóôçìÜôùí 1çò ôÜîçò ïóùíäÞðïôå åîéóþóåùí. Óå
áõôü ôï êåöÜëáéï ïõóéáóôéêÜ åðáíáäéáôõðþíïõìå ôá èÝìáôá ðïõ áíáðôý÷èçêáí óôï
ÊåöÜëáéï 4 óå ðåñéâÜëëïí ðéíÜêùí êáé äéáíõóìÜôùí, ìå ôéò üðïéåò âÝâáéá åðéìÝñïõò
éäéáéôåñüôçôåò. Åäþ åðßóçò åéóÜãåôáé êáé ìåëåôÜôáé ç Ýííïéá ôïõ åêèåôéêïý ðßíáêá,
ðïõ áðïäåéêíýåôáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìïò óôçí åðßëõóç óõóôçìÜôùí ìå ðïëëáðëÝò
éäéïôéìÝò.

Óôï ÊåöÜëáéï 7, åéóÜãïõìå ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ ôå÷íéêÞ áõôÞ ôïõ
Ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ç ìÝèïäïò ôïõ Ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ìÝñïò
ôïõ åõñýôåñïõ óõíüëïõ ôùí Ïëïêëçñùôéêþí Ìåôáó÷çìáôéóìþí, üðùò Fourier,
Hankel, Mellin, Hilbert, Weierstrass, Stieltjes, Radon, Wavelet, Hartley, êëð,
âïçèÜ êáèïñéóôéêÜ óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí ðñïâëçìÜôùí áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí
óõíèçêþí, ðïõ äåí ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå ôéò ôå÷íéêÝò ðïõ áíáðôý÷èçêáí óôá
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ðñïçãïýìåíá ÊåöÜëáéá 4 -6. Ç ðáñïõóßá áóõíå÷þí Þ ãåíéêåõìÝíùí óõíáñôÞóåùí
óôï ìç ïìïãåíÞ üñï ôïõ ðñïâëÞìáôïò, åðéâÜëåé ôçí ðñïóöõãÞ óå ïëïêëçñùôéêü
ìåôáó÷çìáôéóìü, ðñÜãìá ðïõ åðéôñÝðåé ôçí áðïññüöçóç êáé åí ãÝíåé ðáñáãùãéêÞ
äéá÷åßñéóç áõôþí ôùí éäéáéôåñïôÞôùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ âñßóêåé åöáñìïãÞ êáé óå
óåéñÜ ïëïêëçñùôéêþí åîéóþóåùí áñêåôÝò áðü ôéò ïðïßåò åßíáé óõíäåäåìÝíåò êáé ìå
óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò.

Óôï ÊåöÜëáéï 8, ôï ïðïßï ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Üìåóç óõíÝ÷åéá ôïõ Êåöáëáßïõ
3, åðáíåñ÷üìáóôå óôçí ðïéïôéêÞ ìåëÝôç ãñáììéêþí êáé êõñßùò ìç ãñáììéêþí
åîéóþóåùí êáé óõóôçìÜôùí áðü ãåùìåôñéêÞ óêïðéÜ. Åäþ áíáðôýóóåôáé êõñßùò ç
âáóéêÞ èåùñßá ÅõóôÜèåéáò ãéá ãñáììéêÝò êáé ìç ãñáììéêÝò åîéóþóåéò, äçëáäÞ ç èåùñßá
Ãñáììéêïðïßçóçò, ôá ÁëãåâñéêÜ ÊñéôÞñéá ÅõóôÜèåéáò êáé ç 2ç ÌÝèïäïò Lyapunov.
Åðßóçò ðáñáôßèåíôáé âáóéêÜ åéóáãùãéêÜ óôïé÷åßá áðü ôç èåùñßá Äéáêëáäþóåùí ãéá
åîéóþóåéò ìå ðáñáìÝôñïõò.

Ôá äýï ôåëåõôáßá ÊåöÜëáéá 9 êáé 10 ôïõ ÌÝñïõò Á, ðåñéêëåßïõí ôá âáóéêÜ åñãáëåßá
ãéá ôç ìåëÝôç ôùí Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, ôï áíôéêåßìåíï äçëáäÞ ôïõ
ÌÝñïõò Â. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, óôï ÊåöÜëáéï 9 áíáðôýóóïíôáé ôá âáóéêÜ óôïé÷åßá ôçò
èåùñßáò ôùí (áðëþí êáé ðïëëáðëþí) Óåéñþí Fourier, ôïõ Ïëïêëçñþìáôïò Fourier,
ôùí ðåðåñáóìÝíùí Ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier (çìéôïíéêïý êáé óõíçìéôïíéêïý) êáèþò
êáé ôùí Ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier (ðëÞñïõò, çìéôïíéêïý êáé óõíçìéôïíéêïý). Ôï
ÊåöÜëáéï 9 êëåßíåé ìå ìéá ðïëý óýíôïìç áíáöïñÜ óôç èåùñßá Êõìáôéäßùí.

Óôï ÊåöÜëáéï 10, áíáðôýóóåôáé äéåîïäéêÜ ç èåùñßá ôùí ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí. Áöïý ðáñïõóéáóèïýí êÜðïéá æçôÞìáôá ìáèçìáôéêÞò ðñïôõðïðïßçóçò
óõãêåêñéìÝíùí öáéíïìÝíùí, ðáñïõóéÜæåôáé ç âáóéêÞ èåùñßá ôùí ãñáììéêþí
óõíïñéáêþí ðñïâëçìÜôùí. Óôç óõíÝ÷åéá ìåôÜ áðü ìéá ãåíéêÞ áíáöïñÜ óôç ÖáóìáôéêÞ
Èåùñßá êáé óôá ÐñïâëÞìáôá Éäéïôéìþí, ïñßæåôáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí ðñïâëçìÜôùí
Sturm-Liouville êáé áíáðôýóóåôáé ç ó÷åôéêÞ èåùñßá êáé ãéá ôéò 3 êáôçãïñßåò. ÔÝëïò,
áöïý äéáôõðùèåß ç âáóéêÞ èåùñßá ôùí ãåíéêåõìÝíùí óåéñþí Fourier ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ãéá ôçí åðßëõóç ìç ïìïãåíþí óõíïñéáêþí ðñïâëçìÜôùí.

ÌÅÑÏÓ Â. ÌÅÑÉÊÅÓ ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

Ôï ÌÝñïò Â ôïõ âéâëßïõ áðïôåëåß ìéá åéóáãùãéêÞ ðñïóÝããéóç óôç èåùñßá ôùí
ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Óôéò ìÝñåò ìáò ïé ìåñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
áðïôåëïýí ìéá áðü ôéò óçìáíôéêüôåñåò ðåñéï÷Ýò ôüóï ôùí èåùñçôéêþí üóïí
êáé ôùí åöáñìïóìÝíùí ìáèçìáôéêþí. Ôï ãåãïíüò áõôü ïöåßëåôáé, áöåíüò óôç
óõ÷íüôáôç ÷ñÞóç ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôéò öõóéêÝò, ôå÷íïëïãéêÝò,
ïéêïíïìéêÝò êáé ëïéðÝò åöáñìïóìÝíåò åðéóôÞìåò, áöåôÝñïõ äå óôçí ðëçèþñá ôùí
íÝùí ðñïâëçìÜôùí, åñùôçìÜôùí êáé èåùñéþí, ðïõ äçìéïõñãïýíôáé êáé áíáðôýóóïíôáé
óôçí ðåñéï÷Þ ôùí èåùñçôéêþí ìáèçìáôéêþí áðü ôçí åñåõíçôéêÞ åíáó÷üëçóç ãéá ôçí
åðßëõóç êáé ãåíéêüôåñç ìåëÝôç áõôþí ôùí åîéóþóåùí.
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Óôï ÊåöÜëáéï 11, äßäïíôáé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò êáé ïñéóìïß ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí. Óêéáãñáöåßôáé ç Ýííïéá åíüò êáëÜ ôïðïèåôçìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí
êáé/Þ óõíïñéáêþí óõíèçêþí êáèþò êáé ç åõóôÜèåéá (óõíå÷Þò åîÜñôçóç áðü ôá
äåäïìÝíá) ôùí ëýóåùí. Ãßíåôáé ç ôáîéíüìçóç ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
2çò ôÜîçò óôéò äýï êáé ðåñéóóüôåñåò äéáóôÜóåéò. Áíáðôýóóåôáé ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäïò
åðßëõóçò ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí 2çò ôÜîçò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáé
ùò åöáñìïãÞ áõôÞò ðáñïõóéÜæåôáé ç åýñåóç ôçò ëýóçò D' Alembert ôçò ÊõìáôéêÞò
Åîßóùóçò óå üëç ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá, ôçò ðñþôçò ìåñéêÞò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò
ðïõ äéáìïñöþèçêå êáé ëýèçêå áðü ôïí Jean le Rond d'Alembert.

Óôï ÊåöÜëáéá 12, 13 êáé 14 ìåôÜ áðü ìéá óýíôïìç éóôïñéêÞ áíáóêüðçóç, ãßíåôáé ç
ìåëÝôç ôùí ãñáììéêþí ïìïãåíþí Þ ìç åëëåéðôéêþí, ðáñáâïëéêþí êáé õðåñâïëéêþí
åîéóþóåùí óå óõãêåêñéìÝíá öñáãìÝíá ðåäßá óôç ìéá Þ ôéò äýï äéáóôÜóåéò ìå äéÜöïñá
åßäç óõíïñéáêþí óõíèçêþí. Ç âáóéêÞ ôå÷íéêÞ åðßëõóçò óå üëï ôï ÊåöÜëáéï åßíáé ç
ìÝèïäïò ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí Þ ìÝèïäïò Fourier. Óôï ÊåöÜëáéï 15, ìåëåôþíôáé
ôá ðñïâëÞìáôá ôùí ôñéþí ðñïçãïõìÝíùí Êåöáëáßùí 12-14 (ÅëëåéðôéêÜ, ÐáñáâïëéêÜ,
ÕðåñâïëéêÜ) óå ðåñéóóüôåñåò ÷ùñéêÝò äéáóôÜóåéò (äýï êáé ôñåéò).

Óôï ÊåöÜëáéï 16, èá ìåëåôçèïýí ïé ôñåéò âáóéêÝò êáôçãïñßåò ìåñéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí 2çò ôÜîçò óå ìç öñáãìÝíï ðåäßï (êõñßùò óôç ìéá ÷ùñéêÞ äéÜóôáóç). Ç
ìåëÝôç ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí èá âáóéóèåß óå äýï êáôçãïñßåò ôå÷íéêþí. Ç ðñþôç
ìÝèïäïò âáóßæåôáé óôï ÷ùñéóìü ìåôáâëçôþí óå Üðåéñï ðåäßï, ï ïðïßïò ïäçãåß óôçí
ïëïêëçñùôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò ïíïìáæüìåíç ïëïêëÞñùìá Fourier. Ç äå
äåýôåñç êáôçãïñßá ôå÷íéêþí åßíáé áõôÞ ôùí ïëïêëçñùôéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí, üðùò
ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace êáé Fourier.

ÔÝëïò, óôï ÊåöÜëáéï 17, ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç Green ãéá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí
óõíèçêþí Þ áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
êáé ìåëåôþíôáé ïé éäéüôçôåò áõôþí. Óôç óõíÝ÷åéá ãßíåôáé ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò
Green ãéá ôçí åðßëõóç ÷áñáêôçñéóôéêþí ðåñéðôþóåùí ôùí ôñéþí âáóéêþí êáôçãïñéþí
ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí 2çò ôÜîçò êõñßùò óôç ìéá ÷ùñéêÞ (áëëÜ êáé óôéò äýï
êáé ôñåéò) äéÜóôáóç, üðïõ åìöáíßæåôáé ç óýíäåóç ôçò ëýóçò ìå ôá äåäïìÝíá (áñ÷éêÜ
êáé / Þ óõíïñéáêÜ) êáèþò êáé ìå ôïõò ôõ÷üí ìç ïìïãåíåßò üñïõò.

Ï óêïðüò ôçò óõããñáöÞò ôïõ âéâëßïõ áõôïý, åßíáé ôñéðëüò. Êáô' áñ÷Üò, ãßíåôáé ìßá
ðñïóðÜèåéá, þóôå íá äïèåß ìéá ðëÞñçò êáé óå åéóáãùãéêü ðÜíôá åðßðåäï, èåùñçôéêÞ
èåìåëßùóç ôùí ÓõíÞèùí êáé Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, Ýôóé þóôå, ï ìåëåôçôÞò
íá åßíáé óå èÝóç íá áêïëïõèÞóåé ìå åõ÷Ýñåéá ôçí áíáæÞôçóÞ ôïõ óôïí åõñýôåñï ÷þñï
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí. Ðáñáôßèåôáé Ýíáò ìåãÜëïò áñéèìüò ðáñáäåéãìáôéêÜ
ëõìÝíùí ðñïâëçìÜôùí, ï ïðïßïò, óõíïäåõüìåíïò áðü åîßóïõ óçìáíôéêü áñéèìü Üëõôùí
ðñïâëçìÜôùí (ìå ôéò áðáíôÞóåéò ôïõò), ðáñÝ÷åé ôç äõíáôüôçôá åîÜóêçóçò, ôüóï óå
õðïëïãéóôéêü, üóï êáé óå èåùñçôéêü åðßðåäï, ãåãïíüò ðïõ ðñïóöÝñåé óôï óðïõäáóôÞ,
âáèýôåñç ãíþóç êáé áõôïðåðïßèçóç. ÔÝëïò, áíáöÝñåôáé Ýíáò óçìáíôéêüò áñéèìüò
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åöáñìïãþí ôùí ÓõíÞèùí êáé Ìåñéêþí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí êáé ÓõóôçìÜôùí
óå äéÜöïñá ðåäßá ôçò áíèñþðéíçò êáé öõóéêÞò äñÜóçò, þóôå, óå óõíäõáóìü ìå
ôéò óýíôïìåò éóôïñéêÝò êáé âéïãñáöéêÝò áíáöïñÝò, ï ìåëåôçôÞò íá êáôïñèþóåé íá
äéáìïñöþóåé ìéá ðëçñÝóôåñç áíôßëçøç ôçò ðáñÜëëçëçò åîÝëéîçò ôùí Äéáöïñéêþí
Åîéóþóåùí, ìå ôéò ÅðéóôÞìåò êáé ôçí Ôå÷íïëïãßá.

Áêüìá èá ðñÝðåé íá áíáöåñèåß üôé Ý÷åé êáôáâëçèåß óõóôçìáôéêÞ ðñïóðÜèåéá íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí õðïëïãéóôéêÜ ðñïãñÜììáôá, üðùò Mathematica, MatLab, Maple,
COMSOL, ê.á., óå üëá ó÷åäüí ôá ðáñáäåßãìáôá ãéá ôç ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç êáé
áíáðáñÜóôáóç ôùí áíôéóôïß÷ùí ðñïâëçìÜôùí.

Ôï áíÜ ÷åßñáò âéâëßï ðåñéÝ÷åé

• 455 ÐáñáäåéãìáôéêÜ ëõìÝíá ðñïâëÞìáôá, óå ðïëëÜ áðü ôá ïðïßá Ý÷åé ãßíåé
êáé ãåùìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ìå ôç ÷ñÞóç ðñïãñáììÜôùí, üðùò Mathemat-
ica, MatLab, êëð.

• 2220 ðñïâëÞìáôá ðñïò åðßëõóç, óõíïäåõüìåíá áðü áðáíôÞóåéò êáé üðïõ áõôü
áðáéôåßôáé õðïäåßîåéò

• 420 êáé ðëÝïí ÂéâëéïãñáöéêÝò áíáöïñÝò

• 300 ðáñáóôáôéêÜ ó÷Þìáôá êáé åéêüíåò

• 65 óýíôïìåò âéïãñáöéêÝò êáé éóôïñéêÝò áíáöïñÝò ìáèçìáôéêþí ðñïóùðéêïôÞôùí
óçìáíôéêþí óôï ðåäßï ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìáæß ìå ôéò öùôïãñáößåò ôïõò

• 20 áíáëõôéêïýò ðßíáêåò.

Ðñïáðáéôïýìåíåò ãíþóåéò: ãéá ôïí ìåëåôçôÞ áõôïý ôïõ âéâëßïõ èåùñïýíôáé ôá
èÝìáôá, ðïõ áíáðôýóóïíôáé óôá ðñïðôõ÷éáêÜ ìáèÞìáôá Ëïãéóìïý Ìéáò êáé Ðïëëþí
Ìåôáâëçôþí, ÄéáíõóìáôéêÞò ÁíÜëõóçò, ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò êáé ÁíáëõôéêÞò
Ãåùìåôñßáò.

Åõ÷áñéóôßåò: Ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ óõããñÜììáôïò áõôïý, óôçñßæåôáé êáôÜ óçìáíôéêü
ìÝñïò, óôéò äéáëÝîåéò ôùí ìáèçìÜôùí £ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò¤, £ÌåñéêÝò
ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò¤ êáé £ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí¤, ðïõ äüèçêáí áðü ôïí
óõããñáöÝá êõñßùò óôá ÔìÞìáôá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí, Ìç÷áíïëüãùí Ìç÷áíéêþí
êáé Çëåêôñïëüãùí Ìç÷áíéêþí & Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéóôþí óôï Åèíéêü Ìåôóüâéï
Ðïëõôå÷íåßï êáèþò êáé óôï ÔìÞìá ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ
ÊñÞôçò, êáôÜ ðåñéüäïõò áðü ôï Áêáäçìáúêü ¸ôïò 1987-1988 êáé Ýêôïôå. Ï
åíèïõóéáóìüò ôùí öïéôçôþí, ïé ðïéêßëåò áðïñßåò êáé õðïäåßîåéò ôïõò, êáèþò êáé ïé
óõíå÷åßò áíáæçôÞóåéò ôïõò ãéá íÝåò ãíþóåéò, äéáöáßíïíôáé åýêïëá êáôÜ ôç ìåëÝôç ôïõ
ðáñüíôïò óõããñÜììáôïò. ÁéóèÜíïìáé ôçí áíÜãêç íá åõ÷áñéóôÞóù ãéá ôçí ðïëý÷ñïíç



xiv

óõíåñãáóßá ìáò, ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ óôïí ÔïìÝá Ìáèçìáôéêþí ôçò Ó÷ïëÞò
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí & Öõóéêþí Åðéóôçìþí ôïõ Åèíéêïý Ìåôóüâéïõ
Ðïëõôå÷íåßïõ, êáèþò êáé ôïõò ìåôáðôõ÷éáêïýò ìïõ öïéôçôÝò, ãéá ôçí ðïéêéëüìïñöç
âïÞèåéÜ ôïõò. ÅéäéêÜ ãéá ôçí íÝá áõôÞ Ýêäïóç èåùñþ üôé èá ðñÝðåé íá åõ÷áñéóôÞóù
ôá ìÝãéóôá ôïí õðïøÞöéï äéäÜêôïñá êýñéï Óôõëéáíü ÓôáõñïõëÜêç ãéá ôçí ðïëýðëåõñç
óõíåéóöïñÜ ôïõ óå üëá ôá óôÜäéá Ýêäïóçò áõôïý ôïõ óõããñÜììáôïò.

ÔÝëïò, ðñïò üëïõò áõôïýò ðïõ èá åðéèõìïýóáí íá óõìâÜëëïõí óå ìéá ðëçñÝóôåñç êáé
áñôéüôåñç åìöÜíéóç ìéáò ìåëëïíôéêÞò Ýêäïóçò áõôïý ôïõ óõããñÜììáôïò, áöïý ôïõò
åõ÷áñéóôÞóù ðñïêáôáâïëéêÜ, èá Þèåëá íá ôïõò ãíùñßóù üôé, ìðïñïýí íá óôåßëïõí
ôçí üðïéá óõìâïëÞ ôïõò óôçí çëåêôñïíéêÞ ìïõ äéåýèõíóç: nikolas@central.ntua.gr Ç
óõìâïëÞ ôïõò, èá åßíáé óçìáíôéêÞ.
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