
ÊåöÜëáéï 14

Åîéóþóåéò Õðåñâïëéêïý Ôýðïõ

14.1 Êõìá�éêÞ Åîßóùóç

14.1.1 ÅéóáãùãÞ-Éó�ïñéêÜ Ó�ïé÷åßá

Öáéíüìåíá üðùò ìå�Üäïóç êõìÜ�ùí, ñïÞ çëåê�ñéêïý ñåýìá�ïò, �áëÜí�ùóç ÷ïñäÞò,

ðåñéãñÜöïí�áé áðü ðñïâëÞìá�á, �á ïðïßá ðåñéëáìâÜíïõí �çí êõìá�éêÞ åîßóùóç.

Ç êõìá�éêÞ åîßóùóç éäéáß�åñá ó�éò 3 äéáó�Üóåéò èåùñåß�áé áðü ìáèçìá�éêïýò

(èåùñç�éêïýò êáé åöáñìïóìÝíïõò), öõóéêïýò, êáé ìç÷áíéêïýò ùò ç ðëÝïí óçìáí�éêÞ

ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áöïý ðåñéãñÜöåé ìéá ìåãÜëç ðïéêéëßá öáéíïìÝíùí, áðü

�éò äïíÞóåéò �ùí óõíå÷þí ìç÷áíéêþí óõó�çìÜ�ùí, �çí ìå�Üäïóç çëåê�ñïìáãíç�éêþí

êáé ç÷ç�éêþí êõìÜ�ùí, ìÝ÷ñé �çí êâáí�éêÞ ðåñéãñáöÞ �ùí ó�ïé÷åéùäþí óùìá�ßùí,

�ç ãåíéêÞ èåùñßá ó÷å�éêü�ç�áò êáé èåùñßåò åíïðïéçìÝíïõ ðåäßïõ, üðùò ïé õðåñ÷ïñäÝò

(superstrings).

Ç åðéó�çìïíéêÞ åíáó÷üëçóç ìå �ç óõìðåñéöïñÜ �çò ðáëëüìåíçò �åí�ùìÝíçò ÷ïñäÞò

áíÜìåóá óå äýï ó�áèåñÜ óçìåßá, êá�Ü �ïí 18ï áéþíá áðï�Ýëåóå éó�ïñéêÜ �ï áß�éï

�çò äéáìüñöùóçò êáé �çò ìåëÝ�çò �çò êõìá�éêÞò åîßóùóçò. Åðßóçò êá�Ü �çí ðåñßïäï

áõ�Þ Ýí�ïíï åíäéáöÝñïí áíáð�ý÷èçêå ãéá �ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ áÝñá, ðïõ êéíåß�áé ìÝóá

ó�á ðíåõó�Ü ìïõóéêÜ üñãáíá, óõíäõáæüìåíï ìå äéÜöïñåò ìïõóéêÝò èåùñßåò. Ìå�Ü �ç

äéáìüñöùóç �ùí âáóéêþí áñ÷þí êáé êáíüíùí �ïõ Äéáöïñéêïý êáé Ïëïêëçñù�éêïý

Ëïãéóìïý áðü �ïõò Sir Isaak Newton (1642-1727) ó�çí Áããëßá êáé Got-

tfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716) ó�ç �åñìáíßá, ðïëëïß äéáêåêñéìÝíïé

ìáèçìá�éêïß áó÷ïëÞèçêáí ìå �ç ìåëÝ�ç �çò ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò. Öáéíüìåíï Üìåóá

ó÷å�éæüìåíï ìå �ç ìáèçìá�éêÞ èåùñßá �ùí ìïõóéêþí Þ÷ùí (Ýã÷ïñäá - 1 äéÜó�áóç,

êñïõó�Ü - 2 äéáó�Üóåéò).

Êá�Ü �ï 18ï áéþíá, ï Âñå�áíüò Brook Taylor (1685-1731), ï Jean D' Alem-

bert (1717-1783), �Üëëïò ìáèçìá�éêüò, ïé Daniel Bernoulli (1700-1782) êáé

Leonard Euler (1707-1783) áðü �çí Åëâå�ßá åßíáé áðü �ïõò êõñéü�åñïõò ìåëå�ç�Ýò

�ïõ ìáèçìá�éêïý ðñïâëÞìá�ïò �çò ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò. �åñß �ï 1747 åìöáíßæå�áé ç

åñãáóßá �ïõ Jean D' Alembert ãéá �ç ìïíïäéÜó�á�ç êõìá�éêÞ åîßóùóç ìå ÷ùñï÷ñïíéêÞ
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åîÜñ�çóç, üðïõ äßäå�áé êáé ç ãíùó�Þ ùò ëýóç D' Alembert (ÂëÝðå, Åíü�ç�á 11.4.2).

Ç åñãáóßá áõ�Þ êá�Ü ðïëëïýò óçìá�ïäï�åß �çí åìöÜíéóç �çò ðñþ�çò ìåñéêÞò

äéáöïñéêÞò åîßóùóçò.

Êá�Ü �ïí 19ï áéþíá ç êõìá�éêÞ åîßóùóç åöáñìüó�çêå ó�ï �á÷ý�á�á áíáð�õóóüìåíï

ðåäßï �çò Åëáó�éêü�ç�áò, êá�Ü óõíÝðåéá êáé ó�ç ìåëÝ�ç �çò äéÜäïóçò �ïõ Þ÷ïõ êáé �ïõ

öù�üò. Ïé êõñéü�åñåò óõíåéóöïñÝò Ýãéíáí áðü �ïõò Simon Denis Poisson (1781-

1840), Bernhard Riemann (1826-1866), Hermann von Helmholtz (1821-

1894), Gustav R. Kirhho� (1824-1887) êáé John W. S. Rayleigh (1842 -

1919).

Ôïí åéêïó�ü áéþíá ç êõìá�éêÞ åîßóùóç êáé ïé óõíäåäåìÝíåò ìå áõ�Þí åîéóþóåéò

(üðùò Dira, Klein-Gordon, Maxwell, êëð.) áðï�åëïýí �ïí ìáèçìá�éêü ðõñÞíá

óýã÷ñïíùí èåùñéþí, üðùò ç êëáóéêÞ áëëÜ êáé ç êâáí�éêÞ ðñïóÝããéóç �ùí

ó�ïé÷åéùäþí óùìá�éäßùí, ç õðåñáãùãéìü�ç�á, ç õðåññåõó�ü�ç�á ( superuidity).

ÔÝëïò, ç êõìá�éêÞ åîßóùóç áðï�åëåß êåí�ñéêü ìáèçìá�éêü åñãáëåßï ó�çí áíÜð�õîç

�çò èåùñßáò �ùí õðåñ÷ïñäþí, ç ïðïßá áðï�åëåß ìéá áðü �éò �åëåõ�áßåò ðñïóåããßóåéò

�ïõ åíïðïéçìÝíïõ ðåäßïõ.

¹äç áðü �ï äÝêá�ï üãäïï áéþíá ïé ðáñáðÜíù äéáêåêñéìÝíïé ìáèçìá�éêïß åß÷áí

äéáìïñöþóåé �ç ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï öáéíüìåíï (êõìá�éêÞ

åîßóùóç), åß÷áí âñåé �ç ãåíéêÞ ëýóç áõ�Þò êáé åß÷áí ðñïóäéïñßóåé �ïõò èåìåëéþäåéò

ðáëìéêïýò �ñüðïõò. Ç åìðåéñßá, ðïõ áðïê�Þèçêå �çí åðï÷Þ åêåßíç áðü �ç ìåëÝ�ç �çò

êõìá�éêÞò åîßóùóçò, ïäÞãçóå ó�ç äéá�ýðùóç �çò áñ÷Þò �çò (ãåíéêåõìÝíçò) õðÝñèåóçò

êáé êá�Ü óõíÝðåéá ó�çí áíáðáñÜó�áóç �õ÷áßáò óõíÜñ�çóçò ìå ìéá �ñéãùíïìå�ñéêÞ

óåéñÜ. Ôï ãåãïíüò áõ�ü áðï�Ýëåóå �çí áðáñ÷Þ ìéáò ìáêñÜò äéáìÜ÷çò ìå�áîý

�ùí ìáèçìá�éêþí �çò åðï÷Þò ãýñù áðü �çí åãêõñü�ç�á �ùí óõíáñ�Þóåùí, ðïõ

ðáñéó�Üíïí�áé áðü çìé�ïíéêÝò óåéñÝò.

H åñãáóßá �ïõ Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) ó÷å�éêÜ ìå �ç

ìå�Üäïóç �çò èåñìü�ç�áò, ðïõ ïäÞãçóå óå áí�ßó�ïé÷á áíáð�ýãìá�á �ùí ëýóåùí ìå

çìé�ïíïåéäåßò óåéñÝò, åíßó÷õóå ðåñáé�Ýñù �ç óõæÞ�çóç. ÔåëéêÜ, ç ìáèçìá�éêÞ åñìçíåßá

êáé áðüäåéîç äüèçêå �ï 1829 áðü �ï �åñìáíü ìáèçìá�éêü Peter Gustav Lejeune

Dirihlet (1805-1859), ï ïðïßïò Ýäùóå óõíèÞêåò éêáíÝò, þó�å ìéá �ñéãùíïìå�ñéêÞ

óåéñÜ íá óõãêëßíåé óå óõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç.

Ç ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ ðåñéãñÜöåé �ç ñïÞ çëåê�ñéêïý ñåýìá�ïò ó' Ýíá

êáëþäéï, ïíïìÜæå�áé åîßóùóç �çëåãñÜöïõ (Þ �çëåöþíïõ) êáé óå ãñáììéêÞ ìïñöÞ

åßíáé

LCUtt(x, t)+(GL+RC)Ut(x, t)+RGU(x, t) = Uxx(x, t), x ∈ I ⊂ R, t > 0, (1.1)

üðïõ R ç áí�ßó�áóç, L ç åðáãùãÞ, C ç ÷ùñç�éêü�ç�á êáé G ç äéáññïÞ, üëá

ìå�ñçìÝíá áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò �ïõ êáëùäßïõ. Ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç U(x, t) ðáñéó�Ü

�çí �Üóç Þ �ï ñåýìá ó�ç èÝóç x êá�Ü �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t. Ìå �ç âïÞèåéá �ùí

ìå�áó÷çìá�éóìþí

2b =
R

L
+
G

C
, c2 =

1

CL
, a =

RG

CL
,
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ç åîßóùóç (1.1) ëáìâÜíåé �ç ìïñöÞ

Utt(x, t) + 2bUt(x, t) + aU(x, t) = c
2Uxx(x, t), x ∈ I ⊂ R, t > 0. (1.2)

EðåéäÞ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç AC − B2 = −c2 < 0, ç åîßóùóç (1.2) Üñá êáé ç (1.1) åßíáé

õðåñâïëéêïý �ýðïõ, ãéá êÜèå �éìÞ �ùí óõí�åëåó�þí a, b, c. ÌåñéêÞ ðåñßð�ùóç áõ�Þò

�çò åîßóùóçò (a = −δ, b = 0, c = 1) áðï�åëåß ç ãñáììéêÞ åîßóùóç Klein-

Gordon

Utt(x, t) −Uxx(x, t) = δU(x, t), x ∈ I ⊂ R, t > 0,

ç ïðïßá óõíáí�Ü�áé ìå�áîý Üëëùí ó�çí Êâáí�ïìç÷áíéêÞ. ¢ëëá öáéíüìåíá �á ïðïßá

ðáñïõóéÜæïõí êõìá�éêÞ óõìðåñéöïñÜ åßíáé:

1. ç÷ç�éêÜ êýìá�á - äéáìÞêåéò äïíÞóåéò,

2. çëåê�ñïìáãíç�éêÜ êýìá�á �ïõ öù�üò êáé �ïõ çëåê�ñéóìïý,

3. ÄïíÞóåéò ó�ç ó�åñéÜ - äéáìÞêåéò (longitudinal), åãêÜñóéåò (transversal) êáé

ó�ñåð�éêÝò (torsional),

4. Êýìá�á ðéèáíü�ç�áò ó�çí Êâáí�ïìç÷áíéêÞ ( probability waves in Quantum Me-

hanis),

5. ÕäÜ�éíá Êýìá�á ( Water waves) - åãêÜñóéá êáé äéáìÞêç êýìá�á,

6. Äïíïýìåíç ÷ïñäÞ - åãêÜñóéá êýìá�á.

Ó' áõ�ü �ï ÊåöÜëáéï èá ìåëå�Þóïõìå �çí áðëïýó�åñç äõíá�Þ ìïñöÞ �çò ãñáììéêÞò

ìç-ïìïãåíïýò êõìá�éêÞò åîßóùóçò ó�ç ìéá äéÜó�áóç êáé óå öñáãìÝíï äéÜó�çìá, ç

ïðïßá åßíáé �çò ìïñöÞò

Uxx(x, t) = c
−2Utt(x, t) − g(x, t), 0 < x < a, t > 0. (1.3)

Ó�çí åðüìåíç åíü�ç�á èá ìåëå�Þóïõìå �ç äéáäéêáóßá äéáìüñöùóçò �ïõ âáóéêïý

ãñáììéêïý êáé ìç ãñáììéêïý ìáèçìá�éêïý ðñï�ýðïõ, ðïõ ðåñéãñÜöåé �á êõìá�éêÜ

öáéíüìåíá.

14.1.2 Êõìá�éêÞ Åîßóùóç: Ìáèçìá�éêÞ �ñï�õðïðïßçóç

Á. Äéáìüñöùóç �çò Êõìá�éêÞò Åîßóùóçò. Èåùñïýìå ìéá �Ýëåéá åýêáìð�ç (per-

fetly exible) ÷ïñäÞ ìÞêïõò a, ç ïðïßá óå êá�Üó�áóç éóïññïðßáò åßíáé ðñïåí�å�áìÝíç

ìå ó�áèåñÜ Üêñá. ÅðéëÝãïõìå êáñ�åóéáíü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí, Ý�óé þó�å �á äýï Üêñá

�çò ÷ïñäÞò íá åßíáé ó�á óçìåßá (0, 0, 0) êáé (a, 0, 0). Ç ÷ïñäÞ ðáñáìå�ñéêïðïéåß�áé ìå

�çí ðáñÜìå�ñï s, üðïõ 0 ≤ s ≤ a (ÂëÝðå Ó÷Þìá 4.1.1). Ç êßíçóç �ïõ óçìåßïõ s �çò

÷ïñäÞò ó�ïí �ñéóäéÜó�á�ï ÷þñï êá�Ü �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t ðåñéãñÜöå�áé áðü �ç äéáíõóìá�éêÞ

óõíÜñ�çóç r(s, t) = (X(s, t), Y(s, t), Z(s, t)). Ôï äéÜíõóìá ∂r/∂t äßäåé �çí �á÷ý�ç�á �ïõ

óçìåßïõ s �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t êáé åöÜð�å�áé �çò ÷ïñäÞò ó�ï óçìåßï s, åíþ �ï äéÜíõóìá

∂2r/∂t2 áðï�åëåß �çí åðé�Ü÷õíóç �çò ÷ïñäÞò ó�ï óçìåßï s (ÂëÝðå Ó÷Þìá 4.1.2).

�éá íá ðñï÷ùñÞóïõìå èá åöáñìüóïõìå �ïí äåý�åñï íüìï êßíçóçò �ïõ Newton, ðïõ áíáöÝñåé

ü�é: ç äýíáìç óå êÜèå �ìÞìá �çò ÷ïñäÞò éóïý�áé ìå �ç ÷ñïíéêÞ ðáñÜãùãï �çò ñïðÞò áõ�ïý

�ïõ �ìÞìá�ïò. Ç ìÜæá �çò ÷ïñäÞò [α,β] ìå 0 ≤ α < β ≤ a, äßäå�áé áðü �ç óõíÜñ�çóç
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s

(0; 0; 0) (a; 0; 0)

Ó÷Þìá 14.1.1: ×ïñäÞ óå Êá�Üó�áóç Éóïññïðßáò.

ðõêíü�ç�áò ìÜæáò ρ(s), α ≤ s ≤ β, äçëáäÞ Ý÷ïõìå

∫β

α

ρ(s)ds = ìÜæá �ïõ �ìÞìá�ïò [α,β] �çò ÷ïñäÞò,

∫β

α

ρ(s)
∂r(s, t)

∂t
ds = ñïðÞ �ïõ �ìÞìá�ïò [α,β] �çò ÷ïñäÞò.

Ôï �ìÞìá [α,β] �çò ÷ïñäÞò õößó�á�áé �éò äõíÜìåéò åðáöÞò ó�á Üêñá α, β áðü �ï õðüëïéðï

s

r(0; t) = (0; 0; 0) r(a; t) = (a; 0; 0)

�r

�s

(s; t)

Ó÷Þìá 14.1.2: �áëëüìåíç ×ïñäÞ êáé ÄéÜíõóìá Ôá÷ý�ç�áò.

�çò ÷ïñäÞò êáé �éò åîù�åñéêÝò äõíÜìåéò áðü �ï ðåñéâÜëëïí, üðùò ç âáñý�ç�á. Ïé åîù�åñéêÝò

äõíÜìåéò ãñáöüìåíåò ùò ìéá äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç F(s, t) = (F1(s, t), F2(s, t), F3(s, t)),

ðáñéó�Üíïõí �ç äýíáìç áíÜ ìïíÜäá ìÜæáò ó�ï óçìåßï s �çò ÷ïñäÞò. �éá íá ðåñéãñÜøïõìå

�éò äõíÜìåéò åðáöÞò, åéóÜãïõìå �çí �Üóç T(s, t). Ôï �ìÞìá [β, a] �çò ÷ïñäÞò áóêåß ìéá

äýíáìç åðáöÞò åðß �ïõ �ìÞìá�ïò [α,β] �çò ÷ïñäÞò êáé ó�ï óçìåßï s = β, ç ïðïßá äßäå�áé

áðü �çí ðáñÜó�áóç

T+(β, t)
∂r(β, t)/∂s

|∂r(β, t)/∂s|
.

Ç ìáèçìá�éêÞ ÝêöñáóÞ �çò õðüèåóçò ü�é, ç ÷ïñäÞ åßíáé �Ýëåéá åýêáìð�ç, åßíáé ü�é, ç ðáñáðÜíù

äýíáìç åðáöÞò Ý÷åé äéåýèõíóç êá�Ü ìÞêïò �çò åöáð�ïìÝíçò �çò ÷ïñäÞò ó�ï óçìåßï s = β.

Êá�' áíÜëïãï �ñüðï, Ý÷ïõìå (ÂëÝðå, Ó÷Þìá 4.1.3) ìéá äýíáìç, ðïõ áóêåß�áé áðü �ï �ìÞìá

[0, α] ó�ï �ìÞìá [α,β] �çò ÷ïñäÞò êáé ó�ï óçìåßï s = α, ç ïðïßá äßäå�áé áðü �çí ðáñÜó�áóç

−T−(α, t)
∂r(α, t)/∂s

|∂r(α, t)/∂s|
.

¸�óé, óýìöùíá ìå �ï äåý�åñï íüìï êßíçóçò �ïõ Newton èá Ý÷ïõìå

∫β

α

ρ(s)
∂2r(s, t)

∂t2
ds = +

∫β

α

ρ(s)F(s, t)ds

+ T+(β, t)
∂r(β, t)/∂s

|∂r(β, t)/∂s|
− T−(α, t)

∂r(α, t)/∂s

|∂r(α, t)/∂s|
. (1.4)
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¸íá ó÷üëéï ðïõ áöïñÜ �á ± �çò óõíÜñ�çóçò �Üóçò: Áí ðÜñïõìå �ï üñéï β → α ó�çí

åîßóùóç (1.4), ðñïêýð�åé ü�é T+(α, t) = T−(α, t). ¸�óé ìðïñïýìå íá ðáñáëåßøïõìå �ï

ðñüóçìï êáé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï óýìâïëï T(s, t) ãéá �çí êïéíÞ �éìÞ �çò �Üóçò ó�ç èÝóç

(s, t). �éá íá ãñÜøïõìå �ç äéáíõóìá�éêÞ ïëïêëçñù�éêÞ åîßóùóç (1.4) ó�ç ìïñöÞ äéáöïñéêÞò

åîßóùóçò, ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò β, èÝ�ïõìå β = s êáé âñßóêïõìå �çí åîßóùóç �çò

ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò

ρ(s)
∂2r(s, t)

∂t2
= ρ(s)F(s, t) +

∂

∂s

{
T(s, t)

∂r(s, t)/∂s

|∂r(s, t)/∂s|

}
, s ∈ (0, a), t > 0. (1.5)

Ç äéáíõóìá�éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1.5) éóïäõíáìåß ìå �ñåéò âáèìù�Ýò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

r(a; t) r(b; t)

T(b; t)

(�r=�s)(b; t)

j(�r=�s)(b; t)j

-T(a; t)

(�r=�s)(a; t)

j(�r=�s)(a; t)j

Ó÷Þìá 14.1.3: ÄõíÜìåéò ÅðáöÞò ó�çí �áëëüìåíç ×ïñäÞ.

ùò ðñïò �ïõò áãíþó�ïõò X, Y, Z, T . �éá êÜèå åëáó�éêü õëéêü õðÜñ÷åé ìéá êáëÜ ïñéóìÝíç

óõíÜñ�çóç N, ðïõ åêöñÜæåé �ç ó÷Ýóç �çò �Üóçò T(s, t) êáé �ïõ ðáñÜãïí�á |∂r(s, t)/∂s|,

ç ïðïßá ãñÜöå�áé

T(s, t) = N(|∂r(s, t)/∂s|, s). (1.6)

�áñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ç åîßóùóç, ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áí�éêá�Üó�áóç �çò ó÷Ýóçò (1.6)

ó�çí åîßóùóç (1.5), áðï�åëåß ìéá áõó�çñÞ óõíÝðåéá �ïõ äåõ�Ýñïõ íüìïõ êßíçóçò �ïõ New-

ton, åí�ïý�ïéò ç ðñïóðÜèåéá Üìåóçò åðßëõóçò áõ�Þò óõíáí�Ü áíõðÝñâëç�åò äõóêïëßåò.

¸�óé êá�áöåýãïõìå ó�ç ìåëÝ�ç ìéáò ðñþ�çò ðñïóÝããéóçò áõ�Þò �çò åîßóùóçò, äçëáäÞ �çò

ãñáììéêïðïßçóÞò �çò. Áðïäåéêíýå�áé ü�é, ïé ëýóåéò áõ�Þò �çò ãñáììéêïðïéçìÝíçò åîßóùóçò

äßäïõí éêáíïðïéç�éêÝò áðáí�Þóåéò, åéäéêÜ óå öáéíüìåíá, ðïõ áöïñïýí ìéêñÝò äïíÞóåéò. �éá

ðåñéóóü�åñåò ðëçñïöïñßåò ó÷å�éêÝò ìå �ï èÝìá ðáñáðÝìðïõìå ó�ï êëáóéêü óýããñáììá �ïõ

H. F. Weinberger [120℄ êáèþò êáé ó�ï óçìáí�éêü Üñèñï �ïõ S. S. Antman [5℄. �éá íá âñïýìå

�çí ðñþ�ç ðñïóÝããéóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áêüëïõèï ìå�áó÷çìá�éóìü

X(s, t) = s+ εx(s, t), Y(s, t) = εy(s, t), Z(s, t) = εz(s, t), (1.7)

T(s, t) = T0 + εT1(s, t), F(s, t) = εf(s, t), (1.8)

üðïõ ç ðáñÜìå�ñïò ε ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é, åßíáé �Üîçò ìåãÝèïõò üóç ç ìÝãéó�ç ìå�á�üðéóç

�çò ÷ïñäÞò áðü �ç èÝóç ïõäÝ�åñçò éóïññïðßáò X = s, Y = 0, Z = 0. Áí�éêáèéó�þí�áò �ï

ìå�áó÷çìá�éóìü (1.7) - (1.8) ó�éò åîéóþóåéò (1.5), (1.6) êáé áãíïþí�áò �éò áíþ�åñåò äõíÜìåéò
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�ïõ ε ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �á T0, T1. ÅéäéêÜ, �ï T0 åêöñÜæåé �çí �Üóç �çò ÷ïñäÞò

ó�ç èÝóç ïõäÝ�åñçò éóïññïðßáò X = s, Y = 0, Z = 0. Áðü �éò ó÷Ýóåéò (1.7) ðñïêýð�åé ü�é

∂X(s, t)

∂s
= 1+ ε

∂x(s, t)

∂s
,
∂Y(s, t)

∂s
= ε

∂y(s, t)

∂s
,
∂Z(s, t)

∂s
= ε

∂z(s, t)

∂s
. (1.9)

¸�óé ðñïêýð�åé

∣∣∣∣
∂r

∂s

∣∣∣∣
2

=

(
1+ ε

∂x

∂s

)2

+

(
ε
∂y

∂s

)2

+

(
ε
∂z

∂s

)2

= 1+ 2ε
∂x

∂s
+ ε2

[(
∂x

∂s

)2

+

(
∂y

∂s

)2

+

(
∂z

∂s

)2
]
. (1.10)

�áßñíïí�áò �çí �å�ñáãùíéêÞ ñßæá �çò ó÷Ýóçò (1.10) êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïí áêüëïõèï �ýðï

�ïõ áíáð�ýãìá�ïò Taylor: (1 + a)1/2 = 1+ a
2
+O(a2), ðñïêýð�åé ü�é

∣∣∣∣
∂r

∂s

∣∣∣∣ = 1+ ε
∂x

∂s
+O(ε2).

ÅðïìÝíùò éó÷ýåé ü�é

∂r(s, t)/∂s

|∂r(s, t)/∂s|
= (1+O(ε2), ε

∂y

∂s
+O(ε2), ε

∂z

∂s
+O(ε2)). (1.11)

ÅéóÜãïí�áò �çí �åëåõ�áßá åîßóùóç (1.11) ó�çí åîßóùóç (1.5), ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò

ìå�áó÷çìá�éóìïýò (1.7) - (1.8) êáé �Ýëïò åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ ε óå êÜèå

ìéá áðü �éò �ñåéò ðñïêýð�ïõóåò åîéóþóåéò, ëáìâÜíïõìå �éò áêüëïõèåò ãñáììéêïðïéçìÝíåò

åîéóþóåéò ãéá �éò åãêÜñóéåò êáé äéáìÞêåéò äïíÞóåéò (longitudinal and transverse vibrations)

ρ(s)
∂2x(s, t)

∂t2
= ρ(s)f1(s, t) +

∂

∂s
T1(s, t), s ∈ (0, a), t > 0, (1.12)

ρ(s)
∂2y(s, t)

∂t2
= ρ(s)f2(s, t) + T0

∂2y(s, t)

∂s2
, s ∈ (0, a), t > 0, (1.13)

ρ(s)
∂2z(s, t)

∂t2
= ρ(s)f3(s, t) + T0

∂2z(s, t)

∂s2
, s ∈ (0, a), t > 0. (1.14)

Ïé åîéóþóåéò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí, åßíáé áõ�Ýò ðïõ ðåñéãñÜöïõí �éò åãêÜñóéåò äïíÞóåéò êáé

áõ�Ýò åßíáé ïé åîéóþóåéò (1.13) êáé (1.14). Ïé åîéóþóåéò áõ�Ýò åßíáé �ïõ áõ�ïý �ýðïõ, o ïðïßïò

åßíáé áõ�üò �çò ëåãüìåíçò ìïíïäéÜó�á�çò ãñáììéêÞò êõìá�éêÞò åîßóùóçò ìå ãåíéêÞ ìïñöÞ

∂2u(x, t)

∂t2
= f(x, t) +

T0

ρ(x)

∂2u(x, t)

∂x2
, x ∈ (0, a), t > 0. (1.15)

Â. Áñ÷éêÝò êáé ÓõíïñéáêÝò ÓõíèÞêåò - ÊáëÞ ÔïðïèÝ�çóç. Áðü �ç ìÝ÷ñé

�þñá áíÜëõóç öáßíå�áé ü�é, ç åîßóùóç èåñìü�ç�áò (1.15) ðåñéãñÜöåé �ï öáéíüìåíï

�ùí åãêÜñóéùí äïíÞóåùí óå ìéá ñÜâäï Þ ÷ïñäÞ. �éá �çí ðëÞñç ìåëÝ�ç �ïõ öáéíïìÝíïõ

ðñÝðåé íá ëÜâïõìå õð' üøéí �á äåäïìÝíá ó�ï óýíïñï �ïõ óþìá�ïò êáèþò êáé �éò

óõíèÞêåò êá�Ü �çí åêêßíçóç ìåëÝ�çò �ïõ öáéíïìÝíïõ, äçëáäÞ �éò óõíïñéáêÝò êáé
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x

u

b

b

b

a

u(0; t) = h

1

(t)

u(�; t) = h

2

(t)

�

Ó÷Þìá 14.1.4: ÓõíèÞêåò Dirihlet

áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áí�ßó�ïé÷á. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ðïõ óõíïäåýïõí óõíÞèùò

öáéíüìåíá �çò áíù�Ýñù ìïñöÞò, ïìáäïðïéoýí�áé ó�éò áêüëïõèåò êýñéåò êá�çãïñßåò

1. Eëåã÷üìåíá óõíïñéáêÜ óçìåßá Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñþ�ïõ åßäïõò Þ

óõíèÞêåò Dirihlet �çò ìïñöÞò (ÂëÝðå, Ó÷Þìá 4.1.4)

u(0, t) = h1(t), u(p, t) = h2(t), t > 0, (1.16)

2. ÄåäïìÝíç äýíáìç ó�á óõíïñéáêÜ óçìåßá Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò äåõ�Ýñïõ

x

u

b b

b

�

Ó÷Þìá 14.1.5: ÓõíèÞêåò Neumann

åßäïõò Þ óõíèÞêåò Neumann �çò ìïñöÞò (ÂëÝðå, Ó÷Þìá 4.1.5)

ux(0, t) = f1(t), ux(p, t) = f2(t), t > 0, (1.17)

3. Åëáó�éêÞ óýíäåóç ó�ï óýíïñï Þ óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò �ñß�ïõ åßäïõò Þ

óõíèÞêåò Robin �çò ìïñöÞò (ÂëÝðå, Ó÷Þìá 4.1.6)

ux(0, t) −
h

T
u(0, t) = θ1(t), ux(p, t) −

h

T
u(p, t) = θ2(t), t > 0, (1.18)
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üðïõ h ç ó�áèåñÜ �ùí åëá�çñßùí êáé T ç �Üóç áõ�þí.

ÔÝëïò, ãéá íá Ý÷ïõìå Ýíá êáëÜ �ïðïèå�çìÝíï ðñüâëçìá �ïõ �ýðïõ (1.15) èá ðñÝðåé

íá óõíïäåýå�áé áðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �çò ìïñöÞò

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ (0, a). (1.19)

Ó�ç óõíÝ÷åéá áõ�ïý �ïõ Êåöáëáßïõ èá ìåëå�Þóïõìå äéÜöïñåò âáóéêÝò ìïñöÝò �ïõ

b b

0

�

1

(t) �

2

(t)

u(�; t) - �

2

(t)



Ó÷Þìá 14.1.6: ÓõíèÞêåò Robin

ðñïâëÞìá�ïò (1.15), (1.19) óõíïäåõüìåíïõ áðü ìéá �ùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (1.16),

(1.17) Þ (1.18), ó�ç ìéá äéÜó�áóç êáé ó' Ýíá öñáãìÝíï äéÜó�çìá �ïõ R.

14.2 ÏìïãåíÞò Êõìá�éêÞ Åîßóùóç

14.2.1 Åýñåóç Ëýóçò - Äéåñåýíçóç

Èåùñïýìå ìéá ÷ïñäÞ áðü ïìïãåíÝò õëéêü ìÞêïõò p, ç ïðïßá �áëáí�þíå�áé ÷ùñßò

�çí åðßäñáóç âáñý�ç�áò êáé ìå ìéêñü ðëÜ�ïò. Ïé åãêÜñóéåò ìå�á�ïðßóåéò u(x, t) �ùí

óçìåßùí �çò ÷ïñäÞò óõíáñ�Þóåé �ïõ ÷ñüíïõ áðï�åëïýí ëýóåéò �çò åîßóùóçò

uxx(x, t) = c
−2utt(x, t), 0 < x < p, t > 0. (2.1)

ÕðïèÝ�ïõìå áêüìá ü�é �ï öáéíüìåíï óõíïäåýå�áé áðü �éò ðáñáêÜ�ù óõíïñéáêÝò êáé

áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áí�ßó�ïé÷á

u(0, t) = 0, u(p, t) = 0, t > 0, (2.2)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), 0 < x < p. (2.3)

�éá �çí åðßëõóç èá áêïëïõèÞóïõìå �á åîÞò âÞìá�á.

Á. Åýñåóç �çò ÔõðéêÞò Ëýóçò - ×ùñéóìüò Ìå�áâëç�þí

ÊÜíïõìå ÷ñÞóç �çò ìåèüäïõ ÷ùñéóìïý �ùí ìå�áâëç�þí, äçëáäÞ õðïèÝ�ïõìå ü�é ç ëýóç

Ý÷åé �ç ìïñöÞ

u(x, t) = X(x)W(t). (2.4)
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¸�óé ç áí�éêá�Üó�áóç �çò ðáñÜó�áóçò (2.4) ó�çí åîßóùóç (2.1) ïäçãåß ó�éò

áêüëïõèåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < p, (2.5)

W ′′(t) + λc2W(t) = 0, t > 0. (2.6)

Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2.2) ãßíïí�áé

X(0)W(t) = 0, X(p)W(t) = 0.

Aðü åäþ ðñïêýð�åé ü�é

X(0) = 0, X(p) = 0. (2.7)

Ôï ðñüâëçìá éäéï�éìþí (2.5), (2.7) äÝ÷å�áé ùò ëýóåéò �á éäéïæåýãç

λn = k2n =
n2π2

p2
, φn(x) = sin

nπx

p
, 0 < x < p, (2.8)

üðïõ ç ðïóü�ç�á kn áðï�åëåß �ïí êõìá�Üñéèìï �Üîçò n �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. �é'

áõ�Ýò �éò �éìÝò �ïõ λ ïé ëýóåéò �çò åîßóùóçò (2.6) åßíáé

Wn(t) = an cos
ncπt

p
+ bn sin

ncπt

p
, t > 0, n = 1, 2, 3, ... , (2.9)

üðïõ an, bn, n = 1, 2, 3, ... , áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò. ÓõíäõÜæïí�áò �éò (2.8) êáé (2.9)

ðñïêýð�åé ü�é ãéá êÜèå n = 1, 2, 3, ... , ïé óõíáñ�Þóåéò

un(x, t) =

{
an cos

ncπt

p
+ bn sin

ncπt

p

}
sin
nπx

p
, 0 < x < p, t > 0, (2.10)

áðï�åëïýí �éò ëýóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (2.1) - (2.2). Áí èåùñÞóïõìå �ï

ìå�áó÷çìá�éóìü dn = tan−1(bn/an) oé ëýóåéò (2.10), ãéá êÜèå n = 1, 2, 3, ... ,

ðáßñíïõí ìéá Üëëç éäéáß�åñá ÷ñÞóéìç ìïñöÞ, ðïõ åßíáé

un(x, t) =

√
a2n + b

2
n cos

(
ncπt

p
− dn

)
sin

(
nπx

p

)
, 0 < x < p, t > 0. (2.11)

Ç un(x, t) áðï�åëåß �ïí n - �ñüðï �áëÜí�ùóçò Þ �çí n- áñìïíéêÞ �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò. �éá �çí ðëÞñç åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò èá ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèïýí

ïé áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò an, bn �çò ó÷Ýóçò (2.9). Áõ�ü ãßíå�áé ìå �çí åöáñìïãÞ �çò

ãåíéêåõìÝíçò áñ÷Þò �çò õðÝñèåóçò êá�' áñ÷Þ êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ç ÷ñÞóç �ùí áñ÷éêþí

óõíèçêþí. �éï óõãêåêñéìÝíá , èåùñïýìå �ï áíÜð�õãìá

u(x, t) =

∞∑

n=1

{
an cos

(
ncπt

p

)
+ bn sin

(
ncπt

p

)}
sin

(
nπx

p

)
, (2.12)
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üðïõ 0 < x < p, t > 0. Eýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß ü�é ç óõíÜñ�çóç

(2.12) áðï�åëåß ëýóç �üóï �çò åîßóùóçò üóï êáé �ùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí. �éá

íá éêáíïðïéåß �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

u(x, 0) = f(x) =

∞∑

n=1

an sin
nπx

p
, 0 < x < p, (2.13)

ut(x, 0) = g(x) =

∞∑

n=1

ncπbn

p
sin
nπx

p
, 0 < x < p, (2.14)

üðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é åßíáé äõíá�Þ ç åíáëëáãÞ äéáöüñéóçò êáé Üðåéñçò Üèñïéóçò.

Áðü �éò (2.13), (2.14) ðñïêýð�åé ü�é �á an, bn áðï�åëïýí �ïõò çìé�ïíéêïýò

óõí�åëåó�Ýò Fourier �ùí óõíáñ�Þóåùí f(x) êáé g(x) ó�ï äéÜó�çìá [0, p]. ¸�óé,

ãéá n = 1, 2, 3, ... , èá éó÷ýåé ü�é

an =
2

p

∫p

0

f(x) sin
nπx

p
dx, (2.15)

bn =
2

ncπ

∫p

0

g(x) sin
nπx

p
dx. (2.16)

¢ñá �åëéêÜ ç (ìïíáäéêÞ) �õðéêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (2.1)-(2.3) äßäå�áé áðü �ç

ó÷Ýóç (2.12), üðïõ ïé óõí�åëåó�Ýò an, bn êáèïñßæïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò (2.15),

(2.16).

Â. Ïìáëïðïßçóç �çò Ëýóçò - ÊëáóéêÝò & Áóèåíåßò Ëýóåéò.

¼ðùò Ý÷åé áíáöåñèåß êáé ðñïçãïýìåíá ïé ëýóåéò, ðïõ Ý÷ïõí ðñïêýøåé ìå �çí

ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá, åßíáé �õðéêÝò ( áóèåíåßò). Åäþ èá ìåëå�Þóïõìå �éò éêáíÝò

óõíèÞêåò, þó�å ç �õðéêÞ ëýóç íá åßíáé êëáóéêÞ ëýóç. ¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé ó�ï

ðñïçãïýìåíï ÊåöÜëáéï 13, ó�éò ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò ïé ëýóåéò åßíáé êëáóéêÝò,

áñêåß ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò íá åßíáé �ìçìá�éêÜ óõíå÷åßò. Áí�ßèå�á, ó�éò õðåñâïëéêÝò

åîéóþóåéò ãéá íá Ý÷ïõìå êëáóéêÞ ëýóç, èá ðñÝðåé íá ðåñéïñßóïõìå áñêå�Ü �éò áñ÷éêÝò

óõíèÞêåò. �éï óõãêåêñéìÝíá, ìðïñïýìå íá äéáðéó�þóïõìå åýêïëá ü�é ç óåéñÜ

v(x, t) =

∞∑

n=1

an cos
ncπt

p
sin
nπx

p
, 0 < x < p, t > 0, (2.17)

üðïõ an = 2
p

∫p
0
f(x) sin nπx

p
dx, n = 1, 2, 3, ..., áðï�åëåß ìéá �õðéêÞ ëýóç �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò

uxx(x, t) = c−2utt(x, t), 0 < x < p, t > 0,

u(0, t) = 0, u(p, t) = 0, t > 0, (2.18)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0, 0 < x < p,



14.2 ÏìïãåíÞò Êõìá�éêÞ Åîßóùóç 705

Åðßóçò ç óåéñÜ

w(x, t) =

∞∑

n=1

bn sin
ncπt

p
sin
nπx

p
, 0 < x < p, t > 0, (2.19)

üðïõ bn = 2
ncπ

∫p
0
g(x) sin nπx

p dx, n = 1, 2, 3, ... , áðï�åëåß �õðéêÞ ëýóç �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò

uxx(x, t) = c−2utt(x, t), 0 < x < p, t > 0,

u(0, t) = 0, u(p, t) = 0, t > 0, (2.20)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = g(x), 0 < x < p.

ÅðïìÝíùò, ìå âÜóç �çí áñ÷Þ �çò õðÝñèåóçò, ç óõíÜñ�çóç

u(x, t) = v(x, t) +w(x, t), 0 < x < p, t > 0, (2.21)

èá áðï�åëåß �õðéêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (2.1) - (2.3).

Èåþñçìá 14.2.1. (¾ðáñîç Ëýóçò). ¸ó�ù ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò f(x), f ′(x), f ′′(x)

åßíáé óõíå÷åßò ó�ï äéÜó�çìá [0, p] êáé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò f(0) = f ′′(0) = f(p) =

f ′′(p) = 0. Ôü�å ç óõíÜñ�çóç v(x, t) áðï�åëåß êëáóéêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò

(2.18).

Áðüäåéîç Áí ïé óõíáñ�Þóåéò f(x), f ′(x) åßíáé óõíå÷åßò ó�ï äéÜó�çìá [0, p] êáé f(0) =

f(p) = 0, �ü�å áðïäåéêíýå�áé (áðü �ç èåùñßá óýãêëéóçò �ùí óåéñþí Fourier) ü�é ç óåéñÜ

f(x) =

∞∑

n=1

an sin
nπx

p
, 0 < x < p, (2.22)

óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá (óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéÜó�çìá) ó�çí ðåñé��Þ ðåñéïäéêÞ åðÝê�áóç

f0(x), x ∈ (−p, p), �çò f(x). Áêïëïõèþí�áò �ç äéáäéêáóßá �çò ëýóçò D'Alembert (ÂëÝðå,

Åíü�ç�á 11.4.2) âñßóêïõìå ü�é ç ëýóç (2.17) ìðïñåß íá ãñáöåß

v(x, t) =
f0(x+ ct) + f0(x− ct)

2
, 0 < x < p, t > 0, (2.23)

�ñïöáíþò ç v(x, t) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç. ÅðéðëÝïí éó÷ýåé

v(0, t) =
f0(ct) + f0(−ct)

2
=
f0(ct) − f0(ct)

2
= 0, t > 0

êáé

v(p, t) =
f0(p+ ct) + f0(p− ct)

2
=

f0(p + ct) + f0(−p − ct)

2

=
f0(p + ct) − f0(p + ct)

2
= 0, t > 0,
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äçëáäÞ áðïäåéêíýå�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç v(x, t) éêáíïðïéåß �éò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. Áêüìá

åðáëçèåýïí�áé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áöïý Ý÷ïõìå �éò ó÷Ýóåéò

v(x, 0) =
f0(x) + f0(x)

2
= f0(x) = f(x), 0 < x < p,

vt(x, 0) =

[
c(f0)

′(x+ ct) − c(f0)
′(x− ct)

2

]

t=0

=
c [(f0)

′(x) − (f0)
′(x)]

2
= 0, 0 < x < p.

ÔÝëïò, ðáñá�çñïýìå ü�é

vxx(x, t) =
(f0)

′′(x + ct) + (f0)
′′(x− ct)

2
, 0 < x < p, t > 0,

vtt(x, t) =
c2 [(f0)

′′(x + ct) + (f0)
′′(x− ct)]

2
, 0 < x < p, t > 0,

üðïõ ïé vxx(x, t), vtt(x, t) åßíáé óõíå÷åßò, áöïý åî õðïèÝóåùò ç f ′′(x) åßíáé. ¸�óé ðñïêýð�åé

ü�é

vxx − c−2vtt =
(f0)

′′(x + ct) + (f0)
′′(x− ct)

2
−

(f0)
′′(x + ct) + (f0)

′′(x− ct)

2
= 0,

ãéá êÜèå 0 < x < p, t > 0 êáé ç áðüäåéîç Ý÷åé ïëïêëçñùèåß. ♦

Ìå üìïéï �ñüðï áðïäåéêíýå�áé �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá (ÂëÝðå, [119, óåë. 131-133℄)

Èåþñçìá 14.2.2. (¾ðáñîç Ëýóçò). Ç óõíÜñ�çóç w(x, t) åßíáé êëáóéêÞ ëýóç

�ïõ ðñïâëÞìá�ïò (2.20), áí ïé óõíáñ�Þóåéò g(x), g ′(x) åßíáé óõíå÷åßò ó�ï äéÜó�çìá

[0, p] êáé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò g(0) = g(p) = 0.

Áðü �á ðáñáðÜíù ðñïêýð�åé ü�é áí ïé óõíáñ�Þóåéò f(x), g(x) �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

äåí ðëçñïýí �éò éêáíÝò óõíèÞêåò, �ü�å ìðïñåß íá ìçí ðñïêýð�åé êëáóéêÞ ëýóç ãéá �ï

ðñüâëçìá (2.1) - (2.3). Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç �õðéêÞ ëýóç u(x, t) áðï�åëåß ìéá

ãåíéêåõìÝíç Þ áóèåíÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.

�. ÌïíïóÞìáí�ï �çò Ëýóçò.

�éá �ï ðñüâëçìá (2.1)-(2.3) éó÷ýåé �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá ìïíïóÞìáí�ïõ

Èåþñçìá 14.2.3. (Mïíáäéêü�ç�á) Ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí

(2.1)-(2.3) äÝ÷å�áé ìïíáäéêÞ ëýóç.

Áðüäåéîç ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷ïõí äýï ëýóåéò u(x, t), v(x, t) ãéá �ï ðñüâëçìá (2.1) - (2.3).

Óõìâïëßæïõìå ìå w(x, t) = u(x, t)−v(x, t). Eßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ç óõíÜñ�çóç w(x, t)

éêáíïðïéåß �ï ðñüâëçìá

wxx(x, t) = c−2wtt(x, t), 0 < x < p, t > 0,

w(0, t) = 0, w(p, t) = 0, t > 0,

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0, 0 < x < p.
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Èá áðïäåßîïõìå ü�é w(x, t) ≡ 0, ãéá êÜèå 0 < x < p, t > 0. �éá �ï óêïðü áõ�ü èåùñïýìå
�ç ìç áñíç�éêÞ óõíÜñ�çóç,

E(t) =
1

2

∫p

0

{
c2w2

x(x, t) +w
2
t (x, t)

}
dx, t > 0,

ç ïðïßá (öõóéêÜ) ðáñéó�Üíåé �çí ïëéêÞ åíÝñãåéá �çò äïíïýìåíçò ÷ïñäÞò êá�Ü �ç ÷ñïíéêÞ

ó�éãìÞ t. ÅðåéäÞ ç w ∈ C2 ((0, p)× (0,+∞)), ðáñáãùãßæïí�áò �çí E(t) ðñïêýð�åé

E ′(t) =

∫p

0

{
c2wx(x, t)wxt(x, t) +wt(x, t)wtt(x, t)

}
dx, t > 0.

¼ìùò éó÷ýåé

∫p

0

c2wx(x, t)wxt(x, t)dx =
[
c2wx(x, t)wt(x, t)

]p
0
−

∫p

0

c2wt(x, t)wxx(x, t)dx.

Áðü �éò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðñïêýð�åé ü�é wt(0, t) = wt(p, t) = 0, äçëáäÞ éó÷ýåé

∫p

0

c2wx(x, t)wxt(x, t)dx = −

∫p

0

c2wt(x, t)wxx(x, t)dx.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

E ′(t) =

∫p

0

wt(x, t)
{
wtt(x, t) − c

2wxx(x, t)
}
dx = 0, t > 0,

�ï ïðïßï óçìáßíåé ü�é, ç ïëéêÞ åíÝñãåéá E(t) åßíáé ó�áèåñÜ, Ýó�ù ßóç ìå σ. ÅðåéäÞ w(x, 0) =
0, ãéá êÜèå x ∈ (0, p), Ý÷ïõìå ü�é wx(x, 0) = 0. ËáìâÜíïí�áò äå õð' üøéí ü�é wt(x, 0) = 0,

ðñïêýð�åé (ÂëÝðå, [119, óåë. 133℄)

E(0) =
1

2

∫p

0

{
c2w2

x(x, t) +w
2
t (x, t)

}
t=0

dx = 0.

ÅðïìÝíùò E(t) = 0, �ï ïðïßï óõìâáßíåé, áí êáé ìüíï áí wx(x, t) ≡ 0 êáé wt(x, t) ≡ 0

óõã÷ñüíùò, ãéá êÜèå x ∈ (0, p), t > 0. Áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�é, w(x, t) ≡ ó�áèåñÜ ðáí�ïý

ó�ï (0, p) × (0,∞). Ôï �åëåõ�áßï óõíäõáæüìåíï ìå �ç ó÷Ýóç w(x, 0) = 0, äßäåé �åëéêÜ

ü�é w(x, t) ≡ 0, ãéá êÜèå x ∈ (0, p), t > 0. �ñÜãìá ðïõ áðïäåéêíýåé �ç ìïíáäéêü�ç�á �çò

ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (2.1)-(2.3). ♦

Ä. ÖõóéêÞ Óçìáóßá �çò Ëýóçò.

(i) Ïé ëýóåéò (2.10) Þ (2.11) ïíïìÜæïí�áé ó�Üóéìá êýìá�á (standing waves) �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò (2.1)-(2.3). �éá�ß êÜèå ìéá áð' áõ�Ýò �éò ëýóåéò ìðïñåß íá èåùñçèåß ü�é Ý÷åé

ó�áèåñü ó÷Þìá sin nπx
p

áëëÜ ìå�áâáëëüìåíï ðëÜ�ïò Wn(t). Ôá óçìåßá, üðïõ sin nπx
p

= 0,

ïíïìÜæïí�áé êüìâïé (nodes) �çò ëýóçò êáé áðï�åëïýí �á ó�Üóéìá óçìåßá �ïõ ðñïâëÞìá�ïò

áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí (2.1)-(2.3), áöïý áí�éó�ïé÷ïýí óå ìçäåíéêÞ ìå�á�üðéóç �çò

÷ïñäÞò, ãéá êÜèå t > 0. Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ëýóç un(x, t) Ý÷åé (n − 1) êüìâïõò. Ó�ï

ðáñáêÜ�ù Ó÷Þìá 4.2.2 öáßíïí�áé ïé êüìâïé ãéá n = 1, 2, 3, 4.

(ii) Áðü �ïí �ýðï (2.11) �çò ëýóçò âëÝðïõìå ü�é ãéá ó�áèåñü x ïé ëýóåéò un(x, t)
ðáñéó�Üíïõí áðëÝò áñìïíéêÝò �áëáí�þóåéò ãùíéáêÞò óõ÷íü�ç�áò

ωn =
ncπ

p
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êáé ðëÜ�ïõò

√
a2n + b2n sin(

nπx

p
).

Ç óõ÷íü�ç�á ωn áðï�åëåß �çí n-öõóéêÞ óõ÷íü�ç�á Þ áñìïíéêÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò

(2.1) - (2.3) , åíþ ç ω1 áðï�åëåß �ç èåìåëéþäç óõ÷íü�ç�á áõ�ïý.

n = 1

b

Κόµβος

n = 2

b b

Κόµβοι

n = 3

b b b

Κόµβοι

n = 4

Ó÷Þìá 14.2.1: Ó�Üóéìá Êýìá�á êáé Êüìâïé ìéáò �áëëüìåíçò ×ïñäÞò ãéá n = 1, 2, 3, 4.

(iii) Ôï ýøïò �ïõ Þ÷ïõ åíüò åã÷üñäïõ åîáñ�Ü�áé Üìåóá áðü �ç èåìåëéþäç óõ÷íü�ç�á ω1,

äçëáäÞ üóï ìåãáëý�åñç åßíáé ç ω1, �üóï õøçëü�åñïò åßíáé ï Þ÷ïò. ÅðåéäÞ äå c =
√
T/p

âëÝðïõìå ü�é �ï ýøïò áõîÜíå�áé, üóï áõîÜíå�áé ç �Üóç �ùí ÷ïñäþí Þ åëá��þíå�áé �ï ìÞêïò

�ïõò p. Ïé ìïõóéêïß Þ÷ïé, ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü Ýíá Ýã÷ïñäï, ïöåßëïí�áé ó�ï ãåãïíüò ü�é

üëåò ïé õøçëü�åñåò áñìïíéêÝò ωn åßíáé áêÝñáéá ðïëëáðëÜóéá �çò ω1, áöïý ωn = nω1.

ÊÜ�é ðïõ äåí ÷áñáê�çñßæåé ãåíéêÜ �á ìç-Ýã÷ïñäá üñãáíá, üðùò êñïõó�Ü, ðíåõó�Ü, ê.�.ë. .

Å. ÄéáöïñÜ �áñáâïëéêþí êáé Õðåñâïëéêùí Åîéóþóåùí.

Ç ïõóéþäçò äéáöïñÜ ìå�áîý �ùí ëýóåùí �ùí ðáñáâïëéêþí êáé �ùí õðåñâïëéêþí åîéóþóåùí

åí�ïðßæå�áé ó�ï ãåãïíüò ü�é ó�éò ìåí ðñþ�åò ðáñïõóéÜæïí�áé áñíç�éêïß åêèå�éêïß üñïé ùò ðñïò

�ï ÷ñüíï t, ïé ïðïßïé �åßíïõí ó�ï ìçäÝí áñêå�Ü ãñÞãïñá, êáèþò �á t, n → ∞, åíþ ó�éò

äåý�åñåò õðÜñ÷ïõí �áëáí�ïýìåíïé üñïé ùò ðñïò �ï ÷ñüíï t (�ñéãùíïìå�ñéêÝò óõíáñ�Þóåéò).

ÅðïìÝíùò ïé ëýóåéò-óåéñÝò �ùí ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí, êáèþò êáé ïé ðáñÜãùãïé áõ�þí

uxx(x, t), ut(x, t) óõìðåñéöÝñïí�áé ðïëý êáëÜ ùò ðñïò �ç óýãêëéóç, êáèþò �á t → ∞
êáé n → ∞. Áí�ßèå�á, ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí õðåñâïëéêþí åîéóþóåùí, üðïõ ãéá ðáñÜäåéãìá

óõíáí�ïýìå �ç ìïñöÞ

uxx(x, t) = −

∞∑

n=1

(
nπ

p

)2{
an cos

(
ncπt

p

)
+ bn sin

(
ncπt

p

)}
sin

(
nπx

p

)
,
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âëÝðïõìå ü�é åîáé�ßáò �çò ðáñïõóßáò �ïõ n2
åßíáé äõíá�üí ç óåéñÜ uxx(x, t) íá ìç óõãêëßíåé

áêüìá êáé ó�çí ðåñßð�ùóç, ðïõ Ý÷ïõìå óýãêëéóç �çò óåéñÜò u(x, t).

ÔÝëïò, ðñÝðåé íá óçìåéùèåß ü�é �õ÷üí áóõíÝ÷åéåò ó�éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �ùí õðåñâïëéêþí

ðñïâëçìÜ�ùí ìå�áöÝñïí�áé ó�çí ßäéá �ç ëýóç u(x, t). Åíþ �ï áí�ßèå�ï óõìâáßíåé ó�çí

ðåñßð�ùóç �ùí ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí, üðïõ �üóï ïé áóõíÝ÷åéåò üóï êáé äéÜöïñåò Üëëåò

éäéïìïñößåò �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí åîáöáíßæïí�áé áõ�üìá�á ãéá t > 0. ÌÜëéó�á äå, ç ëýóç

u(x, t) åßíáé áíáëõ�éêÞ ó' üëï �ï ðåäßï ïñéóìïý �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.

�áñÜäåéãìá 14.2.4. Íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

uxx(x, t) = c−2utt(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0, (α)

u(x, 0) = x(1− x), ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1.

Ëýóç Åöáñìüæïõìå �ï ÷ùñéóìü ìå�áâëç�þí u(x, t) = X(x)W(t) ó�ï ðñüâëçìá (α), ïðü�å

ðñïêýð�ïõí oé åîéóþóåéò

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1 (β)

W ′′(t) + λc2W(t) = 0, t > 0. (γ)

Áðü �éò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìå

X(0) = 0, X(1) = 0. (δ)

To ðñüâëçìá (β) êáé (δ) Ý÷åé éäéï�éìÝò λn = k2n = n2π2 ìå áí�ßó�ïé÷åò éäéïóõíáñ�Þóåéò

φn(x) = sin(nπx). �éá λ = λn ç åîßóùóç (γ) Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç

Wn(t) = an cos(ncπt) + bn sin(nπct), t > 0.

¸�óé ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (α) èá åßíáé �çò ìïñöÞò

u(x, t) =

∞∑

n=1

{an cos(nπct) + bn sin(πcnt)} sin(nπx), 0 < x < 1, t > 0,

üðïõ an, bn ðñïóäéïñéó�Ýïé óõí�åëåó�Ýò. Áðü �çí ðñþ�ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷ïõìå

u(x, 0) = x(1− x) =

∞∑

n=1

an sin(nπx), 0 < x < 1.

ÅðïìÝíùò �á an áðï�åëïýí �ïõò çìé�ïíéêïýò óõí�åëåó�Ýò Fourier �çò óõíÜñ�çóçò x(1−x),

äçëáäÞ èá éó÷ýåé

an = 2

∫1

0

f(x) sin(nπx)dx = 2

∫1

0

x sin(nπx)dx− 2

∫1

0

x2 sin(nπx)dx

=
4

n3π3

[
1+ (−1)n+1

]
, n = 1, 2, 3, ... .
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1 1

u(x; t)

x

t = 0

1

f

0

(x+  t) f

0

(x-  t)

1

u(x; t)

x

t = 0:3=

1

f

0

(x+  t)

f

0

(x-  t)

1

u(x; t)

x

t = 0:5=

1

f

0

(x+  t) f

0

(x -  t)

1

u(x; t)

x

t = 0:7=

1 1

u(x; t)

x

t = 1:0=

Ó÷Þìá 14.2.2: Ìå�á�üðéóç ìéáò �áëëüìåíçò ×ïñäÞò êá�Ü �ï �ñþ�ï ¹ìéóõ �çò �åñéüäïõ.

Eðßóçò áðü �ç äåý�åñç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ðñïêýð�åé ü�é

ut(x, 0) = 0 =

∞∑

n=1

nπcbn sin(nπx), 0 < x < 1.

ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå ü�é bn = 0, n = 1, 2, 3, ... . ¢ñá �åëéêÜ ç �õðéêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò

(α) åßíáé

u(x, t) =

∞∑

n=1

4

n3π3

[
1+ (−1)n+1

]
cos(nπct) sin(nπx), 0 < x < 1, t > 0.



14.2 ÏìïãåíÞò Êõìá�éêÞ Åîßóùóç 711

�áñÜäåéãìá 14.2.5. Íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

uxx(x, t) = c−2utt(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0, (α)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1,

üðïõ

f(x) =

{
4x, ãéá 0 ≤ x ≤ 1/2,
4(1 − x), ãéá 1/2 < x ≤ 1.

Ëýóç Ìå �ï ÷ùñéóìü �ùí ìå�áâëç�þí u(x, t) = X(x)W(t) ðñïêýð�åé, áö' åíüò �ï ðñüâëçìá

éäéï�éìþí

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, X(0) = 0, X(1) = 0, (β)

ìå éäéï�éìÝò êáé áí�ßó�ïé÷åò éäéïóõíáñ�Þóåéò

λn = k2n = n2π2, φn(x) = sin(nπx), 0 < x < 1, n = 1, 2, 3... ,

áö' å�Ýñïõ äå �ï ÷ñïíéêü ðñüâëçìá

W ′′(t) + n2π2c2W(t) = 0, t > 0. (γ)

�éá �éò �éìÝò �ïõ λ = λn, ç ÷ñïíïåîáñ�þìåíç åîßóùóç (γ) Ý÷åé ëýóåéò �çò ìïñöÞò

Wn(t) = an cos(nπct) + bn sin(nπct), t > 0, n = 1, 2, 3, ... .

¸�óé ç ãåíéêÞ ëýóç �ïõ óõíïñéáêïý ðñïâëÞìá�ïò (α) ìå ÷ñÞóç �çò áñ÷Þò �çò õðÝñèåóçò

åßíáé �çò ìïñöÞò

u(x, t) =

∞∑

n=1

[an cos(nπct) + bn sin(nπct)] sin(nπx), 0 < x < 1, t > 0.

ÊÜíïí�áò ÷ñÞóç �çò ðñþ�çò �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí Ý÷ïõìå

u(x, 0) = f(x) =

∞∑

n=1

an sin(nπx), 0 < x < 1,

ïðü�å èá éó÷ýåé

an = 2

∫1

0

f(x) sin(nπx)dx,

= 8

∫1/2

0

x sin(nπx)dx+ 8

∫1

1/2

(1− x) sin(nπx)dx,

=
16

n2π2
sin
(nπ
2

)
, n = 1, 2, 3, ... .
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Áðü �ç äåý�åñç �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (g(x) = 0), Ýðå�áé ü�é bn = 0. ÅðïìÝíùò ç ëýóç

�ïõ ðñïâëÞìá�ïò áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí (α) Ý÷åé �åëéêÜ �ç ìïñöÞ

u(x, t) =
16

π2

∞∑

n=1

sin(nπ/2)

n2
cos(nπct) sin(nπx), 0 < x < 1, t > 0. (δ)

Ç ìïñöÞ áõ�Þ �çò ëýóçò äåí ìáò åðé�ñÝðåé íá âñïýìå �ï ó÷Þìá �çò ÷ïñäÞò óå äéÜöïñåò �éìÝò

�ïõ ÷ñüíïõ t. Åí�ïý�ïéò, åðåéäÞ ãéá t = 0 Ý÷ïõìå

f(x) =
16

π2

∞∑

n=1

sin(nπ/2)

n2
sin(nπx), 0 < x < 1,

Ýðå�áé ü�é, ãéá êÜèå x, ç óåéñÜ óõãêëßíåé ó�çí ðåñé��Þ åðÝê�áóç f0(x) ó�ï äéÜó�çìá (−1, 1)

�çò f(x). ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí �ñéãùíïìå�ñéêÞ �áõ�ü�ç�á

sinA cosB =
1

2
[sin(A + B) + sin(A− B)] ,

ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå �çí �õðéêÞ ëýóç (δ) ó�ç ìïñöÞ

u(x, t) =
16

π2

∞∑

n=1

1

n2
sin
(nπ
2

)
{sin [nπ(x+ ct)] + sin [nπ(x− ct)]}

=
1

2
{f0(x + ct) + f0(x − ct)} , 0 < x < 1, t > 0.

Ç ðáñáðÜíù ìïñöÞ áðï�åëåß åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò ëýóçò D'Alembert ãéá �çí êõìá�éêÞ

åîßóùóç ïñéóìÝíç óå ðåðåñáóìÝíï äéÜó�çìá. Åäþ èá ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç ëýóç

óõíßó�á�áé áðü äýï áðëÜ êýìá�á, êáè' Ýíá áðü �á ïðïßá äéáäßäå�áé áí�ßó�ïé÷á ðñïò �á

áñéó�åñÜ êáé äåîéÜ ìå ó�áèåñÞ �á÷ý�ç�á öÜóçò c.

Ç �åëåõ�áßá ìïñöÞ �çò ëýóçò ìáò åðé�ñÝðåé íá åëÝã÷ïõìå �ï ó÷Þìá áõ�Þò ãéá äéÜöïñåò �éìÝò

�çò t, üðùò öáßíå�áé áðü �ï Ó÷Þìá 4.2.6. Ó�çí ðñïçãïýìåíç åöáñìïãÞ ç �ñéãùíéêÞ ìïñöÞ

�ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí õðïäçëþíåé ü�é ç f ′(x) äåí ïñßæå�áé ðáí�ïý ó�ï [0, 1].

¸�óé óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 14.2.1 ç ëýóç, ðïõ Ý÷åé âñåèåß, áðï�åëåß áóèåíÞ ëýóç �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò. Áõ�ü óõìâáßíåé åäþ ãéá�ß �ï ìáèçìá�éêü ðñü�õðï, ðïõ Ý÷åé åðéëåãåß, åßíáé

áñêå�Ü áðëïõó�åõìÝíï, áöïý åßíáé áäýíá�ï íá Ý÷ïõìå ÷ïñäÞ óå áõó�çñÜ �ñéãùíéêÞ ìïñöÞ.

14.2.2 �ñïâëÞìá�á

1. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

utt(x, t) = c2uxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = x(1− x), ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1,

üðïõ c åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) =
∑∞

n=1
4

(nπ)3
[1− (−1)n] cosnπct sinnπx.
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2. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

utt(x, t) = c2uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 8 sin
2 x, 0 < x < π,

üðïõ c åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) =
∑∞

n=1,3,4,...,
32[(−1)n−1]

πcn2(n2−4)
sin(nct) cos(nx).

3. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

utt(x, t) = c2uxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x sin x, 0 < x < 1,

üðïõ c åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

ÁðÜí�çóç:

u(x, t) =
∑∞

n=1
2π

n2π2−1

[
2

n2π2−1
((−1)n cos 1− 1) − (−1)n sin 1

]
sin(ncπt) cos(nπx).

4. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ Robin

utt(x, t) = c2uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = x + sin x, ut(x, 0) = 0, 0 < x < π,

üðïõ c åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) =
∑∞

n=1
32(−1)n+1

(2n−1)2π[4−(2n−1)2]
sin

n(2n−1)x
2

cos
(2n−1)ct

2

5. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Neumann

utt(x, t) = c2uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = cos x, ut(x, 0) = 0, 0 < x < π,

üðïõ c åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.
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14.3 Ìç ÏìïãåíÞò Êõìá�éêÞ Åîßóùóç ÅéäéêÞò ÌïñöÞò

ÌÝèïäïò �ñïóäéïñéóìïý �ùí Óõí�åëåó�þí

14.3.1 �åíéêÞ Èåùñßá - �áñáäåßãìá�á

Èåùñïýìå �ï ìç ïìïãåíÝò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

uxx(x, t) = c−2utt(x, t) − P(x) sin(ωt), 0 < x < p, t > 0, (3.1)

Σ1[u] = σ11u(0, t) + σ12ux(0, t) = 0, t > 0, (3.2)

Σ2[u] = σ21u(p, t) + σ22ux(p, t) = 0, t > 0, (3.3)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), 0 < x < p, (3.4)

üðïõ �á σ11, ..., σ22 áðï�åëïýí äïèåßóåò ðñáãìá�éêÝò ó�áèåñÝò. Ç ëýóç u(x, t) �ïõ

ðñïâëÞìá�ïò (3.1) - (3.4) èá åßíáé �ï Üèñïéóìá �çò ëýóçò u0(x, t) �ïõ ïìïãåíïýò

ðñïâëÞìá�ïò

uxx(x, t) = c−2utt(x, t), 0 < x < p, t > 0, (3.5)

Σ1[u] = 0, Σ2[u] = 0, t > 0, (3.6)

êáé ìéáò ëýóçò uµ(x, t) �ïõ ìç-ïìïãåíïýò ðñïâëÞìá�ïò

uxx(x, t) = c−2utt(x, t) − P(x) sinωt, 0 < x < p, t > 0, (3.7)

Σ1[u] = 0, Σ2[u] = 0, t > 0. (3.8)

Ôï ðñüâëçìá (3.5) - (3.6) ëýíå�áé êá�Ü �á ãíùó�Ü ìå �ç ìÝèïäï ÷ùñéóìïý ìå�áâëç�þí,

ïðü�å ðñïêýð�åé ü�é äÝ÷å�áé ëýóç �çò ìïñöÞò

u0(x, t) =

∞∑

n=1

[an cos(knct) + bn sin(knct)]φn(x), 0 < x < p, t > 0, (3.9)

üðïõ �á λn = k2n êáé φn(x) áðï�åëïýí �éò éäéï�éìÝò êáé éäéïóõíáñ�Þóåéò, áí�ßó�ïé÷á,

�ïõ ïìïãåíïýò óõíïñéáêïý ðñïâëÞìá�ïò éäéï�éìþí

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < p, Σ1[X] = 0, Σ2[X] = 0. (3.10)

�éá íá âñïýìå ìéá ìåñéêÞ ëýóç �ïõ ìç-ïìïãåíïýò ðñïâëÞìá�ïò (3.7) - (3.8)

÷ñçóéìïðïéïýìå, �ñïðïðïéçìÝíç êá�Üëëçëá, �ç ãíùó�Þ áðü �éò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò

åîéóþóåéò ìÝèïäï ðñïóäéïñéóìïý �ùí óõí�åëåó�þí. ÕðïèÝ�ïõìå äçëáäÞ ü�é, ç ëýóç

Ý÷åé �ç ìïñöÞ

uµ(x, t) = Y(x) sinωt+ Z(x) cosωt, 0 < x < p, t > 0, (3.11)

üðïõ Y(x), Z(x) óõíáñ�Þóåéò ðñïò ðñïóäéïñéóìü. Áí�éêáèéó�þí�áò �çí ðáñÜó�áóç

(3.11) áð' åõèåßáò ó�ç ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.7) ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóç

Y ′′(x) sinωt + Z ′′(x) cosωt =

[
−
(ω
c

)2
Y(x) − P(x)

]
sinωt−

(ω
c

)2
Z(x) cosωt,
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üðïõ 0 < x < p, t > 0. Åîéóþíïí�áò �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ùí óõíáñ�Þóåùí

sinωt, cosωt, ðñïêýð�åé �ï áêüëïõèï óýó�çìá

Y ′′(x) +
(ω
c

)2
Y(x) = −P(x), 0 < x < p, (3.12)

Z ′′(x) +
(ω
c

)2
Z(x) = 0, 0 < x < p. (3.13)

ÅðåéäÞ ìáò áñêåß íá âñïýìå ìéá ïðïéáäÞðï�å ìåñéêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (3.7) -

(3.8), ãé' áõ�ü èÝ�ïõìå Z(x) ≡ 0. ¸�óé Ý÷ïõìå ãéá åðßëõóç ìüíï �ç äéáöïñéêÞ

åîßóùóç (3.12) ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

Σ1[Y] = 0, Σ2[Y] = 0, (3.14)

�ï ïðïßï áðï�åëåß Ýíá ãíùó�ü óõíïñéáêü ðñüâëçìá. ¸÷ïí�áò ëïéðüí ðñïóäéïñßóåé

�ç óõíÜñ�çóç Y(x), ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (3.1) - (3.3) èá åßíáé �çò ìïñöÞò

u(x, t) = Y(x) sinωt +

∞∑

n=1

[an cos(knct) + bn sin(knct)]φn(x). (3.15)

�éá íá éêáíïðïéïýí�áé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (3.4) �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (3.1) - (3.4) èá

ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

f(x) =

∞∑

n=1

anφn(x), 0 < x < p, (3.16)

g(x) −ωY(x) =

∞∑

n=1

kncbnφn(x), 0 < x < p. (3.17)

ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå �ç èåùñßá �ùí óåéñþí Fourier ïé óõí�åëåó�Ýò an, bn, n =

1, 2, 3, ... , õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò

an = ||φn(x)||
−2

∫p

0

f(x)φndx, n = 1, 2, 3, ... , (3.18)

bn =
||φn(x)||

−2

knc

∫p

0

[g(x) −ωY(x)]φn(x)dx, n = 1, 2, 3, ... . (3.19)

¢ñá �åëéêÜ ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (3.1) - (3.4) äßäå�áé áðü �çí ðáñÜó�áóç (3.15),

üðïõ ïé óõí�åëåó�Ýò an, bn õðïëïãßæïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò (3.18) êáé (3.19).

�áñá�Þñçóç 14.3.1. Ç ìÝèïäïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá �çí åðßëõóç �ïõ

ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�ïò, åßíáé Üìåóá åîáñ�çìÝíç áðü �çí åéäéêÞ ìïñöÞ (çìé�ïíéêÞ)

�çò åîù�åñéêÞò åðßäñáóçò. ¼ðùò êáé ó�éò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ç ìÝèïäïò

ðñïóäéïñéóìïý �ùí óõí�åëåó�þí ìðïñåß íá äïêéìáó�åß êáé óå äéÜöïñåò Üëëåò ìïñöÝò

�ïõ ìç ïìïãåíïýò üñïõ, ãéá ðáñÜäåéãìá, ðïëõùíõìéêÞ, åêèå�éêÞ, óõíçìé�ïíéêÞ

Þ óõíäõáóìïß áõ�þí. Ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç áí�éìå�ùðßæå�áé ìå �ç ìÝèïäï �ïõ

áíáð�ýãìá�ïò éäéïóõíáñ�Þóåùí, ç ïðïßá èá ðáñïõóéáó�åß ó�çí åðüìåíç �áñÜãñáöï

14.4
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�áñÜäåéãìá 14.3.2. Íá ëõèåß �ï ìç ïìïãåíÝò ðñüâëçìá ïìïãåíþí áñ÷éêþí êáé

óõíïñéáêþí óõíèçêþí

uxx(x, t) = c−2utt(x, t) − q sinωt, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0, (α)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 < x < π,

üðïõ �ï q áðï�åëåß ìéá ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

Ëýóç Áêïëïõèþí�áò �ç ãåíéêÞ ìÝèïäï, ðïõ áíáð�ý÷èçêå ðáñáðÜíù, áíáöÝñïõìå êá�' áñ÷Þí

ü�é, �ï ðñüâëçìá éäéï�éìþí

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < π, X(0) = 0, X(π) = 0 (β)

Ý÷åé éäéïëýóåéò �á λn = n2, φn(x) = sin(nx), n = 1, 2, 3, ... . ¸�óé ç ëýóç �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ

ïìïãåíïýò óõíïñéáêïý ðñïâëÞìá�ïò èá åßíáé

u0(x, t) =

∞∑

n=1

(an cosnct + bn sinnct) sin(nx).

�éá íá âñïýìå ìéá ëýóç �ïõ ìç-ïìïãåíïýò ðñïâëÞìá�ïò, èá ðñÝðåé íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá

óõíïñéáêþí óõíèçêþí

Y ′′(x) +
(ω
c

)2
Y(x) = −q, 0 < x < π, Y(0) = 0, Y(π) = 0. (γ)

ÈÝ�ïí�áò k = ω
c
, âñßóêïõìå ùò ëýóç �ïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�ïò (γ) �çí áêüëïõèç

ðáñÜó�áóç

Y(x) =
q(cos kx− 1)

k2
+
q(1 − coskπ) sin kx

k2 sin kπ
, 0 < x < π,

üðïõ k 6= 1, 2, 3, ... . ÅðïìÝíùò ç ëýóç �ïõ áñ÷éêïý óõíïñéáêïý ðñïâëÞìá�ïò (α) èá åßíáé

u(x, t) = Y(x) sinωt+

∞∑

n=1

[an cos(nct) + bn sin(nct)] sinnx, 0 < x < π, t > 0.

�éá �ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí áõèáßñå�ùí ó�áèåñþí èá êÜíïõìå ÷ñÞóç �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí,

ïðü�å èá ðñïêýøïõí ïé ó÷Ýóåéò

u(x, 0) = 0 =

∞∑

n=1

an sin(nx), ut(x, 0) = 0 = ωY(x) +

∞∑

n=1

ncbn sin(nx), 0 < x < π.

Ïé �åëåõ�áßåò ó÷Ýóåéò óõíåðÜãïí�áé ü�é an = 0, n = 1, 2, ... , bn = 0, n = 2, 4, 6, ... . Åíþ

ãéá n = 1, 3, 5, ..., âñßóêå�áé ìå�Ü áðü áñêå�Ýò ðñÜîåéò ü�é éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

ncbn = −
2ω

π

∫π

0

Y(x) sin(nx)dx = −
4ωq

nπ(n2 − k2)
.
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Ó÷Þìá 14.3.1: Ôï �ñüâëçìá �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 14.3.2 É) Óõí�ïíéóìüò.

¢ñá ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é, éó÷ýåé ç áíéóü�ç�á ω 6= nc, ãéá n = 1, 3, 5, ..., ç �åëéêÞ ìïñöÞ

�çò ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (α) åßíáé

u(x, t) =
4qcω

π

∞∑

n=0

sin((2n + 1)ct) sin(2n + 1)x

(2n + 1)2(ω2 − (2n + 1)2c2)
+
qc2 sinωt

ω2

[
cos

ωx

c
− 1
]

+
qc2 sin(ωx/c) sinωt

ω2 sin(ωπ/c)

[
1− cos

ωπ

c

]
, 0 < x < π, t > 0.

�áñá�Þñçóç 14.3.3. Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå �áý�éóç �çò öõóéêÞò óõ÷íü�ç�áò

ìéáò êá�áóêåõÞò, ìå áõ�Þí êÜðïéáò åîù�åñéêÞò äñÜóçò, äçëáäÞ ü�áí éó÷ýåé ωn =

nc, n = 1, 3, 5, ..., �ü�å �ï ðëÜ�ïò �çò �áëÜí�ùóçò ãßíå�áé Üðåéñï, ïðü�å

Ý÷ïõìå �ï öáéíüìåíï óõí�ïíéóìïý. �ñáê�éêÜ âÝâáéá, ó' üëá �á öõóéêÜ öáéíüìåíá

ëüãù �ñéâþí õðÜñ÷ïõí üñïé áðüóâåóçò, ïé ïðïßïé äåí Ý÷ïõí ëçöèåß õð' üøéí ó�ï

óõãêåêñéìÝíï ìáèçìá�éêü ðñü�õðï êáé ïé ïðïßïé óõí�åëïýí ó�çí åëÜ��ùóç �çò

ðñáãìá�éêÞò �éìÞò �ïõ ðëÜ�ïõò. ¼ìùò ãéá íá áðïöåõ÷èïýí éäéüìïñöåò óõìðåñéöïñÝò

öõóéêþí óõó�çìÜ�ùí, èá ðñÝðåé �ï ðëÜ�ïò �çò �áëÜí�ùóçò íá ìçí õðåñâåß êÜðïéï

üñéï áóöÜëåéáò. ¼ëá áõ�Ü Ý÷ïõí Üìåóç ó÷Ýóç ìå �çí êá�áóêåõÞ (õëéêÜ, ó÷Þìá,

ê.ë.ð.) �ïõ õðü �áëÜí�ùóç óõó�Þìá�ïò, üóïí êáé �éò ðéèáíÝò åîù�åñéêÝò äõíÜìåéò,

ðïõ åðéäñïýí ó' áõ�ü (ÂëÝðå �çí ðåñßð�ùóç �çò ãÝöõñáò Taoma Narrows, Sea-

tle, USA (1940), ê.ë.ð.). �éá ðåñéóóü�åñá ó�ïé÷åßá ó÷å�éêÜ ìå �ï öáéíüìåíï �ïõ

óõí�ïíéóìïý ðáñáðÝìðïõìå ó�ï ó÷å�éêÜ ðñüóöá�ï óçìáí�éêü Üñèñï áíáóêüðçóçò

�ùí A. C. Lazer and P. J. MKenna [73℄ êáé ó�çí åêåß âéâëéïãñáößá.

ÌåëÝ�ç ìå �á ðñïãñÜììá�á COMSOL 3.2 êáé MATLAB.

Ó�á ðáñáðÜíù Ó÷Þìá�á âëÝðïõìå �ç äéáöïñÜ ó�ç óõìðåñéöïñÜ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ïõ

�áñáäåßãìá�ïò 14.3.2 ó�éò ðåñéð�þóåéò É) Óõí�ïíéóìïý: ìå c = π, q = 3, ω = 2π êáé

ÉÉ) Ìç óõí�ïíéóìïý: ìå c = π, q = 3, ω = 2, 1. Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ðñïãñáììÜ�ùí
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Ó÷Þìá 14.3.2: Ôï �ñüâëçìá �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 14.3.2 ÉÉ) Ìç - Óõí�ïíéóìüò.

COMSOL 3.2 êáé MATLAB Ýãéíå ç áíáðáñáãùãÞ �ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ùí

Ó÷çìÜ�ùí 4.3.1 êáé 4.3.2.

14.3.2 �ñïâëÞìá�á

1. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí

�ýðïõ Dirihlet

uxx(x, t) = c2utt(x, t) − q cosωt, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 < x < π,

üðïõ c, q, ω åßíáé ðñáãìá�éêÝò ó�áèåñÝò ìå c > 0.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) = qc2
cosωt
ω2 [cos ωx

c
− 1] +

qc2
sin(ωx/c) cosωt

ω2 sin(ωπ/c)
[1− cos ωπ

c
]

+ 4qc
π

∑∞
n=0

cos(2n+1)ct sin(2n+1)x

(2n+1)2(ω2−(2n+1)2c2)
, 0 < x < π, t > 0.

2. Íá ëõèåß �ï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Dirihlet

uxx = e−2utt − q cosωt, 0 < x < 2π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(2π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = ex, ut(x, 0) = 2πx, 0 < x < 2π,

üðïõ q, ω åßíáé ðñáãìá�éêÝò ó�áèåñÝò.

3. Íá ëõèåß �ï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ
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Dirihlet

uxx = π−2utt + e
−t cos x, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = x2, ut(x, 0) = 2x, 0 < x < π.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) =
∑

∞

n=1

{
2((−1)n+1)[sin(nπt)+nπ(e−t−cos(nπt)]

(1−n2)(1+n2π2)
+

. +
2[(−1)n(2−n2π2−2]

πn3 cos(nπt) +
4(−1)n+1

πn2 sin(nπt)
}
sin(nx).

4. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí

�ýðïõ Neumann

uxx(x, t) = utt(x, t) − 1, 0 < x < 1, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = 1, ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) = 1.

14.4 Ìç ÏìïãåíÞò Êõìá�éêÞ Åîßóùóç �åíéêÞò ÌïñöÞò

ÌÝèïäïò Áíáð�ýãìá�ïò Éäïóõíáñ�Þóåùí

14.4.1 �åíéêÞ Èåùñßá - �áñáäåßãìá�á

¸ó�ù �ï ìç ïìïãåíÝò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

uxx(x, t) = c−2utt(x, t) − q(x, t), 0 < x < p, t > 0, (4.1)

Σ1[u] = 0, Σ2[u] = 0, t > 0, (4.2)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), 0 < x < p. (4.3)

Áêïëïõèþí�áò �ç ìÝèïäï �ïõ ãåíéêåõìÝíïõ áíáð�ýãìá�ïò éäéïóõíáñ�Þóåùí, ðïõ

ðáñïõóéÜóèçêå ó�ï ÊåöÜëáéï 13, Åíü�ç�á 13.4.1, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá (4.1)-

(4.3) äÝ÷å�áé ëýóç �çò ìïñöÞò

u(x, t) =

∞∑

n=1

En(t)φn(x), 0 < x < p, t > 0, (4.4)

üðïõ �á (λn, φn) åßíáé ïé éäéïëýóåéò �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ ðñïâëÞìá�ïò éäéï�éìþí

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < p, Σ1[X] = 0, Σ2[X] = 0 (4.5)

êáé ïé óõíáñ�Þóåéò En(t) áðï�åëïýí �ïõò Üãíùó�ïõò ðñïóäéïñéó�Ýïõò óõí�åëåó�Ýò

�ïõ áíáð�ýãìá�ïò. Áí�éêáèéó�þí�áò �ï áíÜð�õãìá (4.4) ó�çí åîßóùóç �ïõ
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ðñïâëÞìá�ïò (4.1) - (4.3) ðñïêýð�åé ç ó÷Ýóç

c2q(x, t) =

∞∑

n=1

[
E ′′
n(t)φn(x) − c

2En(t)φ
′′
n(x)

]
, 0 < x < p, t > 0.

EðåéäÞ äå éó÷ýåé ç ó÷Ýóç φ ′′
n(x) = −λnφn(x) = −k2nφn(x), áðü �çí �åëåõ�áßá

ðáñÜó�áóç Ý÷ïõìå ü�é

c2q(x, t) =

∞∑

n=1

[
E ′′
n(t) + c

2k2nEn(t)
]
φn(x), 0 < x < p, t > 0. (4.6)

¸�óé, ãéá ó�áèåñü t, ç åîßóùóç (4.6) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç ãåíéêåõìÝíç óåéñÜ

Fourier �çò ðáñÜó�áóçò c2q(x, t) ìå óõí�åëåó�Ýò

E ′′
n(t) + c

2k2nEn(t) = c
2||φn ||

−2

∫p

0

q(x, t)φn(x)dx ≡ c2Qn(t), t > 0, (4.7)

üðïõ ||φn||
2 =

∫p
0 [φn(x)]

2dx, n = 1, 2, 3, ... . Ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é éó÷ýåé kn 6= 0,
ãéá êÜèå n ∈ N, ç ó÷Ýóç (4.7) áðï�åëåß ìéá ìç ïìïãåíÞ äåõ�åñïâÜèìéá ãñáììéêÞ

óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, �çò ïðïßáò ç ãåíéêÞ ëýóç åõñßóêå�áé ü�é åßíáé �çò ìïñöÞò

En(t) =
c

kn

∫ t

0

sin[knc(t − r)]Qn(r)dr + an cos(knct) + bn sin(knct), t > 0, (4.8)

ãéá êÜèå n = 1, 2, 3, ... , üðïõ �á an, bn áðï�åëïýí �éò áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.

Áí�éêáèéó�þí�áò �çí áêïëïõèßá (4.8) ó�çí ðáñÜó�áóç (4.4) Ý÷ïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç

ðïõ éêáíïðïéåß �ï ðñüâëçìá

u(x, t) =

∞∑

n=1

{
c

kn

∫ t

0

sin knc(t − r)Qn(r)dr

+ an cos knct + bn sin knct}φn(x), (4.9)

ãéá êÜèå x ∈ (0, p) êáé t > 0. ÔÝëïò, êÜíïí�áò ÷ñÞóç �ùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

âñßóêïõìå ü�é

u(x, 0) = f(x) =

∞∑

n=1

anφn(x), ut(x, 0) = g(x) =

∞∑

n=1

kncbnφn(x), 0 < x < p.

ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå �ç èåùñßá �ùí óåéñþí Fourier ðñïêýð�åé ü�é ïé óõí�åëåó�Ýò

an, bn �ïõ áíáð�ýãìá�ïò (4.9) äßäïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò

an = ||φn ||
−2

∫p

0

f(x)φn(x)dx, n = 1, 2, 3, ... , (4.10)

bn =
||φn ||

−2

knc

∫p

0

g(x)φn(x)dx, n = 1, 2, 3, ... . (4.11)

¢ñá �åëéêÜ ç ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (4.1) - (4.3) äßäå�áé áðü �ïí �ýðï (4.9), üðïõ ïé

óõí�åëåó�Ýò an, bn õðïëïãßæïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéò (4.10) êáé (4.11).
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�áñá�Þñçóç 14.4.1. (i) Áí êÜðïéá áðü �éò λn, Ýó�ù ç éäéï�éìÞ λ0 = 0 [ìå

áí�ßó�ïé÷ç éäéïóõíÜñ�çóç φ0(x)℄, �ü�å ç äïêéìáó�éêÞ ëýóç äßäå�áé ó�ç ìïñöÞ

u(x, t) = E0(t)φ0(x) +

∞∑

n=1

En(t)φn(x).

(ii) �éá �ïí õðïëïãéóìü �çò ëýóçò (4.9) êÜíïõìå ÷ñÞóç �çò ðëåõñéêÞò óõíÜñ�çóçò

Green (ÂëÝðå, ÊåöÜëáéï ??). Ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé Üëëåò ðñüóöïñïé

ìÝèïäïé, ïé ïðïßåò èá ïäçãÞóïõí âÝâáéá óå äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò ãéá �ïõò

óõí�åëåó�Ýò an, bn.

�áñá�Þñçóç 14.4.3. (�åíéêü Ìç-ÏìïãåíÝò �ñüâëçìá) Ç ìåèïäïëïãßá ðïõ

éó÷ýåé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãåíéêïý ìç ïìïãåíïýò ðñïâëÞìá�ïò åßíáé áíÜëïãç áõ�Þò,

ðïõ Ý÷åé Þäç ðåñéãñáöåß ãéá �éò ðáñáâïëéêÝò åîéóþóåéò. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïõìå

íá äéáêñßíïõìå �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò

[1℄. ¸ó�ù �ï ìç ïìïãåíÝò ðñüâëçìá ìå ÷ñïíïáíåîÜñ�ç�åò ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò

uxx(x, t) = c2utt(x, t) − q(x, t), 0 < x < p, t > 0, (4.12)

Σ1[u] = α, Σ2[u] = β, t > 0, (4.13)

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), 0 < x < p, (4.14)

üðïõ α,β ðñáãìá�éêÝò ó�áèåñÝò. �éá �çí åðßëõóç �ïõ (4.12) - (4.14) èåùñïýìå ü�é,

ç ëýóç áõ�ïý u(x, t) Ý÷åé �ç ìïñöÞ

u(x, t) = S(x) + V(x, t), (4.15)

üðïõ ç óõíÜñ�çóç S(x) áðï�åëåß ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò ìå ìç ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò

S ′′(x) = 0, 0 < x < p, Σ1[S] = α, Σ2[S] = β (4.16)

êáé ç óõíÜñ�çóç V(x, t) éêáíïðïéåß �ï óõìðëçñùìá�éêü ðñüâëçìá

Vxx(x, t) = c−2Vtt(x, t) − q(x, t), 0 < x < p, t > 0, (4.17)

Σ1[V ] = 0, Σ2[V ] = 0, t > 0, (4.18)

V(x, 0) = f(x) − S(x), Vt(x, 0) = g(x), 0 < x < p. (4.19)

Ôï ðñüâëçìá (4.17) - (4.19) ëýíå�áé ìå ìåèüäïõò, ðïõ Ý÷ïõí Þäç áíáð�õ÷èåß ó�çí

ðñïçãïýìåíç Åíü�ç�á 14.2.2 êáé �çí ðáñïýóá 14.4.1. Åíþ �ï (4.16) áðï�åëåß Ýíá

êëáóéêü ïìïãåíÝò óõíïñéáêü ðñüâëçìá éäéï�éìþí �ýðïõ Sturm - Liouville.

Åäþ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ü�é ç V(x, t) äåí áðï�åëåß �ç ìå�áâá�éêÞ ëýóç, ìå �çí

Ýííïéá, ðïõ äüèçêå ó�çí åîßóùóç èåñìü�ç�áò (ÂëÝðå, Åíü�ç�á 13.3), áöïý åí ãÝíåé

äåí �åßíåé ó�ï 0, êáèþò �ï t→ ∞.
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[2℄. Áí �Ýëïò �üóï ç åîßóùóç üóï êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò åßíáé ÷ñïíïåîáñ�þìåíåò,

�ü�å ç äïêéìáó�éêÞ ìïñöÞ �çò ëýóçò u(x, t) åßíáé áíÜëïãç áõ�Þò, ðïõ

÷ñçóéìïðïéÞèçêå ó�çí åîßóùóç èåñìü�ç�áò (ÂëÝðå, Åíü�ç�á 13.4.2 êáé �áñÜäåéãìá

4.4.5).

�áñÜäåéãìá 14.4.4. Ná ëõèåß �ï ìç ïìïãåíÝò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí

óõíèçêþí ìåéê�ïý �ýðïõ

uxx(x, t) = utt(x, t) − 10, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 2, ux(1, t) = 0, t > 0, (α)

u(x, 0) = 2, ut(x, 0) = sin(3πx/2), 0 < x < 1.

Ëýóç �éá �ï ðñüâëçìá (α) èåùñïýìå ëýóç �çò ìïñöÞò u(x, t) = S(x) + V(x, t), üðïõ ç

óõíÜñ�çóç S(x) áðï�åëåß ëýóç �ïõ ïìïãåíïýò óõíïñéáêïý ðñïâëÞìá�ïò

S ′′(x) = 0, 0 < x < 1, S(0) = 2, S ′(1) = 0, (β)

ç ïðïßá åßíáé S(x) ≡ 2. ¸�óé ç óõíÜñ�çóç V(x, t) èá éêáíïðïéåß �ï óõìðëçñùìá�éêü ìç

ïìïãåíÝò ðñüâëçìá áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí

Vxx(x, t) = Vtt(x, t) − 10, 0 < x < 1, t > 0,

V(0, t) = 0, V(1, t) = 0, t > 0, (γ)

V(x, 0) = 2− S(x) = 0, Vt(x, 0) = sin(3πx/2), 0 < x < 1.

Èåùñïýìå ùò äïêéìáó�éêÞ ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (γ) �ï ãåíéêåõìÝíï áíÜð�õãìá

éäéïóõíáñ�Þóåùí

u(x, t) =

∞∑

n=1

En(t)φn(x), 0 < x < 1, t > 0, (δ)

üðïõ φn(x) ïé éäéïóõíáñ�Þóåéò �ïõ óõó÷å�éóìÝíïõ ðñïâëÞìá�ïò

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, X(0) = 0, X ′(1) = 0.

Ìå ãíùó�Þ äéáäéêáóßá âñßóêïõìå ü�é �á éäéïæåýãç �ïõ �åëåõ�áßïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé

λn = k2n =
(2n − 1)2π2

4
, φn(x) = sin

(2n − 1)πx

2
, 0 < x < 1, n = 1, 2, 3, ... .

Áí�éêáèéó�þí�áò �çí ðáñÜó�áóç (δ) ó�çí åîßóùóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (γ) ðñïêýð�åé ü�é

10 =

∞∑

n=1

{
E ′′
n(t) + k

2
nEn(t)

}
sin

(2n − 1)πx

2
, t > 0.

ÅðïìÝíùò èá éó÷ýåé

E ′′
n(t) + k

2
nEn(t) = || sin

(2n − 1)πx

2
||−2

∫1

0

10 sin
(2n − 1)πx

2
dx, t > 0.
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Ó÷Þìá 14.4.1: Ôï �ñüâëçìá �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 14.4.4.

ÅðåéäÞ äå éó÷ýåé

|| sin
(2n − 1)πx

2
||2 =

∫1

0

sin2
(2n − 1)πx

2
dx =

1

2
,

èá Ý÷ïõìå

E ′′
n(t) + k

2
nEn(t) =

40

(2n + 1)π
, t > 0.

Ç åðßëõóç �çò �åëåõ�áßáò ìç ïìïãåíïýò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò äåý�åñçò �Üîçò äßäåé

En(t) =
1

kn

∫t

0

sin[knc(t − r)][40/(2n + 1)π]dr + an cos(knt) + bn sin(knt)

=
20

k3n
[1− cos(knt)] + an cos(knt) + bn sin(knt), t > 0, n = 1, 2, 3, ... .

¸�óé ç ìïñöÞ (δ) �çò ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (α) ãßíå�áé

V(x, t) =

∞∑

n=1

{
20

k3n
[1− cos(knt)] + an cos(knt) + bn sin(knt)

}
sin

(2n − 1)πx

2
,

üðïõ Ý÷ïõìå ü�é 0 < x < 1, t > 0. Áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðñïêýð�åé ü�é, an = 0, ãéá

n = 1, 2, 3, ... , bn = 0, ãéá n = 2, 3, 4, ... êáé b1 = 1
k1
. ÓõíäõÜæïí�áò üëá �á áíù�Ýñù

Ý÷ïõìå ü�é, ç �åëéêÞ ìïñöÞ �çò ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò (α) åßíáé

u(x, t) = 2 +
2

3π
sin
3πt

2
sin

3πx

2

+
160

π3

∞∑

n=1

1

(2n − 1)3

[
1− cos

(
(2n − 1)πt

2

)]
sin

(2n − 1)πx

2
,

üðïõ 0 < x < 1, t > 0.
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ÌåëÝ�ç ìå �á ðñïãñÜììá�á COMSOL 3.2 êáé MATLAB.

Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ðñïãñáììÜ�ùí COMSOL 3.2 êáé MATLAB Ýãéíå ç áíáðáñáãùãÞ

�ùí ãñáöéêþí ðáñáó�Üóåùí �ïõ Ó÷Þìá�ïò 4.4.1, üðïõ âëÝðïõìå �ç óõìðåñéöïñÜ �çò

÷ïñäÞò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 14.4.4.

14.4.2 �ñïâëÞìá�á

1. Íá ëõèåß �ï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí óõíïñéáêþí óõíèçêþí �ýðïõ

Robin

uxx = e−2utt + sin3x cosωt, 0 < x < π/2, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(π/2, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = ex, ut(x, 0) = 2πx, 0 < x < π/2,

üðïõ �ï ω åßíáé ìéá èå�éêÞ ðñáãìá�éêÞ ó�áèåñÜ.

2. Íá ëõèåß �ï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá ìå ìç-ïìïãåíåßò áñ÷éêÝò êáé óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò Dirihlet

uxx = utt − x
−2sint, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = sin t, u(1, t) = −t2/2, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1− x, 0 < x < 1.

ÁðÜí�çóç: u(x, t) = sin t(1− x) − t2

2 x+
∑

∞

n=1

{
2(−1)n+1(1−cos(nπt))

n3π3
+

. +
sin(nπt)−nπ sin t

nπ(1−n2π2)

∑
∞

k=1
(−1)k(nπ)(2k+1)

2k(2k+1)!

}
sin(nπx).

3. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï ìç-ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí

�ýðïõ Robin

utt(x, t) = 4uxx(x, t) + xt, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 1+ t, t > 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1.

4. Íá ëõèåß �ï áêüëïõèï ìç ïìïãåíÝò õðåñâïëéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí - óõíïñéáêþí óõíèçêþí

�ýðïõ Dirihlet

uxx(x, t) = utt(x, t) − 1, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = t2/2, u(1, t) = − cos t, t > 0,

u(x, 0) = −x, ut(x, 0) = 0, 0 < x < 1.

ÁðÜí�çóç:

u(x, t) =
t2(1−x)

2
− x cos t+ 2

π

∑∞
n=1

(−1)n−1

n
[1−cosnπt

n2π2 −
2(cos t−cosnπt)

n2π2−1
] sin(nπx).


