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Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει ως αντικείµενο την περιγραϕή των
συµµετριών στη µουσική µέσω της ϑεωρίας οµάδων. Μετά την αντιστοίχιση
των µουσικών νοτών µε το Z12, µελετούνται ξεχωριστά δύο ισόµορϕες οµάδες :
η ατονική και η neoRiemannian οµάδα, και οι απλά µεταβατικές δράσεις
τους πάνω στο σύνολο των συµϕώνων τριάδων. Στο πλαίσιο της µελέτης αυτής,
γίνεται λεπτοµερής ανάλυση των δύο δυϊκών γραϕηµάτων, τα οποία απει-
κονίζουν γεωµετρικά τη δράση της neoRiemannian οµάδας πάνω στο σύνολο
των συµϕώνων τριάδων. Επιδιώκοντας µία περαιτέρω σύνδεση µεταξύ των
δύο οµάδων αποδεικνύεται ότι η ατονική και η neoRiemannian είναι δυϊκές
οµάδες και πως µε δεδοµένη την πρώτη µπορεί να κατασκευαστεί η δεύτερη
ως δυϊκή της. Σε όλο το εύρος της εργασίας παρατίθενται µουσικά παρα-
δείγµατα, στα οποία γίνεται εµϕανής η πρακτική εϕαρµογή των παραπάνω
συµπερασµάτων.

This thesis’ subject is the description of symmetries in music via group the
ory. After corresponding musical notes to Z12, two isomorphic groups, the
atonal and the neoRiemannian group, and their simply transitive actions
on the set of consonant triads, are being studied. In this sense, a detailed
analysis of the two dual graphs, which depict geometrically the action of
the neoRiemannian group on the set of consonant triads, is presented.
Aiming at a further connection between the two groups, it is proved that
the atonal and the neoRiemannian groups are dual, as well as that given
the first group, the second can be constructed as its dual. Throughout the
thesis, musical examples are presented, demonstrating the application of
the conclusions mentioned above.
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Πρόλογος

Αρχικά, ϑέλω να ευχαριστήσω ϑερµά την Καθηγήτρια του ΕΜΠ, κ. Σοϕία
Λαµπροπούλου, αϕενός για την υποστήριξη του ϑέµατος της εργασίας αυτής
και αϕετέρου για την στενή και καρποϕόρα συνεργασία µας. Χωρίς την εµ-
πιστοσύνη και την καθοδήγησή της, η διπλωµατική αυτή ϑα είχε παραµείνει
απλώς µία ανεκπλήρωτη ιδέα. Η κ. Λαµπροπούλου είναι υπεύθυνη για την
ουσιαστική µύησή µου στον κόσµο της ΄Αλγεβρας καθώς µε δίδαξε να χαλινα-
γωγώ την σκέψη µου και να την µεταµορϕώνω σε µαθηµατικές διαδικασίες.
Την ευχαριστώ επίσης για την υποµονή και την ανθρώπινη προσέγγισή της,
λόγω των οποίων καλλιεργήθηκε ένα εξαιρετικό κλίµα συνεργασίας που υπε-
ϱέβη τα όρια της τυπικής επίβλεψης. Κυρίως όµως την ευχαριστώ γιατί λόγω
των ανοιχτών οριζόντων της µου έδωσε την ευκαιρία να συνδυάσω την αγάπη
µου για την µουσική µε αυτήν για την επιστήµη, µετατρέποντας ένα όνειρο σε
πραγµατικότητα.

Επίσης, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τα άλλα δύο µέλη της Τριµελούς Επιτροπής
για τη συνεισϕορά τους. Ευχαριστώ τον κ. Ανάργυρο Φελλούρη, Αναπληρωτή
Καθηγητή του ΕΜΠ, για το ενδιαϕέρον που επέδειξε για την εργασία αυτή,
καθώς και για τα υποστηρικτικά σχόλιά του πάνω στο ϑέµα. Ιδιαίτερα οϕείλω
να ευχαριστήσω για το ενδιαϕέρον του και την ενθάρρυνση τον Επίκουρο Κα-
ϑηγητή του Τµήµατος Μουσικών Σπουδών του ΕΚΠΑ κ. Αναστάσιο Χαψούλα,
ο οποίος λόγω της ευρείας γνώσης του περί της µουσικής και µέσω των εύστο-
χων παρατηρήσεών του, επικύρωσε την αρτιότητα του µουσικού µέρους της
εργασίας.

Στο σηµείο αυτό ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον κ. Σταύρο Μαλτέζο, Αναπλη-
ϱωτή Καθηγητή του ΕΜΠ, που παρευρέθηκε στην παρουσίαση της εργασίας
εκπροσωπώντας τον Τοµέα Φυσικής της ΣΕΜΦΕ, τόσο για την υποστήριξη όσο
και για τις φυσικές επεκτάσεις που συζητήθηκαν κατά τη διάρκειά της.

Φυσικά, δεν ϑα µπορούσα να παραλείψω να ευχαριστήσω ϑερµά την οικογέ-
νειά µου και τους φίλους µου για την κατανόηση αλλά και για την ψυχολογική
και πρακτική στήριξη καθ΄ όλη τη διάρκεια της εκπόνησης της διπλωµατικής
µου εργασίας. Τέλος, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαίτερα για την συµπαρά-
σταση, την έµπρακτη ϐοήθεια αλλά και τις εύστοχες παρατηρήσεις του πάνω
στο ϑέµα, τον σύντροϕό µου και συνάδελϕο Γιώργο Μανωλάκο, στον οποίο και
αϕιερώνω την εργασία αυτή.

3



Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει ως αντικείµενο την προσέγγιση της
µουσικής ανάλυσης µέσα από την χρήση αλγεβρικών µεθόδων. ΄Οπως υπο-
δεικνύει και ο τίτλος, στόχος της εργασίας είναι η µελέτη των δράσεων της
ατονικής (T/I) και της neoRiemannian οµάδας πάνω στο σύνολο (S) των
συµϕώνων τριάδων.

Πιο συγκεκριµένα, στο πρώτο κεϕάλαιο ϑα κατηγοριοποιήσουµε τους µου-
σικούς φθόγγους σε δώδεκα κλάσεις, τις οποίες ϑα αντιστοιχίσουµε µε τους
ακεραίους modulo 12 . ΄Ετσι, οι φθόγγοι ανάγονται στο σύνολο Z12, επιτρέ-
ποντας τη χρήση αλγεβρικών εργαλείων πάνω τους.

Το δεύτερο κεϕάλαιο της εργασίας αϕορά την ατονική οµάδα, T/I. Αρχι-
κά ϑα ορίσουµε τις συναρτήσεις Tn, In : Z12 → Z12, όπου n = 0, 1, ..., 11 ως
µετατοπίσεις και αναστροϕές κατά n, οι οποίες δρουν πάνω σε κλάσεις φθόγ-
γων. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι το σύνολο T/I εϕοδιασµένο µε πράξη τη
σύνθεση συναρτήσεων αποτελεί οµάδα και µάλιστα ισόµορϕη µε την D12, την
διεδρική οµάδα τάξης 24 των συµµετριών ενός κανονικού δωδεκάγωνου. Θε-
ωρώντας µία σύµϕωνη τριαδική συγχορδία ως ένα διατεταγµένο σύνολο τριών
κλάσεων φθόγγων, ϑα ορίσουµε το σύνολο S των 24 συµϕώνων τριάδων και
µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος του Σταθεροποιητή Τροχιάς ϑα δείξουµε ότι η
δράση της οµάδας T/I πάνω στο σύνολο S είναι απλά µεταβατική.

Στο τρίτο κεϕάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε την neoRiemannian οµάδα, PLR.
Αρχικά ϑα ορίσουµε τις τρεις συναρτήσεις P, L, R και ϑα εξετάσουµε τη δρά-
ση τους πάνω στα στοιχεία του συνόλου S. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι το
σύνολο PLR το οποίο αποτελείται από όλες τις πιθανές συνθέσεις των τριών
συναρτήσεων, µαζί µε διµελή πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων, αποτελεί οµάδα
επίσης ισόµορϕη µε την D12 και κατ΄ επέκταση και µε την οµάδα T/I. Τέλος,
ϑα κατασκευάσουµε κανόνες υπολογισµού της δράσης της οµάδας PLR πάνω
στο σύνολο S και ϑα αποδείξουµε ότι η δράση αυτή είναι απλά µεταβατική.

Στο τέταρτο κεϕάλαιο ϑα µελετήσουµε τις δύο γνωστότερες γεωµετρικές
απεικονίσεις της δράσης της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S: τα γραϕή-
µατα Tonnetz και Chickenwire. Εϕόσον εξέτασουµε τα χαρακτηριστικά τους
στη δισδιάστατη αλλά και την τρισδιάστατη µορϕή τους (λόγω διπλής περιο-
δικότητας µετατρέπονται σε τόρους), ϑα αποδείξουµε ότι το Tonnetz και το
Chickenwire είναι δυϊκά γραϕήµατα. Τέλος, ϑα εξετάσουµε αναλυτικά τέσ-
σερα χαρακτηριστικά είδη κύκλων τριάδων που εξάγονται από αυτά και ϑα
τα Ϲωντανέψουµε µέσα από τέσσερα µουσικά παραδείγµατα από το κλασικό
ϱεπερτόριο.

Στο πέµπτο και τελευταίο κεϕάλαιο της εργασίας ϑα εµβαθύνουµε περισ-
σότερο στη σχέση µεταξύ των δύο οµάδων. Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι οι
T/I και PLR αποτελούν δυϊκές οµάδες στην συµµετρική οµάδα του συνόλου
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S µε ϐάση τον ορισµό του Lewin, δηλαδή ότι η µία είναι ο κεντροποιητής
της άλλης. Στη συνέχεια, ϑα εξετάσουµε την προέλευση των δυϊκών οµάδων
γενικότερα, συσχετίζοντάς τες µε τις αριστερές και δεξιές κανονικές αναπαρα-
στάσεις µίας οµάδας. Με ϐάση αυτή τη συσχέτιση, ϑα παρουσιάσουµε πώς
µπορούµε να κατασκευάσουµε τη δυϊκή οµάδα µίας πεπερασµένης οµάδας,
η οποία δρα απλά µεταβατικά σε ένα πεπερασµένο σύνολο, σύµϕωνα µε τους
FioreNoll, δίνοντας ως παράδειγµα την κατασκευή της οµάδας PLR από την
T/I. Τέλος, ϑα αποτυπώσουµε τη δυϊκότητα των T/I και PLR σε µεταθετικά
διαγράµµατα και ϑα δείξουµε την εϕαρµογή τους στη µουσική ανάλυση µέσω
τριών παραδειγµάτων.
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Εισαγωγή

῾῾Τίθεται το ερώτηµα:
έχει νόηµα να µιλούµε για συµµετρία στη µουσική ;
Η απάντηση είναι ναι.᾿᾿
Ι. Ξενάκης

Ιστορικά, η συσχέτιση της µουσικής µε αλγεβρικές µεθόδους έχει υπάρξει
µία µακρά και αµϕιλεγόµενη διαδικασία. Μάλιστα, µία διαδικασία, η οποία
υπερβαίνει συχνά στυλιστικές ϑεωρήσεις και γεωγραϕικά πλαίσια, εστιάζοντας
στις παρατηρούµενες συµµετρίες στη µουσική όλων των τόπων και όλων των
εποχών. Με δεδοµένη λοιπόν, κατά τον Ι. Ξενάκη, την ύπαρξη συµµετρίας στη
µουσική, το καταλληλότερο εργαλείο για να την περιγράψουµε είναι η Θεωρία
Οµάδων.

Με την εισαγωγή της ϑεωρίας οµάδων στη µουσική εγείρεται ένα σηµαν-
τικό ερώτηµα από τους µουσικολόγους : τα αποτελέσµατα που προκύπτουν
από µία τέτοια µαθηµατική περιγραϕή έχουν µουσική συνέπεια, ή παρου-
σιάζουν αµιγώς µαθηµατικές υποθέσεις ; Σαϕώς και µία τέτοια προσπάθεια
δεν έχει ως στόχο την στυγνή µαθηµατικοποίηση της µουσικής, ούτε και την
σύγχυση της µουσικής µε την µαθηµατική µοντελοποίησή της. Παρόλα αυτά,
υπάρχουν µαθηµατικές δοµές που υποβόσκουν σε όλα τα µουσικά έργα, και η
ϑεωρία οµάδων δίνει τη δυνατότητα για την κατανόηση των δοµών αυτών. Με
κοινό τόπο τη συµµετρία, στοχεύουµε στην ενοποίηση των µουσικών ϑεωριών
ανάλυσης υπό ένα νέο πρίσµα.

Για την καλύτερη κατανόηση της προσπάθειας αυτής, για την ενοποίηση
των µουσικών ϑεωρίων µε ϐάση τις αλγεβρικές συµµετρίες, είναι χρήσιµο να
αντιπαραβάλλουµε την ενοποίηση που επιτυγχάνεται στις Φυσικές επιστήµες
(Grand Unified Theories). Βεβαίως, ίσως να µην είναι δόκιµο ή συµϕέρον
να συγκρίνουµε την φυσική µε την µουσικολογία, καθώς στην περίπτωση της
µουσικολογίας µία αντίστοιχη ενοποίηση δεν ϑα µας παρείχε σε καµµία πε-
ϱίπτωση εργαλεία για την πρόβλεψη της έκβασης της µουσικής σε ένα έργο,
όπως αντίστοιχα η ενοποίηση προσϕέρει στον κλάδο τη φυσικής µέσα για την
πρόβλεψη των υπό εξέταση φυσικών φαινοµένων. Παρόλα αυτά, µία τέτοια ο-
λιστική ιδέα ένωσης αποδεκτών τοπικών ϑεωριών για την καλύτερη περιγραϕή
και σύνδεση της µουσικής γενικότερα, ϐρίσκεται πίσω από την προσπάθεια
αυτή. Ποιές είναι όµως οι «τοπικές» ϑεωρίες µουσικής ανάλυσης προς ενο-
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ποίηση και σε ποιά είδη µουσικής αϕορούν ; Πριν απαντήσουµε σε αυτό το
ερώτηµα είναι χρήσιµο να κάνουµε µία µικρή ιστορική αναδροµή για την
µουσική σύνθεση σε συνάρτηση µε την έννοια της τονικότητας.

Η τονικότητα ως όρος υποδηλώνει την τάση της µουσικής να οργανώνεται
γύρω από ένα µουσικό κέντρο. Στην δυτική µουσική, από το 1600 ως το 1850
οι συνθέτες «έχτιζαν» τα έργα τους γύρω από έναν συγκεκριµένο φθόγγο -
την τονική, η οποία ήταν η πρώτη νότα της κλίµακας1 στην οποία γραϕόταν το
έργο - ενώ όλοι οι υπόλοιποι φθόγγοι σχετίζονταν µε τον κεντρικό φθόγγο αυτό.
Η τονική εδραιωνόταν γρήγορα από την αρχή ενός κοµµατιού και η λύση σε
αυτήν ήταν απαραίτητη για να τελειώσει το έργο. Παράλληλα µε την εξέλιξη
της τονικής µουσικής γεννήθηκε και η τονική ϑεωρία, η οποία παρείχε ένα
κατάλληλο πλαίσιο ανάλυσής της. Από τα µέσα του 19ου αιώνα 2, οι συνθέτες
ξεκίνησαν να επεκτείνουν τα όρια της τονικότητας (υστεροτονική µουσική) µε
µία ελευθερία άνευ προηγουµένου, χρησιµοποιώντας «διάϕωνες» συγχορδίες
και προτείνοντας διαϕορετικού τύπου λύσεις. Με το πέρασµα στον 20ο αιώνα,
σε πολλές περιπτώσεις η τονικότητα εκλείπει, µε αποτέλεσµα την κατάργηση
του συστήµατος µείζονος - ελάσσονος. ΄Ετσι γεννιέται η ατονική µουσική, η
οποία προϋποθέτει την ισότητα των φθόγγων, και την οργάνωσή τους σε νέες
δοµές (ακολουθίες, σειρές κ.ά).

Για την υστεροτονική και ατονική µουσική, η τονική ανάλυση δεν πα-
ϱείχε πλέον επαρκή εξήγηση. ΄Ετσι, ως ϑεωρία ανάλυσης της υστεροτονικής
µουσικής γεννήθηκε η neoRiemannian µουσική ϑεωρία, ενώ για την ατονι-
κή µουσική κατασκευάστηκε η ατονική ϑεωρία. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι
η πρώτη πήρε το όνοµα της από τον Γερµανό ϑεωρητικό της µουσικής Hugo
Riemann3, ο οποίος ήταν ο πρώτος που επιδίωξε µία ολιστική προσέγγιση της
µουσικής µέσω των ϑετικών επιστηµών. Ο ϑεωρητικός της µουσικής H. Rie
mann είναι γνωστός για τις συναρτήσεις P,L,R, (D) που πρώτος εισήγαγε τον
19ο αιώνα στην µουσική ανάλυση και την γραϕική αναπαράσταση των δρά-
σεών τους πάνω στις σύµϕωνες τριαδικές συγχορδίες (Tonnetz), καθώς επίσης
και την ϑεωρία του περί δυϊσµού, έννοιες οι οποίες ϑα εξεταστούν αναλυτικά
στα κεϕάλαια που ακολουθούν.

Στην εργασία αυτή γίνεται µία προσπάθεια αλγεβρικής ϑεµελίωσης όσον
αϕορά στη χρήση της ϑεωρίας οµάδων στη neoRiemannian και ατονική ανά-
λυση, καθώς και - γυρνώντας στο Ϲήτηµα της ενοποίησης ϑεωριών που τέθηκε
νωρίτερα - στη σύνδεση µεταξύ των δύο µουσικών ϑεωριών µε τη ϐοήθεια των
µαθηµατικών εννοιών του ισοµορϕισµού και της δυϊκότητας των οµάδων. Η
συνένωση αυτή των δύο ϑεωριών προϋποθέτει την αντιστοίχιση των νοτών µε
κάποια κυκλική οµάδα Zn

4. Τρείς ϑεωρητικοί της µουσικής, συνθέτες, είναι
1Οι µείζονες και ελάσσονες κλίµακες παρουσιάζονται στο τέλος της εργασίας (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ).
2Οι χρονικές περίοδοι που αναϕέρουµε είναι ενδεικτικές, καθώς στο πέρασµα των αιώνων

πολλά µουσικά κινήµατα επικαλύπτονται χρονικά.
3O Hugo Riemann είναι απλά συνονόµατος µε τον γνωστό µαθηµατικό Bernhard Riemann.
4Πιο συγκεκριµένα, στην εργασία αυτή επιλέγουµε να εργαστούµε µε την Z12.
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υπεύθυνοι για την σύλληψη αυτή: ο Ιωάννης Ξενάκης, ο Milton Babbit και ο
Anatol Vieru. Πράγµατι, σε πρώτο επίπεδο είναι η µετάϕραση αυτή των φθόγ-
γων σε µαθηµατικά αντικείµενα, η οποία µας επιτρέπει να οργανώσουµε τις
σύµϕωνες συγχορδίες σε ένα αλγεβρικό σύνολο (S), πάνω στο οποίο ϑα εξετά-
σουµε τη δράση της neoRiemannian οµάδας (PLR) και της ατονικής οµάδας
(T/I) που αντιπροσωπεύουν τις αντίστοιχες µεθόδους ανάλυσης για να δούµε
τα αποτελέσµατά τους. Αυτή τη µετάϕραση ϑα ξεκινήσουµε να περιγράϕουµε
στο πρώτο κεϕάλαιο της εργασίας.
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Κεϕάλαιο 1

Η αντιστοίχιση των κλάσεων
φθόγγων µε το Z12

Σκοπός του κεϕαλαίου αυτού είναι η µετάϕραση των µουσικών φθόγγων σε
µαθηµατικά αντικείµενα. Αρχικά ϑα κατηγοριοποιήσουµε τους φθόγγους-
συχνότητες σε 12 ισοδύναµες κλάσεις, τις οποίες ϑα ταυτοποιήσουµε µε τις
12 νότες. Στη συνέχεια, επαναπροσδιορίζοντας την έννοια του φθόγγου, ϑα µε-
τατρέψουµε τις παραπάνω κλάσεις σε κλάσεις ακεραίων και ϑα τις αντιστοιχί-
σουµε µε το Z12. Η αντιστοίχιση αυτή ϑα επιτρέψει την εϕαρµογή αλγεβρικών
εργαλείων πάνω στις µουσικές νότες.

1.1 Κλάσεις Φθόγγων και Συχνότητα

Η συχνότητα, f, αποτελεί το φυσικό µέγεθος, το οποίο εκϕράζει τον αριθµό των
ταλαντώσεων, N , ανά µονάδα χρόνου, t, δηλαδή, f = N/t µε µονάδα µέτρη-
σης το 1Hertz (Hz).Το σύνολο των συχνοτήτων που αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος
ονοµάζεται ακουστικό φάσµα και εκτείνεται συνεχώς από 20 έως 20.000 Hz.
Ο φθόγγος µπορεί να προσδιοριστεί ως συχνότητα στο ακουστικό φάσµα, όµως
δεν αποτελεί αµιγώς φυσικό µέγεθος. Ψυχοακουστικά, ως µέγεθος εκϕράζει
την αισθητηριακή εµπειρία της συχνότητας και έτσι επιτρέπει την οργάνωση
των ήχων-συχνοτήτων σε ένα διακριτό σύνολο (F ).

Πρώτος ο Πυθαγόρας (570-495 π.Χ) παρατήρησε πως όταν η εµπειρία
αυτή γίνεται ιδιαίτερα ευχάριστη ακούγοντας δύο φθόγγους, είτε ταυτόχρονα,
είτε σε αλληλουχία (άρα το διάστηµα µεταξύ τους είναι σύµϕωνο, όπως λέµε),
ο ϱητός αριθµός p/q, που αναπαριστά τον λόγο µεταξύ των συχνοτήτων των
δύο φθόγγων, αποτελείται από µικρούς ακεραίους αριθµούς. Ειδικότερα,
όταν ο λόγος αυτός είναι 2/1 οι φθόγγοι ακούγονται παρόµοιοι. (΄Οπως ϑα
δούµε παρακάτω απέχουν µία οκτάβα.) Για παράδειγµα, ερµηνεύοντας την
παρατήρηση αυτή ϐάσει σύγχρονων δεδοµένων, ϑεωρούµε δυό φθόγγους µε
συχνότητες a1 = 261, 63Hz και b1 = 523, 25Hz αντίστοιχα, µε λόγο b1/a1 =
1.9999 = 2. Τότε, οι φθόγγοι ακούγονται παρόµοιοι.
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Πριν µιλήσουµε εκτενέστερα για τους φθόγγους είναι χρήσιµο να ορίσουµε
µαθηµατικά την σχέση ισοδυναµίας :

Ορισµός 1.1.1 (Σχέση Ισοδυναµίας)
Μια σχέση ¨∼¨ σε ένα σύνολο X ονοµάζεται σχέση ισοδυναµίας αν και µόνο
αν για κάθε a, b, c ϵ X ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες :

1. Ανακλαστική: a ∼ a ,

2. Συµµετρική: Αν a ∼ b τότε b ∼ a ,

3. Μεταβατική: Αν a ∼ b και b ∼ c τότε a ∼ c .

Για παράδειγµα, στο σύνολο των φθόγγων-συχνοτήτων (F ) ορίζουµε σχέση
(ισοδυναµίας) ¨∼¨ ως εξής. ΄Εστω οι φθόγγοι a, b ϵ F . Θεωρούµε:

a ∼ b αν a/b = 2j , όπου j ϵ Z . (1.1)

Πράγµατι, έχουµε σχέση ισοδυναµίας, εϕόσον :

1. a ∼ a για όλους τους φθόγγους :

a

a
= 20 ⇒ 1 = 2j ⇒ j = 0 ϵZ ⇒ a ∼ a ,

2. Αν a ∼ b τότε b ∼ a για όλους τους φθόγγους a, b:

a ∼ b⇒ a

b
= 2j ⇒ b

a
= 2−j ,−j ϵZ ⇒ b ∼ a ,

3. Αν a ∼ b και b ∼ c τότε a ∼ c για όλους τους φθόγγους a, b, c :

a ∼ b⇒ a

b
= 2j , jϵZ

b ∼ c⇒ b

c
= 2k, kϵZ

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη:

a

b

b

c
= 2j+k ⇒ a

c
= 2j+k, (j + k) ϵ Z ⇒ a ∼ c .

΄Ετσι, η σχέση (1.1) κατηγοριοποιεί φθόγγους-συχνότητες µε λόγο 2j , j ϵ Z,
σε µία ισοδύναµη κλάση φθόγγων (pitch class). ∆ύο ισοδύναµοι φθόγγοι
απέχουν j οκτάβες και άρα µε ϐάση τον Πυθαγόρα ακούγονται παρόµοιοι.
Οκτάβα ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών ισοδύναµων
φθόγγων, δηλαδή δύο φθόγγων µε λόγο a/b = 2. Η οκτάβα είναι µία ϑεµελιώ-
δης οντότητα του τονικού συστήµατος, καθώς αποτελεί το µέγιστο υποσύνολο
του συνόλου των φθόγγων το οποίο περιέχει µη ισοδύναµους διαδοχικούς
φθόγγους.
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Αν διαιρέσουµε την οκτάβα σε 12 ίσα µέρη που αντιστοιχούν σε λόγο s το
καθένα, έχουµε : s12 = 2/1 → s = 21/12 = 1.0594. Ο λόγος s (semitone)
είναι ο λόγος των συχνοτήτων δύο γειτονικών φθόγγων και αντιστοιχεί µουσικά
στο ϑεµελιώδες διάστηµα του ηµιτονίου. ( Για µία απόσταση n ηµιτονίων ο λό-
γος των συχνοτήτων είναι : (21/12)n = 2n/12 ). ΄Ετσι, παίρνουµε τους 12 ισοκα-
τανεµηµένους φθόγγους µέσα σε µία οκτάβα. Ο τρόπος αυτός ισοκατανοµής
της οκτάβας σε 12 µέρη ονοµάζεται equal tempered tuning1. Εποµένως, το
σύνολο των φθόγγων-συχνοτήτων σε µία οκτάβα2 (ξεκινώντας από έναν φθόγγο
a) παίρνει τη µορϕή γεωµετρικής προόδου µε λόγο s:

O = {a, a · s, a · s2, ..., a · s12 ∼ a} .

Οι 12 αυτοί φθόγγοι αντιστοιχίζονται στις 12 νότες, όπως αυτές παρατίθενται
στην πρώτη και δεύτερη γραµµή του Πίνακα 1.1. Χρήσιµο είναι να αναϕέ-
ϱουµε στο σηµείο αυτό, ότι οι νότες στην αγγλική ϐιβλιογραϕία συµβολίζονται
µε λατινικούς χαρακτήρες, όπως παρατίθενται στην τρίτη και τέταρτη γραµµή
του Πίνακα 1.1, και έτσι ϑα τις χρησιµοποιούµε από εδώ και στο εξής.

Ντο Ντο ♯ Ρε Ρε ♯ Μι Φα Φα ♯ Σολ Σολ ♯ Λα Λα ♯ Σι
Ρε ♭ Μι ♭ Σολ ♭ Λα ♭ Σι ♭

C C ♯ D D ♯ E F F ♯ G G ♯ A A ♯ B

D♭ E♭ G♭ A flat B♭

Πίνακας 1.1: Οι νότες

Παρατηρούµε ότι οι φθόγγοι που αντιστοιχούν στα µαύρα πλήκτρα έχουν
δύο ονοµασίες (µία µε ♯ και µία µε ♭). Οι φθόγγοι αυτοί ονοµάζονται εναρµό-
νιοι. Στην Εικόνα 1.2 φαίνεται η αντιστοίχηση των νοτών µε τα πλήκτρα του
πιάνου σε µία οκτάβα.

Εικόνα 1.2: Οι νότες σε µία οκτάβα
1Ο τρόπος αυτός ισοκατανοµής των συχνοτήτων σε µία οκτάβα ξεκίνησε να αναπτύσσεται

κατά τον 17ο αιώνα. Προηγουµένως χρησιµοποιούνταν άλλα συστήµατα χορδίσµατος, στα
οποία τα διαστήµατα µεταξύ των 12 νοτών δεν ήταν ακριβώς ίσα (just intonation tunings).

2 ΄Ετσι, το σύνολο των φθόγγων (F ) σε όλο του το εύρος έχει τη µορϕή:

F = {a, a · s, a · s2, ..., a · sn} .
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Αν µε ϐάση την σχέση ισοδυναµίας (1.1) ισοδύναµοι φθόγγοι αντιστοιχί-
Ϲονται στην ίδια νότα, όλο το εύρος των φθόγγων που µπορούµε να ακούσουµε
µετατρέπεται σε µία αλληλουχία οκτάβων, δηλαδή δώδεκα νοτών. Στην Εικόνα
1.3 φαίνεται το εύρος όλων των φθόγγων στα πλήκτρα του πιάνου.

Εικόνα 1.3: Τα πλήκτρα του πιάνου ανά οκτάβες

Τελικά, οι 12 ισοδύναµες κλάσεις φθόγγων ταυτοποιούνται µε τις 12 νό-
τες. Αν λοιπόν όπου a, b εισάγουµε τις συχνότητες δύο φθόγγων και ισχύει
a/b = 2j , j ϵ Z, τότε οι δύο φθόγγοι αντιστοιχούν στην ίδια νότα. Για πα-
ϱάδειγµα, οι φθόγγοι µε συχνότητες a1, b1 που έχουν λόγο b1/a1 = 2 όπως
είδαµε προηγουµένως, αντιπροσωπεύουν το µεσαίο Ντο και το Ντο µία οκτάβα
ψηλότερα από το µεσαίο.

1.2 Κλάσεις Φθόγγων και ακέραιοι modulo 12

Από τα προηγούµενα γίνεται εµϕανής µία σχέση ανάµεσα στις κλάσεις µουσι-
κών φθόγγων και στους ακεραίους modulo 12. Συγκεκριµένα, ας φανταστού-
µε όλους τους φθόγγους να παριστάνονται από το σύνολο Z των ακεραίων, µε
το 0 να αντιστοιχίζεται στο ¨µεσαίο¨ C. Τότε, οι φθόγγοι των πλήκτρων του
πιάνου αντιστοιχούν σε ένα υποσύνολο του Z. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, η σχέση
ισοδυναµίας (1.1) µεταξύ των φθόγγων-συχνοτήτων µεταϕράζεται σε σχέση ι-
σοδυναµίας φθόγγων-ακεραίων.

Στο σύνολο Z ορίζουµε τη σχέση (ισοδυναµίας) ¨≡¨ ως εξής. ΄Εστω a, b ϵ Z
ακέραιοι-φθόγγοι. Θεωρούµε :

a ≡ b αν b− a = 12n , nϵ Z . (1.2)

Πράγµατι, έχουµε σχέση ισοδυναµίας, εϕόσον :

1. a ≡ a για όλους τους φθόγγους a:

a− a = 0⇒ n = 0 ϵ Z⇒ a ≡ a ,

2. Αν a ≡ b τότε b ≡ a για όλους τους φθόγγους a, b:

a ≡ b⇒ b− a = 12n⇒ a− b = 12(−n), −nϵ Z⇒ b ≡ a ,
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3. Αν a ≡ b και b ≡ c, τότε a ≡ c για όλους τους φθόγγους a, b, c:

a ≡ b⇒ b− a = 12n , nϵ Z

b ≡ c⇒ c− b = 12m , mϵ Z

Προσθέτουµε κατά µέλη:

b− a+ c− b = 12(n+m)⇒ c− a = 12(n+m), n+mϵZ ⇒ a ≡ c .

Η σχέση ισοδυναµίας ¨≡¨ διαµελίζει το σύνολο των ακεραίων σε 12 κλάσεις
ισοδυναµίας : 0, 1, ..., 11. Για παράδειγµα, στην κλάση 0 ανήκουν όλοι
οι ακέραιοι που είναι πολλαπλάσια του 12, στην κλάση 1 ανήκουν όλοι οι
ακέραιοι που διαιρούµενοι δια 12 αϕήνουν υπόλοιπο 1 κ.ο.κ. Το σύνολο των
12 κλάσεων υπολοίπων modulo 12 συµβολίζεται µε Z12.

Φυσικά και πάλι η ισοδυναµία υποννοεί πως το διάστηµα µεταξύ των φθόγ-
γων µίας κλάσης είναι µία οκτάβα. Οι ισοδύναµες κλάσεις για την παραπάνω
σχέση ισοδυναµίας ονοµάζονται και πάλι κλάσεις φθόγγων, µε τη διαϕορά
πως σε αυτήν την περίπτωση έχουµε φθόγγους-ακεραίους αριθµούς και όχι
φθόγγους-συχνότητες, όπως πριν (για παράδειγµα, η πρώτη κλάση είναι η
0 που περιέχει όλα τα Ντο). Η αντιστοίχιση αυτή µεταξύ κλάσεων φθόγγων-
ακεραίων και νοτών παρουσιάζεται αναλυτικά στον Στον Πίνακα 1.4. Πα-
ϱατηρούµε ότι εναρµόνιοι φθόγγοι αντιστοιχίζονται σε µία κλάση ακεραίων.
Συνεπώς, µε την αντιστοίχιση αυτή έχουµε εναρµόνια ισοδυναµία.

C C ♯ D D ♯ E F F ♯ G G ♯ A A ♯ B

D ♭ E ♭ G ♭ A ♭ B ♭

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Πίνακας 1.4: Αντιστοίχιση των 12 κλάσεων των φθόγγων-ακεραίων µε το Z12.

΄Οπως ορίσαµε στην προηγούµενη παράγραϕο, το διάστηµα µεταξύ δύο
διαδοχικών φθόγγων ονοµάζεται ηµιτόνιο. Ακολουθούν οι µουσικοί όροι των
διαστηµάτων που µπορούν να εµϕανιστούν ανάµεσα στις κλάσεις φθόγγων µί-
ας οκτάβας3.

3Υπάρχουν περισσότεροι από ένας όροι για τα παρακάτω διαστήµατα στη Θεωρία της Μου-
σικής, οι οποίοι οϕείλονται στις διαϕορετικές ονοµασίες της ίδιας νότας (π.χ. το διάστηµα
C → D♯ - 3 ηµιτόνια, ονοµάζεται δεύτερη αυξηµένη, ενώ το C → E♭ - 3 ηµιτόνια, ονοµάζε-
ται τρίτη µικρή). Στην δική µας περίπτωση, επειδή απαιτούµε την εναρµόνια ισοδυναµία των
φθόγγων, εϕόσον έχουν µετατραπεί σε αριθµούς, οι πολλαπλές ονοµασίες δεν µας αϕορούν.
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• Πρώτη καθαρή : 0 ηµιτόνια

• ∆εύτερη µικρή : 1 ηµιτόνιο

• ∆εύτερη µεγάλη : 2 ηµιτόνια

• Τρίτη µικρή : 3 ηµιτόνια

• Τρίτη µεγάλη : 4 ηµιτόνια

• Τέταρτη καθαρή : 5 ηµιτόνια

• Τέταρτη αυξηµένη : 6 ηµιτόνια

• Πέµπτη καθαρή : 7 ηµιτόνια

• ΄Εκτη µικρή : 8 ηµιτόνια

• ΄Εκτη µεγάλη : 9 ηµιτόνια

• ΄Εβδοµη µικρή : 10 ηµιτόνια

• ΄Εβδοµη µεγάλη : 11 ηµιτόνια

Συνεπώς, για τη µετάβαση 0 → 5 εύκολα συµπεραίνουµε ότι το διάστηµα
µεταξύ των δύο κλάσεων φθόγγων είναι 5− 0 = 5 ηµιτόνια. Τι συµβαίνει όµως
στην περίπτωση 10→ 6; Για να απαντήσουµε σε τέτοια ερωτήµατα χρειαζόµα-
στε την έννοια της πράξης στο Z12. Το σύνολο Z12 κληρονοµεί την πρόσθεση
των ακεραίων4 και οι πράξεις υπολογίζονται απλά γεωµετρικά µε ϐάση το µου-
σικό ϱολόϊ (ϐλ. Εικόνα 1.5 ).

Εικόνα 1.5: Η κυκλική αντιστοίχιση των κλάσεων φθόγγων µε το Z12.

Για παράδειγµα,

3 + 4 = 7 (mod 12)

5 + 7 = 12 (= 12− 12) = 0 (mod 12)

6 + 7 = 13 (= 13− 12) = 1 (mod 12)

6− 10 = −4 (= −4 + 12) = 8 (mod 12) .

4Ουσιαστικά εδώ µιλούµε για την κυκλική οµάδα Z12, µε γεννήτορα την ϐασική στροϕή
κατά 1.
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΄Αρα, από την αντιστοίχιση των κλάσεων φθόγγων-αριθµών µε τους ακεραίους
modulo 12 ϐρίσκουµε από το τελευταίο παράδειγµα ότι το διάστηµα 10 → 6
αντιστοιχεί σε 8 ηµιτόνια.

Αυτή η µετάϕραση από τις κλάσεις φθόγγων στο Z12 µας επιτρέπει να χρησι-
µοποιήσουµε την αϕηρηµένη άλγεβρα για να µοντελοποιήσουµε τα µουσικά
γεγονότα, 5 όπως ϑα δούµε παρακάτω.

5Crans, A. et al. (2009).

17



Κεϕάλαιο 2

Η ατονική οµάδα T / I

Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την οµάδα T/I. Αρχικά ϑα ορίσουµε
τις συναρτήσεις Tn, In : Z12 → Z12, όπου n = 0, 1, ..., 11 ως µετατοπίσεις και
αναστροϕές κατά n, οι οποίες δρουν πάνω σε κλάσεις φθόγγων. Στη συνέχεια
ϑα δείξουµε ότι το σύνολο T/I = T ∪ I = {Tn| n = 0, 1, ...11} ∪ {In| n =
0, 1, ...11} εϕοδιασµένο µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων αποτελεί οµάδα και
µάλιστα ισόµορϕη µε την D12, την διεδρική οµάδα τάξης 24 των συµµετριών
ενός κανονικού δωδεκάγωνου. Θεωρώντας µία σύµϕωνη τριαδική συγχορδία
ως ένα διατεταγµένο σύνολο τριών κλάσεων φθόγγων, ϑα ορίσουµε το σύνολο
S των 24 συµϕώνων τριάδων και µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Σταθερο-
ποιητή Τροχιάς ϑα δείξουµε ότι η δράση της οµάδας T/I πάνω στο σύνολο S
είναι απλά µεταβατική, δηλαδή ότι µέσω της οµάδας T/I υπάρχει τρόπος να
µεταβούµε από µία σύµϕωνη τριάδα σε οποιαδήποτε άλλη και ο τρόπος αυτός
είναι µοναδικός.

2.1 Οι συναρτήσεις Tn , In

Η ϐασική ιδέα µίας σύνθεσης ξεκινά από µία µελωδία. Ας πάρουµε ως πα-
ϱαδειγµα µία φούγκα του Bach. Η ϐασική µελωδία της φούγκας αποτελεί το
ϑέµα. Η περαιτέρω επεξεργασία του ϑέµατος προσϕέρει δυνατότητες για επέ-
κταση του έργου, ήδη χωρίς την εισαγωγή επιπρόσθετου µουσικού υλικού. Οι
ϐασικές µουσικές λειτουργίες για την επεξεργασία του ϑέµατος είναι η µετα-
τόπιση και η αναστροϕή.
Η µετατόπιση (ή τρανσπόρτο), T επιτρέπει την αυτούσια επαναδιατύπωση της
µελωδίας σε χαµηλότερους ή υψηλότερους τόνους διατηρώντας τα διαστήµατα
µεταξύ των φθόγγων.
Η αναστροϕή, I επιτρέπει την αναδιατύπωση µίας µελωδίας διατηρώντας τις
αποστάσεις των φθόγγων ¨σε απόλυτη τιµή¨ χωρίς να διατηρεί όµως τα διαστή-
µατα αυτά καθ΄ αυτά.
Μπορούµε να ορίσουµε τις δύο αυτές µουσικές λειτουργίες ως µαθηµατικές
συναρτήσεις :
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Ορισµός 2.1.1 1(Μετατόπιση)
΄Εστω n ϵ Z12. Η συνάρτηση Tn : Z12 → Z12 που ορίζεται από τη σχέση

Tn(x) := x+ n (mod 12) (2.1)

ονοµάζεται Μετατόπιση κατά n (transposition).

Ορισµός 2.1.2 2(Αναστροϕή)
΄Εστω n ϵ Z12. Η συνάρτηση In : Z12 → Z12 που ορίζεται από τη σχέση

In(x) := −x+ n (mod 12) (2.2)

ονοµάζεται Αναστροϕή κατά n (inversion).

Οι δύο αυτές συναρτήσεις µπορούν να δράσουν πάνω σε :

- µεµονωµένες κλάσεις φθόγγων:

T3(5) = 8 (mod 12) , T6(7) = 13− 12 = 1 (mod 12) ,

I3(2) = 1 (mod 12) , I4(9) = −5 + 12 = 7 (mod 12) ,

 σύνολα κλάσεων φθόγγων:

T7{0, 4, 7} = {T7(0), T7(4), T7(7)} = {7, 11, 2} ,
I5{0, 8, 5} = {I5(0), T5(8), T5(0)} = {5, 9, 0} ,

 ακολουθίες κλάσεων φθόγγων:

T2⟨7, 0, 0, 10⟩ = ⟨T2(7), T2(0), T2(0), T2(10)⟩ = ⟨9, 2, 2, 0⟩ ,
I0⟨0, 4, 4, 7, 11⟩ = ⟨I0(0), I0(4), I0(4), I0(7), I0(11)⟩ = ⟨0, 8, 8, 5, 1⟩ .

Παράδειγµα 2.1.1 (Ο κύκλος µε τις πέµπτες)
Εϕαρµόζω κατ΄ εξακολούθηση την T7 ξεκινώντας από το 0 = Ντο, δηλαδή:
T7(0) , T7(T7(0)) , T7(T7(T7(0))), ...
΄Εχουµε:

T7(0) = 7 = Σολ
T7(7) = 2 = Ρε
T7(2) = 9 = Λα
T7(9) = 4 = Μι
T7(4) = 11 = Σι
T7(11) = 6 = Φα♯/Σολ♭

T7(6) = 1 = Ντο♯/Ρε♭
T7(1) = 8 = Σολ♯/Λα♭
T7(8) = 3 = Ρε♯/Μι♭
T7(3) = 10 = Λα♯/Σι♭
T7(10) = 5 = Φα
T7(5) = 0 = Ντο

1Fiore, music and maths.
2Fiore, 2007.
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Η ακολουθία ⟨0, 7, 2, 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5⟩ αποτελείται από 12 στοιχεία, ό-
πως ϐλέπουµε, δηλαδή από όλες τις κλάσεις φθόγγων. Με την T7 έχουµε
µετατόπιση κατά διάστηµα n = 7 ηµιτονίων, δηλαδή πέµπτης καθαρής. Επει-
δή το διάστηµα αυτό είναι εξαιρετικά εύηχο και χαρακτηριστικό, στη µουσική
ϑεωρία η πέµπτη νότα σε µία κλίµακα3 (που απέχει 7 ηµιτόνια από την τονική)
είναι πολύ σηµαντική, εξού και δεσπόζουσα ! Ο κύκλος µε τις πέµπτες και η
ιδιότητα του να περιέχει και τα 12 στοιχεία ϑα φανεί ιδιαίτερα χρήσιµος στη
συνέχεια (πιο συγκεκριµένα στην κατασκευή του Tonnetz , ϐλέπε παράγραϕο
4.1).

Εικόνα 2.1: Ο κύκλος των πέµπτων

Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε δύο µουσικά παραδείγµατα4 χρήσης των T, I
(Schoenberg, String Quartet No.4).

Παράδειγµα 2.1.2 (Η συνάρτηση T6 στο String Quartet No.4 του Schoenberg)

Εικόνα 2.2: Schoenberg, String Quartet No.4 .
3Βλέπε ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2.
4Οι εικόνες είναι δανεισµένες από την εργασία του Zhang, A. (2009).
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΄Εχουµε δύο γραµµές από ακολουθίες κλάσεων φθόγγων, δηλαδή δύο µε-
λωδίες. Η µελωδία (έστω Μ) της πρώτης σειράς είναι :

M = ⟨D,C♯,A,B♭, F,E♭,E,C,A♭,G, F ♯,B⟩
= ⟨2, 1, 9, 10, 5, 3, 4, 0, 8, 7, 6, 11⟩.

Η µελωδία της δεύτερης σειράς προκύπτει αν επιβάλλουµε την T6 στην M :

T6(M) = ⟨8, 7, 3, 4, 11, 9, 10, 6, 2, 1, 0, 5⟩
= ⟨A♭,G,E♭,E,B,A,A♯, F ♯,D,C♯, C, F ⟩.

Παράδειγµα 2.1.3 (Η συνάρτηση I9 στο String Quartet No.4 του Schoenberg)

Εικόνα 2.3: Schoenberg, String Quartet No.4 .

Η µελωδία της πρώτης σειράς είναι και πάλι η M . Η µελωδία της δεύτερης
σειράς προκύπτει αν επιβάλλουµε την αναστροϕή I9 στην M :

I9(M) = ⟨7, 8, 0, 11, 4, 6, 5, 9, 1, 2, 3, 10⟩
= ⟨G,A♭, C,E, F ♯, F,A,C♯,D,E♭,B♭⟩ .

Γεωµετρικά, η µετατόπιση Tn(x) ενός φθόγγου x ερµηνεύεται ως περιστρο-
φή κατά n ϐήµατα στο µουσικό ϱολόϊ. Αντίστοιχα, η αναστροϕή In(x) ενός
φθόγγου x ερµηνεύεται ως ανάκλαση ως προς τον άξονα που διέρχεται από
τις κορυϕές 0 + n/2 , 6 + n/2. Για παράδειγµα, στις Εικόνες 2.4 και 2.5
απεικονίζεται η µετάβαση της Φα♯/Σολ♭ στην Λα♯/Σι♭ µέσω στροϕής T4 και
ανάκλασης I4.
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Εικόνα 2.4: T4(6) = 10 Εικόνα 2.5: I4(6) = 10

2.2 Η οµάδα T/I

Στην προηγούµενη παράγραϕο ορίσαµε τις συναρτήσεις Tn , In των µεταθέσεων
και αναστροϕών:

Tn : Z12 → Z12 , Tn(x) := x+ n (mod 12)

In : Z12 → Z12 , In(x) := −x+ n (mod 12)

Ορίζουµε το σύνολο T/I ως:

T/I := T ∪ I = {Tn | n = 0, 1, ..., 11} ∪ {In | n = 0, 1, ..., 11}
= {T0, T1, T2, T3, T4, T6, T7, T8, T9, T10, T11,

I0, I1, I2, I3, I4, I5, I6, I7, I8, I9, I10, I11} (2.3)

και ορίζουµε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων. Ισχυριζόµαστε ότι το σύνολο
αυτό εϕοδιασµένο µε την πράξη αποτελεί οµάδα.

Ορισµός 2.2.1 (Οµάδα)
Οµάδα ⟨G, ∗⟩ είναι ένα σύνολο G, µαζί µε µία διµελή πράξη ∗ στο G τέτοια,
ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώµατα:

1. ΤοG είναι κλειστό ως προς την πράξη ∗ δηλαδή a∗b ϵG για κάθε a, b ϵG.

2. Η διµελής πράξη ∗ είναι προσεταιριστική.

3. Υπάρχει ένα στοιχείο e στο G τέτοιο ώστε e ∗ x = x ∗ e = x για κάθε
x ϵG. Αυτό το στοιχείο ονοµάζεται ταυτοτικό στοιχείο για την ∗ στο G.
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4. Για κάθε a στο G υπάρχει ένα στοιχείο a′ στο G µε την ιδιότητα a ∗ a′ =
a′ ∗ a = e. Το στοιχείο a′ λέγεται αντίστροϕο του a ως προς την πράξη ∗.

Θεώρηµα 2.2.1 Το σύνολο T/I µε διµελή πράξη την σύνθεση συναρτήσεων
είναι οµάδα.

Απόδειξη

1. Κλειστότητα: Η σύνθεση δύο στοιχείων της T/I δίνει στοιχείο της T/I:

− Ισχυρισµός: Tm ◦ Tn = Tm+n (mod 12) ϵ T/I . (2.4)

Πράγµατι,

(Tm ◦ Tn)(x) = Tm(Tn(x)) = Tm(x+ n) = x+ n+m

= x+ (n+m) = Tm+n (mod 12)(x) .

΄Αρα: Tm ◦ Tn = Tm+n (mod 12) ϵ T/I .

− Ισχυρισµός: Tm ◦ In = Im+n (mod 12) ϵ T/I . (2.5)

Πράγµατι,

(Tm ◦ In)(x) = Tm(In(x)) = Tm(−x+ n) = −x+ n+m

= −x+ (n+m) = Im+n (mod 12) .

΄Αρα: Tm ◦ In = Im+n (mod 12) ϵ T/I .

− Ισχυρισµός: Im ◦ Tn = Im−n (mod 12) ϵ T/I . (2.6)

Πράγµατι,

(Im ◦ Tn)(x) = Im(Tn(x)) = Im(x+ n) = −x− n+m

= −x+ (m− n) = Im−n (mod 12) .

΄Αρα: Im ◦ Tn = Im−n (mod 12) ϵ T/I.

− Ισχυρισµός: Im ◦ In = Tm−n (mod 12) ϵ T/I . (2.7)

Πράγµατι,

(Im ◦ In)(x) = Im(In(x)) = Im(−x+ n) = x− n−m
= x+ (m− n) = Tm−n (mod 12) .

΄Αρα: Im ◦ Tn = Tm−n (mod 12) ϵ T/I .

23



2. Προσεταιριστική : Η ιδιότητα ισχύει ανάµεσα σε οποιαδήποτε τρία στοι-
χεία του T/I. Θα την αποδείξουµε ενδεικτικά για µία τριάδα In, Im, Tk ϵ
T/I για n,m, k ϵ {0, 1, ..., 11}:

In ◦ (Im ◦ Tk) = (In ◦ Im) ◦ Tk .
Παίρνουµε το πρώτο µέλος :

In ◦ (Im ◦ Tk)
(2.6)
= In Im−k (mod 12)

(2.7)
= Tn−m+k (mod 12) .

Παίρνουµε το δεύτερο µέλος :

(In ◦ Im) ◦ Tk
(2.7)
= Tn−m (mod 12) Tk

(2.4)
= Tn−m+k (mod 12) .

3. Ταυτοτικό στοιχείο : Υπάρχει το ταυτοτικό στοιχείο e = T0 ϵ T/I.
Πράγµατι,

T0 ◦ Tn
(2.4)
= Tn , Tn ◦ T0

(2.4)
= Tn , I0 ◦ In

(2.7)
= In , In ◦ I0

(2.4)
= In .

4. Αντίστροϕο στοιχείο : Υπάρχει αντίστροϕο στοιχείο (Tn)
−1 = T−n =

T(12−n) ϵ T/I για κάθε στοιχείο Tn. Για παράδειγµα, T1 ◦ T11 = e.
Πράγµατι,

Tn ◦ T12−n
(2.4)
= Tn+12−n (mod 12) = T0 = e ,

T12−n ◦ Tn
(2.4)
= T12−n+n (mod 12) = T0 = e .

Ο αντίστροϕος του In είναι ο εαυτός του (In)
−1 = In :

In ◦ In
(2.7)
= T0 = e .

Συνεπώς µπορούµε πλέον να µιλούµε για την οµάδα T/I. �
Ουσιαστικά, η οµάδα T/I αποτελεί µία κατηγοριοποίηση των µουσικών

λειτουργιών που χρησιµοποιούνται κατά κύριο λόγο στην ανάλυση ατονικής
µουσικής, για το λόγο αυτό και η ονοµασία της στην µουσική ϑεωρία είναι α-
τονική οµάδα (atonal group). Φυσικά, σε πολλές περιπτώσεις, η χρήση της γε-
νικεύεται ακόµη και σε κλασσικά τονικά έργα (όπως µίας φούγκας του Bach),
καθώς σε πρωταρχικές µορϕές τους, η µετατόπιση και η αναστροϕή αϕορούν
τη δυτική µουσική σε όλο της το φάσµα. Η ατονική κίνηση στην µουσική του
20ού αιώνα, µε κύριους εκϕραστές τους Schoenberg, Berg, Webern και τους
µαθητές τους, χαρακτηρίζεται από την σταδιακή κατάργηση της τονικότητας,
δηλαδή της επικράτησης ενός φθόγγου ως το µουσικό κέντρο ενός έργου. Οι
νότες, που πλέον χρήζουν ίσης σηµασίας µέσα ένα έργο, παρουσιάζονται σε
ακολουθίες και σειρές. ΄Ετσι, καταργείται η χρήση µείζονων και ελάσσονων
κλιµάκων5 στη µουσική σύνθεση.

5ϐλ. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ
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2.3 Η δοµή της οµάδας T/I

Υπολογίζουµε τους µεταθέτες της οµάδας T/I:

[Tn, Im] = Tn ◦ Im ◦ (Tn)−1 ◦ (Im)−1

= Tn ◦ Im ◦ T12−n ◦ Im
(2.5)
= Im+n (mod 12) ◦ I12−n+m (mod 12)

(2.7)
= Tn+m−12+n−m (mod 12)

= T2n (mod 12) .

΄Αρα, τα Tn, In µετατίθενται µεταξύ τους µόνο για n = 0, 6.

[Tn, Tm] = Tn ◦ Tm ◦ (Tn)−1 ◦ (Tm)−1

= Tn ◦ Tm ◦ T12−n ◦ Tm
(2.4)
= Tn+m (mod 12) ◦ T12−n+12−m (mod 12)

(2.4)
= Tn+m+12−n+12−m (mod 12)

= T0 = e .

΄Αρα, τα Tn µετατίθενται µεταξύ τους.

[In, Im] = In ◦ Im ◦ (In)−1 ◦ (Im)−1

(2.7)
= In ◦ Im ◦ In ◦ Im

(2.7)
= Tn−m (mod 12) ◦ Tn−m (mod 12)

(2.7)
= Tn−m+n−m (mod 12)

= T2(n−m) (mod 12) .

΄Αρα, τα In µετατίθενται µεταξύ τους µόνο για n = m, m+ 6.

Ορισµός 2.3.1 (Αβελιανή οµάδα)
Μια οµάδα λέγεται αβελιανή αν η διµελής της πράξη ∗ είναι αντιµεταθετική.

Με ϐάση τον παραπάνω ορισµό η T/I είναι µη αβελιανή.

Ορισµός 2.3.2 (Κυκλική οµάδα)
Μια οµάδα G λέγεται κυκλική αν υπάρχει κάποιο στοιχείο a στην G που την
παράγει, δηλαδή αν ⟨a⟩ = G. Το στοιχείο a ϵ G ονοµάζεται γεννήτορας της G.

Για την οµάδα T/I παρατηρούµε ότι έχει γεννήτορες τα T1 (στροϕή κατά 1/12
στο ϱολόϊ) και I0 (ανάκλαση ως προς τον άξονα που περνά από τις κορυϕές
0 , 6), (TnI0(x) = In(x)). Από την πράξη στην T/I και από τον παραπάνω
ορισµό συµπεραίνουµε ότι η T/I δεν είναι κυκλική.
Επίσης παρατηρούµε ότι :
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• Το σύνολο T µαζί µε τη διµελή πράξη είναι υποοµάδα της T/I διότι
είναι κλειστό ως προς την πράξη και ως προς τα αντίστροϕα. Η T είναι
κυκλική υποοµάδα6 µε γεννήτορα το T1, δηλαδή ⟨T1⟩ = T , άρα και
αβελιανή. Πράγµατι,

(T1)
n(x) = (T1 ◦ T1 ◦ ... ◦ T1)︸ ︷︷ ︸

n

(x) = (T1 ◦ T1 ◦ ... ◦ T1)(x+ 1)

= T1 ◦ T1 ◦ ... ◦ (x+ 2) = ... = x+ n .

΄Αρα (T1)
n = Tn . (2.8)

• Το σύνολο I µαζί µε τη διµελή πράξη δεν σχηµατίζουν οµάδα καθώς
λείπει το ταυτοτικό στοιχείο.

Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να ορίσουµε τι είναι ισοµορϕισµός :

Ορισµός 2.3.3 (Οµοµορϕισµός, Ισοµορϕισµός)
Μια απεικόνιση ϕ µίας οµάδας G σε µία οµάδα G′ λέγεται οµοµορϕισµός αν:

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (2.9)

για κάθε a, b ϵG. ΄Ενας ισοµορϕισµός ϕ : G → G′ είναι ένας οµοµορϕισµός
ένα-προς-ένα και επί της G′. Ο συνήθης συµβολισµός είναι : G ≃ G′.

Στη συνέχεια ισχυριζόµαστε οτι η οµάδα T / I είναι ισόµορϕη µε την D12, την
διεδρική οµάδα τάξης 24. 7

Γενικά, συµµετρία µίας γεωµετρικής κατασκευής ονοµάζουµε οποιαδήπο-
τε κίνηση της κατασκευής στο χώρο, έτσι ώστε µετά το πέρας της, η κατασκευή
να καταλαµβάνει πάλι το ίδιο χωρίο. ∆ηλαδή συνολοθεωρητικά η κατασκευή
παραµένει σταθερή στο χώρο, αλλά τα σηµεία της µπορεί να έχουν µετακινη-
ϑεί. Η διεδρική οµάδα τάξης 2n είναι η οµάδα των συµµετριών ενός κανονι-
κού n-γώνου, που περιέχει στροϕές του κανονικού n-γώνου στο επίπεδο και
ανακλάσεις (στροϕές στον χώρο) µετά τη δράση των οποίων το n-γωνο κατα-
λαµβάνει το ίδιο χωρίο, και συµβολίζεται ως Dn. Θεωρούµε κανονικό n-γωνο
µε κορυϕές πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, ξεκινώντας από το (1,0) µε αντιωρολο-
γιακή φορά. Με Ck , k = 0, 1, ..., n−1, συµβολίζονται οι στροϕές κατά γωνίες
2πk/n και µε Σk , k = 0, 1, ..., n− 1, οι ανακλάσεις ως προς τους άξονες που
σχηµατίζουν γωνίες πk/n µε τον άξονα xx′.

Συγκεκριµένα, για n = 12 έχουµε τη διεδρική οµάδα D12 τάξης 24 των
συµµετριών του κανονικού δωδεκάγωνου:

D12 = {C0 = e, C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10, C11,

Σ0,Σ1,Σ2,Σ3,Σ4,Σ5,Σ6,Σ7,Σ8,Σ9,Σ10,Σ11}
6Η υποοµάδα των στροϕών είναι ισόµορϕη µε την κυκλική οµάδα Z12, εϕόσον δύο πεπερα-

σµένες κυκλικές οµάδες της ίδιας τάξης (|Z12| = |T | = 12) είναι ισόµορϕες.
7Ιστορικά, οι διεδρικές οµάδες εισήχθησαν στην µουσική, αρχικά µε σκοπό τη σύνθεση, από

τον Milton Babbit, γενικεύοντας το 12-τονικό σύστηµα του Schoenberg (integral serialism).
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Η γωνία στροϕής αυξάνει κατά 30o, ενώ η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας της
ανάκλασης µε τον xx′ αυξάνει κατά 15o κάθε φορά.

Πρόταση 2.3.1 Η οµάδα T/I είναι ισόµορϕη µε την D12 : T/I ≃ D12.

Γεωµετρική απόδειξη

Από τους ορισµούς 2.1.1 και 2.1.2 και από τις εικόνες 2.3 και 2.4 είναι
φανερό ότι οι 12 µετατοπίσεις Tn και οι 12 αναστροϕές In αντιστοιχούν στις
συµµετρίες του κανονικού 12-γωνου, δηλαδή στις 12 στροϕές Ck και στις 12
ανακλάσεις Σk

8.

Αλγεβρική απόδειξη

Μια διεδρική οµάδα τάξης 2n προκύπτει από δύο γεννήτορες C , Σ, οι ο-
ποίοι υπόκεινται σε τρεις σχέσεις :

Cn = 1 , (2.10)
Σ2 = 1 , (2.11)

ΣCΣ−1 = C−1 (2.12)

Στην περίπτωση µας έχουµε : n = 12 , C = C1 , Σ = Σ0 . Με ϐάση τον
Ορισµό 2.3.3 ένας οµοµορϕισµός πάνω στην T/I αρκεί να οριστεί πάνω στους
γεννήτορες και ϑα πρέπει να σέβεται τις σχέσεις (2.5), (2.6), (2.7).

Ορίζουµε : ϕ : D12 → T/I δίνοντας τις εικόνες των γεννητόρων :

ϕ : C → T1 , Σ→ I0 (2.13)

και έχουµε :

(2.5) : ϕ(C12) = ϕ(C)12 = ϕ(T1)
12 = T12 = T0 = e ,

(2.6) : ϕ(Σ2) = ϕ(Σ)2 = (I0)
2 = I0 ◦ I0 = I0 ◦ (I0)−1 = e ,

(2.7) : ϕ(ΣCΣ−1) = ϕ(Σ)ϕ(C)ϕ(Σ−1) = I0 ◦ T1 ◦ I0︸ ︷︷ ︸
I1

= I0 ◦ I1 = −I1 ,

και − I1(x) = x− 1 = T−1(x) = (T1(x))
−1 = C−1 .

Τέλος, εϕόσον όλα τα στοιχεία της οµάδας T/I είναι εικόνες µέσω του ϕ και
οι οµάδες T/I και D12 έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, ο οµοµορϕισµός ϕ
είναι ένα-προς-ένα και επί της T/I. ΄Αρα, ο ϕ είναι ισοµορϕισµός. Συνεπώς,
η οµάδα T/I είναι ισόµορϕη µε την D12. �

8Crans k.’a (2009).
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Κατασκευάζουµε τους πίνακες των οµάδων T/I και D12.

Πίνακας 2.6: Ο πίνακας της οµάδας T/I.

Πίνακας 2.7: Ο πίνακας της διεδρικής οµάδας D12.
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Παρατηρούµε ότι µε απλή µετονοµασία των στοιχείων (όπως κάναµε στους
γεννήτορες) οι πίνακες είναι ακριβώς ίδιοι, άρα και από τους πίνακες φαίνεται
ο ισοµορϕισµός µεταξύ των δύο οµάδων.

2.4 Η δράση της οµάδας T/I πάνω στο σύνολο S των
συµϕώνων τριάδων

2.4.1

Μέχρι στιγµής έχουµε δει κυρίως τα αποτελέσµατα της δράσης των συναρτή-
σεων Tn , In πάνω σε µεµονωµένες κλάσεις φθόγγων, δηλαδή πάνω σε µεµο-
νωµένες νότες, σε ακολουθίες κλάσεων φθόγγων, δηλαδή µελωδίες (νότες που
παίζονται η µία µετά την άλλη) και σε αϕηρηµένα σύνολα κλάσεων φθόγγων,
τα οποία δεν έχουµε ακόµη ορίσει µουσικά.

΄Ενα σύνολο κλάσεων φθόγγων αντιπροσωπεύει µία συγχορδία. Μια συγ-
χορδία, δηλαδή µία συνήχηση, αποτελείται από τρεις ή και περισσότερες νότες
που παίζονται ταυτόχρονα. Στην εργασία αυτή ϑα ασχοληθούµε µόνο µε τρια-
δικές συγχορδίες ή τριάδες, δηλαδή συγχορδίες που περιέχουν τρεις νότες,
συνεπώς κάθε φορά που συναντούµε τον όρο συγχορδία, ϑα υποννοείται ότι
εννούµε τριαδική.

Σύµϕωνη ονοµάζουµε µία συγχορδία, όταν οι ήχοι που την απαρτίζουν
συνταιριάζονται µεταξύ τους κατά τρόπο που η ακοή µας να είναι τελείως
ικανοποιηµένη και να τους ακούσει κανείς σαν κάτι ενιαίο (ϑυµηθείτε τον Πυ-
ϑαγόρα), το οποίο δε χρειάζεται καµιά επανόρθωση 9 ή ¨λύση¨ όπως λέµε.
Πιο συγκεκριµένα, τα διαστήµατα µεταξύ των νοτών µέσα σε µία σύµϕωνη
συγχορδία είναι σύµϕωνα διαστήµατα. Μετά την οκτάβα, που αποτελεί το
πιο σύµϕωνο διάστηµα όπως είδαµε και προηγουµένως, έρχεται το διάστηµα
πέµπτης (7 ηµιτόνια), και τα διαστήµατα τρίτης µικρής (3 ηµιτόνια) και τρίτης
µεγάλης (4 ηµιτόνια). Με τον συνδυασµό λοιπόν τριών νοτών που απέχουν τα
παραπάνω διαστήµατα µεταξύ τους οδηγούµαστε στην κατασκευή των συµϕώ-
νων τριαδικών συγχορδιών. Οι σύµϕωνες τριάδες είναι δύο ειδών : µείζονες
και ελάσσονες.

Μια µείζονα συγχορδία (major) αποτελείται από την πρώτη νότα, που την
ονοµάζουµε ϐάση και αυτή δίνει το όνοµα στη συγχορδία, τη δεύτερη νότα σε
απόσταση 4 ηµιτονίων - διάστηµα τρίτης µεγάλο - πάνω από τη ϐάση και την
τρίτη νότα σε απόσταση 7 ηµιτονίων - διάστηµα πέµπτης καθαρό - πάνω από
τη ϐάση. ∆ηλαδή, µία µείζονα τριάδα (σε ευθεία κατάσταση) έχει τη µορϕή
(x, x + 4 (mod 12), x + 7 (mod 12)), όπου x ϵZ12. Οι µείζονες συγχορδίες
συµβολίζονται µε κεϕαλαίο γράµµα. Για παράδειγµα, C = Ντο µείζονα =
(0, 4, 7) = (C,E,G).

9Καλοµοίρης, Μ. (1933).
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Μια ελάσσονα συγχορδία (minor) αποτελείται από την ϐάση που επίσης
δίνει το όνοµα στη συγχορδία, τη δεύτερη νότα σε απόσταση 3 ηµιτονίων -
διάστηµα τρίτης µικρό - πάνω από τη ϐάση και την τρίτη νότα σε απόσταση
7 ηµιτονίων - διάστηµα πέµπτης καθαρό - πάνω από τη ϐάση. ∆ηλαδή µία
ελάσσονα τριάδα (σε ευθεία κατάσταση) έχει τη µορϕή (x, x+3 (mod 12), x+
7 (mod 12)), όπου x ϵZ12. Οι ελάσσονες συγχορδίες συµβολίζονται µε µικρό
γράµµα. Για παράδειγµα, a = λα ελάσσονα = (4, 0, 9) = (A,C,E).

Ορίζουµε S το σύνολο των συµϕώνων συγχορδιών ως εξής :

S = S+ ∪ S−

= {⟨x, x+ 4 (mod 12), x+ 7 (mod 12)⟩ | x ϵZ12} ∪
{⟨x+ 7 (mod 12), x+ 3 (mod 12), x⟩ | x ϵZ12} . (2.14)

Τα 24 στοιχεία του συνόλου S παρατίθενται στον Πίνακα 2.8.

Πίνακας 2.8: Ο πίνακας του συνόλου S των συµϕώνων συγχορδιών.

Παρατηρούµε ότι παρόλο που οι συγχορδίες αποτελούν σύνολα και όχι
ακολουθίες κλάσεων φθόγγων, στον πίνακα παρουσιάζονται ως διατεταγµένα
σύνολα. Ο συµβολισµός < > δεν δηλώνει χρονική αλληλουχία µεταξύ τους,
εϕόσον οι νότες παίζονται ταυτόχρονα. Αυτού του είδους η διάταξη των νοτών
µέσα στην κάθε συγχορδία - ενώ στις µείζονες συγχορδίες η ϐάση εµϕανί-
Ϲεται ως πρώτη νότα, δηλαδή οι µείζονες τριάδες παρουσιάζονται σε ευθεία
κατάσταση, στις ελάσσονες η ϐάση της συγχορδίας εµϕανίζεται τρίτη, δηλα-
δή οι ελάσσονες παρουσιάζονται σε αναστροϕή - αλλά και η τοποθέτηση των
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συγχορδιών στον πίνακα - οι µείζονες ξεκινούν από την Ντο µείζονα, ενώ οι
ελάσσονες ξεκινούν από την Φα ελάσσονα - αποτελούν συµβάσεις οι οποίες
ϑα µας ϐοηθήσουν στην συνέχεια από αλγεβρικής πλευράς και συνδέονται
µε τον δυϊσµό του Γερµανού ϑεωρητικού της µουσικής του 19ου αιώνα Hugo
Riemann (1849− 1919).10

Αξιωµατική αϕετηρία της ϑεωρίας περί δυϊσµού είναι ότι µία µείζονα και
µία ελάσσονα συγχορδία προέρχονται από την αντήχηση ενός ϑεµελιώδους ή-
χου. Για παράδειγµα, όπως φαίνεται στην Εικόνα 2.9 η αντήχηση της νότας C
(Ντο) παράγει τόσο την µείζονα τριάδα C όσο και την ελάσσονα τριάδα F (Φα).
Καθώς η µείζονα τριάδα στήνεται από µία τρίτη µεγάλη και µία πέµπτη καθα-
ϱή πάνω από τη νότα Ντο, η ελάσσονα χτίζεται από τα ίδια διαστήµατα αλλά
κάτω από αυτόν, ως συµµετρική αναστροϕή της µείζονας. Ο δυϊσµός µεταξύ
των µείζονων και ελάσσονων τριάδων έχει απορριϕθεί από ψυχο-ακουστικής
πλευράς, δεν παύει όµως να προσϕέρει µία συµµετρική αντίληψη για τις σύµ-
φωνες τριάδες, η οποία ϐοηθά στην αλγεβρική µελέτη τους.

Εικόνα 2.9: Η δυϊκή αναπαράσταση των C και f .

Επίσης, σηµειώνουµε ότι κάθε συγχορδία σε διατεταγµένη µορϕή, εµ-
περιέχει σαν οντότητα και τις έξι πιθανές µεταθέσεις του συνόλου της. Για
παράδειγµα, η ⟨0, 4, 7⟩ εµπεριέχει µέσα της και τις έξι µεταθέσεις (ή ϑέσεις
όπως λέµε στην αρµονία) της :

Εικόνα 2.10: Οι έξι µεταθέσεις της τριαδικής συγχορδίας C.
10Παρόλο που η ϑεωρία περί δυϊσµού αναπτύχθηκε και έγινε γνωστή µέσα από τη δουλειά

του Riemann, ο πρώτος που την εισήγαγε στην µουσική ϑεωρία ήταν ο Γερµανός φυσικός και
ϑεωρητικός της µουσικής Arthur von Oettingen (18361920).
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΄Οπως αναϕέραµε και προηγουµένως, κάθε συγχορδία από τις παραπάνω
είναι ένα υποσύνολο του Z12 των κλάσεων των φθόγγων, συνεπώς οι µετατοπί-
σεις T και οι αναστροϕές I µπορούν να δράσουν κατ΄ επέκταση και πάνω στις
σύµϕωνες τριάδες και όπως ϑα δούµε, να δώσουν επίσης σύµϕωνες τριάδες.

Πιο συγκεκριµένα, για κάθε s =< y1, y2, y3 > ϵS έχουµε Tn, In : S → S
όπου n = 0, 1, ..., 11:

Tn(s) = Tn⟨y1, y2, y3⟩ = ⟨Tn(y1), Tn(y2), Tn(y3)⟩ = s′ ϵ S ,

In(s) = In⟨y1, y2, y3⟩ = ⟨In(y1), In(y2), In(y3)⟩ = s′ ϵ S (2.15)

Ας δούµε αναλυτικά πώς µετασχηµατίζονται οι συγχορδίες του συνόλου S µέσω
των συναρτήσεων της οµάδας T/I. Σηµειώνουµε ότι οι τριαδικές συγχορδίες
απεικονίζονται µε τρίγωνα στον µουσικό κύκλο.

• Η δράση των µετατοπίσεων διατηρεί το αν είναι µείζονα ή ελάσσονα η
τριάδα που εισάγουµε διότι µένουν σταθερά τα διαστήµατα και η σειρά
τους και µάλιστα, αν δράσουµε όλες τις µετατοπίσεις T0, ..., T11 πάνω
στη ϐασική C = ⟨0, 4, 7⟩ παίρνουµε όλες τις µείζονες συγχορδίες.

Συγκεκριµένα, µε την Tn περνούµε από µία µείζονα συγχορδία (µε ϐάση
µ1) στην µείζονα µε ϐάση, µ2 = µ1+n (mod 12), και από µία ελάσσονα
(µε ϐάση ϵ1) σε µία ελάσσονα µε ϐάση, ϵ2 = ϵ1 + n (mod 12). Στον
πίνακα κατεβαίνουµε µε ϐήµα n στην ίδια στήλη.

Παράδειγµα 2.4.1 (Η δράση της T0 πάνω στην C)
T0(C) = T0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨T (0), T (4), T (7)⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ = C
Με την T0 παίρνουµε ως αποτέλεσµα την συγχορδία που εισάγουµε αϕού
είναι το ταυτοτικό στοιχείο.

Παράδειγµα 2.4.2 (Η δράση της T1 πάνω στην C)
T1(C) = T1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨T1(0), T1(4), T1(7)⟩ = ⟨1, 5, 8⟩ = C♯
Με την T1 περνούµε από την µείζονα µε ϐάση 0, στην µείζονα µε ϐάση
1. Στον πίνακα κατεβαίνουµε 1 κουτί στην πρώτη στήλη και γεωµετρικά
έχουµε στροϕή κατά ένα, όπως φαίνεται στην Εικόνα 2.11.
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Εικόνα 2.11: T1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨1, 5, 8⟩

• Αντιθέτως, οι αναστροϕές µετατρέπουν τις µείζονες σε ελάσσονες τριάδες
και αντιστρόϕως, διότι ενώ διατηρούν τα διαστήµατα, αναστρέϕουν τη
σειρά τους. Για να το δούµε αυτό ϑεωρούµε ότι µία ανάκλαση δρα πάνω
σε µία τριάδα αντιστρέϕοντας το κάθε στοιχείο αλλά και τη σειρά του.
Για παράδειγµα: I(C) = I(0, 4, 7) = (I(7), I(4), I(0)) = (5, 8, 0) =
⟨0, 8, 5⟩ = f . Στην παρούσα εργασία ϑεωρούµε ότι µία αναστροϕή δρα
πάνω στο κάθε στοιχείο της διατηρώντας τη σειρά τους. Αν δράσουµε
όλες τις αναστροϕές I0, ..., I11 πάνω στη C = ⟨0, 4, 7⟩ παίρνουµε όλες τις
ελάσσονες τριάδες.

Πιο συγκεκριµένα µε την In περνούµε από µία µείζονα (µε ϐάση µ1)
στην ελάσσονα µε ϐάση, ϵ2 = 5 + n − µ1 (mod 12) και αντίστροϕα,
περνούµε από µία ελάσσονα (µε ϐάση ϵ1) στην µείζονα µε ϐάση, µ2 =
5 + n − ϵ1 (mod 12). Ο άξονας της αναστροϕής (η οποία γεωµετρικά
είναι ανάκλαση) εξαρτάται µόνο από τον δείκτη n και διέρχεται από τα
σηµεία n/2 , 6 + n/2.

Παράδειγµα 2.4.3 (Η δράση της I0 πάνω στην C)
I0(C) = I0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨I0(0), I0(4), I0(7)⟩ = ⟨0, 8, 5⟩ = f
Με την I0 περνούµε από την µείζονα µε ϐάση 0, στην ελάσσονα µε ϐάση
5. Γεωµετρικά έχουµε ανάκλαση ως προς τον άξονα που περνά από τις
κορυϕές 0 , 6 , όπως φαίνεται στην Εικόνα 2.12.

Παράδειγµα 2.4.4 (Η δράση της I1 πάνω στην C)
I1(C) = I1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨I1(0), I1(4), I1(7)⟩ = ⟨1, 9, 6⟩ = f♯
Με την I1 περνούµε από την µείζονα µε ϐάση 0, στην ελάσσονα µε ϐάση
6. Γεωµετρικά έχουµε ανάκλαση ως προς τον άξονα που περνά από τις
κορυϕές 0.5 , 6.5, όπως φαίνεται στην Εικόνα 2.13.
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Οι γεωµετρικές αναπαραστάσεις των δύο τελευταίων παραδειγµάτων φαί-
νονται παρακάτω:

Εικόνα 2.12: I0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 8, 5⟩ Εικόνα 2.13: I1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨1, 9, 6⟩

2.4.2

Αϕού είδαµε πρακτικά πώς δρά η οµάδα T/I πάνω στις σύµϕωνες συγχορδίες,
ήρθε η ώρα να εξετάσουµε τη δράση πιο αναλυτικά από αλγεβρικής άποψης.
Αρχικά παραθέτουµε τον ορισµό της δράσης οµάδας :

Ορισµός 2.4.1 (∆ράση οµάδας)
΄Εστω X ένα σύνολο και G µία οµάδα. ∆ράση της G πάνω στο X λέµε µία
απεικόνιση · : G×X → X τέτοια ώστε :

1. e · x = x για κάθε x ϵX , δηλαδή το ταυτοτικό στοιχείο δρα ταυτοτικά,

2. (g1g2) · (x) = g1 · (g2 · x) για κάθε x ϵX και κάθε g1, g2 ϵG .

Κάτω από αυτές τις προϋποθέσεις, λέµε ότι το X είναι ένα G-σύνολο.

Στη συνέχεια ϑα παραλείπουµε το ¨·¨ στη δράση.

Με ϐάση τον ορισµό της δράσης οµάδας ϑεωρούµε µία σχέση (ισοδυναµίας)
¨∼¨ πάνω στο σύνολο X ως εξής. Για x, y ϵX ορίζουµε :

x ∼ y αν υπάρχει g ϵ G τέτοιο ώστε gx = y. (2.16)

Πράγµατι, έχουµε σχέση ισοδυναµίας, εϕόσον :

1. x ∼ x για όλα τα στοιχεία του συνόλου X:

gx = x⇒ g = e ϵ G⇒ x ∼ x .
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2. Αν x ∼ y τότε y ∼ x για κάθε x, y ϵ X:

x ∼ y ⇒ gx = y , g ϵG⇒ g−1(gx) = g−1y ⇒ (g−1g)x = g−1y

⇒ ex = g−1y ⇒ g−1y = x, g−1 ϵG⇒ y ∼ x .

3. Αν x ∼ y και y ∼ z τότε x ∼ z για κάθε x, y, z ϵ X:

x ∼ y ⇒ gx = y, g ϵG

y ∼ z ⇒ hy = z , hϵG

∆ρώντας στην πρώτη ισότητα µε το h έχουµε:

h(gx) = hy ⇒ (hg)︸︷︷︸
fϵG

x = hy ⇒ fx = hy = z ⇒ x ∼ z .

Μια κλάση ισοδυναµίας [x] = {y ϵX | y ∼ x} που προκύπτει από την πα-
ϱαπάνω σχέση ισοδυναµίας ονοµάζεται τροχιά. Συγκεκριµένα:

Ορισµός 2.4.2 (Τροχιά, Orbit(x))
Η τροχιά ενός στοιχείου x που ανήκει σε ένα σύνολο X κάτω από τη δράση
µίας οµάδας G πάνω στο X αποτελείται από όλα εκείνα τα στοιχεία του X στα
οποία µετακινείται και ορίζεται ως :

Orbit(x) = {gx | g ϵ G} ⊂ X. (2.17)

Στην περίπτωσή µας οι τροχιές κάτω από την δράση της οµάδας G = T/I
πάνω στο σύνολο X = S των συµϕώνων συγχορδιών είναι κλάσεις συνόλων
(συγχορδιών). Μια τροχιά είναι ένα σύνολο από σύνολα (συγχορδίες) και το
στοιχείο ενός συνόλου (συγχορδίας) του συνόλου S είναι µία κλάση φθόγγων.

Παράδειγµα 2.4.5 (Η τροχιά της συγχορδίας C κάτω από τη δράση της T/I )
Αν όλα τα στοιχεία της οµάδας T/I δράσουν πάνω στη συγχορδία C = ⟨0, 4, 7⟩
παίρνουµε:

T0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ = C
T1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨1, 5, 8⟩ = C♯
T2⟨0, 4, 7⟩ = ⟨2, 6, 9⟩ = D
T3⟨0, 4, 7⟩ = ⟨3, 7, 10⟩ = D♯
T4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨4, 8, 11⟩ = E
T5⟨0, 4, 7⟩ = ⟨5, 9, 0⟩ = F
T6⟨0, 4, 7⟩ = ⟨6, 10, 1⟩ = F♯
T7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨7, 11, 2⟩ = G
T8⟨0, 4, 7⟩ = ⟨8, 0, 3⟩ = G♯
T9⟨0, 4, 7⟩ = ⟨9, 1, 4⟩ = A
T10⟨0, 4, 7⟩ = ⟨10, 2, 5⟩ = A♯
T11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 3, 6⟩ = B

I0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 8, 5⟩ = f
I1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨1, 9, 6⟩ = f♯
I2⟨0, 4, 7⟩ = ⟨2, 10, 7⟩ = g
I3⟨0, 4, 7⟩ = ⟨3, 11, 8⟩ = g♯
I4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨4, 0, 9⟩ = a
I5⟨0, 4, 7⟩ = ⟨5, 1, 10⟩ = a♯
I6⟨0, 4, 7⟩ = ⟨6, 2, 11⟩ = b
I7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨7, 3, 0⟩ = c
I8⟨0, 4, 7⟩ = ⟨8, 4, 1⟩ = c♯
I9⟨0, 4, 7⟩ = ⟨9, 5, 2⟩ = d
I10⟨0, 4, 7⟩ = ⟨10, 6, 3⟩ = d♯
I11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 7, 4⟩ = e
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΄Αρα η τροχιά της C µείζονας κάτω από τη δράση της οµάδας T/I είναι όλο το
σύνολο S των συµϕώνων συγχορδιών.

Orbit(C) = S → |Orbit(C)| = |S| = 24, (2.18)

όπου µε | | συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων.

Στη συνέχεια ϑέλουµε να δείξουµε ότι η δράση της T/I πάνω στο σύνολο
S είναι απλά µεταβατική χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Σταθεροποιητή
Τροχιάς (Θεώρηµα 2.4.2).

Ορισµός 2.4.3 (Μεταβατική δράση)
Μια δράση οµάδας ονοµάζεται µεταβατική αν για κάθε x, y ϵ X υπάρχει ένα
g ϵ G τέτοιο ώστε : gx = y. Με άλλα λόγια, αν υπάρχει µόνο µία τροχιά και η
τροχιά αυτή είναι όλο το X.

Ορισµός 2.4.4 (Απλή δράση)
Μια δράση οµάδας ονοµάζεται απλή αν :

gx = g′x , x ϵ X → g = g′

Ορισµός 2.4.5 (Απλά µεταβατική δράση)
Μια δράση οµάδας ονοµάζεται απλά µεταβατική αν είναι και απλή και µετα-
ϐατική, δηλαδή αν και µόνο αν για κάθε x και κάθε y, x, y ϵX υπάρχει ένα
µοναδικό g ϵ G τέτοιο ώστε : gx = y.

Ορισµός 2.4.6 (Σταθεροποιητής)
Ο σταθεροποιητής (stabilizer) ενός στοιχείου x που ανήκει σε ένα σύνολο X
αποτελείται από όλα εκείνα τα στοιχεία της G που αν δράσουν πάνω στο x
δίνουν ως αποτέλεσµα τον εαυτό του, δηλαδή:

Gx = {g ϵG | gx = x} ⊂ G (2.19)

Θεώρηµα 2.4.1 Αν X είναι ένα G-σύνολο, τότε το Gx είναι υποοµάδα της G
για κάθε xϵX.

Απόδειξη
΄Εστω x ϵX και g1, g2 ϵGx. Τότε g1x = x και g2x = x. Εποµένως (g1g2)x =
g1(g2x) = g1x = x, άρα g1, g2 ϵGx και το Gx είναι κλειστό ως προς την πράξη
που επάγεται από την G. Φυσικά, ex = x, άρα e ϵGx. Αν g ϵGx, τότε gx = x,
άρα x = ex = (g−1g)x = g−1(gx) = g−1x, εποµένως g−1 ϵGx. ∆ηλαδή, το
Gx είναι υποοµάδα της G. �

Θεώρηµα 2.4.2 (Θεώρηµα Σταθεροποιητή τροχιάς)
Αν µία πεπερασµένη οµάδα G δρα πάνω σε ένα σύνολο X τότε :

|G| / |Gx| = |Orbit( x)| . (2.20)
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Πρόταση 2.4.1 Η δράση της οµάδας T/I πάνω στο σύνολο S των συµϕώνων
τριάδων είναι απλά µεταβατική.

Απόδειξη

Από το Παράδειγµα 2.4.5 έχουµε:

|Orbit(C)| = |S| = 24 = |T/I| , (2.21)

δηλαδή, κάτω από τη δράση της οµάδας T/I πάνω στο S υπάρχει µόνο µί-
α τροχιά η οποία είναι όλο το σύνολο S. ΄Αρα, µε ϐάση τον Ορισµό 2.4.3
συµπεραίνουµε ότι η δράση της T/I πάνω στο S είναι µεταβατική.

Με αντικατάσταση της σχέσης (2.21) στο ϑεώρηµα του σταθεροποιητή τρο-
χιάς παίρνουµε: |GC | = 1 , δηλαδή η οµάδα - σταθεροποιητής περιέχει µόνο
το ταυτοτικό στοιχείο e. ΄Αρα, αν για κάποια τριάδα s ϵ S έχουµε:

g′s = gs⇒ g−1(g′s) = g−1(gs)⇒ (g−1g′)s = (g−1g)s⇒ (g−1g)s = s ,

πρέπει g−1g = e ⇒ g = g′ , για g, g′ ϵ G. ΄Αρα, µε ϐάση τον Ορισµό 2.4.4 η
δράση της T/I πάνω στο S είναι απλή.

Συνεπώς, µε ϐάση τα παραπάνω συµπεράσµατα και τον Ορισµό 2.4.5
δείξαµε ότι η δράση της οµάδας T/I πάνω στο σύνολο S των συµϕώνων τριάδων
είναι απλά µεταβατική. �

Η απόδειξη αυτή ϑεµελιώνει ϑεωρητικά τον τρόπο µε τον οποίο κινούµαστε
ανάµεσα στις συγχορδίες µε τη ϐοήθεια της οµάδας T/I. ∆ηλαδή, ϑεµελιώνει
το γεγονός ότι ξεκινώντας από µία συγχορδία υπάρχει τρόπος να φτάσουµε
σε οποιαδήποτε άλλη και ο τρόπος αυτός είναι µοναδικός. Αντιθέτως, η δρά-
ση της T/I πάνω στο Z12 των κλάσεων φθόγγων δεν είναι απλά µεταβατική,
αϕού µπορώ να κινηθώ από την µία νότα στην άλλη µε δύο τρόπους. Για
παράδειγµα: T2(5) = I0(5) = 7.

Τελικά, µε την αρµονική ανάλυση µέσω της ατονικής οµάδας T/I δίνεται
αυτή η δυνατότητα της άµεσης µετάβασης από µία σύµϕωνη τριάδα σε οποια-
δήποτε άλλη µε µοναδικό τρόπο. Από την άλλη πλευρά όµως, όσον αϕορά στις
αναστροϕές In, αγνοείται ένας σηµαντικός παράγοντας : αυτός της ακουστι-
κής. Ας ϑεωρήσουµε τη µουσική λειτουργία που µετασχηµατίζει µία µείζονα
τριάδα στην οµώνυµή της ελάσσονα. Η λειτουργία αυτή ακούγεται η ίδια, είτε
εϕαρµόζεται πάνω στη C µείζονα, είτε στην D µείζονα, γιατί η ακοή µας είναι
σχετική. ΄Οµως, ερµηνεύοντας την λειτουργία ως δράση της T/I, παρατηρού-
µε ότι σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση που εϕαρµόζεται είναι διαϕορετική.
Πράγµατι : C I7−→ c, ενώ D

I11−−→ d. Το πρόβληµα αυτό ϑα αντιµετωπιστεί εισά-
γοντας στη µουσική ανάλυση την οµάδα PLR, την οποία ϑα µελετήσουµε στο
επόµενο κεϕάλαιο.
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Κεϕάλαιο 3

Η neoRiemannian οµάδα PLR

Στο κεϕάλαιο αυτό, ϑα ασχοληθούµε µε την οµάδα PLR. Αρχικά ϑα ορίσουµε
τις τρεις συναρτήσεις P, L, R από το σύνολο των συµϕώνων τριάδων S στον
εαυτό του µε τη ϐοήθεια των αναστροϕών I, και ϑα εξετάσουµε τη δράση τους
πάνω στα στοιχεία του συνόλου S. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι το σύνολο
PLR το οποίο αποτελείται από όλες τις πιθανές συνθέσεις των τριών συναρ-
τήσεων, εϕοδιασµένο µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων, αποτελεί οµάδα και
µάλιστα ισόµορϕη µε την D12 και κατ΄ επέκταση και µε την οµάδα T/I. Ε-
πιπλέον, ϑα κατασκευάσουµε κανόνες υπολογισµού της δράσης της οµάδας
PLR πάνω στο σύνολο S και ϑα αποδείξουµε ότι η δράση αυτή είναι απλά
µεταβατική.

3.1 Οι συναρτήσεις P , L , R

Η οµάδα PLR ή neoRiemannian έχει τις ϐάσεις της στις συναρτήσεις P,L,R
του H.Riemann. Παρόλα αυτά οι νεο-Ρηµανικές ϑεωρίες περί µουσικής (neo
Riemannian music theories) ξεκίνησαν να απασχολούν τους µουσικολόγους
τις τελευταίες δεκαετίες. Γεννήθηκαν ως εργαλεία επίλυσης των προβληµάτων
τα οποία εµϕανίζονταν κατά την ανάλυση χρωµατικής µουσικής1 που αϕενός
ήταν τριαδική, αϕετέρου δεν είχε αυστηρή τονική ενότητα.

Η µουσική αυτή - που περιλαµβάνει έργα ϱοµαντικών και υστεροροµαντι-
κών συνθετών όπως οι Wagner, Liszt και µεταγεννέστερων συνθετών, αλλά και
κάποια ¨περάσµατα¨ σε έργα κλασικών συνθετών όπως οι Mozart και Schu
bert2  ονοµάζεται πλέον τριαδική υστερο-τονική µουσική κατά τον Cohn, κα-
ϑώς ποιοτικά ϐρίσκεται κάπου ανάµεσα στην τονική µουσική (κλασικισµός)
και την ατονική µουσική του 20ου αιώνα (δωδεκαϕθογγισµός, σειραϊσµός
κτλ).

1Η χρωµατική µουσική προκύπτει από δοµές που γεννιούνται µέσα από τις χρωµατικές
κλίµακες.

2Cohn, R. (1998).

38



Η γέννηση λοιπόν των neoRiemannian µουσικών ϑεωριών οϕείλεται στον
µαθηµατικό, µουσικολόγο και συνθέτη David Lewin (19332003), ο οποίος
στα ϑεµελιώδη έργα του Generalized Musical Intervals and Transformations
(GMIT) και A formal theory of generalized tonal functions καταπιάνεται µε
τις τρεις αυτές συναρτήσεις µε στόχο την αντιµετώπιση των προβληµάτων που
εγείρονται κατά την µουσική ανάλυση αυτού του ϱεπερτορίου.
Ορίζουµε τις τρεις συναρτήσεις P,L,R στο σύνολο S των συµϕώνων τριαδικών
συγχορδιών, µε τη ϐοήθεια των αναστροϕών I (ϐλ. Ορισµό 2.1.2):

Ορισµός 3.1.1 3(Παράλληλη)
Η συνάρτηση P : S → S που ορίζεται από τη σχέση:

P ⟨y1, y2, y3⟩ := Iy1+y3⟨y1, y2, y3⟩ = ⟨y3, y1 − y2 + y3, y1⟩ (3.1)

ονοµάζεται Παράλληλη (Parallel).

Ορισµός 3.1.2 4(Ανταλλαγή προσαγωγέα)
Η συνάρτηση L : S → S που ορίζεται από τη σχέση:

L⟨y1, y2, y3⟩ := Iy2+y3⟨y1, y2, y3⟩ = ⟨−y1 + y2 + y3, y2, y3⟩ (3.2)

ονοµάζεται Ανταλλαγή προσαγωγέα (Leading tone exchange).

Ορισµός 3.1.3 5(Σχετική)
΄Εστω y1, y2, y3 ϵ Z12. Η συνάρτηση R : S → S που ορίζεται από τη σχέση:

R⟨y1, y2, y3⟩ := Iy1+y2⟨y1, y2, y3⟩ = ⟨y2, y1, y1 + y2 − y3⟩ (3.3)

ονοµάζεται Σχετική (Relative).

Οι παραπάνω συναρτήσεις είναι ¨συσχετισµένες¨ αναστροϕές (contextual in
versions), όπου η ϑέση του άξονα της αναστροϕής εξαρτάται από την συγχορ-
δία - ανεξάρτητη µεταβλητή που εισάγουµε στην συνάρτηση. Αντιθέτως, στις
αναστροϕές In η ϑέση του άξονα είναι ανεξάρτητη της εισροής αϕού σχετίζεται
µόνο µε τον ακέραιο n 6. Η ϑέση του άξονα κατά τη δράση των συναρτήσεων
P,L,R σε σχέση µε την εισροή < y1, y2, y3 > σε κάθε περίπτωση είναι :

- Στην συνάρτηση P ο άξονας περνά από τις κορυϕές y1+y3
2 , 6+ y1+y3

2 .

- Στην συνάρτηση L ο άξονας περνά από τις κορυϕές y2+y3
2 , 6+ y2+y3

2 .

- Στην συνάρτηση R ο άξονας περνά από τις κορυϕές y1+y2
2 , 6+ y1+y2

2 .

3Fiore, T. (2007).
4Fiore, T. (2007).
5Fiore, T. (2007).
6Crans, A. et al. (2009).

39



Και οι τρεις συναρτήσεις, ως αναστροϕές, µας πηγαίνουν από µία µείζονα σε
µία ελάσσονα και αντίστροϕα, κρατώντας πάντα δύο νότες ίδιες αλλά αναστρέ-
φοντας τις ϑέσεις τους. ΄Ετσι µεγαλώνουµε όσο το δυνατόν περισσότερο την
τοµή των κλάσεων φθόγγων ανάµεσα σε δύο διαϕορετικές συγχορδίες.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Μας διευκολύνει να ϑεωρούµε τα γνωστά σύµβολα ¨+¨ , ¨−¨
σαν ισοτιµία για τις µείζονες και τις ελάσσονες συγχορδίες, αντίστοιχα. Για
παράδειγµα, Ντο µείζονα = C = C+, Ντο ελάσσονα = c = C−.

Ας δούµε τώρα πώς δρουν στην πράξη οι συναρτήσεις P,L,R πάνω στις τρια-
δικές συγχορδίες.

• Η συνάρτηση P µετασχηµατίζει µία σύµϕωνη συγχορδία στη µοναδική
συγχορδία αντίθετης οµοτιµίας, η οποία έχει ανεστραµµένες την πρώτη
µε την τρίτη νότα της αρχικής. Από µουσικής πλευράς, περνούµε από
µία µείζονα στην οµώνυµη ελάσσονα και από µία ελάσσονα στην οµώ-
νυµη µείζονα. Οµώνυµες ονοµάζονται µία µείζονα και µία ελάσσονα
συγχορδία αν συµβολίζονται µε το ίδιο γράµµα και αντίθετη οµοτιµία.

Παράδειγµα 3.1.1 (Η δράση της P πάνω στις C+, C−)
P (C+) = P ⟨0, 4, 7⟩ = I7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨7, 3, 0⟩ = C−

και αντίστροϕα,
P (C−) = P ⟨7, 3, 0⟩ = I7⟨7, 3, 0⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ = C+ .

Με την P από την Ντο µείζονα περάσαµε στην Ντο ελάσσονα και αντί-
στροϕα. Στην γεωµετρική αναπαράσταση που φαίνεται στην Εικόνα 3.1,
ο άξονας συµµετρίας περνά από τις κορυϕές y1+y3

2 = 3.5 , 6 + y1+y3
2 =

9.5.

Εικόνα 3.1: Η µετάβαση: C+ P←→ C− .
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• Η συνάρτηση L µετασχηµατίζει µία σύµϕωνη συγχορδία στη µοναδική
συγχορδία αντίθετης οµοτιµίας, η οποία έχει ανεστραµµένες την δεύτερη
µε την τρίτη νότα της αρχικής. Από µουσικής πλευράς περνούµε από µία
µείζονα στην ελάσσονα µε ϐάση µία τρίτη µεγάλη (4 ηµιτόνια) πάνω από
τη ϐάση της µείζονας και από µία ελάσσονα συγχορδία περνούµε στη
µείζονα µε ϐάση 4 ηµιτόνια κάτω από τη ϐάση της ελάσσονας. Σε κάθε
µετάβαση από µείζονα σε ελάσσονα τριάδα, η φωνή που κινείται οδηγεί
τη ϐάση της µείζονας στην τρίτη νότα της ελάσσονας και αντίστροϕα.
Με τον τρόπο αυτό, ϑεωρώντας τη µείζονα κλίµακα µε τονική τη ϐάση
της µείζονας τριάδας, περνούµε από την τονική στον προσαγωγέα της
(δηλαδή την έβδοµη νότα της κλίµακας) και αντίστροϕα. Εξού και η
ονοµασία της λειτουργίας L ως «ανταλλαγή προσαγωγέα».

Παράδειγµα 3.1.2 (Η δράση της L πάνω στις C+, E−)
L(C+) = L⟨0, 4, 7⟩ = I11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 7, 4⟩ = E−

και αντίστροϕα,
L(E−) = L⟨11, 7, 4⟩ = I11⟨11, 7, 4⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ = C+.

Με την L από την Ντο µείζονα περάσαµε στην Μι ελάσσονα και αντίστρο-
φα. Στη γεωµετρική αναπαράσταση που φαίνεται στην Εικόνα 3.2, ο ά-
ξονας συµµετρίας περνά από τις κορυϕές y2+y3

2 = 5.5 , 6+ y2+y3
2 = 11.5.

Εικόνα 3.2: Η µετάβαση: C+ L←→ E− .

• Η συνάρτηση R µετασχηµατίζει µία σύµϕωνη συγχορδία στη µοναδική
συγχορδία αντίθετης οµοτιµίας, η οποία έχει ανεστραµµένες την πρώτη
µε την δεύτερη νότα της αρχικής. Από µουσικής πλευράς περνούµε
από µία µείζονα στην σχετική της ελάσσονα και από µία ελάσσονα στην
σχετική της µείζονα. Μια µείζονα και µία ελάσσονα συγχορδία είναι
σχετικές αν η ϐάση της ελάσσονας είναι 3 ηµιτόνια κάτω από τη ϐάση
της µείζονας.
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Παράδειγµα 3.1.3 (Η δράση της R πάνω στις C+, A−)
R(C+) = R⟨0, 4, 7⟩ = I4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨4, 0, 9⟩ = A−

και αντίστροϕα,
R(A−) = R⟨4, 0, 9⟩ = I4⟨4, 0, 9⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ = C+

Με τη R από την Ντο µείζονα περάσαµε στη Λα ελάσσονα και αντί-
στροϕα. Στη γεωµετρική αναπαράσταση που φαίνεται στην Εικόνα 3.3,
ο άξονας συµµετρίας περνά από τα σηµεία y1+y2

2 = 2 , 6 + y1+y2
2 = 8.

Εικόνα 3.3: Η µετάβαση: C+ R←→ A− .

Από τα παραπάνω παραδείγµατα συµπεραίνουµε ότι η διπλή εϕαρµογή κάθε
µίας από τις P, L, R πάνω σε µία σύµϕωνη συγχορδία δίνει ως αποτέλεσµα
την ίδια τη συγχορδία, δηλαδή:

P 2 = e, L2 = e, R2 = e . (3.4)

Στην Εικόνα 3.4 φαίνονται τα τρία παραδείγµατα που εξετάσαµε στο πεντά-
γραµµο:

Εικόνα 3.4: Τα Παραδείγµατα 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 στο πεντάγραµµο.
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΄Ενα ενδιαϕέρον χαρακτηριστικό των συναρτήσεων P, L, R που αναδύεται
από τα παραπάνω παραδείγµατα είναι το εξής : κατά τη σύνδεση δύο συµϕώ-
νων συγχορδιών, εκτός του ότι δύο νότες µένουν ίδιες, ακόµη και η φωνή που
αλλάζει κάνει ιδιαίτερα µικρές κινήσεις. Συγκεκριµένα, η φωνή που αλλάζει,
µετακινείται κατά ένα ηµιτόνιο στην περίπτωση των συναρτήσεων P, L και
κατά δύο ηµιτόνια στην περίπτωση της συνάρτησης R. Στο Παράδειγµα 3.1.1
έχουµε: 4 → 3, στο Παράδειγµα 3.1.2: 0 → 11 και στο Παράδειγµα 3.1.3:
7 → 9. Αυτή η µικρή κίνηση είναι πολύ σηµαντική στο πλαίσιο της δυτικής
κλασικής µουσικής παράδοσης, όπου η ϐηµατική κίνηση των φωνών είναι µία
διαχρονική νόρµα επιβεβληµένη σε πολλές εποχές (1500-1900 µ.Χ.) και µου-
σικά στυλ. Συνεπώς το χαρακτηριστικό αυτό µας ϐοηθά ιδιαίτερα στη µουσική
ανάλυση ενός µεγάλου αριθµού έργων, µέσω των παραπάνω συναρτήσεων.

Αν εϕαρµόσουµε τις P, L, R πάνω σε διάϕωνες (όχι σύµϕωνες) συγχορδίες
ϑα συναντήσουµε και πάλι αυτήν την ιδιαιτερότητα ; Ας πάρουµε ως παρά-
δειγµα την διάϕωνη τριάδα ⟨0, 1, 5⟩.

Παράδειγµα 3.1.4 (Η δράση των P, L, R πάνω στην ⟨0, 1, 5⟩ )
P ⟨0, 1, 5⟩ = I5⟨0, 1, 5⟩ = ⟨5, 4, 0⟩
L⟨0, 1, 5⟩ = I6⟨0, 1, 5⟩ = ⟨6, 5, 1⟩
P ⟨0, 1, 5⟩ = I1⟨0, 1, 5⟩ = ⟨1, 0, 8⟩

Παρατηρούµε ότι για την φωνή που κινείται στην κάθε περίπτωση έχουµε
«άλµατα» 3 ηµιτονίων, εϕόσον P : 1→ 4 , R : 5→ 8, και 6 ηµιτονίων, εϕόσον
L : 0→ 6. Κάθε επανάληψη της διαδικασίας αυτής, χρησιµοποιώντας οποια-
δήποτε διάϕωνη συγχορδία δίνει απαγορευτικά αποτελέσµατα - αντίθετα της
σχεδόν ϐηµατικής κίνησης που αναζητούµε. Εξαίρεση αποτελεί η συγχορδία
⟨0, 4, 8⟩, η οποία δίνει ταυτοτικά αποτελέσµατα και γι΄ αυτό δεν µας ενδιαϕέ-
ϱει. 7 Πιο συγκεκριµένα:
P ⟨0, 4, 8⟩ = ⟨8, 4, 0⟩ , L⟨0, 4, 8⟩ = ⟨0, 8, 4⟩ , R⟨0, 4, 8⟩ = ⟨4, 0, 8⟩.

Συνεπώς, η φειδωλή κίνηση της φωνής που αλλάζει (parsimonious voice
leading)8 είναι ένα µοναδικό χαρακτηριστικό που εµϕανίζεται κατά τους µετα-
σχηµατισµούς των συµϕώνων τριάδων µέσω των συναρτήσεων P, L, R. Παρό-
λο που οι σύµϕωνες τριάδες µουσικά ξεχωρίζουν λόγω του ότι είναι ιδιαίτερα
εύηχες, η δυνατότητα της µικρής ως ϐηµατικής κίνησης της φωνής που αλ-
λάζει, είναι εντελώς ανεξάρτητο γεγονός από τις ακουστικές τους ιδιότητες. Η
δυνατότητα αυτή είναι συνάρτηση των διαστηµάτων µεταξύ των φθόγγων µέσα
σε µία σύµϕωνη τριάδα, δηλαδή προκύπτει λόγω της εσωτερικής δοµής των
µείζονων και ελάσσονων τριάδων 9.

7Crans, A. et al. (2009).
8Το λεγόµενο parsimonious voice leading σχετίζεται µε την αρχή της ελάχιστης κίνησης του

Schoenberg.
9Cohn, R. (1996).
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3.2 Η οµάδα PLR

Αναζητούµε όλους τους πιθανούς συνδυασµούς σύνθεσης των συναρτήσεων
P,L,R, που ϑα αποτελέσουν το σύνολο PLR.

Ορισµός 3.2.1 10(Η οµάδα PLR)
Η οµάδα PLR είναι η οµάδα της οποίας το σύνολο αποτελείται από όλες τις
πιθανές συνθέσεις των συναρτήσεων P,L,R, µε διµελή πράξη την σύνθεση
συναρτήσεων.

Αρχικά φανταζόµαστε πως οι συνδυασµοί αυτοί είναι πάρα πολλοί, αλλά στην
πραγµατικότητα υπάρχουν µόνο 24 συνδυασµοί, οι οποίοι αποτελούν τα στοι-
χεία του συνόλου PLR. Κατ΄ αρχάς, ϐάσει της (3.4), σε οποιονδήποτε συνδυα-
σµό των P,L,R δε ϑα υπάρχουν µεµονωµένες άρτιες δυνάµεις τους. Ξεκινού-
µε αναζητώντας τους συνδυασµούς των L,R. (Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η
P παράγεται από τις L,R). Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις R,L σε µία συγχορδία
για να αναλύσουµε τα αποτελέσµατα:

Παράδειγµα 3.2.1 (Η τροχιά της C+ κάτω από τη δράση των L,R)
Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις R,L πάνω στην C+:

R(C+) = A−

LR(C+) = L(A−) = F+

R(LR)(C+) = R((LR)(C+)) = R(F+) = D−

(LR)2(C+) = L(R(LR)(C+)) = L(D−) = A♯+

R(LR)2(C+) = R((LR)2(C+)) = R(A♯+) = G−

(LR)3(C+) = L((R(LR)2(C+)) = L(G−) = D♯+

R(LR)3(C+) = R((LR)3(C+)) = R(D♯+) = C−

(LR)4(C+) = L((R(LR)3(C+)) = L(C−) = G♯+

R(LR)4(C+) = R((LR)4(C+)) = R(G♯+) = F−

(LR)5(C+) = L((R(LR)4(C+)) = L(F−) = C♯+

R(LR)5(C+) = R((LR)5(C+)) = R(C♯+) = A♯−

(LR)6(C+) = L((R(LR)5(C+)) = L(A♯−) = F♯+

R(LR)6(C+) = R((LR)6(C+)) = R(F♯+) = D♯−

(LR)7(C+) = L((R(LR)6(C+)) = L(D♯−) = B+

R(LR)7(C+) = R((LR)7(C+)) = R(B+) = G♯−

(LR)8(C+) = L((R(LR)7(C+)) = L(G♯−) = E+

R(LR)8(C+) = R((LR)8(C+)) = R(E+) = C♯−

10Fiore, T. (2007)
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(LR)9(C+) = L((R(LR)8(C+)) = L(C♯−) = A+

R(LR)9(C+) = R((LR)9(C+)) = R(A+) = F♯−

(LR)10(C+) = L((R(LR)9(C+)) = L(F♯−) = D+

R(LR)10(C+) = R((LR)10(C+)) = R(D+) = B−

(LR)11(C+) = L((R(LR)10(C+)) = L(B−) = G+

R(LR)11(C+) = R((LR)11(C+)) = R(G+) = E−

(LR)12(C+) = L((R(LR)11(C+)) = L(E−) = C+

Από εδώ και πέρα αρχίζουν να επαναλαµβάνονται.

Οι 24 σύνθετες συναρτήσεις :

Σ = {LR , (LR)2, (LR)3 , (LR)4 , (LR)5 , (LR)6 , (LR)7 , (LR)8 ,

(LR)9 , (LR)10 , (LR)11 , (LR)12 , R , R(LR) , R(LR)2 ,

R(LR)3 , R(LR)4 , R(LR)5 , R(LR)6 , R(LR)7 ,

R(LR)8 , R(LR)9 , R(LR)10 , R(LR)11}

ανήκουν στο σύνολο L/R και η εϕαρµογή τους πάνω στην C+ µας δίνει ό-
λο το σύνολο S των συµϕώνων συγχορδιών. ΄Αρα οι συναρτήσεις αυτές είναι
διακριτές και το σύνολο L/R έχει τουλάχιστον 24 στοιχεία : |L/R| ≥ 24. Πα-
ϱατηρούµε ότι η L δεν περιλαµβάνεται στο σύνολο Σ, αλλά, όπως ϑα δούµε σε
λίγο, L = R(LR)11.

Στη συνέχεια, ϑα εξετάσουµε τη δράση των L,R πάνω σε οποιαδήποτε
συγχορδία.

Λήµµα 3.2.1 ΄Εστω s ϵ S. Για κάθε g ϵ T/I και για κάθε h ϵPLR ισχύει :

gh(s) = hg(s) . (3.5)

Απόδειξη
Με ϐάση τις σχέσεις (3.1), (3.2), (3.3) µπορούµε να δείξουµε ότι οι συναρτήσεις
P,L,R µετατίθενται µε τους γεννήτορες της T/I: T1, I0, δηλαδή:

PT1(s) = T1P (s) , P I0(s) = I0P (s) (3.6)
LT1(s) = T1L(s) , LI0(s) = I0L(s) (3.7)
RT1(s) = T1R(s) , RI0(s) = I0R(s) . (3.8)

Θα το αποδείξουµε ενδεικτικά για την P . ΄Εστω µία τριάδα s = ⟨x1, x2, x3⟩ ϵ S.
Για τις P, T1 έχουµε:

PT1⟨x1, x2, x3⟩ = P ⟨x1 + 1, x2 + 1, x3 + 1⟩
= ⟨x3 + 1, x1 − x2 + x3 + 1, x1 + 1⟩
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T1P ⟨x1, x2, x3⟩ = T1⟨x3, x1 − x2 + x3, x1⟩
= ⟨x3 + 1, x1 − x2 + x3 + 1, x1 + 1⟩

΄Αρα PT1(s) = T1P (s).

Για τις P, I0 έχουµε:

PI0⟨x1, x2, x3⟩ = P ⟨−x1,−x2,−x3⟩
= ⟨−x3,−x1 + x2 − x3,−x1⟩

I0P ⟨x1, x2, x3⟩ = I0⟨x3, x1 − x2 + x3, x1⟩
= ⟨−x3,−x1 + x2 − x3,−x1⟩

΄Αρα PI0(s) = I0P (s).

Αϕού οι συναρτήσεις T1, I0 είναι οι γεννήτορες της T/I και οι συναρτήσεις
P,L,R οι γεννήτορες της οµάδας PLR (στην οποία σίγουρα περιλαµβάνον-
ται οι 24 σύνθετες συναρτήσεις που εξετάζουµε), άρα κάθε στοιχείο της T/I
µετατίθεται µε κάθε στοιχείο της PLR. �

Με ϐάση το Λήµµα 3.2.1 και το Παράδειγµα 3.2.1 προκύπτουν οι εξής
παρατηρήσεις :

Πρόταση 3.2.1 Στο σύνολο PLR και για κάθε s ϵ S ισχύουν :

1. Η συνάρτηση P µπορεί να γραϕεί ως σύνθεση των R,L:

P (s) = R(LR)3(s) . (3.9)

2. Η συνάρτηση L µπορεί να γραϕεί επίσης ως :

L(s) = R(LR)11(s) . (3.10)

3. Η συνάρτηση (LR)12 αποτελεί ταυτοτικό στοιχείο :

(LR)12(s) = (LR)0(s) = L2(s) = R2(s) = s . (3.11)

Απόδειξη

1. Πράγµατι, µε ϐάση το Παράδειγµα 3.2.1 έχω:

P (C+) = (R(LR))3(C+) = C− . (3.12)

Θέλω να γενικεύσω για κάθε σύµϕωνη τριάδα. ΄Οπως είδαµε στην υπο-
παράγραϕο 2.4.1 του προηγούµενου κεϕαλαίου, κάθε µείζονα τριάδα
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µπορεί να προκύψει από τη δράση της Tn για κάποιο n ϵZ12 πάνω στη
ϐασική C+ και κάθε ελάσσονα µπορεί να προκύψει από τη δράση της
In για κάποιο n ϵ {0, 1, ..., 11} πάνω στη ϐασική C+.
∆ηλαδή, για κάθε στοιχείο s ϵS:

s =

{
Tn(C

+) αν s µείζονα,
In(C

+) αν s ελάσσονα.
(3.13)

∆ρούµε απο αριστερά την Tn στην (3.12):

TnP (C
+) = TnR(LR)

3(C+)
Λήµµα 3.2.1⇐⇒

PTn(C
+) = R(LR)3Tn(C

+)
(3.13)⇐⇒

P (s) = R(LR)3(s) , για κάθε µείζονα τριάδα s.

Οµοίως, δρούµε από αριστερά την In στην (3.12):

InP (C
+) = InR(LR)

3(C+)
Λήµµα 3.2.1⇐⇒

PIn(C
+) = R(LR)3In(C

+)
(3.13)⇐⇒

P (s) = R(LR)3(s) , για κάθε ελάσσονα τριάδα s.

΄Αρα, τελικά ισχύει ότι P (s) = R(LR)3(s).

2. Πράγµατι, από το Παράδειγµα 3.2.1 έχουµε:

L(C+) = R(LR)11(C+) . (3.14)

Ακολουθώντας την παραπάνω διαδικασία µπορούµε να δείξουµε ότι η
σχέση (3.10) ισχύει αν τα δύο µέλη δράσουν πάνω σε οποιοδήποτε στοι-
χείο του συνόλου S.

3. Πράγµατι, από το Παράδειγµα 3.2.1 έχουµε:

(LR)12(C+) = L2(C+) = R2(C+) = (C+) . (3.15)

Και πάλι µπορούµε να γενικεύσουµε και να δείξουµε ότι η σχέση (3.11)
ισχύει αν τα δύο µέλη δράσουν πάνω σε οποιοδήποτε στοιχείο του συνό-
λου S. �
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Θεώρηµα 3.2.1 Το σύνολο PLR = L/R εϕοδιασµένο µε τη σύνθεση συναρ-
τήσεων ως διµελή πράξη, είναι οµάδα, τάξης 24 και

PLR = {(LR)n | n = 1, 2, ..., 12} ∪ {R(LR)n | n = 0, 1, ..., 11} . (3.16)

Απόδειξη

Εϕόσον η P µπορεί να εκϕραστεί µέσω των άλλων δύο συναρτήσεων, µπο-
ϱούµε να ονοµάσουµε το σύνολο PLR ως L/R. Από την Πρόταση 3 έπεται
ότι οποιαδήποτε άλλη σύνθετη συνάρτηση προκύπτει από τις L,R ϑα είναι
ισοδύναµη µε κάποια από τις 24 συναρτήσεις Σ που γνωρίζουµε. Συνεπώς,
για το σύνολο L/R = PLR έχουµε:

PLR = {(LR)n | n = 1, 2..., 12} ∪ {R(LR)n | n = 0, 2, ..., 11}, και άρα:
|PLR| = 24 .

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι πληρούνται τα αξιώµατα της οµάδας.

1. Κλειστότητα: Η σύνθεση δύο στοιχείων της PLR δίνει στοιχείο της PLR.
Πράγµατι,

− (LR)n ◦ (LR)m (3.11)
= (LR)n+m (mod 12) ϵ PLR . (3.17)

− R(LR)n ◦ (LR)m (3.17)
= R(LR)m+n (mod 12) ϵ PLR . (3.18)

− Ισχυρισµός: (LR)n ◦R(LR)m = R(LR)m−n (mod 12) ϵ PLR .
(3.19)

Πράγµατι, για n = 1 και m = 1, 2, ..., 12 έχουµε:

LR ◦R(LR)1 = R = R(LR)0

LR ◦R(LR)2 = (LR ◦R(LR)1)(LR) = R(LR)

LR ◦R(LR)3 = (LR ◦R(LR)2)(LR) = R(LR)(LR) = R(LR)2

LR ◦R(LR)4 = (LR ◦R(LR)3)(LR) = R(LR)2(LR) = R(LR)3

...

΄Αρα: LR ◦R(LR)m = R(LR)m−1 . (3.20)
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Για n = 2 και m = 1, 2, ...12 έχουµε:

(LR)2 ◦R(LR)1 = LRLRRLR = L
(3.10)
= R(LR)11

(LR)2 ◦R(LR)2 = ((LR)2 ◦R(LR)1)(LR) = (LR)11(LR)

= R(LR)12 = R(LR)0 = R

(LR)2 ◦R(LR)3 = ((LR)2 ◦R(LR)2)(LR) = R(LR)

(LR)2 ◦R(LR)4 = ((LR)2 ◦R(LR)3)(LR) = R(LR)(LR)

= R(LR)2

...

΄Αρα: (LR)2 ◦R(LR)m = R(LR)m−2 .

Γενικά, για τυχαίο n = 1, 2, ..., 12 έχουµε:

(LR)n ◦R(LR)m = R(LR)m−n (mod 12) ϵ PLR.

− Ισχυρισµός: R(LR)n ◦R(LR)m = (LR)m−n (mod 12) ϵ PLR .
(3.21)

Πράγµατι, από προηγούµενα έχουµε:

R(LR)n ◦R(LR)m = R((LR)nR(LR)m) = R(R(LR)m−n (mod 12))

(3.11)
= (LR)m−n (mod 12).

΄Αρα, R(LR)n ◦R(LR)m = (LR)m−n (mod 12) ϵ PLR .

2. Προσεταιριστική : Η ιδιότητα ισχύει ανάµεσα σε οποιαδήποτε τρία στοι-
χεία της οµάδας PLR. Θα την αποδείξουµε ενδεικτικά για µία τριάδα
(LR)n, (LR)m, R(LR)k ϵ PLR για n,m ϵ {1, 2, ..., 12} και k ϵ {0, 1, ..., 11}:
Παίρνουµε το πρώτο µέλος :

((LR)n ◦ (LR)m) ◦R(LR)k = (LR)n+m (mod 12) ◦R(LR)k

= R(LR)k−n−m (mod 12) .

Παίρνουµε το δεύτερο µέλος :

(LR)n ◦ ((LR)m) ◦R(LR)k) = (LR)n ◦R(LR)k−n (mod 12)

= R(LR)k−m−n (mod 12) .

3. Ταυτοτικό στοιχείο : Από (3.11) υπάρχει το ταυτοτικό στοιχείο e =
(LR)12 ϵ PLR.
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4. Αντίστροϕο στοιχείο : Για κάθε στοιχείο (LR)n υπάρχει ο αντίστροϕος
((LR)n)−1 = (LR)−n = (LR)12−n(mod 12) ϵ PLR. Για παράδειγµα,
(LR)1 ◦ (LR)11 = e. Πράγµατι :

(LR)n ◦ (LR)12−n (mod 12) = (LR)n+12−n (mod 12) = (LR)0 = e .

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Με ϐάση το Παράδειγµα 3.2.1 µπορούµε να εξάγουµε
τις εξής ισότητες :

RL(C+) = G+ = (LR)11(C+)

(RL)2(C+) = D+ = (LR)10(C+)

(RL)3(C+) = A+ = (LR)9(C+)

...
΄Αρα: (RL)n(C+) = (LR)12−n(C+) = (LR)−n(C+) .

Γενικεύοντας για κάθε σύµϕωνη τριάδα χρησιµοποιώντας το Λήµµα
3.2.1 έχουµε:

(RL)n = (LR)12−n = (LR)−n . (3.22)

Τέλος, ο αντίστροϕος του στοιχείου R(LR)n είναι ο εαυτός του :
(R(LR)n)−1 = R(LR)n. Πράγµατι,

R(LR)n ◦R(LR)n (3.21)
= (LR)n−n = (LR)0 = e .

΄Αρα, το σύνολο PLR µε διµελή πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων είναι
οµάδα. �

Κατά συνέπεια το Παράδειγµα 3.2.1 όντως αποτελεί την τροχιά της C+

κάτω από τη δράση της PLR σύµϕωνα µε τον Ορισµό 2.4.2.
Παρατηρούµε ότι ενώ η οµάδα T/I δρα πάνω σε κλάσεις φθόγγων και κατ΄

επέκταση σε σύνολα που τις περιέχουν, όπως οι συγχορδίες, η οµάδα PLR
δρα εξ΄ ορισµού αποκλειστικά πάνω σε τριαδικές συγχορδίες. Ενώ στην πρώ-
τη περίπτωση οι σύµϕωνες τριάδες είναι σύνθετες οντότητες κατασκευασµένες
από συνδυασµούς κλάσεων φθόγγων, στη δεύτερη περίπτωση οι τριάδες ϑεω-
ϱούνται ¨θεµελιώδεις ολότητες¨11.

3.3 Η δοµή της οµάδας PLR

Υπολογίζουµε τους µεταθέτες της οµάδας :

[(LR)n, (LR)m] = (LR)n(LR)m(LR)12−n(LR)12−m

(3.17)
= (LR)n+m+12−n+12−m (mod 12)

= (LR)0 = e .

11Lewin, D. (1987) 1756.

50



΄Αρα τα (LR)n µετατίθενται µεταξύ τους.

[R(LR)n, (LR)m] = R(LR)n(LR)mR(LR)n(LR)12−m

(3.17)
= R(LR)n+m (mod 12)R(LR)n+12−m (mod 12)

(3.21)
= (LR)2(6−m) (mod 12) .

΄Αρα τα R(LR)n, (LR)m µετατίθενται µεταξύ τους µόνο για m = 0, 6.

[R(LR)n, R(LR)m] = R(LR)nR(LR)mR(LR)nR(LR)m

(3.21)
= (LR)m−n (mod 12)(LR)m−n (mod 12)

(3.17)
= (LR)2(m−n) (mod 12)

΄Αρα τα R(LR)n, R(LR)m µετατίθενται µεταξύ τους µόνο για m = n, n+ 6.

Με ϐάση τον Ορισµό 2.3.1 και τα παραπάνω αποτελέσµατα συµπεραίνου-
µε ότι η οµάδα PLR είναι µη αβελιανή. Παρατηρώντας τα στοιχεία της PLR
(ϐλ. σύνολο Σ) και µε ϐάση τη σχέση (3.18) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι
η οµάδα PLR = L/R έχει γεννήτορες τα στοιχεία LR και L = R(LR)11.
Πράγµατι, η (3.18) ισοδύναµα γράϕεται :

R(LR)n = R(LR)m+n (mod 12)(LR)12−m (mod 12) . (3.23)

΄Αρα για κάθε n = 0, 1, ..., 11 παίρνουµε το αντίστοιχο m = 11 − n και ϐρί-
σκουµε την R(LR)n συναρτήσει των L, LR. Από την πράξη και τον Ορισµό
2.3.2 συµπεραίνουµε ότι η PLR = L/R είναι µη κυκλική οµάδα.
Επίσης παρατηρούµε ότι :

• Το σύνολο των στοιχείων {(LR)n | n = 1, 2, ..., 12} µαζί µε τη διµελή
πράξη είναι υποοµάδα της οµάδας PLR διότι είναι κλειστό ως προς την
πράξη και ως προς τα αντίστροϕα. Η υποοµάδα αυτή είναι κυκλική µε
γεννήτορα το (LR)1, δηλαδή ⟨(LR)1⟩ = (LR)n, άρα και αβελιανή, µε
ϐάση τους Ορισµούς 2.3.1, 2.3.2. (Στο κεϕάλαιο 4 δίνουµε δύο ακόµα
υποοµάδες της PLR, την P/L (4.1) και την P/R (4.2).)

• Το σύνολο των στοιχείων {R(LR)n | n = 0, 1, ..., 11} µαζί µε τη διµελή
πράξη δεν σχηµατίζουν υποοµάδα καθώς λείπει το ταυτοτικό στοιχείο.

Πρόταση 3.3.1 Η οµάδα PLR είναι ισόµορϕη µε τη D12 : PLR ≃ D12.

Απόδειξη

Με ϐάση τον Ορισµό 2.3.3 ένας οµοµορϕισµός, ξ, πάνω στην PLR αρκεί
να οριστεί πάνω στους γεννήτορες και ϑα πρέπει να σέβεται τις σχέσεις (2.5),
(2.6), (2.7). Ορίζουµε ξ : D12 → PLR δίνοντας τις εικόνες των γεννητόρων:

ξ : C → LR , Σ → L = R(LR)11 (3.24)
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και έχουµε :

(2.5) : ξ(C12) = ξ(C)12 = (LR)12 = e ,

(2.6) : ξ(Σ2) = ξ(Σ)2 = L2 = e ,

(2.7) : ξ(ΣCΣ−1) = ξ(Σ)ξ(C)ξ(Σ−1) = ξ(Σ)ξ(C)ξ(Σ)−1 = L ◦ LR ◦ L

= L2(RL) = RL
(3.22)
= (LR)−1 = C−1 .

Τέλος, εϕόσον όλα τα στοιχεία της οµάδας PLR είναι εικόνες µέσω του ξ και
οι οµάδες PLR και D12 έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, ο οµοµορϕισµός ξ
είναι ένα-προς-ένα και επί της PLR. ΄Αρα, ο ξ είναι ισοµορϕισµός. Συνεπώς,
η οµάδα PLR είναι ισόµορϕη µε την D12. �

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τον πίνακα της οµάδας PLR.

Πίνακας 3.5: Ο πίνακας της οµάδας PLR.

Συγκρίνοντας τον παραπάνω πίνακα µε τον πίνακα της D12 (Πίνακας 2.6),
παρατηρούµε ότι µε απλή µετονοµασία των στοιχείων οι πίνακες είναι ακρι-
ϐώς ίδιοι, άρα και από τους πίνακες φαίνεται ο ισοµορϕισµός µεταξύ των δύο
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οµάδων.

Τελικά, συµπεραίνουµε λόγω της µεταβατικής ιδιότητας του ισοµορϕισµού
ότι : Οι οµάδες PLR , T/I και D12 είναι ισόµορϕες. Στον παρακάτω πί-
νακα ϐλέπουµε τις τρεις ϐασικές σχέσεις για τους γεννήτορες κάθε οµάδας σε
αντιστοιχία :

T/I D12 PLR

T1
12 = T0 = e C12 = e (LR)12 = e

I0
2 = T0 = e Σ2 = e L2 = e

T1 ∗ I0 ∗ T1 ∗ I0 = e C ∗ Σ ∗ C ∗ Σ = e L ∗ (LR) ∗ L ∗ (LR) = e

Πίνακας 3.6: Οι σχέσεις των γεννητόρων για τις οµάδες T/I, D12, PLR .

3.4 Η δράση της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S των
συµϕώνων τριάδων - STRANS SYSTEMS

Μέχρι το σηµείο αυτό, έχουµε δει πώς µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα
τη δράση των συναρτήσεων P,L,R πάνω σε οποιαδήποτε σύµϕωνη τριάδα
του συνόλου S σύµϕωνα µε τις σχέσεις (3.1), (3.2), (3.3). ΄Οµως, η διαδικα-
σία υπολογισµού της δράσης ενός τυχαίου στοιχείου της PLR πάνω σε µία
σύµϕωνη τριάδα είναι περίπλοκη, καθώς οι συναρτήσεις είναι συνθέσεις συ-
ναρτήσεων και δεν υπάρχει κανόνας γενίκευσης. Για παράδειγµα, πώς µπορεί
να υπολογιστεί η δράση R(LR)10⟨2, 10, 7⟩; Ο υπολογισµός ϑα µπορούσε να
γίνει µόνο έµµεσα, εϕαρµόζοντας όλες τις ¨προηγούµενες¨ συναρτήσεις πάνω
στην ⟨2, 10, 7⟩ διαδοχικά, όπως κάναµε στο παράδειγµα (3.2.1) για την C+,
ϐρίσκοντας την τροχιά δηλαδή της ⟨2, 10, 7⟩.

Λόγω της πολυπλοκότητας των υπολογισµών αυτών, και για ευκολότερη
χρήση στην µουσική ανάλυση, συνηθίζεται οι µετασχηµατισµοί των συµϕώ-
νων τριάδων να γίνονται γραϕικά. Στο επόµενο κεϕάλαιο ϑα εξετάσουµε δύο
γραϕήµατα που διευκολύνουν την πλοήγηση µεταξύ των συµϕώνων συγχορ-
διών µε τη ϐοήθεια των στοιχείων της οµάδας PLR.

Στο σηµείο αυτό, ϑα επιχειρήσουµε να φτιάξουµε γενικευµένους κανόνες
υπολογισµού της δράσης όλων των στοιχείων PLR πάνω σε κάθε τυχαία σύµ-
φωνη τριάδα. Αποκωδικοποιώντας τα δεδοµένα του Πίνακα 5.3 (στον οποίο
υπολογίσαµε τη δράση των 24 στοιχείων της PLR πάνω στις 24 σύµϕωνες
τριάδες µέσω της διαδικασίας που περιγράψαµε παραπάνω) φτάνουµε στα
εξής συµπεράσµατα:

• Κάθε σύνθετη συνάρτηση (LR)n, για n = 1, 2, ..., 12 διατηρεί την οµοτι-
µία. Κάθε στοιχείο αυτής της µορϕής δρώντας πάνω σε µία µείζονα τριά-
δα (µε ϐάση µ1) δίνει την µείζονα τριάδα µε ϐάση µ2 = µ1−7n (mod 12).
Αντίστοιχα, δρώντας πάνω σε µία ελάσσονα τριάδα (µε ϐάση ϵ1) δίνει την
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ελάσσονα τριάδα µε ϐάση ϵ2 = µ1 + 7n (mod 12). Γνωρίζοντας τα δια-
στήµατα µεταξύ των φθόγγων σε µία µείζονα και σε µία ελάσσονα τριάδα
αντίστοιχα (παράγραϕος 2.4), µπορούµε ϐρίσκοντας τη ϐάση της και-
νούργιας τριάδας να τη χτίσουµε. ΄Ετσι, για τη δράση του στοιχείου
(LR)n πάνω σε µία µείζονα τριάδα µε ϐάση µ1 ϵZ12 έχουµε:

(LR)n⟨µ1, µ1 + 4, µ1 + 7⟩ = ⟨µ2, µ2 + 4, µ2 + 7⟩ (mod 12) ϵ S , (3.25)

όπου µ2 = µ1 − 7n (mod 12).

Για παράδειγµα, αν µ1 = 5 και n = 7, τότε µ2 = 4 και έχουµε:

(LR)7⟨5, 9, 0⟩ = ⟨4, 8, 11⟩ .

Αντίστοιχα, για την δράση του στοιχείου (LR)n πάνω σε µία ελάσσονα
τριάδα µε ϐάση ϵ1 ϵZ12 έχουµε:

(LR)n⟨ϵ1 + 7, ϵ1 + 3, ϵ1⟩ = ⟨ϵ2 + 7, ϵ2 + 3, ϵ2⟩ (mod 12) ϵ S , (3.26)

όπου ϵ2 = µ1 + 7n (mod 12).

Για παράδειγµα, αν ϵ1 = 8 και n = 6, τότε µ2 = 2 και έχουµε:

(LR)6⟨3, 11, 8⟩ = ⟨9, 5, 2⟩ .

• Κάθε σύνθετη συνάρτηση R(LR)n, για n = 0, 1, ..., 11 δεν διατηρεί την
οµοτιµία. Κάθε στοιχείο αυτής της µορϕής δρώντας πάνω σε µία µείζονα
τριάδα (µε ϐάση µ1) δίνει την ελάσσονα τριάδα µε ϐάση ϵ2 = µ1 − 3 −
7n (mod 12). Αντίστοιχα, δρώντας πάνω σε µία ελάσσσονα τριάδα (µε
ϐάση ϵ1) δίνει τη µείζονα τριάδα µε ϐάση µ2 = ϵ1 + 3 + 7n (mod 12).
Και πάλι, έχοντας ϐρει τη ϐάση της καινούργιας τριάδας, µπορούµε να
τη χτίσουµε. ΄Ετσι, για τη δράση του στοιχείου R(LR)n πάνω σε µία
µείζονα τριάδα µε ϐάση µ1 ϵZ12 έχουµε:

R(LR)n⟨µ1, µ1 + 4, µ1 + 7⟩ = ⟨ϵ2 + 7, ϵ2 + 3, ϵ2⟩ (mod 12) ϵ S , (3.27)

όπου ϵ2 = µ1 − 3− 7n (mod 12).

Για παράδειγµα, αν µ1 = 4 και n = 2, τότε ϵ2 = 11 και έχουµε:

R(LR)2⟨4, 8, 11⟩ = ⟨6, 2, 11⟩ .

Αντίστοιχα, για τη δράση του στοιχείου R(LR)n πάνω σε µία ελάσσονα
τριάδα µε ϐάση ϵ1 ϵZ12 έχουµε:

R(LR)n⟨ϵ1 + 7, ϵ1 + 3, ϵ1⟩ = ⟨µ2, µ2 + 4, µ2 + 7⟩ (mod 12) ϵ S , (3.28)

όπου µ2 = ϵ1 + 3 + 7n (mod 12).
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Για παράδειγµα, αν ϵ1 = 3 και n = 4, τότε µ2 = 10 και έχουµε:

R(LR)7⟨10, 6, 3⟩ = ⟨10, 2, 5⟩ .

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι η δράση της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S
είναι απλά µεταβατική, κατά αντιστοιχία µε την T/I.

Πρόταση 3.4.1 Η δράση της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S των συµϕώνων
τριάδων είναι απλά µεταβατική.

Απόδειξη

Από το Παράδειγµα 3.2.1 γνωρίζουµε ότι η τροχιά της C+ αποτελείται από
όλα τα στοιχεία του συνόλου S και άρα |Orbit(C+)| = |S| = 24 = |PLR|.
΄Αρα, εϕόσον κάτω από τη δράση της PLR πάνω στο S παίρνουµε µία τροχιά
η οποία είναι όλο το S, η δράση της PLR πάνω στο S είναι µεταβατική, ϐά-
σει του Ορισµού 2.4.3. Επίσης, από το Θεώρηµα Σταθεροποιητή Τροχιάς για
G = PLR και x = C+ παίρνουµε : |GC | = 1. ΄Ετσι, σύµϕωνα µε τον Ορισµό
2.4.4 αποδεικνύεται ότι η δράση της PLR πάνω στο S είναι απλή, ακριβώς
όπως στην περίπτωση της T/I. ΄Αρα, µε ϐάση τον Ορισµό 2.4.6 η δράση της
PLR πάνω στο S είναι απλά µεταβατική. �

Η απόδειξη αυτή ϑεµελιώνει ϑεωρητικά τον τρόπο µε τον οποίο κινούµαστε
ανάµεσα στις συγχορδίες µέσω των συναρτήσεων της οµάδας PLR: µε αϕε-
τηρία οποιαδήποτε συγχορδία µπορούµε να µεταβούµε σε οποιαδήποτε άλλη
κατά µοναδικό τρόπο.

Σύµϕωνα µε τον Lewin [GMIT ], µία οµάδα και ένα σύνολο συνθέτουν
ένα σύστηµα "STRANS" (Simply Transitive Group Action on a Set) εϕόσον η
δράση της οµάδας πάνω στο σύνολο είναι απλά µεταβατική.

΄Εως το σηµείο αυτό έχουµε αποδείξει πως οι δράσεις των οµάδων T/I και
PLR πάνω στο σύνολο S είναι απλά µεταβατικές. Συνεπώς, έχουµε κατα-
σκευάσει δύο συστήµατα STRANS µε κοινό σύνολο, το σύνολο S των συµϕώ-
νων συγχορδιών.

΄Ετσι, µία οµάδα µαζί µε ένα σύνολο οικοδοµούν ένα σύστηµα, το οποίο
δεν είναι απλά ένα µαθηµατικό εργαλείο για µουσική ανάλυση, αλλά ΅ενα
αλληλεξαρτώµενο σύνολο από στοιχεία που πλάθουν µία ενοποιηµένη ολότη-
τα¨12.

12Satyendra, R. (2004).
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Κεϕάλαιο 4

Οι γεωµετρικές απεικονίσεις
της δράσης της οµάδας PLR
πάνω στο σύνολο S

Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα εξετάσουµε τις δύο γνωστότερες γεωµετρικές απεικονί-
σεις της δράσης της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S: τα γραϕήµατα Tonnetz
και Chickenwire .

Κατόπιν µίας µικρής ιστορικής αναδροµής ϑα παρουσιάσουµε το Tonnetz
στην πιο σύγχρονη µορϕή του ως neoRiemannian Tonnetz (ϐλ. Εικόνα 4.3)
και ϑα εξετάσουµε τα χαρακτηριστικά του. Στο γράϕηµα αυτό κάθε κορυϕή
απεικονίζει µία κλάση φθόγγων και κάθε τρίγωνο απεικονίζει µία σύµϕω-
νη τριάδα. ∆υο τριάδες που µοιράζονται δύο νότες, στο γράϕηµα είναι δύο
γειτονικά τρίγωνα µε κοινή πλευρά. Οι δράσεις των στοιχείων της PLR εµϕα-
νίζονται ως στροϕές ενός τριγώνου ως προς την κοινή πλευρά µέχρι προβολής
πάνω στο αντίστοιχο γειτονικό τρίγωνο. Το δισδιάστατο γράϕηµα µετατρέπεται
σε τόρο λόγω διπλής περιοδικότητας (ϐλ. Εικόνα 4.4).

Στη συνέχεια, ϑα µελετήσουµε το γράϕηµα Chickenwire (ϐλ. Εικόνα 4.5)
το οποίο επίσης µετατρέπεται σε τόρο (ϐλ. Εικόνα 4.6). Στο γράϕηµα αυτό,
οι κορυϕές απεικονίζουν σύµϕωνες τριάδες και οργανώνονται σε εξαγωνικές
κυψέλες όταν µοιράζονται και οι έξι µία κλάση φθόγγων, ενώ οι συναρτήσεις
P,L,R απεικονίζονται από τα τρία διαϕορετικά είδη (παράλληλων) πλευρών.

΄Εχοντας δει τα ϐασικά χαρακτηριστικά τους, ϑα αποδείξουµε ότι το Ton
netz και το Chickenwire είναι δυϊκά γραϕήµατα. Τέλος, ϑα εξετάσουµε ανα-
λυτικά τέσσερα χαρακτηριστικά είδη κύκλων (από τριάδες) που εξάγονται από
αυτά και ϑα τα Ϲωντανέψουµε µέσα από τέσσερα µουσικά παραδείγµατα από
το κλασικό ϱεπερτόριο.
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4.1 Το γράϕηµα Tonnetz

Ο δισδιάστατος πίνακας, γνωστός ως Tonnetz (δίκτυο τόνων στα Γερµανικά)
ή Table of tonal relations (πίνακας των τονικών σχέσεων), αποτελεί την πιο
γνωστή γεωµετρική απεικόνιση της οµάδας PLR, η οποία επιτρέπει την εύ-
κολη πλοήγηση ανάµεσα στις σύµϕωνες τριάδες. Παρόλο που σήµερα, κάτω
από τις µετατροπές που έχει υποστεί, υποστηρίζει τις αλγεβρικές ιδιότητες των
συµϕώνων τριάδων, το Tonnetz επινοήθηκε αρχικά για να λειτουργήσει σαν
ένα ποσοτικό µέτρο της ¨συµϕωνίας¨ µεταξύ δύο νοτών. Πρώτος ο µαθηµατι-
κός Leonard Euler (17071783) προσπάθησε να δηµιουργήσει µία γραϕική
αναπαράσταση των νοτών, στην οποία οι αποστάσεις µεταξύ τους είναι αν-
τιπροσωπευτικές της συµϕωνίας τους : οι γειτονικές νότες είναι περισσότερο
σύµϕωνες ενώ όσο πιο αποµακρυσµένες είναι, τα διαστήµατα τείνουν να γί-
νουν διάϕωνα.

Εικόνα 4.1: Το Tonnetz του Euler.

Τοποθέτησε, λοιπόν τις 12 νότες
σε έναν πίνακα 4 × 3, όπου ο ο-
ϱιζόντιος άξονας είναι άξονας των
πέµπτων (δηλαδή οι νότες που
ϐρίσκονται δίπλα η µία στην άλλη
απέχουν 7 ηµιτόνια) και ο κάθε-
τος είναι ο άξονας των τρίτων µε-
γάλων (δηλαδή οι νότες που ϐρί-
σκονται η µία κάτω από την άλλη
απέχουν 4 ηµιτόνια). Σηµειώνου-
µε ότι στην Εικόνα η νότα H συµ-
ϐολίζει την B και η B την B♭.

Στην συνέχεια, ο Γερµανός φυσικός και ϑεωρητικός της µουσικής Arthur von
Oettingen (18361920) µε την εισαγωγή µίας υποτείνουσας, η οποία αποτε-
λούσε τον άξονα των τρίτων µικρών (δηλαδή οι νότες που ϐρίσκονται η µία
δίπλα στην άλλη απέχουν 3 ηµιτόνια), έϕτιαξε µία πρώτη απεικόνιση των συµ-
φώνων τριάδων. Η κίνηση αυτή έϕερε στο προσκήνιο τις σχέσεις των τριάδων
µε τις συναρτήσεις P,L,R του Hugo Riemann.

΄Οπως ϐλέπουµε στην Εικόνα 4.21το γράϕηµα εκτείνεται επ΄ άπειρον, ϑεω-
ϱώντας τους µουσικούς φθόγγους σε όλο τους το εύρος και έτσι αυτή η πρώιµη
ακόµα έκδοση του Tonnetz µπορεί να ϑεωρηθεί σαν µία δοµή κατασκευασµέ-
νη από επαναλήψεις µίας ϑεµελιώδους κυψέλης (το παραλληλόγραµµο µέσα
στο πλέγµα) µε τις ίδιες νοτες στις τέσσερις γωνίες της, η οποία κυψέλη περιέ-
χει και τις δώδεκα νότες .

1Behringer, R. et al. (2009).

57



Εικόνα 4.2: Το Tonnetz του Riemann.

Μετά την επεξεργασία του παραπάνω γραϕήµατος από τους µουσικολό-
γους του 20ου αιώνα Hyer, Lewin, Cohn παίρνουµε την πιο σύγχρονη µορϕή
του Tonnetz , το neoRiemannian Tonnetz (ϐλ. Εικόνα 4.3).

Εικόνα 4.3: Το δισδιάστατο neoRiemannian Tonnetz.

Πίσω από το γράϕηµα αυτό κρύβεται η απαίτηση της αντιστοίχισης των
νοτών µε το Z12, όπου ίδιες νότες διαϕορετικών οκτάβων αντιστοιχίζονται στην
ίδια κλάση υπολοίπων. Με ϐάση αυτή την απαίτηση, ϑα εξετάσουµε τα χαρα-
κτηριστικά του γραϕήµατος :

• Αντί για λατινικούς χαρακτήρες έχουµε ακεραίους αριθµούς.

• Το γράϕηµα παύει να εκτείνεται στο άπειρο. Πράγµατι, στην Εικόνα
4.3 φαίνεται ένα ϑεµελιώδες παραλληλόγραµµο, το οποίο περιέχει ό-
λους τους φθόγγους-ακεραίους από µια φορά και το άπειρο γράϕηµα
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προκύπτει από τις παράλληλες µετατοπίσεις κατά µήκος των πλευρών
του. Συµπεραίνουµε ότι το Tonnetz είναι διπλά περιοδικό.2 Συνεπώς,
αν ενώσουµε την πάνω µε την κάτω πλευρά και την δεξιά µε την α-
ϱιστερή πλευρά σε µία ϑεµελιώδη δοµή, µπορούµε να φτιάξουµε έναν
τόρο. Στην Εικόνα 4.7 µπορούµε να δούµε έναν τόρο neoRiemannian
Tonnetz (στον οποίο αντί για ακεραίους έχουν χρησιµοποιηθεί λατινικοί
χαρακτήρες για να συµβολίζουν τις κλάσεις φθόγγων).

• Κάθε σηµείο του πλέγµατος απεικονίζει πλέον όχι έναν φθόγγο αλλά µία
κλάση φθόγγων.

• Κάθε τρίγωνο απεικονίζει µία σύµϕωνη τριάδα. Παρατηρούµε ότι οι µεί-
Ϲονες και οι ελάσσονες συγχορδίες αναπαρίστανται µε τρίγωνα αντίθετου
προσανατολισµού (τα µεν κοιτούν προς τα πάνω, τα δε προς τα κάτω)3

• Τρίγωνα τα οποία αντιστοιχούν σε οµώνυµες συγχορδίες διαϕορετικής ο-
µοτιµίας (για παράδειγµαC+ καιC−) έχουν κοινή µια οριζόντια πλευρά.
Ο τρόπος που είναι τοποθετηµένα στο γράϕηµα παραπέµπει στην ϑεωρία
περί δυϊσµού του Riemann.

• Ο οριζόντιος άξονας των πέµπτων µετατρέπεται στον κύκλο των πέµπτων
(Παράδειγµα 2.1.1). Η µετάθεση του συνόλου Z12 κάτω από τη δράση
της T7 µπορεί να γραϕτεί σαν ένας κύκλος (ϐλ. Εικόνα 4.4):(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6

)
= (0, 7, 2, 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5) . (4.1)

Εικόνα 4.4: Ο κύκλος των πέµπτων πάνω στο Tonnetz.

• Οι διαγώνιοι άξονες των τρίτων µεγάλων και τρίτων µικρών µετατρέπονται
στους κύκλους των τρίτων µεγάλων και µικρών. ΄Οπως ϐρήκαµε τον
κύκλο των πέµπτων αντίστοιχα ϐρίσκουµε και αυτούς τους κύκλους.

2Crans, A. et al (2009).
3Gollin, E. (1998).
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Βρίσκουµε πρώτα τους κύκλους των τρίτων µεγάλων µε τη ϐοήθεια της
συνάρτησης T4. Η µετάθεση του συνόλου Z12 κάτω από τη δράση της
T4 µπορεί να γραϕεί σαν γινόµενο τεσσάρων ξένων κύκλων (ϐλ. Εικόνα
4.5):(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3

)
= (0, 4, 8)(1, 5, 9)(2, 6, 10)(3, 7, 11) . (4.2)

Εικόνα 4.5: Οι κύκλοι των τρίτων µεγάλων πάνω στο Tonnetz.

Βρίσκουµε τους κύκλους των τρίτων µικρών µε τη ϐοήθεια της συνάρτη-
σης T3. Η µετάθεση του συνόλου Z12 κάτω από τη δράση της T3 µπορεί
να γραϕτεί σαν γινόµενο τριών ξένων κύκλων (ϐλ. Εικόνα 4.6):(

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2

)
= (0, 3, 6, 9)(1, 4, 7, 10)(2, 5, 8, 11) . (4.3)

Εικόνα 4.6: Οι κύκλοι των τρίτων µικρών πάνω στο Tonnetz.
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• Η πλοήγηση από συγχορδία σε συγχορδία µπορεί να γίνει έυκολα µέσω
των συναρτήσεων P,L,R. Κάθε µία από τις τρεις συναρτήσεις αναστρέ-
φει ένα τρίγωνο ως προς µία πλευρά του - την πλευρά αυτή που ενώνει
τις 2 νότες που διατηρούνται - και το προβάλλει πάνω σε ένα γειτονικό
τρίγωνο µε το οποίο µοιράζεται αυτήν την πλευρά.4 Πιο συγκεκριµένα:

1. Η P αναστρέϕει ένα τρίγωνο ως προς τον οριζόντιο άξονα των πέµ-
πτων και περνούµε στη οµώνυµη µείζονα/ελάσσονα. Για παρά-
δειγµα, C+ = ⟨0, 4, 7⟩ → ⟨0, 3, 7⟩ = C−.

2. Η L αναστρέϕει ένα τρίγωνο ως προς τον άξονα των τρίτων µικρών
και αν ξεκινούµε από µείζονα περνούµε στην ελάσσονα µίας τρίτης
µικρής πάνω ή αν ξεκινούµε από ελάσσονα περνούµε στην µείζονα
µίας τρίτης µικρής κάτω. Για παράδειγµα, ⟨0, 4, 7⟩ → ⟨11, 7, 4⟩ =
E−.

3. Η R αναστρέϕει ένα τρίγωνο ως προς τον άξονα των τρίτων µεγάλων
και περνούµε στη σχετική µείζονα / ελάσσονα. Για παράδειγµα,
⟨0, 4, 7⟩ → ⟨4, 0, 9⟩ = A−.

Εικόνα 4.7: Ο τόρος neoRiemannian.

4.2 Το γράϕηµα Chickenwire

Το 1998 οι Douthett&Steinbach επινόησαν ένα ακόµη γράϕηµα το οποίο
απεικονίζει τη δράση της οµάδας PLR πάνω στο σύνολο S των συµϕώνων
τριάδων.5 Το γράϕηµα αυτό ονοµάζεται Chickenwire λόγω των εξαγωνικών
κυψέλων που εµϕανίζονται.

4Cohn, R. (1998).
5Νωρίτερα ο Waller είχε µελετήσει αυτό το γράϕηµα αλλά δεν το είχε εισάγει στην neo

Riemannian ϑεωρία.
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Εικόνα 4.8: Το δισδιάστατο Chickenwire.

Στο γράϕηµα Chickenwire οι κορυϕές απεικονίζουν σύµϕωνες τριάδες και
όχι κλάσεις φθόγγων, ενώ δύο κορυϕές συνδέονται µε µία πλευρά, όταν οι
δύο τριάδες που αντιπροσωπεύουν έχουν δύο κλάσεις φθόγγων κοινές.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τα χαρακτηριστικά του γραϕήµατος :

• Παρατηρούµε ότι µία κορυϕή συνδέεται µε τρείς άλλες κορυϕές εϕό-
σον µία τριάδα µοιράζεται δύο κλάσεις φθόγγων ακριβώς µε άλλες τρείς
τριάδες. Αυτό οδηγεί σε ένα εξαγωνικό πλέγµα (chickenwire).

• Κάθε εξαγωνική κυψέλη χαρακτηρίζεται από έναν ακέραιο, ο οποίος
συµβολίζει την κλάση φθόγγων που έχουν κοινή, οι τριάδες που την
απαρτίζουν.

• Οι πλευρές αντιστοιχούν σε µετασχηµατισµούς της οµάδας PLR : Στην
Εικόνα 4.8 οι συνεχείς πλευρές αντιστοιχούν στην συνάρτηση P , οι
πλευρές µε διακκεκοµµένες αντιστοιχούν στην συνάρτησηR και οι πλευ-
ϱές µε κουκκίδες αντιστοιχούν στην συνάρτηση L 6. ΄Ετσι, ξεκινώντας
από κάθε συγχορδία-κορυϕή, µπορώ να περάσω µε µία κίνηση µέσω
των τριών συναρτήσεων σε άλλες τρεις συγχορδίες-κορυϕές.

6Τα γραϕήµατα είναι δανεισµένα από Douthett, Steinbach, 1998.
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Εικόνα 4.9: Ο τόρος Chickenwire.

• Αν απαιτήσουµε και πάλι εναρµόνια ισοδυναµία και equal tempered
tuning το δισδιάστατο γράϕηµα γίνεται διπλά περιοδικό και µπορεί να
µετατραπεί σε έναν τόρο. ΄Οπως περιγράϕουν οι ίδιοι οι εµπνευστές του,
αν ενώσουµε τις πάνω µε τις κάτω κορυϕές κατασκευάζουµε έναν κύ-
λινδρο. Στη συνέχεια φέρνουµε κοντά τις δεξιές και αριστερές άκρες του
κυλίνδρου για να φτιάξουµε τον τόρο, αλλά πριν τις ενώσουµε περιστρέ-
φουµε τη µία άκρη κατά ένα τρίτο µίας ολόκληρης περιστροϕής, έτσι
ώστε να συµπίπτουν οι ίδιες κορυϕές7 (ϐλ. Εικόνα 4.9).

• Παρατηρόύµε ότι ξεκινώντας από κάθε τριάδα (είτε µείζονα είτε ελάσ-
σονα) µπορούµε να περάσουµε σε οποιαδήποτε άλλη τριάδα µε πέντε
κινήσεις το πολύ. ∆ηλαδή µε πέντε κινήσεις µπορούµε να καλύψουµε
όλη την επιϕάνεια του τόρου. Μάλιστα, οι 22 τριάδες προσεγγίζονται µέ-
σα σε τέσσερις κινήσεις και στην πέµπτη κίνηση εµϕανίζεται για πρώτη
φορά η εναποµένουσα τριάδα. Πράγµατι,

Πρόταση 4.2.1 Για κάθε σύµϕωνη τριάδα υπάρχει µία και µόνο µία άλ-
λη σύµϕωνη τριάδα που η ελάχιστη απόσταση της από την αρχική είναι
πέντε κινήσεις (πλευρές).

Απόδειξη
Ξεκινάµε από µία µείζονα τριάδα, έστω την D.

1. Πρώτη κίνηση: ΄Οπως φαίνεται στην Εικόνα 4.10, ενώνουµε την
κορυϕή της D µε τις γειτονικές κορυϕές της µε κατεύθυνση α-
πό την κορυϕή D προς τις γειτονικές της (διαδροµές µε κίτρινο
χρώµα). ΄Ετσι προσεγγίζουµε τις τριάδες f♯, d, b.

7Douthett, J. et al. (1998).
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2. ∆εύτερη κίνηση: Ενώνουµε τις κορυϕές των f♯, d, b µε τις γειτονι-
κές τους κορυϕές µε κατεύθυνση προς αυτές (διαδροµές µε γαλάζιο
χρώµα), εξαιρώντας µονοπάτια που έχουν ήδη χρωµατιστεί. ΄Ετσι,
προσεγγίζουµε τις τριάδες F♯, A, F, B♭, G, B.

3. Τρίτη κίνηση: Ενώνουµε τις κορυϕές των F♯, A, F, B♭, G, B µε
τις γειτονικές τους µε κατεύθυνση προς αυτές (διαδροµές µε ϱοζ
χρώµα), εξαιρώντας µονοπάτια που έχουν ήδη χρωµατιστεί. ΄Ετσι,
προσεγγίζουµε τις τριάδες a, c♯, f, e, g, a♭, e♭, b♭.

4. Τέταρτη κίνηση: Ενώνουµε τις κορυϕές των τριάδων a, c♯, f, e, g,
a♭, e♭, b♭ µε τις γειτονικές τους µε κατεύθυνση προς αυτές (πρά-
σινο χρώµα), εξαιρώντας µονοπάτια που έχουν ήδη χρωµατιστεί.
΄Ετσι, προσεγγίζουµε τις τριάδες C♯, E, C, A♭, E♭. Ως εδώ έχουν
εµϕανιστεί 23 τριάδες (µαζί µε την αρχική).

5. Πέµπτη κίνηση : Αν συνεχίσουµε να ενώνουµε τις τριάδες στις
οποίες φτάσαµε µε την τέταρτη κίνηση, µε τις γειτονικές τους κατά
τον ίδιο τρόπο (γκρι χρώµα), η µόνη τριάδα που εµϕανίζεται για
πρώτη φορά είναι η c.

Αν ξεκινούσαµε από µία ελάσσονα και επαναλαµβάναµε την παραπάνω
διαδικασία ϑα φτάναµε και πάλι στο ίδιο συµπέρασµα. ΄Οπως φαίνεται
στην Εικόνα 4.11, ξεκινώντας από την d σε ακτίνα τεσσάρων κινήσεων
έχουµε προσεγγίσει όλες τις τριάδες, εκτός της E. �

Εικόνα 4.10: Οι 5 κινήσεις µε αϕε-
τηρία την D πάνω σε µία κάτοϕη του
τόρου.

Εικόνα 4.11: Οι 5 κινήσεις µε αϕε-
τηρία την d πάνω σε µία κάτοψη του
τόρου.
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4.3 Τα Tonnetz και Chickenwire ως δυϊκά γραϕήµα-
τα

΄Εχοντας ολοκληρώσει τις περιγραϕές των δύο γραϕηµάτων ϑέλουµε να δεί-
ξουµε ότι το Tonnetz και το γράϕηµα Chickenwire είναι δυϊκά γραϕήµατα
(dual graphs).

Ορισµός 4.3.1 (∆υϊκό γράϕηµα)
∆υϊκό γράϕηµα ενός γραϕήµατος G είναι ένα γράϕηµα G′, το οποίο έχει µία
κορυϕή για κάθε χωρίο του G και µία πλευρά που ενώνει δύο γειτονικά χωρία
για κάθε πλευρά του G.

Πρόταση 4.3.1 Τα γραϕήµατα Tonnetz και Chickenwire είναι δυϊκά γραϕή-
µατα.

Απόδειξη

Παρατηρούµε ότι στο Tonnetz υπάρχει µία κορυϕή που αντιστοιχεί σε κά-
ϑε χωρίο (εξαγωνική κυψέλη) στο γράϕηµα Chickenwire και µία πλευρά που
ενώνει δύο χωρία (δηλαδή ένα προσανατολισµένο τµήµα που ενώνει τα κέντρα
δύο τριγώνων), η οποία αντιστοιχεί σε κάθε πλευρά στο γράϕηµα Chickenwire.
Κατά συνέπεια, το Tonnetz είναι δυϊκό γράϕηµα του Chickenwire .

Αντιστρόϕως, στο γράϕηµα Chickenwire υπάρχει µία κορυϕή που αντι-
στοιχεί σε κάθε χωρίο (τρίγωνο) στο Tonnetz και µία πλευρά που ενώνει δύο
χωρία (δηλαδή ένα νοητό τµήµα που ενώνει τις κορυϕές δύο γειτονικών κυ-
ψελών), η οποία αντιστοιχεί σε κάθε ακµή στο Tonnetz. Κατά συνέπεια, το
γράϕηµα Chickenwire είναι δυϊκό γράϕηµα του Tonnetz . �

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τα διαγράµµατα φέρουν ισοδύναµες πληρο-
φορίες. Ειδικότερα, η Πρόταση 4.2.1 ισχύει και για το Tonnetz, όπου µία
σύµϕωνη τριάδα αναπαρίσταται από ένα τρίγωνο.

Εικόνα 4.12: Η µετατροπή του γραϕήµατος Chickenwire στο Tonnetz .
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4.4 Τεσσάρων ειδών χαρακτηριστικοί µουσικοί κύ-
κλοι

Από τα δύο γραϕήµατα που µελετήσαµε στις προηγούµενες παραγράϕους
παίρνουµε τεσσάρων ειδών χαρακτηριστικούς κύκλους τριάδων, τους οποίους
ϑα εξετάσουµε αναλυτικά στις υποπαραγράϕους που ακολουθούν. Αυτοί εί-
ναι :

1. Οι 4 εξατονικοί κύκλοι,

2. Οι 3 οκτατονικοί κύκλοι,

3. Ο χαµιλτονιανός κύκλος,

4. Οι 12 εξαγωνικές κυψέλες.

4.4.1 Οι εξατονικοί κύκλοι

Εξετάζοντας το ϐασικό χωρίο του δισδιάστατου γραϕήµατος Chickenwire (Ει-
κόνα 4.8), παρατηρούµε ότι ταυτίζοντας τις δύο οριζόντιες πλευρές προκύ-
πτουν τέσσερις διαϕορετικοί κύκλοι, (H0), (H1), (H2), (H3) που τα στοιχεί-
α τους ενώνονται µε πλευρές που είναι εναλλάξ συνεχείς και µε κουκκίδες.
Αυτοί είναι κύκλοι συµϕώνων τριάδων που γεννιούνται µε τη ϐοήθεια των συ-
ναρτήσεων P,L και έχουν µήκος 6. Οι κύκλοι αυτοί ονοµάζονται εξατονικοί
ή εξάκυκλοι. Σηµειώνουµε ότι οι πλευρές µε τις διακεκοµµένες στο γρά-
φηµα Chickenwire ονοµάζονται εξατονικές γέϕυρες, εϕόσον ενώνουν τριάδες
που ανήκουν σε διαϕορετικούς εξατονικούς κύκλους. Στην Εικόνα 4.13 απει-
κονίζονται οι εξατονικοί κύκλοι στο διασδιάστατο γράϕηµα και πάνω σε µία
κάτοψη του τόρου Chickenwire.
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Εικόνα 4.13: Οι εξατονικοί κύκλοι.

Θα ϐρούµε τους τέσσερις αυτούς κύκλους µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων
P, L. Για να ϐρούµε τον κύκλο (H0) εϕαρµόζουµε τις P,L εναλλάξ ξεκινώντας
από την συγχορδία C+:

⟨0, 4, 7⟩ P←→ ⟨7, 3, 0⟩ L←→ ⟨8, 0, 3⟩ P←→ ⟨3, 11, 8⟩ L←→ ⟨4, 8, 11⟩ P←→ ⟨11, 7, 4⟩
L←→ ⟨0, 4, 7⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (H0).

Για να ϐρούµε τον κύκλο (H1) εϕαρµόζουµε τις P,L εναλλάξ ξεκινώντας από
την συγχορδία C♯+:

⟨1, 5, 8⟩ P←→ ⟨8, 4, 1⟩ L←→ ⟨9, 1, 4⟩ P←→ ⟨4, 0, 9⟩ L←→ ⟨5, 9, 0⟩ P←→ ⟨0, 8, 5⟩
L←→ ⟨1, 5, 8⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (H1).

Για να ϐρούµε τον κύκλο (H2) εϕαρµόζουµε τις P,L εναλλάξ ξεκινώντας από
την συγχορδία D+:

⟨2, 6, 9⟩ P←→ ⟨9, 5, 2⟩ L←→ ⟨10, 2, 5⟩ P←→ ⟨5, 1, 10⟩ L←→ ⟨6, 10, 1⟩ P←→ ⟨1, 9, 6⟩
L←→ ⟨2, 6, 9⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (H2).

Για να ϐρούµε τον κύκλο (H3) εϕαρµόζουµε τις P,L εναλλάξ ξεκινώντας από
την συγχορδία E♭+:

⟨3, 7, 10⟩ P←→ ⟨10, 6, 3⟩ L←→ ⟨11, 3, 6⟩ P←→ ⟨6, 2, 11⟩ L←→ ⟨7, 11, 2⟩ P←→ ⟨2, 10, 7⟩
L←→ ⟨3, 7, 10⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (H3).
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Η διαδικασία εύρεσης του κάθε κύκλου ισοδυναµεί µε εϕαρµογή του συνόλου
συναρτήσεων:

L/P = {P , LP , PLP , LPLP , PLPLP , LPLPLP}
= {(LP )n |n = 1, 2, 3} ∪ {P (LP )n |n = 1, 2, 3} (4.4)

σε κάθε αρχική συγχορδία. Για το σύνολο L/P έχουµε το εξής.

Πρόταση 4.4.1 (Οµάδα L/P )

1. Το σύνολο L/P ⊆ PLR, µε |LP | = 6, περιέχει όλες τις πιθανές συνθέ-
σεις των L,P .

2. Το σύνολο L/P εϕοδιασµένο µε πράξη την σύνθεση συναρτήσεων είναι
υποοµάδα της PLR.

Απόδειξη

1. Από τη διαδικασία εύρεσης του πρώτου κύκλου παρατηρούµε ότι :

(LP )3(C+) = C+

P (LP )2(C+) = L(C+)

Με ϐάση το Λήµµα 3.2.1 µπορώ να γενικεύσω τις δράσεις αυτών των
συναρτήσεων για κάθε συγχορδία και άρα:

(LP )3 = e = P 2 = L2 (4.5)
P (LP )2 = L (4.6)

΄Αρα, δρώντας περαιτέρω πάνω σε οποιαδήποτε συγχορδία ϑα παίρνουµε
όµοια αποτελέσµατα. Συνεπώς, οποιαδήποτε άλλη σύνθετη συνάρτηση
των L, P ϑα είναι ισοδύναµη µε κάποια από τις παραπάνω. ΄Αρα |LP | =
6.

2. Από το 1. το σύνολο L/P είναι κλειστό ως προς την πράξη (σύνθεση).
Από την Πρόταση 3.2.1 έχουµε: P = R(LR)3, L = R(LR)11. Μπορού-
µε λοιπόν, να γράψουµε το σύνολο L/P συναρτήσει των στοιχείων της
PLR = L/R:

L/P = {P = R(LR)3 , LP = (LR)4 , P (LP ) = R(LR)7 , (LP )2 =

(LR)8 , P (LP )2 = R(LR)11 , (LP )3 = (LR)12 = e} .

Παρατηρούµε ότι το σύνολο L/P περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο και για
κάθε στοιχείο περιέχει το αντίστροϕό του. ΄Αρα, η L/P είναι υποοµάδα
της PLR. �

΄Αρα, αποδείξαµε ότι :
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Πρόταση 4.4.2 Οι τέσσερις εξατονικοί κύκλοι (H0), (H1), (H2), (H3) απο-
τελούν τις τροχιές που δηµιουργούνται κάτω από τη δράση της υποοµάδας L/P
πάνω στο σύνολο S.

Με τους τέσσερις εξατονικούς κύκλους καλύψαµε όλο το σύνολο S των συµ-
φώνων συγχορδιών χωρίς επανεµϕανίσεις των τριάδων, αϕού ως τροχιές δεν
περιέχουν κοινές τριάδες (H0 ∩H1 = ∅, H1 ∩H2 = ∅, ...).

S = H0 ∪H1 ∪H2 ∪H3 =

(C+, C−, A♭+, A♭−, E+, E−) ∪ (C♯+, C♯−, A+, A−, F+, F−♯) ∪
(D+, D−, B♭+, B−♭, F ♯+, F ♯−) ∪ (E♭+, E♭−, B+, B−, G+, G−, E♭+)

Το σύνολο των κλάσεων φθόγγων από τις οποίες αποτελούνται οι τριάδες
µέσα σε έναν εξατονικό κύκλο ονοµάζεται εξατονικό σύστηµα. ΄Ετσι, σε κάθε
εξατονικό κύκλο αντιστοιχεί ένα εξατονικό σύστηµα. Τα εξατονικά συστήµατα
είναι :

H0(pc) = {0, 3, 4, 7, 8, 11}
H1(pc) = {1, 4, 5, 8, 9, 0}
H2(pc) = {2, 5, 6, 9, 10, 1}
H3(pc) = {3, 6, 7, 10, 11, 2}

΄Οπως φαίνεται και στην Εικόνα 4.14, δύο γειτονικοί κύκλοι µοιράζονται από
τρεις κλάσεις φθόγγων (pitch classes) , ενώ δύο απέναντι κύκλοι δεν έχουν
κοινές κλάσεις φθόγγων και οι κλάσεις που περιέχουν είναι συµπληρωµα-
τικές.8 Σηµειώνουµε ότι κάθε κύκλος έχει δύο γειτονικούς και έναν απέναντι.
Οι εξατονικοί κύκλοι και τα εξατονικά τους συστήµατα φαίνονται στο πα-
ϱακάτω γράϕηµα (Εικόνα 4.14), το οποίο ονοµάζεται υπερεξατονικό σύστηµα
κατά τον Cohn.

8Cohn, R. (1996).
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Εικόνα 4.14: Το υπερεξατονικό σύστηµα.

Παράδειγµα 4.4.1 (Ο κύκλος (H0) στον Brahms)
΄Ενα µουσικό παράδειγµα χρήσης του κύκλου (H0), ξεκινώντας από την συγ-
χορδία Ab, παρατηρούµε στα µέτρα 270-278 του πρώτου µέρους από το Κον-
σέρτο για ϐιολί και τσέλο op.102 του Brahms 9, Εικόνα 4.15.

9Η τελευταία συγχορδία είναι µεθ΄ εβδόµης και την χρησιµοποιούµε καταχρηστικά εϕόσον
εµείς αναϕερόµαστε µόνο σε τριάδες.
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Εικόνα 4.15: Οι ακολουθία των τριάδων στα µέτρα 270-8 του Κονσέρτου για
ϐιολί και πιάνο του Brahms.

4.4.2 Οι οκτατονικοί κύκλοι

Εξετάζοντας και πάλι το ϐασικό χωρίο του δισδιάστατου γραϕήµατος Chick
enwire (Εικόνα 4.8), παρατηρούµε ότι ταυτίζοντας τις δύο κάθετες πλευρές
προκύπτουν τρεις διαϕορετικοί κύκλοι, (O0), (O1), (O2) που τα στοιχεία τους
ενώνονται µε πλευρές που είναι εναλλάξ διακεκοµµένες και συνεχείς. Αυτοί
είναι κύκλοι συµϕώνων τριάδων που γεννιούνται µε τη ϐοήθεια των συναρτή-
σεων P,R και έχουν µήκος ίσο µε 8. Οι κύκλοι αυτοί ονοµάζονται οκτατονικοί
ή οκτάκυκλοι. Σηµειώνουµε ότι οι πλευρές µε τις κουκκίδες ονοµάζονται
οκτατονικές γέϕυρες αϕού ενώνουν τριάδες που ανήκουν σε διαϕορετικούς ο-
κτατονικούς κύκλους. Στην Εικόνα 4.16 απεικονίζονται οι οκτατονικοί κύκλοι
στο διδιάστατο γράϕηµα και πάνω σε µία κάτοψη του τόρου Chickenwire .
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Εικόνα 4.16: Οι οκτατονικοί κύκλοι.

Θα ϐρούµε τους τρείς αυτούς κύκλους µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων
P,R. Για να ϐρούµε τον κύκλο (O0) εϕαρµόζουµε τις P,R εναλλάξ ξεκινώντας
από την συγχορδία C+:

⟨0, 4, 7⟩ P←→ ⟨7, 3, 0⟩ R←→ ⟨3, 7, 10⟩ P←→ ⟨10, 6, 3⟩ R←→ ⟨6, 10, 1⟩ P←→ ⟨1, 9, 6⟩
R←→ ⟨9, 1, 4⟩ P←→ ⟨4, 0, 9⟩ R←→ ⟨0, 4, 7⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (O0).

Για να ϐρούµε τον κύκλο (O1) εϕαρµόζουµε τις P,R εναλλάξ ξεκινώντας από
την συγχορδία C♯+:

⟨1, 5, 8⟩ P←→ ⟨8, 4, 1⟩ R←→ ⟨4, 8, 11⟩ P←→ ⟨11, 7, 4⟩ R←→ ⟨7, 11, 2⟩ P←→ ⟨2, 10, 7⟩
R←→ ⟨10, 2, 5⟩ P←→ ⟨5, 1, 10⟩ R←→ ⟨1, 5, 8⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (O1).

Για να ϐρούµε τον κύκλο (O2) εϕαρµόζουµε τις P,R εναλλάξ ξεκινώντας από
την συγχορδία D+:

⟨2, 6, 9⟩ P←→ ⟨9, 5, 2⟩ R←→ ⟨5, 9, 0⟩ P←→ ⟨0, 8, 5⟩ R←→ ⟨8, 0, 3⟩ P←→ ⟨3, 11, 8⟩
R←→ ⟨11, 3, 6⟩ P←→ ⟨6, 2, 11⟩ R←→ ⟨2, 6, 9⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (O2).

Η διαδικασία εύρεσης κάθε κύκλου ισοδυναµεί µε εϕαρµογή του συνόλου
συναρτήσεων:

R/P = {P , RP , PRP , RPRP , PRPRP , RPRPRP , PRPRPRP,
RPRPRPRPRP}

= {(RP )n |n = 1, 2, 3, 4} ∪ {P (RP )n |n = 0, 1, 2, 3} (4.7)

σε κάθε αρχική συγχορδία. Για το σύνολο R/P έχουµε:

72



Πρόταση 4.4.3 (Οµάδα R/P )

1. Το σύνολο R/P ⊆ PLR, µε |RP | = 8, περιέχει όλες τις πιθανές συνθέ-
σεις των R,P .

2. Το σύνολο R/P εϕοδιασµένο µε πράξη την σύνθεση συναρτήσεων είναι
υποοµάδα της PLR.

Απόδειξη

1. Από τη διαδικασία εύρεσης του πρώτου κύκλου παρατηρούµε ότι :

(RP )4(C+) = C+

P (RP )3(C+) = R(C+)

Με ϐάση το Λήµµα 3.2.1 µπορώ να γενικεύσω τις δράσεις αυτών των
συναρτήσεων για κάθε συγχορδία και άρα:

(RP )4 = e = P 2 = R2 (4.8)
P (RP )3 = R (4.9)

΄Αρα, δρώντας περαιτέρω πάνω σε οποιαδήποτε συγχορδία ϑα παίρνουµε
όµοια αποτελέσµατα. Συνεπώς οποιαδήποτε άλλη σύνθετη συνάρτηση
ϑα είναι ισοδύναµη µε κάποια από τις παραπάνω. ΄Αρα |R/P | = 8.

2. Από το 1. το σύνολο R/P είναι κλειστό ως προς την πράξη (σύνθεση).
Από την Πρόταση 3.2.1 έχουµε: P = R(LR)3. Μπορούµε λοιπόν, να
γράψουµε το σύνολο R/P συναρτήσει των στοιχείων της PLR = L/R:

R/P = {P = R(LR)3 , RP = (LR)3 , P (RP ) = R(LR)6 ,

(RP )2 = (LR)6 , P (RP )2 = R(LR)9 , (RP )3 = (LR)9 ,

P (RP )3 = R , (RP )4 = e} .

Παρατηρούµε ότι το σύνολο R/P περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο και για
κάθε στοιχείο περιέχει το αντίστροϕό του. ΄Αρα η R/P είναι υποοµάδα
της PLR . �

΄Αρα αποδείξαµε ότι :

Πρόταση 4.4.4 Οι τρείς οκτατονικοί κύκλοι (O0), (O1), (O2) αποτελούν τις
τροχιές που δηµιουργούνται κάτω από τη δράση της υποοµάδας R/P πάνω στο
σύνολο S.

Με τους τρεις εξατονικούς κύκλους καλύψαµε όλο το σύνολο S των συµϕώνων
συγχορδιών χωρίς επανεµϕανίσεις των τριάδων, αϕού ως τροχιές δεν περιέχουν
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κοινές τριάδες (O0 ∩O1 = ∅, O1 ∩O2 = ∅, O0 ∩O2 = ∅).

S = O0 ∪O1 ∪O2

= (C+, C−, E♭+, E♭−, F ♯+, F ♯−, A+, A−) ∪
(C♯+, C♯−, E+, E−, G+, G−, B♭+, B♭−) ∪
(D+, D−, F+, F−, A♭+, A♭−, B+, B−)

Το σύνολο των κλάσεων φθόγγων από τις οποίες αποτελούνται οι τριάδες
µέσα σε έναν οκτατονικό κύκλο ονοµάζεται οκτατονικό σύστηµα. ΄Ετσι, σε
κάθε οκτατονικό κύκλο αντιστοιχεί ένα οκτατονικό σύστηµα. Τα οκτατονικά
συστήµατα είναι :

O0(pc) = {0, 1, 3, 4, 6, 7, 9, 10}
O1(pc) = {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11}
O2(pc) = {0, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11}

΄Οπως φαίνεται και στην Εικόνα 4.17 δύο κύκλοι µοιράζονται από τέσσερις
κλάσεις φθόγγων (pitch classes)10. Οι οκτατονικοί κύκλοι και τα οκτατονι-
κά τους συστήµατα φαίνονται στο παρακάτω γράϕηµα, το οποίο ονοµάζεται
υπεροκτατονικό σύστηµα.

Εικόνα 4.17: Το υπεροκτατονικό σύστηµα.

Παράδειγµα 4.4.2 (Ο κύκλος (O0) στον Schubert)
΄Ενα µουσικό παράδειγµα χρήσης του κύκλου (O0) ξεκινώντας από τη συγ-
χορδία c παρατηρούµε στα πρώτα µέτρα του Andante της ουβερτούρας στον
Die Zauberharfe του Schubert .

10Συγκεκριµένα, τις νότες από τις οποίες αποτελείται µία 7η ελαττωµένη.

74



Εικόνα 4.18: Η ακολουθία των τριάδων στα πρώτα µέτρα της ουβερτούρας
Die Zauberharfe του Schubert.

4.4.3 Ο Χαµιλτονιανός κύκλος

Ο κύκλος τάξης 24 που τα στοιχεία του ενώνονται µε πλευρές εναλλάξ µε κουκ-
κίδες και διακεκοµένες, γεννιέται από τις συναρτήσεις L, R. Αυτός ο κύκλος
είναι Χαµιλτονιανός κύκλος, καθώς περνάει από όλα τα στοιχεία-κορυϕές του
τόρου ακριβώς µία φορά. Αν ξεκινήσω να εϕαρµόζω εναλλάξ τις συναρτή-
σεις L, R πάνω σε µία συγχορδία τελικά παίρνω τη δράση όλης της οµάδας
PLR = L/R πάνω στο S. Πράγµατι, όπως έχουµε υπολογίσει στο παραδειγ-
µα 3.2.1, η τροχιά της C+ = ⟨0, 4, 7⟩ είναι όλο το σύνολο S. Στην εικόνα 4.19
απεικονίζεται ο Χαµιλτονιανός κύκλος στο δισδιάστατο γράϕηµα και πάνω σε
µία κάτοψη του τόρου Chickenwire.

Εικόνα 4.19: Ο χαµιλτονιανός κύκλος.

Παράδειγµα 4.4.3 (Ο χαµιλτονιανός κύκλος στον Beethoven )
Ο Cohn πρώτος παρατήρησε ότι οι πρώτες 19 τριάδες ξεκινώντας από την C+

εµϕανίζονται στα µέτρα 143-172 του δεύτερου µέρους της 9ης συµϕωνίας του
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Beethoven11(εικόνα 4.13).

Εικόνα 4.20: 9η Συµϕωνία του Beethoven, µεταγραϕή για 2 πιάνα, 4 χέρια
(Liszt), µέτρα 137-176.

Το µονοπάτι που διαγράϕεται πανω στον χαµιλτονιανό κύκλο από αυτή την
11O Ludwig van Beethoven συνέθεσε την Ενάτη Συµϕωνία κατά τη διάρκεια των ετών 1822-

1824, σχεδόν 80 χρόνια πριν ο Henri Poincare εκδώσει την µελέτη του στην τοπολογία
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ακολουθία τριάδων (Εικόνα 4.21) φαίνεται σε µία κάτοψη του τόρου Chicken
wire (Εικόνα 4.22).

Εικόνα 4.21: Η ακολουθία των συµϕώνων τριάδων στην 9η συµϕωνία.

Εικόνα 4.22: Το µονοπάτι πάνω στον χαµιλτονιανό κύκλο στην 9η συµϕωνία.
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4.4.4 Οι εξαγωνικές κυψέλες

Οι εξαγωνικές κυψέλες είναι δώδεκα κύκλοι µε µήκος 6 που τα στοιχεία τους
ενώνονται µε πλευρές εναλλάξ µε κουκκίδες, διακεκοµένες και συνεχείς στο
γράϕηµα Chickenwire. Αυτές γεννιούνται από τις συναρτήσεις P,L,R. Οι
τριάδες σε κάθε έναν από αυτούς τους κύκλους έχουν µία κλάση φθόγγων
κοινή, και από αυτήν ακριβώς παίρνει το όνοµα της η κάθε εξαεδρική κυψέλη,
όπως έχουµε προαναϕέρει. Στην Εικόνα 4.23 απεικονίζονται οι εξαγωνικές
κυψέλες πάνω στο δισδιάστατο γράϕηµα Chickenwire.

Εικόνα 4.23: Οι εξαγωνικές κυψέλες

Θα ϐρούµε τις κυψέλες αυτές µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων P,L,R.
Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την C+:

⟨0, 4, 7⟩ L←→ ⟨11, 7, 4⟩ P←→ ⟨4, 8, 11⟩ R←→ ⟨8, 4, 1⟩ L←→ ⟨9, 1, 4⟩ P←→ ⟨4, 0, 9⟩
R←→ ⟨0, 4, 7⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (4).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την C♯+:

⟨1, 5, 8⟩ L←→ ⟨0, 8, 5⟩ P←→ ⟨5, 9, 0⟩ R←→ ⟨9, 5, 2⟩ L←→ ⟨10, 2, 5⟩ P←→ ⟨5, 1, 10⟩
R←→ ⟨1, 5, 8⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (5).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την D+:

⟨2, 6, 9⟩ L←→ ⟨1, 9, 6⟩ P←→ ⟨6, 10, 1⟩ R←→ ⟨10, 6, 3⟩ L←→ ⟨11, 3, 6⟩ P←→ ⟨6, 2, 11⟩
R←→ ⟨2, 6, 9⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (6).
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Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την E♭+:

⟨3, 7, 10⟩ L←→ ⟨2, 10, 7⟩ P←→ ⟨7, 11, 2⟩ R←→ ⟨11, 7, 4⟩ L←→ ⟨0, 4, 7⟩ P←→ ⟨7, 3, 0⟩
R←→ ⟨3, 7, 10⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (7).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την E+:

⟨4, 8, 11⟩ L←→ ⟨3, 11, 8⟩ P←→ ⟨8, 0, 3⟩ R←→ ⟨0, 8, 5⟩ L←→ ⟨1, 5, 8⟩ P←→ ⟨8, 4, 1⟩
R←→ ⟨4, 8, 11⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (8).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την F+:

⟨5, 9, 0⟩ L←→ ⟨4, 0, 9⟩ P←→ ⟨9, 1, 4⟩ R←→ ⟨1, 9, 6⟩ L←→ ⟨2, 6, 9⟩ P←→ ⟨9, 5, 2⟩
R←→ ⟨5, 9, 0⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (9).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την F♯+:

⟨6, 10, 1⟩ L←→ ⟨5, 1, 10⟩ P←→ ⟨10, 2, 5⟩ R←→ ⟨2, 10, 7⟩ L←→ ⟨3, 7, 10⟩ P←→ ⟨10, 6, 3⟩
R←→ ⟨6, 10, 1⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (10).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την G+:

⟨7, 11, 2⟩ L←→ ⟨6, 2, 11⟩ P←→ ⟨11, 3, 6⟩ R←→ ⟨3, 11, 8⟩ L←→ ⟨4, 8, 11⟩ P←→ ⟨11, 7, 4⟩
R←→ ⟨7, 11, 2⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (11).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την A♭+:

⟨8, 0, 3⟩ L←→ ⟨7, 3, 0⟩ P←→ ⟨0, 4, 7⟩ R←→ ⟨4, 0, 9⟩ L←→ ⟨5, 9, 0⟩ P←→ ⟨0, 8, 5⟩
R←→ ⟨8, 0, 3⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (0).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την A+:

⟨9, 1, 4⟩ L←→ ⟨8, 4, 1⟩ P←→ ⟨1, 5, 8⟩ R←→ ⟨5, 1, 10⟩ L←→ ⟨6, 10, 1⟩ P←→ ⟨1, 9, 6⟩
R←→ ⟨9, 1, 4⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (1).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την B♭+:

⟨10, 2, 5⟩ L←→ ⟨9, 5, 2⟩ P←→ ⟨2, 6, 9⟩ R←→ ⟨6, 2, 11⟩ L←→ ⟨7, 11, 2⟩ P←→ ⟨2, 10, 7⟩
R←→ ⟨10, 2, 5⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (2).

Εϕαρµόζουµε εναλλάξ τις συναρτήσεις P,L,R ξεκινώντας από την B+:

⟨11, 3, 6⟩ L←→ ⟨10, 6, 3⟩ P←→ ⟨3, 7, 10⟩ R←→ ⟨7, 3, 0⟩ L←→ ⟨8, 0, 3⟩ P←→ ⟨3, 11, 8⟩
R←→ ⟨11, 3, 6⟩ , οπότε κλείνει ο κύκλος (3).
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΄Οπως παρατηρούµε και στους υπολογισµούς αλλά και στο γράϕηµα, οι κύ-
κλοι έχουν κοινές συγχορδίες µεταξύ τους. Συγκεκριµένα, δύο γειτονικοί
κύκλοι µοιράζονται από δύο τριάδες, δηλαδή γραϕικά έχουν κοινές δύο κο-
ϱυϕές.

Η διαδικασία εύρεσης κάθε κύκλου ισοδυναµεί µε εϕαρµογή των συναρ-
τήσεων:

L , PL , RPL , LRPL , PLRPL , RPLRPL

σε κάθε αρχική συγχορδία. Οι συναρτήσεις αυτές µπορούν να γραϕούν συ-
ναρτήσει των στοιχειών της οµάδας PLR = L/R:

L = R(LR)11 , PL = (LR)8 , RPL = R(LR)8 , LRPL = (LR)9

PLRPL = R , RPLRPL = e .

Παράδειγµα 4.4.4 (Ο κύκλος (8) στον Verdi)
΄Ενα µουσικό παράδειγµα χρήσης του κύκλου (8) ξεκινώντας από τη συγχορ-
δία f αποτελεί το τραγούδι Ah si, ben mio της τρίτης πράξης της όπερας του
Verdi, Il Trovatore .12

Εικόνα 4.24: Η ακολουθία των τριάδων στο Ah si, ben mio της τρίτης πράξης
της όπερας Il Trovatore.

12Η προτελευταία συγχορδία (D(D7)) είναι µεθ΄ εβδόµης και την χρησιµοποιούµε καταχρη-
στικά εϕόσον εµείς αναϕερόµαστε µόνο σε τριάδες.
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Εικόνα 4.25: Ο κύκλος (8) πάνω σε µία κάτοψη του τόρου.

Αυτοί ήταν λοιπόν οι κύκλοι που παίρνουµε από το γράϕηµα Chickenwire.

Παρατηρήσεις

1. Σηµειώνουµε ότι αν αποκόψουµε τις εξατονικές γέϕυρες, (R), τότε ο
τόρος µειώνεται σε εξατονικούς κύκλους, αν αποκόψουµε τις οκτατονι-
κές γέϕυρες, (L), τότε ο τόρος µειώνεται σε οκτατονικούς κύκλους ενώ
αν αποκόψουµε τις πλευρές, (P ), τότε ο τόρος γίνεται χαµιλτονιανός
κύκλος13.

2. Από τη δυϊκότητα των γραϕηµάτων Tonnetz και Chickenwire έπεται
ότι οι κύκλοι που περιγράψαµε σε αυτήν την παράγραϕο εµϕανίζον-
ται στο Tonnetz, µόνο που εκεί δηµιουργούνται από τρίγωνα. ∆ηλαδή,
είναι κύκλοι-¨κορδέλες¨. Στην Εικόνα 4.26 φαίνονται οι τέσσερις ε-
ξατονικοί κύκλοι (H0), (H1), (H2), (H3), οι τρείς οκτατονικοί κύκλοι
(O0), (O1), (O2), ο Χαµιλτονιανός κύκλος και οι δώδεκα εξαγωνικές
κυψέλες πάνω στο Tonnetz.

13Douthett, J et al. (1998).

81



Εικόνα 4.26: Οι 4 χαρακτηριστικοί κύκλοι πάνω στο Tonnetz.
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Κεϕάλαιο 5

Οι T/I και PLR ως δυϊκές
οµάδες

Στο κεϕάλαιο που ακολουθεί ϑα εµβαθύνουµε περισσότερο στη σχέση µεταξύ
των οµάδων T/I και PLR. Αρχικά, ϑεωρώντας τις δύο οµάδες ως υποσύνολα
της συµµετρικής οµάδας πάνω στο σύνολο S, Sym(S), ϑα διαπιστώσουµε ότι
οι δράσεις τους πάνω στο S εµπερικλείουν διαϕορετικά σύνολα µεταθέσεων
του συνόλου S. Φτάνοντας στο σηµαντικότερο σηµείο του κεϕαλαίου ϑα α-
ποδείξουµε ότι οι T/I, PLR αποτελούν δυϊκές οµάδες στην Sym(S) µε ϐάση
τον ορισµό του Lewin, δηλαδή ότι η µία είναι ο κεντροποιητής της άλλης.
Στη συνέχεια, ϑα εξετάσουµε την προέλευση των δυϊκών οµάδων γενικότερα,
συσχετίζοντάς τες µε τις αριστερές και δεξιές κανονικές αναπαραστάσεις µίας
οµάδας. Με ϐάση αυτή τη συσχέτιση, ϑα παρουσιάσουµε πώς µπορούµε να
κατασκευάσουµε τη δυϊκή οµάδα µίας πεπερασµένης οµάδας, η οποία δρα
απλά µεταβατικά σε ένα πεπερασµένο σύνολο, σύµϕωνα µε τους FioreNoll, δί-
νοντας ως παράδειγµα την κατασκευή της οµάδας PLR από την T/I. Τέλος,
ϑα αποτυπώσουµε τη δυϊκότητα των T/I και PLR σε µεταθετικά διαγράµ-
µατα και ϑα δείξουµε την εϕαρµογή τους στη µουσική ανάλυση µέσω τριών
παραδειγµάτων.

5.1 Οι δράσεις των οµάδων T/I και PLR πάνω στο
σύνολο S ως µεταθέσεις του S.

Μέχρι το σηµείο αυτό έχουµε αποδείξει ότι η οµάδα D12 δρά απλά µεταβατικά
πάνω στο σύνολο S µε δύο τρόπους1:

Ι. µέσω της οµάδας T/I εϕαρµόζοντας µετατοπίσεις και αναστροϕές πάνω
στις κλάσεις φθόγγων κάθε σύµϕωνης τριάδας,

1Crans, A. et al. (2009).
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ΙΙ. µέσω της οµάδας PLR χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις P,L,R και τις
συνθέσεις τους πάνω στις σύµϕωνες τριάδες.

Ο ισοµορϕισµός µεταξύ των οµάδων T/I και PLR δηλώνει µία αντιστοίχιση
του κάθε στοιχείου της µίας οµάδας σε ένα µοναδικό στοιχείο της άλλης. Κα-
νείς µπορεί να αναρωτηθεί : γιατί να αντιστοιχίσω, για παράδειγµα, το T1 µε
το LR, αϕού οι δύο αυτές συναρτήσεις δεν µετασχηµατίζουν τις συγχορδίες µε
τον ίδιο τρόπο ; Πράγµατι, T1⟨0, 4, 7⟩ = ⟨1, 5, 8⟩, ενώ (LR)⟨0, 4, 7⟩ = ⟨5, 9, 0⟩.
Γενικά, αντίστοιχες συναρτήσεις των δύο οµάδων δεν δίνουν ίδια αποτελέσµατα
αν δράσουν πάνω σε ίδιες συγχορδίες. ΄Οµως, οι οµοµορϕισµοί οµάδων ανα-
φέρονται µόνο στις σχέσεις µεταξύ των στοιχείων των οµάδων και είναι πλήρως
ανεξάρτητοι της επιλογής των (µουσικών) συνόλων στα οποία δρουν 2. Αυτού
του είδους η ανεξαρτησία, επιτρέπει τη δράση µίας οµάδας πάνω σε διαϕο-
ϱετικά µουσικά σύνολα αλλά και τη δράση διαϕορετικών οµάδων πάνω στο
ίδιο σύνολο. Παρόλο, λοιπόν, που στην περίπτωσή µας έχουµε δύο ισόµορϕες
οµάδες να δρουν πάνω στο ίδιο σύνολο (S), δεν σηµαίνει ότι οι δράσεις τους
είναι και ισοδύναµες. Θα στηρίξουµε τη ϑέση αυτή δείχνοντας ότι οι T/I και
PLR ως οµάδες µεταθέσεων, περιέχουν διαϕορετικά σύνολα µεταθέσεων του
συνόλου S.

Ορισµός 5.1.1 (Μετάθεση)
Μετάθεση ενός συνόλου Χ λέγεται µια συνάρτηση από το Χ στο Χ που είναι
ταυτόχρονα ένα-προς-ένα και επί.

Θεώρηµα 5.1.1 ΄Εστω Χ ένα µη κενό σύνολο, και έστω Sym(X) το σύνολο
όλων των µεταθέσεων του X. Τότε, το Sym(X) είναι οµάδα µε πράξη τον
πολλαπλασιασµό µεταθέσεων.

Ορισµός 5.1.2 (Συµµετρική οµάδα)
΄Εστω Χ το πεπερασµένο σύνολο {1, 2, ..., n}. Η οµάδα όλων των µεταθέσεων
του Χ λέγεται συµµετρική οµάδα για τους n χαρακτήρες και συµβολίζεται µε
Sym(n). Η οµάδα Sym(n) έχει n! στοιχεία.

Λήµµα 5.1.1 Μία δράση µίας οµάδας G πάνω σε ένα σύνολο X είναι ισοδύ-
ναµη µε έναν οµοµορϕισµό ρ : G→ Sym(X).

Απόδειξη

΄Εστω µία δράση ¨·¨ της οµάδας G πάνω σε ένα σύνολο X. Ορίζουµε µία
συνάρτηση ρ : G→ Sym(X) ως:

ρ : g 7→ Fg , όπου Fg : X → X µε Fg(x) = g · x .

Αρχικά ϑα δείξουµε ότι Fg ϵ Sym(X) για όλα τα στοιχεία g ϵG.

2Satyendra, R. (2004).
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• ΄Εστω g ϵG και x, y ϵX τέτοια ώστε Fg(x) = Fg(y), τότε :

g · x = g · y
g−1 · (g · x) = g−1 · (g · y)
(g−1g) · x = (g−1g) · y

e · x = e · y
x = y .

΄Αρα η συνάρτηση ρ είναι ένα-προς-ένα.

• ΄Εστω x ϵX και g ϵG τέτοια ώστε g · y ̸= x για όλα τα y ϵX. Θεωρούµε
g−1 · x = t για κάποιο t ϵX και έχουµε:

g · t = g · (g−1 · x) = (gg−1) · x = e · x .

Φτάσαµε σε άτοπο, άρα η ρ είναι επί.

Συνεπώς, δείξαµε ότι η ρ είναι ένα-προς-ένα και επί, άρα Fg ϵ Sym(X).
Για g, h ϵG και x ϵX ϑα δείξουµε ότι η απεικόνιση ρ είναι οµοµορϕισµός :

(ρ(gh))(x) = Fgh(x) = (gh) · x = g · (h · x) = (Fg ◦ Fh)(x) = (ρ(g) ◦ ρ(h))(x) .

΄Αρα, από τη δράση της G στο X µπορούµε να εξάγουµε έναν οµορϕισµό
ρ : G→ Sym(X).

Αντιστρόϕως, αν ρ : G→ Sym(X) οµοµορϕισµός, τότε η G δρα πάνω στο
X, σύµϕωνα µε τη σχέση:

g · x = (ρ(g))(x) .

Πράγµατι, ϑα δείξουµε ότι τα αξιώµατα της δράσης οµάδας ικανοποιούνται.

• Για κάθε g, h ϵG και x ϵX έχουµε:

(gh) · x = (ρ(gh))(x)

= (ρ(g)ρ(h))(x)

= (ρ(g) ◦ ρ(h))(x)
= ρ(g)((ρ(h)(x))

= ρ(g)(h · x)
= g · (h · x) .

• Για κάθε x ϵX έχουµε:

eG · x = (ρ(eG))(x) = (eSym(S))(x) = id(x) = x .

Συνεπώς, από τον οµοµορϕισµό ρ µπορούµε να εξάγουµε µία δράση της
G στο X. ΄Αρα, µία δράση µίας οµάδας G σε ένα σύνολο X ισοδυναµεί
µε έναν οµοµορϕισµό ρ : G→ Sym(X).
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Πρόταση 5.1.1 Οι δράσεις των T/I και PLR περιέχουν διαϕορετικά σύνολα
µεταθέσεων του S.

Απόδειξη

Με ϐάση το Λήµµα 5.1.1 η δράση της T/I πάνω στο S (σχέση (2.15) ) γεννά
έναν οµοµορϕισµό, λ, και αντίστοιχα η δράση της PLR πάνω στο S (σχέ-
σεις (3.1), (3.2), (3.3) ) γεννά έναν οµορϕισµό, ρ, στη συµµετρική οµάδα του
συνόλου S:

λ : T/I → Sym(S) , ρ : PLR → Sym(S) .

Επειδή έχουµε δείξει ότι αυτές οι δύο δράσεις είναι απλά µεταβατικές, οι
οµοµορϕισµοί λ, ρ είναι ένα-προς-ένα (εµϕυτεύσεις). Πράγµατι, έστω για
παράδειγµα:

λ(Tn) = λ(Tm) .

Ισοδύναµα για το τυχαίο s = ⟨x1, x2, x3⟩ ϵ S έχουµε:

λ(Tn)(s) = λ(Tm)(s)⇔
⟨x1 + n, x2 + n, x3 + n⟩ = ⟨x1 +m,x2 +m,x3 +m⟩ ⇔

x1 + n = x1 +m
x2 + n = x2 +m
x3 + n = x3 +m

⇔ Tn(xi) = Tm(xi) , i = 1, 2, 3 ,

δηλαδή, οι δράσεις των Tn και Tm στο xi δίνουν το ίδιο στοιχείο. Από τη
µεταβατικότητα της δράσης αυτό δεν επιτρέπεται εκτός αν n = m. ΄Αρα Tn =
Tm, άρα λ ένα-προς-ένα. Συνεπώς, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τις T/I και
PLR ως υποοµάδες της Sym(S): T/I, PLR ≤ Sym(S) . Υπό την έννοια
αυτή, κάθε µία από τις T/I και PLR δρώντας πάνω στο σύνολο S δίνει 24
µεταθέσεις του S, οι οποίες περιέχονται στο σύνολο Sym(S) µε τάξη 24!.

Υπολογίζουµε τις µεταθέσεις του συνόλου S στην κάθε περίπτωση, όπως
φαίνεται στους Πίνακες 5.2 (για την T/I) και 5.3 (για την PLR). Κάθε γραµ-
µή αντιστοιχεί σε µία µετάθεση, δηλαδή στα αποτελέσµατα της δράσης µίας
συνάρτησης πάνω σε όλο το σύνολο S. Παρατηρούµε πως µόνο τα ταυτοτικά
στοιχεία (όπως περιµέναµε άλλωστε) και τα στοιχεία T6, (LR)

6 δίνουν ίδιες
µεταθέσεις του S. Συνεπώς, µολονότι η οµάδα T/I και η οµάδα PLR είναι
ισόµορϕες, οι δράσεις τους πάνω στις 24 σύµϕωνες τριάδες εµπερικλείουν
διαϕορετικά σύνολα µεταθέσεων3 (Εικόνα 5.1). �

3Satyendra, R. (2004).
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Εικόνα 5.1: Τα σύνολα των µεταθέσεων του συνόλου S κάτω από τη δράση
των οµάδων T/I και PLR.
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Πίνακας 5.2: Οι µεταθέσεις του συνόλου S κάτω από τη δράση της οµάδας
T/I.
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Πίνακας 5.3: Οι µεταθέσεις του συνόλου S κάτω από τη δράση της οµάδας
PLR.
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5.2 Οι T/I και PLR είναι δυϊκές οµάδες.

Στην προηγούµενη παράγραϕο (Παράγραϕος 5.1) ϑεωρήσαµε τις T/I και
PLR υποοµάδες της συµµετρικής οµάδας, Sym(S), του συνόλου S. Στη
συνέχεια, µε ϐάση τη ϑεώρηση αυτή και χρησιµοποιώντας τον ορισµό του
Lewin, ϑα αποδείξουµε ότι οι T/I και PLR είναι δυϊκές οµάδες. Η δυϊκότητα
ϐασίζεται κυρίως στην έννοια της µεταθετικότητας, όπως ϑα δούµε παρακάτω.

Ορισµός 5.2.1 (∆υϊκές οµάδες κατά Lewin)
΄Εστω Sym(X) η συµµετρική οµάδα πάνω στο σύνολο X. ∆ύο υποοµάδες
G,H της Sym(X) ονοµάζονται δυϊκές οµάδες αν οι φυσικές τους δράσεις πάνω
στο σύνολο X είναι απλά µεταβατικές και αν κάθε µία είναι ο κεντροποιητής
της άλλης, δηλαδή:

CSym(S)(G) = H , CSym(S)(H) = G .

Ορισµός 5.2.2 (Κεντροποιητής)
΄Εστω G οµάδα και έστω: X ⊆ G. Το σύνολο όλων των στοιχείων της G που
µετατίθενται µε κάθε στοιχείο του X ονοµάζεται κεντροποιητής τουX εντός της
G και ορίζεται από τη σχέση:

CG(X) := {gϵG | gx = xg, xϵX} . (5.1)

Αποδεικνύεται εύκολα ότι ο κεντροποιητής CG(X) αποτελεί υποοµάδα της G.

Θεώρηµα 5.2.1 Οι T/I και PLR είναι δυϊκές οµάδες.4

Απόδειξη

Θεωρούµε τις T/I, PLR ως υποοµάδες της Sym(S). Στις Προτάσεις 2.4.1,
3.4.1 έχουµε αποδείξει ότι οι T/I και PLR αντίστοιχα, δρούν απλά µεταβατι-
κά πάνω στο σύνολο S. Μένει να δείξουµε ότι κάθε µία από τις δύο υποοµάδες
είναι ο κεντροποιητής της άλλης.
Ισχυρισµός: Η οµάδα PLR είναι ο κεντροποιητής της οµάδας T/I.
Με ϐάση τον Ορισµό 5.2.2, για G = Sym(S) και X = T/I ο κεντροποιητής
του συνόλου T/I εντός της Sym(S) είναι :

CSym(S)(T/I) = {h ϵ Sym(S) | hg = gh , ∀ g ϵ T/I} , (5.2)

και αποτελείται από τα στοιχεία της Sym(S) τα οποία µετατίθενται µε όλα τα
στοιχεία της T/I. Με ϐάση το Λήµµα 3.2.1 έχουµε αποδείξει ότι κάθε στοιχείο
της PLR µετατίθεται µε κάθε στοιχείο της T/I. ΄Αρα, τα στοιχεία της PLR
περιέχονται στον CSym(S)(T/I), δηλαδή:

CSym(S)(T/I) ⊇ PLR→ (5.3)
|CSym(S)(T/I)| ≥ |PLR| = 24 . (5.4)

4Crans A. et al (2009).
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Θέλουµε να δείξουµε ότι η ανισότητα (5.3) είναι ισότητα.
Από το ϑεώρηµα του σταθεροποιητή τροχιάς (Θεώρηµα 2.4.2) για x = s ϵ S
και G = CSym(S)(T/I) έχουµε:

|CSym(S)(T/I)|
|CSym(S)(T/I)s|

= |Orbit(s)| , (5.5)

όπου:

CSym(S)(T/I)s = {h ϵCSym(S)(T/I) | hs = s} , (5.6)

ο σταθεροποιητής ενός στοιχείου s, ο οποίος αποτελείται από τα στοιχεία του
κεντροποιητή CSym(S)(T/I) τα οποία δρώντας πάνω σε µία σύµϕωνη τριάδα
s δίνουν τον εαυτό της. Επίσης,

Orbit(s) = {hs | h ϵCSym(S)(T/I)} , (5.7)

είναι η τροχιά ενός στοιχείου s κάτω από τη δράση της CSym(S)(T/I), για την
οποία ισχύει : |Orbit(s)| ≤ |S| = 24. Συνεπώς, από τη σχέση (5.5) έχουµε:

|CSym(S)(T/I)|
|CSym(S)(T/I)s|

≤ 24 . (5.8)

Θέλουµε να δείξουµε ότι |CSym(S)(T/I)s| = 1 , δηλαδή ότι ο CSym(S)(T/I)s
περιέχει µόνο το ταυτοτικό στοιχείο.
΄Εστω ότι υπάρχει h ϵCSym(S)(T/I)s, τέτοιο ώστε h ̸= e. Αν αυτό δράσει πάνω
σε µία τριάδα s ϵ S, από τη σχέση (5.6) έχουµε:

hs = s . (5.9)

∆ρούµε από αριστερά ένα στοιχείο g ϵ T/I:

ghs = gs
(5.2)⇐⇒ hgs = gs⇐⇒

h(gs) = gs . (5.10)

Επειδή η T/I δρά απλά µεταβατικά πάνω στο S, για κάθε s, s′ ϵ S υπάρχει
µοναδικό g ϵ T/I τέτοιο ώστε gs = s′. Θέτω λοιπόν gs = s′ και η σχέση (5.10)
γίνεται :

hs′ = s′ (5.11)

Από τις σχέσεις (5.9), (5.11) συµπεραίνουµε ότι αναγκαστικά: h = e. ΄Αρα,
οδηγηθήκαµε σε άτοπο και για τον σταθεροποιητή τροχιάς έχουµε:

CSym(S)(T/I)s = {e} ⇔ |CSym(S)(T/I)s| = 1 . (5.12)

Επιστρέϕοντας στην (5.8) έχουµε:

|CSym(S)(T/I)| ≤ 24 . (5.13)
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Από τις σχέσεις (5.4) και (5.13) καταλήγουµε στην ισότητα:

|CSym(S)(T/I)| = 24 = |PLR| (5.14)

και λόγω της (5.3):
CSym(S)(T/I) = PLR . (5.15)

΄Ετσι αποδείξαµε ότι η PLR είναι ο κεντροποιητής της T/I. Οµοίως αποδει-
κνύουµε και ότι η T/I είναι ο κεντροποιητής της PLR. Συνεπώς οι T/I και
PLR είναι δυϊκές οµάδες. �

5.3 Οι δυϊκές οµάδες και οι αριστερές και δεξιές κα-
νονικές αναπαραστάσεις

Αϕού αποδείξαµε ότι οι T/I και PLR αποτελούν δυϊκές οµάδες στην Sym(S),
στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε πώς προκύπτουν οι δυϊκές οµάδες γενικά και πώς
σχετίζονται µε τις αριστερές και δεξιές κανονικές αναπαραστάσεις µιάς οµά-
δας. Αρχικά, ορίζουµε τις αριστερές και δεξιές κανονικές αναπαραστάσεις
µίας οµάδας (όπως αυτές προκύπτουν µέσα άπό την απόδειξη του ϑεωρή-
µατος Cayley περί ισοµορϕισµού µίας οποιασδήποτε οµάδας µε µία οµάδα
µεταθέσεων).

΄ΕστωG οµάδα. Αν g ϵG ϑεωρώ την απεικόνιση λg : G → G , που ορίζεται
από τη σχέση:

λg(h) = gh , h ϵG. (5.16)

Η απεικόνιση λg είναι µετάθεση του συνόλου G. Πράγµατι,

• Αν λg(h1) = λg(h2) τότε,

gh1 = gh2 ⇐⇒ g−1gh1 = g−1gh2 ⇐⇒ h1 = h2.

΄Αρα η απεικόνιση λg είναι ένα-προς-ένα.

• Αν ψϵG τότε :
λg(g

−1ψ) = g(g−1ψ) = ψ.

΄Αρα µε την λ απεικονίζεται το G επί του G.

Κατά συνέπεια, λg ϵ Sym(G).
Ορίζουµε τώρα το σύνολο:

λ(G) = {λg | g ϵG} . (5.17)

Το σύνολο λ(G) εϕοδιασµένο µε πράξη τον πολλαπλασιασµό µεταθέσεων α-
ποτελεί υποοµάδα της Sym(G). Πράγµατι,
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• το σύνολο είναι κλειστό ως προς την πράξη, δηλαδή λg1λg2 ϵ λ(G). Πράγ-
µατι, είναι λg1λg2 = λg1g2 :

(λg1λg2)(h) = λg1(λg2(h)) = λg1(g2h) = g1(g2h) = (g1g2)(h) = λg1g2(h) ,

• υπάρχει η ταυτοτική µετάθεση λe ϵ λ(G) :

λe(h) = eh = h ∀h ϵG ,

• υπάρχουν τα αντίστροϕα (λg)
−1 = λg−1 ϵ λ(G) για όλα τα στοιχεία

λg ϵG:
λgλg−1 = λgg−1 = λe = (λg)

−1λg .

Κατά συνέπεια, η λ(G) είναι υποοµάδα της Sym(G).
Θεωρούµε την απεικόνιση λ : G → Sym(G) , που ορίζεται από τη σχέση:

λ(g) = λg , gϵG. (5.18)

Η απεικόνιση λ είναι οµοµορϕισµός. Πράγµατι,

λ(g1)λ(g2) = λg1λg2 = λg1g2 = λ(g1g2). (5.19)

Ο οµοµορϕισµός λ είναι ένα-προς-ένα (δηλαδή µονοµορϕισµός). Πράγµατι,
αν λ(g1) = λ(g2) τα λg1 , λg2 δίνουν την ίδια µετάθεση της G. Ειδικότερα,

λg1(e) = λg2(e)⇒ g1e = g2e⇒ g1 = g2 . (5.20)

Ο µονοµορϕισµός λ ονοµάζεται αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.
Αντίστοιχα, για g ϵG ϑεωρώ την απεικόνιση ρg : G → G , που ορίζεται

από τη σχέση:
ρg(h) = hg−1 , h ϵG. (5.21)

Η απεικόνιση ρg είναι µετάθεση του συνόλου G. Πράγµατι,

• Αν ρg(h1) = ρg(h2) τότε,

h1g
−1 = h2g

−1 ⇐⇒ h1g
−1g = h2g

−1g ⇐⇒ h1 = h2.

΄Αρα η απεικόνιση ρg είναι ένα-προς-ένα.

• Αν ψϵG τότε :
ρg(ψg) = ψgg−1 = ψ.

΄Αρα µε την ρ απεικονίζεται το G επί του G.

Κατά συνέπεια, ρg ϵ Sym(G).
Ορίζουµε τώρα το σύνολο:

ρ(G) = {ρg | g ϵG} . (5.22)

Το σύνολο ρ(G) εϕοδιασµένο µε πράξη τον πολλαπλασιασµό µεταθέσεων α-
ποτελεί υποοµάδα της Sym(G). Πράγµατι,
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• το σύνολο είναι κλειστό ως προς την πράξη, δηλαδή ρg1ρg2 ϵ ρ(G). Πράγ-
µατι, είναι ρg1ρg2 = ρg1g2 :

(ρg1ρg2)(h) = ρg1(ρg2(h)) = ρg1(hg
−1
2 ) = (hg−1

2 )g−1
1

= h(g−1
2 g−1

1 ) = h(g1g2)
−1 = ρg1g2(h) ,

• υπάρχει η ταυτοτική µετάθεση ρe ϵ ρ(G) :

ρe(h) = he−1 = h , ∀ h ϵG ,

• υπάρχουν τα αντίστροϕα (ρg)
−1 = ρg−1 ϵ ρ(G) για όλα τα στοιχεία ρg ϵG:

ρgρg−1 = ρgg−1 = ρe = (ρg)
−1ρg.

Κατά συνέπεια, η ρ(G) είναι υποοµάδα της Sym(G).
Θεωρούµε την απεικόνιση ρ : G → Sym(G) , που ορίζεται από τη σχέση:

ρ(g) = ρg , g ϵG. (5.23)

Η απεικόνιση λ είναι οµοµορϕισµός. Πράγµατι,

ρ(g1)ρ(g2) = ρg1ρg2 = ρg1g2 = ρ(g1g2). (5.24)

Ο οµοµορϕισµός ρ είναι ένα-προς-ένα (δηλαδή µονοµορϕισµός). Πράγµατι,
αν ρ(g1) = ρ(g2) τα ρg1 , ρg2 δίνουν την ίδια µετάθεση της G. Ειδικότερα,

ρg1(e) = ρg2(e)⇒ eg−1
1 = eg−1

2 ⇒ g−1
1 = g−1

2 ⇒ g1 = g2 . (5.25)

Ο µονοµορϕισµός ρ ονοµάζεται δεξιά κανονική αναπαράσταση της G.

Λήµµα 5.3.1 Οι φυσικές δράσεις των αριστερών και δεξιών κανονικών ανα-
παραστάσεων λ(G), ρ(G) πάνω στην G είναι απλά µεταβατικές.

Απόδειξη

Η φυσική δράση της λ(G) πάνω στην G, λg · h = λg(h) = gh µπορεί να
ερµηνευτεί ως δράση της G στον εαυτό της µέσω αριστερού πολλαπλασια-
σµού:

G × G → G τέτοια ώστε (g, h) 7→ g h .

Θέλουµε να ϐρούµε την τροχιά του στοιχείου e ϵG. Αν δράσουµε κάθε g ϵG
πάνω στο e : g · e = g. Τότε, η τροχιά του e περιέχει όλα τα στοιχεία του
συνόλου G, άρα έχουµε µία τροχιά. Συνεπώς, η αριστερή δράση της G στον
εαυτό της είναι µεταβατική.
΄Εστω g, h, x ϵG τέτοια ώστε g · x = h · x. Τότε έχουµε:

g · x · x−1 = h · x · x−1 ⇔ g = h .

΄Αρα η δράση είναι απλά µεταβατική. ΄Αρα και η δράση της λ(G) είναι απλά
µεταβατική.
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Η δράση της ρ(G) πάνω στο G µπορεί να ερµηνευτεί ως δράση της G στον
εαυτό της (από τα αριστερά) µέσω δεξιού πολλαπλασιασµού µε τον αντίστροϕο:

G × G → G τέτοια ώστε (g, h) 7→ h g−1 .

Κατά τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η δράση της ρ(G) είναι απλά
µεταβατική. �

Θεώρηµα 5.3.1 (Cayley)
Αν G οµάδα, τότε παράγονται δυϊκές οµάδες µέσω των δύο εµϕυτεύσεων της G
στην Sym(G), ως αριστερές και δεξιές δράσεις της G στον εαυτό της. Επιπλέον,
όλες οι δυϊκές οµάδες γεννιούνται µε αυτόν τον τρόπο 5.

Απόδειξη

Θα δείξουµε ότι οι αριστερές και δεξιές αναπαραστάσεις της G, λ(G), ρ(G),
είναι δυϊκές οµάδες. Στο Λήµµα 5.3.1 δείξαµε ότι οι φυσικές δράσεις των
λ(G), ρ(G) είναι απλά µεταβατικές. Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι τα
στοιχεία της λ(G) µετατίθενται µε τα στοιχεία της ρ(G). Πράγµατι,

λ(g1)ρ(g2) = ρ(g2)λ(g1) εϕόσον , (5.26)

λ(g1)ρ(g2)(h) = λg1ρg2(h) = λg1(ρg2(h)) = λ(hg−1
2 ) = g1(hg

−1
2 ) και

ρ(g2)λ(g1)(h) = ρg2λg1(h) = ρg2(λg1(h)) = ρg2(g1h) = (g1h)g
−1
2 .

Αποµένει να δείξουµε ότι η ρ(G) ακριβώς είναι ο κεντροποιητής της λ(G) και
αντίστροϕα.

Ισχυρισµός : CSymG(λ(G)) = ρ(G) .

Εϕόσον οι λ(G), ρ(G) αντιµετατίθενται, άρα:

ρ(G) ⊆ CSym(G)(λ(G)). (5.27)

Θέλουµε να δείξουµε ότι η σχέση (5.27) είναι ισότητα. ΄Εστω ότι υπάρχει
στοιχείο f ϵCSym(G)(λ(G)), το οποίο να µην ανήκει στην ρ(G). Επειδή το
στοιχείο αυτό είναι µετάθεση, ορίζουµε την f ϵ Sym(G) ως: f : G → G που
να είναι ένα-προς-ένα και επί της G. ΄Ετσι έχουµε:

fλg = λgf , ∀ g ϵG
f(λg(h)) = λg(f(h)) , ∀h ϵG
f(gh) = gf(h) , ∀ g, h ϵG. (5.28)

5Crans, A. et al. (2009).
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Για g = e έχουµε:

f(eh) = e(f(h))⇔

f(he) = ef(h)
(5.28)⇔

hf(e) = f(h) .

Θέτουµε f(e) = s και έχουµε:

f(h) = hs , ∀ h ϵG. (5.29)

΄Αρα, η f(h) είναι της µορϕής ρ(s−1) = ρs−1(h) = hs. ΄Αρα, f ϵ ρ((G)) και κατ΄
επέκταση: CSymG(λ(G)) = ρ(G). Κατά τον ίδιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε
ότι CSymG(ρ(G)) = λ(G). Συνεπώς οι λ(G), ρ(G) είναι δυϊκές οµάδες. �

Οι οµάδες λ(G), ρ(G) αποτελούν το πιο ϐασικό παράδειγµα δυϊκών οµά-
δων. ΄Ολα τα άλλα παραδείγµατα δυϊκών οµάδων είναι ισοµορϕικά µε αυτό το
ϐασικό, όπως ϑα δούµε παρακάτω.

5.4 Κατασκευή της δυϊκής οµάδας

Για κάθε πεπερασµένη οµάδα η οποία δρά απλά µεταβατικά πάνω σε ένα
πεπερασµένο σύνολο S, µπορούµε να κατασκευάσουµε την δυϊκή της. Στην
παράγραϕο αυτή παρουσιάζουµε την κατασκευή της δυϊκής οµάδας κατά τους
FioreNoll. .

Πρόταση 5.4.1 (Κατασκευή της δυϊκής οµάδας στην πεπερασµένη περίπτωση
κατά FioreNoll.) 6

΄Εστω G πεπερασµένη οµάδα, η οποία δρά απλά µεταβατικά πάνω σε ένα πε-
περασµένο σύνολο S. Καθορίζουµε ένα σηµείο s0 ϵ S και ϑεωρούµε τις δύο
εµϕυτεύσεις :

λ : G −→ Sym(S)

g 7−→ (s 7→ gs) , (5.30)

ρ : G −→ Sym(S)

g 7−→ (hs0 7→ hg−1s0) . (5.31)

Τότε, οι εικόνες λ(G) και ρ(G) είναι δυϊκές οµάδες στην Sym(S). Η ένα-προς-
ένα απεικόνιση ρ εξαρτάται από την επιλογή του s0, ενώ η εικόνα ρ(G) όχι.

Απόδειξη

Αρχικά ϑέλουµε να δείξουµε ότι οι δράσεις των λ(G), ρ(G) στο S είναι απλά
µεταβατικές :

6Fiore, T. et al. (2013).
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• Η ένα-προς-ένα απεικόνιση λ αποτελεί οµοµορϕισµό, εϕόσον για j, k ϵG
έχουµε:

λ(j)λ(k)(hs0) = λ(j)(k(hs0)) = j(khs0) = (jk)hs0 = λ(jk)(hs0) .

Με ϐάση το Λήµµα 5.1.1 ο οµοµορϕισµός λ είναι ισοδύναµος µε µία
δράση:

G × S → S τέτοια ώστε g · s : λg(s) = gs ,

όπου gs είναι η δράση του g πάνω στο S που µας δίνεται από την υ-
πόθεση. Η δράση αυτή είναι η αριστερή δράση της G στο σύνολο S, η
οποία από υπόθεση είναι απλά µεταβατική. ΄Αρα, η φυσική δράση της
λ(G) είναι απλά µεταβατική.

• Αντίστοιχα, η ένα-προς-ένα απεικόνιση ρ αποτελεί οµοµορϕισµό εϕό-
σον, για j, k ϵG έχουµε:

ρ(j)ρ(k)(hs0) = ρ(j)((hk−1)s0) = ((hk−1)j−1s0) = h(jk)−1s0

= ρ(jk)(hs0) .

Με ϐάση το Λήµµα 5.1.1 ο οµοµορϕισµός ρ είναι ισοδύναµος µε µία
δράση:

G × S → S τέτοια ώστε g · s = ρg(h)s0 ,

όπου s = hs0 (η δράση του h ϵG πάνω στο s0) και ρg(h)s0 είναι η δράση
του ρg(h) ϵG πάνω στο s0 ϵ S. Σηµειώνουµε ότι το κάθε s ϵ S µπορεί να
εµϕανιστεί ως s = hs0 εϕόσον από υπόθεση η δράση της G πάνω στο S
είναι απλά µεταβατική, οπότε η τροχιά του s0 είναι ολόκληρο το S. ΄Αρα,
η δράση της ρ(G) είναι απλά µεταβατική.

Από το Θεώρηµα σταθεροποιητή τροχιάς για την G και X = S λόγω απλής
µεταβατικότητας έχουµε:

|G| = |S|. (5.32)

Αντίστοιχα, για G = λ(G), ρ(G) λόγω απλής µεταβατικότητας έχουµε:

|λ(G)| = |ρ(G)| = |S| = |G| . (5.33)

Συνεχίζουµε αποδεικνύοντας ότι τα στοιχεία των λ(G) και ρ(G) µετατίθεν-
ται. Πράγµατι, αν j, k ϵG τότε,

λ(j)ρ(k)(hs0) = λ(j)(ρ(k)(hs0)) = λ(j)(hk−1s0) = j(hk−1s0) ,

ρ(k)λ(j)(hs0) = ρ(k)(λ(j)(hs0)) = ρ(k)((jh)(s0)) = (jh)k−1s0 .

΄Αρα, ρ(G) ⊆ CSym(S)(λ(G))
(5.33)
=⇒ (5.34)

|S| ≤ |CSym(S)(λ(G))| , (5.35)
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όπου,

CSym(S)(λ(G)) = {h ϵ Sym(S) | hg = gh ∀ g ϵ λ(G)} . (5.36)

Θέλουµε να δείξουµε ότι η σχέση (5.34) είναι ισότητα.
Από το Θεώρηµα σταθεροποιητή τροχιάς για s ϵ S και G = CSym(S)(λ(G))
έχουµε:

|CSym(S)(λ(G))|
|CSym(S)(λ(G))|s

= |Orbit(s)| ≤ |S| , (5.37)

όπου:

CSym(S)(λ(G))s = {h ϵCSym(S)(λ(G)) | hs = s} , (5.38)

και
Orbit(s) = {hs | h ϵCSym(S)(λ(G))} , (5.39)

η τροχιά ενός στοιχείου s κάτω από τη δράση της CSym(S)(λ(G)).
Θέλουµε να δείξουµε ότι η δράση της CSym(S)(λ(G)) πάνω στο S είναι

απλή. Αν c, c′ ϵCSym(S)(λ(G)) και cs1 = c′s1 για κάποιο s1 ϵ S, τότε αν δρά-
σουµε από αριστερά ένα στοιχείο h ϵ λ(G):

hcs1 = hc′s1
(5.35)⇐⇒

chs1 = c′hs1 ⇐⇒
c(hs1) = c′(hs1) .

΄Αρα αναγκαστικά c = c′ και η δράση της CSym(S)(λ(G)) πάνω στο S είναι
απλή. Κατά συνέπεια, για τον σταθεροποιητή ισχύει :

CSym(S)(λ(G))s = e→ |CSym(S)(λ(G))|s = 1 . (5.40)

Επιστρέϕοντας, στην (5.37) έχουµε:

|CSym(S)(λ(G))| = |Orbit(s)| ≤ |S| . (5.41)

Από τις σχέσεις (5.35) και (5.41) καταλήγουµε στην ισότητα:

|CSym(S)(λ(G))| = |Orbit(s)| = |S| = |ρ(G)| (5.42)

από την οποία συµπεραίνουµε ότι η δράση της CSym(S)(λ(G)) πάνω στο S
είναι απλά µεταβατική. Τέλος, λόγω της (5.34):

CSym(S)(λ(G)) = ρ(G) . (5.43)

΄Ετσι, αποδείξαµε ότι η ρ(G) είναι ο κεντροποιητής της λ(G). Οµοίως α-
ποδεικνύουµε και ότι η λ(G) είναι ο κεντροποιητής της ρ(G). Συνεπώς, οι
λ(G), ρ(G) είναι δυϊκές οµάδες. �
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Πόρισµα 5.4.1 ΄Αν S είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και µία υποοµάδα G της
Sym(S) δρά απλά µεταβατικά πάνω στο S, τότε ο κεντροποιητής της G στην
Sym(S) δρά επίσης απλά µεταβατικά.

Θα χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω κατασκευή για να κατασκευάσουµε την
οµάδα PLR ως δυϊκή οµάδα της T/I.

Παράδειγµα 5.4.1 (Κατασκευή της οµάδας PLR)
Αν στην κατασκευή της Πρότασης 5.3.1 ϑεωρήσουµε G = T/I, S το σύνολο
όλων των συµϕώνων τριάδων και s0 = C+ = ⟨0, 4, 7⟩, τότε η ρ(G) είναι η
οµάδα PLR. 7

Πράγµατι, αν g, h ϵ T/I, από την (5.31) ισχύουν οι εξής µετασχηµατισµοί :

για g = Tn, h = Tn, έχουµε: Tn 7−→ (Tns0 7→ TnT12−ns0) (5.44)
για g = Tn, h = In, έχουµε: Tn 7−→ (Ins0 7→ InT12−ns0) (5.45)
για g = In, h = Tn, έχουµε: In 7−→ (Tns0 7→ TnIns0) (5.46)
για g = In, h = In, έχουµε: In 7−→ (Ins0 7→ InIns0) . (5.47)

Σηµειώνουµε ότι µε την δράση Tn⟨0, 4, 7⟩ µπορούµε να πάρουµε όλες τις µεί-
Ϲονες για n = 0, 1, ..., 11 ενώ µε την δράση In⟨0, 4, 7⟩ µπορούµε να πάρουµε
όλες τις ελάσσονες τριάδες, αντίστοιχα. Κατά συνέπεια,

• µε την (5.44) παίρνουµε όλους τους µετασχηµατισµούς από µείζονα σε
µείζονα,

• µε την (5.45) παίρνουµε όλους τους µετασχηµατισµούς από ελάσσονα
σε ελάσσονα,

• µε την (5.46) παίρνουµε όλους τους µετασχηµατισµούς από µείζονα σε
ελάσσονα,

• µε την (5.47) παίρνουµε όλους τους µετασχηµατισµούς από ελάσσονα
σε µείζονα.

Οι συναρτήσεις P,L,R αντιστοιχούν σε δεξιό πολλαπλασιασµό µε τις I7, I11, I4.
Συγκεκριµένα, για την P έχουµε: για n = 0, 1, ..., 11:

P : Tn⟨0, 4, 7⟩ 7→ TnI7⟨0, 4, 7⟩ και In⟨0, 4, 7⟩ 7→ InI7⟨0, 4, 7⟩ , (5.48)

για παράδειγµα,

T0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩
P7→ T0I7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨7, 3, 0⟩ (5.49)

και

I7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨7, 3, 0⟩
P7→ I7I7⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ . (5.50)

7Fiore, T. et al (2011).
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Για την L έχουµε: για n = 0, 1, ..., 11:

L : Tn⟨0, 4, 7⟩ 7→ TnI11⟨0, 4, 7⟩ και In⟨0, 4, 7⟩ 7→ InI11⟨0, 4, 7⟩ ,
(5.51)

για παράδειγµα,

T0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩
L7→ T0I11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 7, 4⟩ (5.52)

και

I11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 7, 4⟩
L7→ I11I11⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ . (5.53)

Για την R έχουµε: για n = 0, 1, ..., 11:

R : Tn⟨0, 4, 7⟩ 7→ TnI4⟨0, 4, 7⟩ και In⟨0, 4, 7⟩ 7→ InI4⟨0, 4, 7⟩ , (5.54)

για παράδειγµα,

T0⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩
R7→ T0I4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨4, 0, 9⟩ (5.55)

και

I4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨11, 7, 4⟩
R7→ I4I4⟨0, 4, 7⟩ = ⟨0, 4, 7⟩ . (5.56)

5.5 Εϕαρµογή της δυϊκότητας των T/I και PLR στη
µουσική ανάλυση

Μέχρι στιγµής έχουµε αποδείξει την δυϊκότητα των T/I, PLR και έχουµε εξε-
τάσει τις δυϊκές οµάδες από αλγεβρικής πλευράς. ΄Οµως, ποιά η χρησιµότητα
της δυϊκότητας αυτής στην µουσική ανάλυση ;

Λόγω της δυϊκότητας µεταξύ των T/I, PLR γνωρίζουµε ότι τα στοιχεία
της T/I µετατίθενται µε τα στοιχεία της PLR και ότι, µάλιστα, είναι τα µόνα
στοιχεία της Sym(S) µε την ιδιότητα αυτή, και αντιστρόϕως. ΄Ετσι, όπως
δείξαµε και στο Λήµµα 3.2.1, για κάθε g ϵ T/I, h ϵ PLR και s ϵ S έχουµε:
g h (s) = h g (s) .

Μπορούµε να αποτυπώσουµε την δυϊκότητα γραϕικά στο µεταθετικό διά-
γραµµα που ακολουθεί (Εικόνα 5.4):

Εικόνα 5.4: Το µεταθετικό διάγραµµα της δυϊκότητας των T/I και PLR.
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Ας εξετάσουµε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα µε τους γεννήτορες g =
T1, h = L πάνω στην C+ = ⟨0, 4, 7⟩:

T1 L (C+) = LT1 (C
+). (5.57)

Το αντίστοιχο (αναλυτικό) µεταθετικό διάγραµµα παρουσιάζεται στην Εικόνα
5.5.

Εικόνα 5.5: Το µεταθετικό διάγραµµα για τα στοιχεία T1, L.

Παρατηρούµε πως όποιο µονοπάτι κι αν διαλέξει κανείς, το αποτέλεσµα
είναι το ίδιο. Γενικεύοντας, κάθε διάγραµµα µε κορυϕές στοιχεία του S, µε
κάθετα ϐέλη στην οµάδα PLR και οριζόντια ϐέλη στην οµάδα T/I ϑα µετα-
τίθεται. Αυτή η σύνδεση των δύο οµάδων µας επιτρέπει να χρησιµοποιούµε
τα στοιχεία τους ταυτόχρονα στην ανάλυση των σχέσεων µεταξύ κάθε τετράδας
συµϕώνων τριάδων.

Παραθέτουµε τρία µουσικά παραδείγµατα της δυϊκότητας µεταξύ των ο-
µάδων T/I και PLR, προσαρµοσµένα από το [13].

Παράδειγµα 5.5.1 (Η δυϊκότητα στον Pachelbel)
Το πρώτο παράδειγµα είναι από τον Κανόνα σε D µείζονα του Johann Pachel
bel (16531706). Η ακολουθία των τριάδων που φαίνεται στην Εικόνα 5.4
και αποτυπώνεται γραϕικά στην Εικόνα 5.5 παρουσιάζεται σε 28 παραλλαγές
µέσα στο έργο.
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Εικόνα 5.6: Οι ακολουθίες των τριάδων στον Κανόνα σε D+ του Pachelbel.

Εικόνα 5.7: Το µεταθετικό διάγραµµα για τα στοιχεία T7, R.

Παράδειγµα 5.5.2 (Η δυϊκότητα στον Wagner)
Το δεύτερο παράδειγµα είναι από το ϑέµα Grail του Πρελούδιου στον Parsifal,
Πράξη πρώτη, της οµώνυµης όπερας του Richard Wagner (18131883). Η
ακολουθία των τριάδων φαίνεται στην Εικόνα 5.6 και αποτυπώνεται γραϕικά
στην Εικόνα 5.7.

Εικόνα 5.8: Οι ακολουθίες των τριάδων στο "Grail" Theme του Wagner.
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Εικόνα 5.9: Το µεταθετικό διάγραµµα για τα στοιχεία T5, R.

Παράδειγµα 5.5.3 (Η δυϊκότητα στον Ives)
Το τρίτο παράδειγµα είναι από τα πρώτα µέτρα του "Religion", τραγουδιού
για φωνή και πιάνο του Charles Ives (18741954). Η ακολουθία των τριάδων
φαίνεται στην Εικόνα 5.8 και αποτυπώνεται γραϕικά στην Εικόνα 5.9.

Εικόνα 5.10: Οι ακολουθίες των τριάδων στο "Religion" του Ives.

Εικόνα 5.11: Το µεταθετικό διάγραµµα για τα στοιχεία I6, LR.
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Συµπεράσµατα - Επεκτάσεις

Εν κατακλείδι, µε αϕετηρία τη δουλειά παλαιοτέρων γνωστών µουσικολόγων
(Riemann, Forte, Ξενάκης, Lewin) αλλά και συγχρόνων επιστηµόνων (Cohn,
Fiore, Satyendra, Noll) πραγµατοποιήσαµε µία µελέτη της δράσης της διεδρι-
κής οµάδας D12 πάνω στο σύνολο (S) των συµϕώνων τριάδων. ΄Οπως είδαµε,
η D12 δρά απλά µεταβατικά πάνω στο S µε δύο τρόπους : µέσω της οµάδας
T/I (atonal group) και µέσω της οµάδας PLR (neoRiemannian group). Α-
ποδείξαµε ότι οι δύο δράσεις αυτές είναι δυϊκές. Επίσης, αναλύσαµε εκτενώς
τα δύο γραϕήµατα Tonnetz και Chickenwire τα οποία αντικατοπτρίζουν την
δράση της PLR πάνω στο S και δείξαµε ότι είναι δυϊκά γραϕήµατα. Κοι-
νή προϋπόθεση για να καταλήξουµε στα παραπάνω συµπεράσµατα αποτέλεσε
η µετατροπή των φθόγγων σε ακεραίους αριθµούς και η οργάνωση τους σε
12 κλάσεις, οι οποίες αντιστοιχίζονται µε την οµάδα Z12. Συνδέοντας λοιπόν
την δράση των δύο οµάδων πετύχαµε µία πρώτη συνένωση των δύο διαϕορε-
τικών µουσικών εργαλείων ανάλυσης που αυτές αντιπροσωπεύουν, µε κοινό
παρονοµαστή τις σύµϕωνες τριάδες.

Φυσικά, η µουσική δεν περιορίζεται µόνο στο πλαίσιο των συµϕώνων τριά-
δων. Γι΄ αυτό έχουν πραγµατοποιηθεί και ακόµη συνεχίζονται προσπάθειες
για τη µελέτη τέτοιων δράσεων πάνω σε συγχορδίες µεθ΄ εβδόµης (συγχορδίες
αποτελούµενες από τέσσερις νότες ως επέκταση των συµϕώνων τριάδων) αλλά
και µεθ΄ ενάτης (συγχορδίες αποτελούµενες από πέντε νότες). Επεκτάσεις µπο-
ϱούν επίσης να γίνουν και προς την κατεύθυνση των διαϕώνων συγχορδιών,
διευρύνοντας έτσι το ϱεπερτόριο προς ανάλυση.

Παρά τα ενθαρρυντικά αποτελέσµατα που δίνει η εϕαρµογή της ϑεωρίας
οµάδων στην µουσική ανάλυση, δεν παύουν να υπάρχουν προβλήµατα στην
προσέγγιση αυτή. Τα προβλήµατα αυτά αϕορούν κυρίως ϑέµατα σηµειολογίας
και αποσαϕήνισης ορισµών. Επί παραδείγµατι, ο συµβολισµός των µείζονων
και ελάσσονων τριάδων γίνεται µε δύο τρόπους, µε κεϕαλαία και µικρά γράµ-
µατα ή µε τη ϐοήθεια της οµοτιµίας. Ο διπλός αυτός συµβολισµός µπορεί να
προκαλέσει απορία σε έναν αναγνώστη µη εξοικειωµένο µε τη µουσική ανάλυ-
ση. Εκτός αυτού, χρησιµοποιώντας τον πρώτο συµβολισµό για τις σύµϕωνες
τριάδες υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης µε τις ίδιες τις νότες, οι οποίες επίσης
συµβολίζονται µε γράµµατα, ενώ χρησιµοποιώντας τον δεύτερο συµβολισµό
για τις τριάδες ενδέχεται να υπάρχει σύγχυση µε τις κλίµακες. ΄Οσον αϕορά
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εννοιολογικά Ϲητήµατα, υπάρχουν αρκετοί όροι µε διττή έννοια. Για παράδειγ-
µα ο όρος «τόνος» υποδηλώνει την πρώτη νότα µίας κλίµακας (τονική) αλλά και
το διάστηµα µεταξύ δύο φθόγγων που αποτελείται από δύο ηµιτόνια. Τέτοιου
είδους προβλήµατα οϕείλονται στην διαϕορετική φύση και ιστορική εξέλιξη
των δύο πεδίων : της µουσικής και των µαθηµατικών. Στις µέρες µας γίνεται
προσπάθεια για την εξάλειψη τέτοιων διαϕορών και τη ϑέσπιση ενός κοινού
και σταθερού συστήµατος όρων και συµβολισµών.

Τελικά, απώτερος σκοπός αυτής της µελέτης πέρα από τον προϕανή, δηλα-
δή της σύνδεσης της άλγεβρας µε την µουσική, ήταν η παρότρυνση για έρευνα
προς την πλευρά αυτή. Παρόλο που στην υπόλοιπη Ευρώπη και την Αµερι-
κή ο διεπιστηµονικός αυτός κλάδος ϐρίσκεται σε άνθιση τα τελευταία είκοσι
χρόνια, στην χώρα µας αποτελεί µόνο ένα πολύ µικρό κοµµάτι της ευρύτερης
µουσικολογικής έρευνας. Η στροϕή του ενδιαϕέροντος προς αυτόν τον κλάδο
µπορεί να γίνει εϕικτή µόνο µε τη συνεργασία και την ανταλλαγή γνώσεων
µεταξύ µαθηµατικών και µουσικολόγων για την εύρεση των κοινών σηµείων
µεταξύ της επιστήµης και της τέχνης.
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Παράρτηµα

Οι µείζονες και ελάσσονες κλίµακες

Μία ακολουθία από φθόγγους σε συνεχή (ανιούσα ή κατιούσα) διαδοχή ονο-
µάζεται κλίµακα. Η πρώτη νότα µίας κλίµακας ονοµάζεται τονική και αποτελεί
το κέντρο γύρω από το οποίο κατασκευάζεται ένα τονικό έργο. Οι διατονικές
κλίµακες είναι δύο ειδών : οι µείζονες και οι ελάσσονες. Παρακάτω ϑα τις
ορίσουµε αλγεβρικά ως διατεταγµένα υποσύνολα του Z12.

Ορισµός 7.0.1 (Μείζονα κλίµακα)
Θεωρούµε µία (ανιούσα) µείζονα κλίµακα (Major Scale) ως το διατεταγµένο
σύνολο MS:

MS = ⟨n, n+2, n+4, n+5, n+7, n+9, n+11, n⟩(mod 12) , n ϵZ12 . (7.58)

Παράδειγµα 7.0.4 (Ντο µείζονα)
Για n = 0 παίρνουµε τη γνωστή κλίµακα Ντο µείζονα (C Major):

C Scale = ⟨0, 2, 4, 5, 7, 9, 11, 0⟩ ,

η οποία φαίνεται αποτυπωµένη στο πεντάγραµµο στην Εικόνα .

Εικόνα 7.1: Η κλίµακα Ντο µείζονα.
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Ορισµός 7.0.2 (Ελάσσονα κλίµακα)
Θεωρούµε µία (ανιούσα) ελάσσονα8 κλίµακα (Minor Scale) ως το διατεταγµένο
σύνολο mS:

mS = ⟨n, n+2, n+3, n+5, n+7, n+8, n+11, n⟩(mod 12) , n ϵZ12 . (7.59)

Παράδειγµα 7.0.5 (λα ελάσσονα)
Για n = 9 παίρνουµε τη γνωστή κλίµακα λα ελάσσονα (a minor), σχετική της
Ντο µείζονας :

aScale = ⟨9, 11, 0, 2, 4, 5, 8, 9⟩ ,

η οποία φαίνεται αποτυπωµένη στο πεντάγραµµο στην Εικόνα .

Εικόνα 7.2: Η κλίµακα λα ελάσσονα.

Παρατηρούµε λοιπόν ότι από κάθε νότα (κλάση φθόγγων) µπορεί να ξεκινή-
σει µία µείζονα και µία ελάσσονα κλίµακα. Συνολικά λοιπόν, παίρνουµε 12
µείζονες και 12 ελάσσονες κλίµακες.

8Με τον όρο ελάσσονα εννοούµε την αρµονική ελάσσονα.
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