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0 Διζαγωγή 

Ο ζηόρνο απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε αλάπηπμε ελόο 

ππνινγηζηηθνύ παθέηνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο Juyumaya [Ju] πάλσ 

ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke [Yo]. Απηό ην πξόγξακκα ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

ζηνλ ππνινγηζκό αλαιινίσησλ θιαζηθώλ θόκβσλ, πιαηζησκέλσλ (framed) 

θόκβσλ, θόκβσλ singular θαη θόκβσλ transverse, πνπ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί 

κέζσ ησλ αιγεβξώλ Yokonuma-Hecke [JuLa1, JuLa2, JuLa3, JuLa4]. Δπίζεο 

ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ππνινγηζκνύο ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Temperley-

Lieb θαη ζηηο άιγεβξεο Hecke ηύπνπ Β. Πην ζπγθεθξηκέλα: 

ην Κεθάιαην 1 δίλεηαη κία εηζαγσγή ζηε Θεσξία Κόκβσλ θαη ζηηο νκάδεο 

θνηζίδσλ. Οη νκάδεο θνηζίδσλ δίλνπλ κία αιγεβξηθή δνκή ζηνπο θόκβνπο 

κέζσ ησλ ζεσξεκάησλ Alexander θαη Markov. ηε ζπλέρεηα δίλνληαη νη 

νξηζκνί θαη νη ηδηόηεηεο δύν αιγεβξώλ πνπ ζα παίμνπλ ηνλ πξσηαξρηθό ξόιν 

ζηελ πινπνίεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο: πξόθεηηαη γηα ηηο άιγεβξεο Hecke ηύπνπ 

Α θαη ηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke. Μέζσ ησλ αιγεβξώλ απηώλ είλαη 

δπλαηόλ λα νξίζνπκε πνιπσλπκηθέο αλαιινίσηεο θόκβσλ, γηα παξάδεηγκα ην 

πνιπώλπκν Jones [Jo]. Οη άιγεβξεο Hecke ηύπνπ A ζρεηίδνληαη κε ηνπο 

θιαζηθνύο θόκβνπο θαη νη άιγεβξεο Yokonuma-Hecke ζρεηίδνληαη κε ηνπο 

πιαηζησκέλνπο θόκβνπο. Καη νη δύν άιγεβξεο έρνπλ ηνπο ίδηνπο γελλήηνξεο 

θνηζίδσλ, όκσο ε άιγεβξα Yokonuma-Hecke έρεη επηπιένλ γελλήηνξεο γηα ην 

framing ελώ ε ηεηξαγσληθή ηεο ζρέζε είλαη πνιύ πην πνιύπινθε από εθείλε 

ηεο άιγεβξαο Hecke. Ο ππνινγηζκόο ηνπ ίρλνπο Ocneanu γηα ηηο άιγεβξεο 

Hecke ήηαλ εθηθηόο ιόγσ ηεο απιόηεηαο ηεο ηεηξαγσληθήο ζρέζεο ηεο 

άιγεβξαο, όκσο ην ίρλνο Juyumaya ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke έρεη 

κεγάιε ππνινγηζηηθή πνιππινθόηεηα, πξάγκα πνπ θάλεη αλαγθαία ηελ 

αλάπηπμε ηνπ ηξέρνληνο ππνινγηζηηθνύ παθέηνπ. Σν ππνινγηζηηθό παθέην ζα 

ππνινγίδεη ηα ίρλε ησλ ιέμεσλ ησλ δύν παξαπάλσ αιγεβξώλ. 

Σν Κεθάιαην 2 απνηειεί ην θύξην κέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο. Πξόθεηηαη γηα ηελ 

παξνπζίαζε ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ πινπνηήζεθε κε ζηόρν λα ππνινγηζηεί ην 

ίρλνο γηα ηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke. Πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε δνκή ηνπ 

πξνγξάκκαηνο θαζώο θαη ηα πξνβιήκαηα πνπ ζπλαληήζεθαλ θαηά ηελ 

αλάπηπμή ηνπ. Πξώηα αλαπηύμακε ην πξόγξακκα γηα ηηο άιγεβξεο Hecke 

ηύπνπ Α πξνθεηκέλνπ λα αλάγνπκε πνιύπινθεο ιέμεηο ζε γξακκηθνύο 

ζπλδπαζκνύο ιέμεσλ κηθξόηεξνπ κήθνπο πνπ, ηαπηόρξνλα, λα ζπκθσλνύλ κε 

ηνπο θαλόλεο ηνπο ίρλνπο Ocneanu. ηε ζπλέρεηα ην πξόγξακκα 

πξνζαξκόζηεθε ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke πξνζζέηνληαο ηνπο 

γελλήηνξεο framing  θαη ηηο ζρέζεηο ηνπο κε ηνπο γελλήηνξεο θνηζίδσλ ελώ 

ηαπηόρξνλα αληηθαηαζηάζεθε ε ηεηξαγσληθή ζρέζε Hecke από ηελ 

ηεηξαγσληθή ζρέζε Yokonuma-Hecke. Σν ίρλνο Ocneanu νδεγεί ζε 

πνιπώλπκα Laurent 2 κεηαβιεηώλ ελώ ην ίρλνο Juyumaya νδεγεί ζε 

πνιπώλπκα Laurent    κεηαβιεηώλ. Γηα απηό δεκηνπξγήζακε κία 

πξνγξακκαηηζηηθή βηβιηνζήθε γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ζηνλ ππνινγηζηή 



4 
 

πνιπσλύκσλ πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Σν Κεθάιαην 2 αθνινπζεί ηε δνκή ηνπ 

πξνγξάκκαηνο θαη παξάιιεια εμεγείηαη ην πώο πινπνηεί ηελ εθάζηνηε 

ζπλάξηεζε ίρλνπο. ην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά νη 

αιγόξηζκνη ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο ζηηο άιγεβξεο Hecke θαη ζηηο άιγεβξεο 

Yokonuma-Hecke. ηα πιαίζηα ηεο δεκηνπξγίαο ηνπ αιγνξίζκνπ 

δεκηνπξγήζεθε θαη έλα απιό δηαδξαζηηθό πεξηβάιινλ γηα ηε ρξήζε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο. ηε ζπλέρεηα, παξαζέηνπκε παξαδείγκαηα ππνινγηζκώλ ζε 

γλσζηνύο ηζνηνπηθνύο θόκβνπο. Σέινο, ζην Κεθάιαην 3 παξαηίζεηαη ν 

θώδηθαο ηνπ πξνγξάκκαηνο. Σα απνηειέζκαηα ηεο  εξγαζίαο απηήο είλαη 

πξσηόηππα. 
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1 Κόμβοι και κοηζίδερ 

1.1 Κόμβοι 

Η Θεσξία Κόκβσλ είλαη έλαο θιάδνο ηεο Σνπνινγίαο ρακειώλ δηαζηάζεσλ. 

ηελ Σνπνινγία δελ εμεηάδνληαη νη γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ, 

αιιά νη ηδηόηεηεο νη νπνίεο παξακέλνπλ αλαιινίσηεο σο πξνο ηελ αιιαγή 

θακππιόηεηαο, ζηξέςεο θαη γεληθά σο πξνο ειαζηηθέο παξακνξθώζεηο. Γηα 

παξάδεηγκα κία ζθαίξα θαη έλαο θύβνο ζεσξνύληαη ηνπνινγηθά όκνηα 

αληηθείκελα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε ζρέζε ηζνδπλακίαο ζηελ Σνπνινγία είλαη ν 

νκνηνκνξθηζκόο. Γύν ηνπνινγηθνί  ρώξνη ιέγνληαη νκνηνκνξθηθνί αλ ππάξρεη 

κεηαμύ ηνπο κία ακθηκνλνζήκαληε θαη ζπλερήο απεηθόληζε κε αληίζηξνθε 

επίζεο ζπλερή. 

Έλαο κόμβορ (knot) είλαη ε νκνηνκνξθηθή εηθόλα ηνπ θύθινπ ζηνλ 

ηξηζδηάζηαην ρώξν. Γηαηζζεηηθά έλαο θόκβνο είλαη απιά κία θιεηζηή, 

κνλνδηάζηαηε, ζπλερήο κε ηεκλόκελε θακπύιε ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν.  

   
Τεηπιμμένορ 

κόμβορ 
(unknot) 

Trefoil    

Έλαο κπίκορ (link) κε   ζπληζηώζεο είλαη ε νκνηνκνξθηθή εηθόλα   θύθισλ. 

Πξνθαλώο έλαο θόκβνο είλαη έλαο θξίθνο κε 1 ζπληζηώζα. ην εμήο ζα ιέκε 

θόκβνη ελλνώληαο θόκβνη θαη θξίθνη. Σν ζεκαληηθόηεξν αλνηθηό πξόβιεκα ζηε 

Θεσξία Κόκβσλ είλαη ε ηαμηλόκεζε ησλ θόκβσλ σο πξνο ηελ ζρέζε ηεο 

ιζοηοπίαρ, δειαδή ε θαηαγξαθή όισλ ησλ δπλαηώλ ηύπσλ θόκβσλ. Γύν 

θόκβνη    θαη     ιέγνληαη ηζνηνπηθνί αλ ππάξρεη νκνηνκνξθηζκόο ηνπ 

δεύγνπο         ζην δεύγνο        . Η ηαμηλόκεζε ησλ θόκβσλ είλαη έλα 

δύζθνιν πξόβιεκα θαζώο ππάξρνπλ θόκβνη νη νπνίνη κπνξεί λα θαίλνληαη 

εμαηξεηηθά πνιύπινθνη αιιά ηειηθά λα είλαη ηζνηνπηθνί κε θάπνηνλ ήδε γλσζηό 

θόκβν. Γηα παξάδεηγκα, ν παξαθάησ θόκβνο κπνξεί λα παξακνξθσζεί 

ειαζηηθά ρσξίο λα ηνλ «θόςνπκε» ζηνλ ηεηξηκκέλν θόκβν.  
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πλήζσο ηνπο θόκβνπο ηνπο αλαπαξηζηνύκε κε διαγπάμμαηα. Σα 

δηαγξάκκαηα απηά απνηεινύλ πξνβνιέο ησλ θόκβσλ ζην επίπεδν ζύκθσλα 

κε ηνπο θαλόλεο: 

i. Γελ επηηξέπνληαη ζεκεία αλαζηξνθήο (cusps). 

ii. Γελ επηηξέπνληαη εθαπηνκεληθά ζεκεία. 

iii. Γελ επηηξέπνληαη ηξηπιά (ή πεξηζζόηεξα) ζεκεία πξνβνιήο. 

iv. Σν ζύλνιν ησλ ζημείων διαζηαύπωζηρ (crossings) πξέπεη λα είλαη 

πεπεξαζκέλν. 

Απνδεηθλύεηαη όηη δύν θόκβνη είλαη ηζνηνπηθνί αλ θαη κόλν αλ ν έλαο 

παξάγεηαη από ηνλ άιινλ από κία αθνινπζία κινήζεων Reidemeister. Σν 

Θεώξεκα Reidemeister θάλεη ην πξόβιεκα ηεο ηαμηλόκεζεο θόκβσλ δηαθξηηό.  

 
 

 

Κίνηζη RI 
(twist / untwist) 

Κίνηζη RII 
(poke / unpoke) 

Κίνηζη RIII 
(slide) 

 

Η ζπλήζεο κέζνδνο γηα λα δηαθξίλνπκε θόκβνπο είλαη ε θαηαζθεπή  

αναλλοίωηων κόμβων. Μία αλαιινίσηε θόκβσλ είλαη κία ζπλάξηεζε από ην 

ζύλνιν ησλ θόκβσλ ζε έλα αιγεβξηθό αληηθείκελν, ηνπ νπνίνπ ε ηηκή 

εμαξηάηαη κόλν από ηελ θιάζε ηζνηνπίαο ζηελ νπνία αλήθεη ν θόκβνο. 

πλήζσο σο ζύλνιν ηηκώλ ρξεζηκνπνηνύληαη είηε ζύλνια αξηζκώλ είηε 

πνιπώλπκα, εθόζνλ είλαη εύθνιν λα θάλνπκε πξάμεηο θαη κε ηα δύν. Έρνληαο 

θαηαζθεπάζεη κία αλαιινίσηε θόκβσλ, είλαη εύθνιν λα απνθαλζνύκε αλ δύν 

θόκβνη δελ είλαη ηζνηνπηθνί: αλ νη εηθόλεο ηνπο κέζσ ηεο αλαιινίσηεο 

δηαθέξνπλ, ηόηε δελ είλαη ηζνηνπηθνί. Οη αλαιινίσηεο θόκβσλ κπνξνύλ λα καο 

δείμνπλ κόλν αλ δύν θόκβνη δεν είλαη ηζνηνπηθνί. Γειαδή αλ δύν θόκβνη έρνπλ 

ηελ ίδηα ηηκή κέζσ ηεο αλαιινίσηεο, απηό δελ ζεκαίλεη όηη είλαη ηζνηνπηθνί. 

Σέινο, ζπλήζσο γηα ηηο αλαιινίσηεο θόκβσλ ππάξρεη θάπνηνο αιγόξηζκνο ν 

νπνίνο ππνινγίδεη ηελ ηηκή ηνπο από ην δηάγξακκα ελόο θόκβνπ. 
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1.2 Ομάδερ κοηζίδων (braid group) 

1.2.1 Απλέρ κοηζίδερ 

Σν πξόβιεκα κε ηνπο θόκβνπο είλαη όηη δελ κπνξνύκε λα ηνπο κειεηήζνπκε 

άκεζα κε αιγεβξηθά κέζα. Γειαδή δελ κπνξνύκε λα πνύκε όηη ην ζύλνιν ησλ 

θόκβσλ είλαη νκάδα γηα παξάδεηγκα. Όκσο απηό ην πξόβιεκα ιύλεηαη 

νξίδνληαο ηηο ομάδερ ηων κοηζίδων, ηηο νπνίεο κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε 

αιγεβξηθά. 

Γεωμεηπικόρ οπιζμόρ (Artin, 1923): Μία κοηζίδα (braid) με   κλωζηέρ 

(strands) νξίδεηαη σο έλα ζύλνιν κε ηεκλόκελσλ απμνπζώλ πνιπγσληθώλ 

θισζηώλ ζηνλ   πνπ ζπλδένπλ ζεκεία            κε ζεκεία           , 

όπνπ            θαη           . Λέκε κία πνιπγσληθή θισζηή αύξοςζα 

όηαλ, ζεσξώληαο έλα ζεκείν πνπ θηλείηαη πάλσ ζηελ θισζηή μεθηλώληαο από 

έλα    θαηαιήγεη ζε έλα   , ε ζπληεηαγκέλε   ηνπ ζεκείνπ απμάλεη κνλόηνλα. 

Θεσξώληαο όηη νη θισζηέο κηαο θνηζίδαο είλαη ειαζηηθέο θαη όηη κπνξνύκε λα 

ηηο κεηαθηλήζνπκε (ρσξίο απηνηνκέο), ηόηε κπνξνύκε λα θαηαηάμνπκε ηηο 

θνηζίδεο ζε θιάζεηο ηζνδπλακίαο. Από εδώ θαη ζην εμήο ζεσξνύκε όηη κία 

θνηζίδα εθπξνζσπεί όιε ηελ θιάζε ηζνδπλακίαο ηεο, όπσο πξνθύπηεη κε 

απηόλ ηνλ δηαηζζεηηθό ηξόπν. 

ην ζύλνιν ησλ θνηζίδσλ κε   θισζηέο κπνξνύκε λα νξίζνπκε κία πξάμε: 

ζεσξνύκε σο γηλόκελν δύν θνηζίδσλ ηελ θνηζίδα πνπ πξνθύπηεη αλ 

«ελώζνπκε» ηηο δύν θνηζίδεο βάδνληαο ηε κία θάησ από ηελ άιιε. Σν 

γηλόκελν δύν θνηζίδσλ είλαη ηόηε κία πξνζεηαηξηζηηθή πξάμε, ππάξρεη 

ηαπηνηηθή θνηζίδα ε νπνία αληηζηνηρεί ζην θάζε ζεκείν    ην ζεκείν   , όπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα.  

 

Η ηαςηοηική κοηζίδα με 4 κλωζηέρ 

 

Δπίζεο ππάξρεη θαη ε αληίζηξνθε κηαο θνηζίδαο.  Γειαδή ε θνηζίδα ε νπνία 

«μεθηλάεη» από ηα ζεκεία    θαη θαηαιήγεη ζηα ζεκεία    ηεο αξρηθήο θνηζίδαο 

θαη είλαη θαηνπηξηθή σο πξνο ην ελδηάκεζν επίπεδν πνπ πξνθύπηεη αλ 

πάξνπκε ην γηλόκελό ηνπο, βι. παξαθάησ ζρήκα. 
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Μία κοηζίδα με ηην ανηίζηποθή ηηρ 

 

ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, νη θνηζίδεο έρνπλ κία δνκή νκάδαο ζεσξώληαο 

σο δηκειή πξάμε ηεο νκάδαο ην γηλόκελν θνηζίδσλ. Φπζηθά ε νκάδα ησλ 

θνηζίδσλ δελ είλαη αβειηαλή. Απηό ήηαλ έλα αλακελόκελν απνηέιεζκα αθνύ 

κία θνηζίδα επάγεη θπζηθά κηα κεηάζεζε, θαη από ηε ζηηγκή πνπ ε νκάδα ησλ  

κεηαζέζεσλ    ηνπ ζπλόινπ           δελ είλαη αληηκεηαζεηηθή, ηόηε δελ ζα 

είλαη θαη ε νκάδα ησλ θνηζίδσλ κε   θισζηέο. 

Όκσο ππάξρεη κία παξάζηαζε ηεο νκάδαο ησλ θνηζίδσλ, κέζσ ηεο νπνίαο ε 

νκάδα ησλ θνηζίδσλ νξίδεηαη αιγεβξηθά. 

Αλγεβπικόρ οπιζμόρ (Artin, 1923): Οξίδνπκε σο ομάδα κοηζίδων Artin (Artin 

braid group) κία νκάδα κε γελλήηνξεο αληίζηνηρνπο κηαο νκάδαο Coxeter θαη 

ίδηεο ζρέζεηο εθηόο ηεο ζρέζεο   
   . ύκθσλα κε απηόλ ηνλ νξηζκό ε 

παξάζηαζε ηεο νκάδαο    ησλ θνηζίδσλ κε   θισζηέο ηύπνπ Α είλαη: 

                                                       

Οη ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ    νλνκάδνληαη braid relations. Η πξώηε 

ζρέζε νλνκάδεηαη far commutativity ιόγσ ηνπ όηη ε αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα δελ 

ηζρύεη γηα όια ηα δεύγε θνηζίδσλ. Παξαηεξνύκε όηη ε    παξίζηαηαη κε ηηο 

ίδηεο ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ αληίζηνηρε νκάδα κεηαζέζεσλ    – ε 

νπνία είλαη ε νκάδα Coxeter ηύπνπ Α – κόλν πνπ ιείπεη ε ζρέζε   
   , 

όπσο αθξηβώο πεξηγξάθεη ν νξηζκόο. 

Οη γελλήηνξεο    νξίδνληαη κε θπζηθό ηξόπν από ηνπο γελλήηνξεο ησλ 

νκάδσλ κεηαζέζεσλ: κε    πεξηγξάθεηαη ε θνηζίδα ε νπνία αληηζηνηρεί ηνλ 

αξηζκό   ζηνλ αξηζκό    , ηνλ αξηζκό     ζηνλ αξηζκό    θαη αθήλεη όινπο 

ηνπο άιινπο αξηζκνύο ίδηνπο. Γηαγξακκαηηθά νη γελλήηνξεο απεηθνλίδνληαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα: 
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Μία κοηζίδα και οι γεννήηοπερ ηηρ 

 

Ο Chow απέδεημε ην 1925 όηη νη δύν νξηζκνί ηαπηίδνληαη. Οπόηε κπνξνύκε λα 

πεξηγξάςνπκε αιγεβξηθά ηηο γεσκεηξηθέο ζρέζεηο κέζσ ησλ νπνίσλ 

κπνξνύκε λα νδεγεζνύκε από κία θνηζίδα ζε κία ιζοηοπική ηεο, δειαδή ζε 

κία θνηζίδα ε νπνία ζα πξνθύπηεη από ηελ πξώηε κέζσ κίαο αθνινπζίαο 

θηλήζεσλ (όκνηεο κε ηηο θηλήζεηο Reidemeister γηα ηνπο θόκβνπο). Οη δπλαηέο 

απηέο θηλήζεηο θαη νη αιγεβξηθέο ζρέζεηο πνπ ηηο πεξηγξάθνπλ είλαη νη εμήο: 

   
                            

       
           

                   
   

 

Απηέο νη ηξεηο θηλήζεηο είλαη όιεο νη βαζηθέο ηζνηνπίεο ζε επίπεδν 

δηαγξακκάησλ γηα θνηζίδεο. 

Οη θνηζίδεο παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηε Θεσξία Κόκβσλ θαζώο αλ 

«θιείζνπκε» κία θνηζίδα, δειαδή αλ ελώζνπκε ηα άθξα ηεο κε απιά ηόμα, 

ηόηε πξνθύπηεη έλαο πξνζαλανιηζκέλνο θξίθνο.  

 
Το κλείζιμο μίαρ κοηζίδαρ 
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Αληίζηξνθα, ην ζεώξεκα Alexander πξαθηηθά καο ιέεη όηη ζε θάζε θόκβν 

κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε κία θνηζίδα: 

Θεώπημα  (Alexander, 1923): Κάζε πξνζαλαηνιηζκέλνο θξίθνο είλαη 

ηζνηνπηθόο κε ην θιείζηκν κίαο θνηζίδαο. 

Από ηε ζηηγκή πνπ ζε θάζε θόκβν έρνπκε αληηζηνηρίζεη κία θνηζίδα, είλαη 

θπζηθό λα εξσηήζνπκε πσο ζρεηίδνληαη δύν θνηζίδεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε 

ηζνηνπηθνύο θόκβνπο. ε απηό καο βνεζνύλ νη δύν παξαθάησ θηλήζεηο: 

1. πδπγία:         όπνπ       . 

2. Κίλεζε Markov:      
  . 

Η ζπδπγία καο δείρλεη όηη νη θιεηζηέο θνηζίδεο    θαη    είλαη ηζνηνπηθέο. Η 

θίλεζε Markov αληηζηνηρεί πξαθηηθά κία θνηζίδα ηεο νκάδαο    ζε κία θνηζίδα 

ηεο νκάδαο      πξνζζέηνληαο κία θισζηή ε νπνία δηαζηαπξώλεηαη κε ηελ 

ηειεπηαία, όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

Οη παξαπάλσ δύν θηλήζεηο θνηζίδσλ απνδεηθλύεηαη όηη είλαη αξθεηέο γηα λα 

βξνύκε αλ ηα θιεηζίκαηα δύν θνηζίδσλ αληηζηνηρνύλ ζε ηζνηνπηθνύο θόκβνπο: 

Θεώπημα (Markov, 1935): Σα θιεηζίκαηα δύν θνηζίδσλ είλαη ηζνηνπηθά αλ 

θαη κόλνλ αλ κία θνηζίδα πξνέξρεηαη από ηελ άιιε από κία πεπεξαζκέλε 

αθνινπζία θηλήζεσλ 1 θαη 2. 

Από ηα ζεσξήκαηα Alexander θαη Markov απνδεηθλύεηαη όηη πνιιά 

πξνβιήκαηα ηεο Θεσξίαο Κόκβσλ κπνξνύλ λα πξνζεγγηζηνύλ 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο νκάδεο ησλ θνηζίδσλ, κε ηηο νπνίεο κπνξνύκε λα 

δνπιέςνπκε αιγεβξηθά. 

1.2.2 Πλαιζιωμένερ κοηζίδερ 

ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ηηο πλαιζιωμένερ κοηζίδερ (framed braids). 

Γηαηζζεηηθά, κία πιαηζησκέλε θνηζίδα είλαη κηα θνηζίδα κε   θισζηέο, όπνπ 

ζε θάζε θισζηή επηζπλάπηνπκε έλαλ αθέξαην αξηζκό. Δπηπιένλ, όηαλ 

ζπλζέηνπκε δύν πιαηζησκέλεο θνηζίδεο, νη αξηζκνί πνπ έρνπκε επηζπλάςεη ζε 

θάζε θισζηή πξνζηίζεληαη ζύκθσλα κε ηε κεηάζεζε πνπ επάγεηαη. 
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Η νκάδα ησλ πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ    νξίδεηαη σο έλα εκηεπζύ γηλόκελν 

νκάδσλ. 

Οπιζμόρ: Έζησ   κία νκάδα,   κία ππννκάδα ηεο   θαη   κία θαλνληθή 

ππννκάδα ηεο  . Αλ θάζε ζηνηρείν ηεο   γξάθεηαη κνλαδηθά σο έλα γηλόκελν 

ελόο ζηνηρείνπ ηεο   θαη ελόο ζηνηρείνπ ηεο   ηόηε ιέκε όηη ε   είλαη ην 

ημιεςθύ γινόμενο ησλ νκάδσλ   θαη   θαη ζπκβνιίδνπκε      . 

Οπιζμόρ: Η νκάδα ησλ πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ    νξίδεηαη σο ην εκηεπζύ 

γηλόκελν ηεο νκάδαο    κε ηελ νκάδα ησλ θνηζίδσλ, δειαδή         . 

ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο νη πιαηζησκέλεο θνηζίδεο πνπ δεκηνπξγνύληαη 

έρνπλ ζε θάζε θισζηή από έλαλ αθέξαην αξηζκό. Όκσο είλαη δπλαηόλ λα 

νξίζνπκε πιαηζησκέλεο θνηζίδεο ζηηο νπνίεο λα επηζπλάςνπκε θάπνην 

ζηνηρείν κίαο νκάδαο ππνινίπνπ   . Σόηε ζπκβνιίδνπκε ηελ νκάδα ησλ 

πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ modulo d πνπ πξνθύπηεη σο      (
 

  
)
 

   .  Η 

     κπνξεί λα νξηζηεί σο ε νκάδα πειίθν 
  

   
     

, όπνπ    ν γελλήηνξαο 

framing γηα ηελ   θισζηή. 

Τπάξρεη παξάζηαζε θαη γηα ηελ νκάδα ησλ πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ. Η 

δηαθνξά ηώξα ζα είλαη όηη ζα έρνπκε δύν ζύλνια γελλεηόξσλ. Σν πξώην 

ζύλνιν γελλεηόξσλ ζα είλαη ην ζύλνιν           (νη γελλήηνξεο ηεο   ). Σν 

δεύηεξν ζύλνιν γελλεηόξσλ ζα είλαη ην ζύλνιν           (framings) όπνπ    

είλαη ε ηαπηνηηθή θνηζίδα ζηελ νπνία επηζπλάπηνπκε ζηελ  -θισζηή ην 1 ηεο 

   θαη ζε όιεο ηηο άιιεο ην 0. Σόηε, θάζε πιαηζησκέλε θνηζίδα κπνξεί λα 

γξαθεί σο έλα γηλόκελν από απηνύο ηνπο γελλήηνξεο. 

ηελ νκάδα      ηζρύνπλ νη επηπιένλ ζρέζεηο: 

i.                 

ii.                     

iii.   
       

Όπνπ       είλαη ην απνηέιεζκα ηεο αληηκεηάζεζεο            ζην  . 

Κιείλνληαο κία πιαηζησκέλε θνηζίδα ιακβάλνπκε έλαλ πλαιζιωμένο κπίκο. 

Γειαδή έλαλ θξίθν όπνπ ζε θάζε ζπληζηώζα επηζπλάπηεηαη έλαο αθέξαηνο. 
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Δίλαη γλσζηό όηη θάζε ηξηζδηάζηαηε πνιιαπιόηεηα (ζπκπαγήο, ρσξίο ζύλνξν, 

ζπλεθηηθή θαη πξνζαλαηνιίζηκε) κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί από ηελ    κέζσ 

«ρεηξνπξγηθήο» θαηά κήθνο ελόο πιαηζησκέλνπ θξίθνπ. 

  



13 
 

1.3 Άλγεβπερ Hecke και Yokonuma-Hecke 

Οη άιγεβξεο Hecke ηύπνπ Α (ή Iwahori-Hecke) όπσο θαη νη άιγεβξεο 

Yokonuma-Hecke παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ κειέηε ησλ θνηζίδσλ θαη ησλ 

πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ αληίζηνηρα. πγθεθξηκέλα, νη άιγεβξεο Hecke 

απνηεινύλ αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζζηθώλ θνηζίδσλ θαη νη άιγεβξεο 

Yokonuma-Hecke ησλ πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ. ε απηό ηελ παξάγξαθν ζα 

νξίζνπκε ηηο δύν παξαπάλσ άιγεβξεο, θαη ζα δνύκε θαη ηηο ζπλαξηήζεηο 

ίρλνπο πνπ νξίδνληαη ζε απηέο. 

1.3.1 Άλγεβπερ Hecke 

Η άλγεβπα Hecke ηύπος Α,       απνηειείηαη από έλα ζύλνιν γελλεηόξσλ 

                 θαη έρεη ηελ παξαθάησ παξάζηαζε: 

                         
              

                                       

όπνπ    , κία απξνζδηόξηζηε. 

Παξαηεξνύκε όηη νη ζρέζεηο απηέο είλαη ίδηεο κε ηηο ζρέζεηο πνπ δηέπνπλ ηελ 

νκάδα ησλ θιαζηθώλ θνηζίδσλ θαζώο θαη ηελ νκάδα κεηαζέζεσλ   . Η κόλε 

δηαθνξά ηώξα από ηελ    είλαη ε ηεηξαγσληθή ζρέζε πνπ είλαη πην ζύλζεηε 

(ζηελ    ζα είρακε   
   ). Γηα     έρνπκε όηη ε άιγεβξα       δελ είλαη 

παξά ε group algebra    . Δπίζεο ε δηάζηαζε ηεο       είλαη   . 

ηελ       κπνξνύκε λα γεληθεύζνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε γηα λα έρνπκε 

θιεηζηό ηύπν γηα θάζε εθζέηε    . Γηα     έρνπκε: 

  
    

    [         ]          
     

      [         ]                         

                                        

Δπαγσγηθά έρνπκε ηελ εμήο ζρέζε γηα ζεηηθνύο εθζέηεο: 

  
                                           

Μπνξνύκε όκσο λα βξνύκε θαη θιεηζηή ζρέζε γηα αξλεηηθνύο εθζέηεο. Γηα ηνλ 

αληίζηξνθν ελόο γελλήηνξα έρνπκε: 

  
              

   
            

    

  
                 

Η παξαπάλσ ζρέζε γεληθεύεηαη θαη γηα νπνηνλδήπνηε αξλεηηθό εθζέηε (   ) 

ζηελ ζρέζε: 
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Σν ζπκπέξαζκα είλαη όηη γηα νπνηνλδήπνηε εθζέηε κία ιέμε αλαιύεηαη ζε δύν 

απινύζηεξεο. Η κόλε δηαθνξά είλαη όηη νη πνιπσλπκηθνί ζπληειεζηέο 

δηαθέξνπλ αλάινγα κε ηνλ εθζέηε. 

Θεώπημα Ocneanu, 1984 (ίσνορ Markov για ηην      ): Γηα θάζε   

ππάξρεη κία κνλαδηθή γξακκηθή ζπλάξηεζε ίρλνπο ζηελ       πνπ 

θαζνξίδεηαη από ηνπο θαλόλεο (όπνπ     απξνζδηόξηζηε): 

1.               

2.         

3.                         

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο (3) ζα πξέπεη λα πεξηέρεη 

αθξηβώο κία θνξά ηνλ γελλήηνξα   . Οπόηε κε ην ίρλνο Ocneanu θάζε ιέμε 

ηεο άιγεβξαο Hecke αλαπαξίζηαηαη από έλα κηγαδηθό πνιπώλπκν Laurent 

δύν κεηαβιεηώλ    . Θα δνύκε όηη ην ίρλνο Ocneanu ζα ιεηηνπξγήζεη σο 

αλαιινίσηε γηα ηνπο πξνζαλαηνιηζκέλνπο θόκβνπο κε ηε βνήζεηα ηνπ 

πνιπσλύκνπ Jones: 

Αο ζεσξήζνπκε ηελ group algebra    . Η άιγεβξα απηή ζα πεξηέρεη 

αζξνίζκαηα όπνπ νη όξνη ζα είλαη θνηζίδεο κε έλαλ κηγαδηθό ζπληειεζηή. Σόηε, 

κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε ηελ άιγεβξα     ζηελ άιγεβξα Hecke       

αληηζηνηρώληαο θάζε γελλήηνξα    ηεο      ζηνλ γελλήηνξα    ηεο      . 

Οπόηε ε αληηζηνηρία είλαη θαιά νξηζκέλε θαη απνδεηθλύεηαη εύθνια όηη είλαη 

επηκνξθηζκόο. Σνλίδνπκε όηη ε δηάζηαζε ηεο     είλαη άπεηξε ελώ ε δηάζηαζε 

ηεο       είλαη πεπεξαζκέλε.  

Οπόηε ε δηαδηθαζία γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ πνιπσλύκνπ Jones ζπλνςίδεηαη 

ζηα εμήο: μεθηλώληαο από έλαλ πξνζαλαηνιηζκέλν θόκβν, από ην ζεώξεκα 

Alexander ππάξρεη θνηζίδα ηεο νπνίαο ην θιείζηκν καο δίλεη απηόλ ηνλ θόκβν. 

Η θνηζίδα απηή όκσο κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί ζηελ άιγεβξα Hecke      . 

ηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ην ίρλνο Ocneanu ηεο ιέμεο πνπ δεκηνπξγείηαη θαη 

ιακβάλνπκε σο απνηέιεζκα έλα κηγαδηθό πνιπώλπκν Laurent δύν 

κεηαβιεηώλ. Άξα ππνινγίδνληαο ηα ίρλε γηα δύν δηαθνξεηηθνύο 

πξνζαλαηνιηζκέλνπο θόκβνπο, κπνξνύκε λα απνθαλζνύκε αλ δελ είλαη 

ηζνηνπηθνί. πγθεθξηκέλα, γηα έλαλ πξνζαλαηνιηζκέλν θόκβν   έρνπκε ηελ 

εμήο αλαιινίσηε - πολςώνςμο Jones δύο μεηαβληηών (Jones, 1984): 

        ( 
    

√       
)

   

(√ )
 
         

Όπνπ      είλαη κία νπνηαδήπνηε θνηζίδα ηεο νπνίαο ην θιείζηκν δίλεη ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκέλν θόκβν   θαη   είλαη ε αλαπαξάζηαζε ηεο    ζηελ      . Η 

παξαπάλσ θαηαζθεπή αλαιινίσηεο θόκβσλ είλαη ε πξώηε πνπ έγηλε 
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ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεσξία ησλ θνηζίδσλ θαη γηα απηήλ ηελ θαηαζθεπή ν 

Jones ηηκήζεθε κε ην κεηάιην Fields. 

Ο ππνινγηζκόο ηνπ ίρλνπο ηεο άιγεβξαο Hecke είλαη κία ζρεηηθά εύθνιε 

ππόζεζε. Σν κόλν πξόβιεκα πνπ ππάξρεη είλαη ε ηεηξαγσληθή ζρέζε ε νπνία 

«ζπάεη» ηε ιέμε ζε δύν θνκκάηηα. Απηόο είλαη θαη ν ιόγνο γηα ηνλ νπνίν ν 

ππνινγηζκόο απηόο γίλεηαη ηαρύηεξα από ππνινγηζηή. 

1.3.2 Άλγεβπερ Yokonuma-Hecke 

Οη άιγεβξεο Yokonuma-Hecke νξίζηεθαλ αξρηθά από ηνλ Yokonuma [Τν] θαη 

κπνξνύλ λα νξηζηνύλ ηζνδύλακα σο άιγεβξεο πειίθα ησλ modular 

πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ       σο πξνο κία ηεηξαγσληθή ζρέζε, πνιύ πην 

πνιύπινθε από εθείλε ησλ αιγεβξώλ Hecke. 

Οπιζμόρ: Η άιγεβξα Yokonuma-Hecke         απνηειείηαη από έλα ζύλνιν 

γελλεηόξσλ                              πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο εμήο ζρέζεηο: 

i.           γηα         

ii.               γηα         

iii.                 

iv.                     

v.   
       

όπνπ     κία απξνζδηόξηζηε, θαη       είλαη ην απνηέιεζκα ηεο 

αληηκεηάζεζεο            ζην  ,  καδί κε ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε: 

vi.   
                            , όπνπ 

     
 

 
∑   

     
  

   

   

 

Γηαγξακκαηηθά ην ζηνηρείν      αλαπαξίζηαηαη σο εμήο: 

 

Οπόηε ε πνιππινθόηεηα ηεο ηεηξαγσληθήο ζρέζεο θαίλεηαη άκεζα από ην 

εμήο ζρήκα, αληηθαζηζηώληαο ην      ζρεκαηηθά: 
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Γηαγξακκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ζηνηρείνπ   

  
 

Από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο απνδεηθλύνληαη εύθνια νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

vii.     
       

viii.                   

ix.               γηα     θαη γηα         

x.                   γηα         

Όπσο από ηελ group algebra ησλ απιώλ θνηζίδσλ     ππάξρεη 

επηκνξθηζκόο ζηελ άιγεβξα Hecke      , κε ηνλ ίδην ηξόπν ππάξρεη 

επηκνξθηζκόο από ηελ group algebra ησλ πιαηζησκέλσλ θνηζίδσλ     ζηελ 

άιγεβξα Yokonuma-Hecke        . πγθεθξηκέλα, απεηθνλίδνπκε θάζε 

braiding γελλήηνξα        ζηνλ γελλήηνξα           , θαη θάζε framing 

γελλήηνξα        ζην ζηνηρείν           . Γεληθά παξαηεξνύκε όηη νη 

ζρέζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke είλαη νη ίδηεο πνπ 

ηζρύνπλ θαη γηα ηηο πιαηζησκέλεο θνηζίδεο (εμαηξώληαο ηελ ηεηξαγσληθή 

ζρέζε). 

Θεώπημα Juyumaya (Ίσνορ Markov για ηην        ): Έζησ 

                 θαη έζησ        . Γηα θάζε      ππάξρεη κία 

κνλαδηθή γξακκηθή απεηθόληζε     (     )   
            ε νπνία 

θαζνξίδεηαη από ηνπο θαλόλεο: 

1.                     

2.            

3.                         όπνπ        

4.              
              όπνπ                

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο (3) ζα πξέπεη λα 

εκθαλίδεηαη αθξηβώο κία θνξά ν γελλήηνξαο    θαη λα κελ πεξηέρεηαη ζηε 

ιέμε ν γελλήηνξαο     . Αληίζηνηρα γηα λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο (4) ζα 

πξέπεη λα κελ πεξηέρεηαη ζηε ιέμε ν γελλήηνξαο   . Καη εδώ, κέζσ ηνπ 

ίρλνπο Juyumaya δύν δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ηεο άιγεβξαο απεηθνλίδνληαη ζε 
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δύν δηαθνξεηηθά κηγαδηθά πνιπώλπκα Laurent πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Λόγσ ηεο 

ηεηξαγσληθήο ζρέζεο, ε νπνία αλαιύεη ηελ αξρηθή ιέμε ζε πνιιέο 

απινύζηεξεο ιέμεηο (ζπγθεθξηκέλα      ιέμεηο θάζε θνξά) είλαη εκθαλέο όηη 

ν ππνινγηζκόο ηνπ ίρλνπο γηα ηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke είλαη αξθεηά 

δύζθνινο. Η ηεηξαγσληθή ζρέζε γεληθεύεηαη γηα νπνηνδήπνηε αθέξαην εθζέηε 

σο εμήο: 

1. Γηα    , έζησ         ∑       
    αλ     ,  

θαη         ∑       
    αλ       . Σόηε 

  
  {

                      

                         
 

 

2. Γηα    , έζησ   
            ∑        

    αλ      ,  

θαη   
         ∑        

    αλ        . Σόηε 

  
  {

    
        

             

     
        

               
 

Η ζπλάξηεζε ίρλνπο κπνξεί ζεσξεηηθά λα καο βνεζήζεη λα θαηαζθεπάζνπκε 

κία αλαιινίσηε πιαηζησκέλσλ θόκβσλ. Ξεθηλώληαο δειαδή από έλαλ 

πιαηζησκέλν θόκβν, ζα βξνύκε κία θνηζίδα πνπ ηνπ αληηζηνηρεί κέζσ ηνπ 

ζεσξήκαηνο Alexander θαη αθνύ βξνύκε ηελ εηθόλα ηεο θνηζίδαο ζηελ 

άιγεβξα Yokonuma-Hecke ζα κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην ίρλνο, πνπ ζα 

είλαη έλα κηγαδηθό πνιπώλπκν Laurent πνιιώλ κεηαβιεηώλ. 

Παξαδόμσο ην ίρλνο Juyumaya είλαη ην κόλν ζηελ βηβιηνγξαθία πνπ δελ 

θαλνληθνπνηείηαη άκεζα ζύκθσλα κε ηελ ζεηηθή θαη αξλεηηθή θίλεζε Markov. 

1.3.3 Γςζκολίερ ηων ςπολογιζμών 

Οη ππνινγηζκνί ηεο ζπλάξηεζεο ίρλνπο ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke είλαη 

αξθεηά δύζθνινη ιόγσ ηεο πεξίπινθεο ηεηξαγσληθήο ζρέζεο πνπ πεξηέρεη ην 

ζηνηρείν     . 

Η ζπλήζεο πξαθηηθή ζηνπο ππνινγηζκνύο ηνπ ίρλνπο είλαη λα ρσξίδνπκε ηε 

ιέμε ζε δύν κέξε: ζην framing part θαη ζην braiding part, θέξλνληαο ζηελ 

αξρή ηεο ιέμεο – κέζσ ησλ ζρέζεσλ (iv) ηνπ νξηζκνύ – ηα ζηνηρεία   . Γηα 

παξάδεηγκα έρνπκε:       
            

 . Απηή ε κνξθή καο δηεπθνιύλεη 

αξθεηά ζηνπο ππνινγηζκνύο, θαη είλαη ε ηερληθή πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί από 

ην ππνινγηζηηθό πξόγξακκα. 

Πξάγκαηη, ηα ζηνηρεία      δελ έρνπλ, δπζηπρώο, ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά κε ηα 

  , δειαδή δελ κπνξνύκε λα ηα κεηαθέξνπκε ζηελ αξρή ηεο ιέμεο, ιόγσ ησλ 

ζρέζεσλ (viii) θαη (ix). Οπόηε δελ κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε κία αλάινγε 

ηερληθή δηαρσξηζκνύ θαη γηα ηα      έηζη ώζηε λα γίλεηαη γξήγνξα ν 

ππνινγηζκόο. Απηόο είλαη θαη ν ιόγνο πνπ είλαη αλαγθαίνο ν ππνινγηζηήο γηα 

ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο. Η κόλε ιύζε ζην πξόβιεκα είλαη λα 
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αληηθαζηζηνύκε ηα      ζύκθσλα κε ηε ζρέζε      
 

 
∑   

     
     

   , ε νπνία 

όκσο αλαιύεη ηε ιέμε ζε   θαηλνύξηεο ιέμεηο. Γηα παξάδεηγκα, ζηε ιέμε 

    
    

        
    

        
     γηα ζεηηθά   θαη  , είλαη εκθαλέο όηη γηα λα 

ππνινγηζηεί ην ίρλνο ζα πξέπεη λα εθαξκνζηεί ηνπιάρηζηνλ 5 θνξέο – γηα 

αξρή – ε ηεηξαγσληθή ζρέζε, πξάγκα πνπ δπζρεξαίλεη πνιύ ηνπο 

ππνινγηζκνύο. 

Παξαηεξνύκε ζηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε όηη ε αξρηθή καο θνηζίδα αλαιύεηαη ζε 

πνιιέο απινύζηεξεο ιέμεηο. ηελ θαιύηεξε πεξίπησζε (αλ    ) ε θνηζίδα 

ζα ζπάζεη ζε 7 θαηλνύξηεο ιέμεηο. Όκσο ππάξρεη πεξίπησζε ζε θάπνηεο από 

ηηο 7 λέεο ιέμεηο λα εθαξκνζηεί πάιη ε ηεηξαγσληθή ζρέζε πνπ ζεκαίλεη όηη ζα 

αλαιπζνύλ θαη πάιη. Η πνιππινθόηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο απμάλεη αξθεηά όζν 

κεγαιύηεξν είλαη ην   θαη όζν πεξηζζόηεξνπο εθζέηεο έρεη κία ιέμε, έηζη ώζηε 

είλαη πξαθηηθά αδύλαηνλ λα ππνινγηζηνύλ ηα ίρλε θάπνηνλ ιέμεσλ «ζην 

ραξηί». 

πκπεξαζκαηηθά, μεθηλώληαο από κία πιαηζησκέλε θνηζίδα αλαιύνπκε ηνπο 

εθζέηεο ησλ γελλεηόξσλ braiding όζεο θνξέο ρξεηαζηεί θαη ζε θάζε ιέμε πνπ 

πξνθύπηεη δηαρσξίδνπκε θάζε θνξά ηνπο γελλήηνξεο framing από ηνπο 

γελλήηνξεο braiding. ηε ζπλέρεηα επεμεξγαδόκαζηε ην braiding part κε ηξόπν 

αλάινγν πνπ θάλνπκε κε ηελ άιγεβξα Hecke θαη ζπλερίδνπκε κε όκνην 

ηξόπν. 

πλνπηηθά, ην ππνινγηζηηθό παθέην ζα κπνξεί λα ππνινγίδεη θαη λα ζπγθξίλεη 

ίρλε γηα δηάθνξεο ιέμεηο ζρεηηθά γξήγνξα, έηζη ώζηε λα κπνξνύκε λα 

απνθαλζνύκε αλ νη ιέμεηο αληηζηνηρνύλ ζε κε ηζνηνπηθνύο θόκβνπο. 
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2 Πεπιγπαθή ηος ςπολογιζηικού ππογπάμμαηορ 

2.1 Διζαγωγή 

ε απηό ην θεθάιαην ζα πεξηγξαθεί ε δνκή ηνπ ππνινγηζηηθνύ πξνγξάκκαηνο 

πνπ δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηνύλ ηα ίρλε ζηηο άιγεβξεο 

Hecke θαη Yokonuma-Hecke. 

2.1.1 Γλώζζα ππογπαμμαηιζμού 

ύκθσλα κε όζα αλαθέξζεθαλ ζην 1ν θεθάιαην γηα ηηο δπζθνιίεο ησλ 

ππνινγηζκώλ, είλαη εκθαλέο όηη ζα ρξεηαζηεί λα πξνζνκνησζνύλ σο 

αληηθείκελα νη ιέμεηο ζηηο άιγεβξεο Hecke θαη Yokonuma-Hecke. Δπίζεο είλαη 

ππνρξεσηηθή ε ύπαξμε ελόο ππνπξνγξάκκαηνο ην νπνίν ζα δηαρεηξίδεηαη 

πνιπώλπκα πνιιώλ κεηαβιεηώλ πάλσ από ην ζώκα ησλ πξαγκαηηθώλ 

αξηζκώλ. 

Οπόηε γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο αλάπηπμεο ηνπ πξνγξάκκαηνο επηιέρζεθε ε C# 

4.0 σο γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ. Η C# 4.0 είλαη κία αληηθεηκελνζηξαθήο 

γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ, νπόηε κπνξνύκε λα νξίζνπκε αληηθείκελα πάλσ 

ζηα νπνία ζα εθαξκόδνληαη ζπλαξηήζεηο. Απηή είλαη θαη ε ηερληθή πνπ ζα 

αθνινπζεζεί ζην πξόγξακκα. πγθεθξηκέλα ζα θαηαζθεπαζηεί – όπσο ζα 

δνύκε αλαιπηηθά παξαθάησ – κία θιάζε ε νπνία ζα πξνζνκνηώλεη κία ιέμε 

ζε θάπνηα άιγεβξα. Οη ζπλαξηήζεηο ίρλνπο ζα είλαη πξαθηηθά ζπλαξηήζεηο ηεο 

θιάζεο. Οπόηε ζα δεκηνπξγνύκε λέα αληηθείκελα – ιέμεηο θαη ζα θαινύκε ηε 

ζπλάξηεζε ίρλνπο ε νπνία ζα ππνινγίδεη ην θαηάιιειν πνιπώλπκν. 

Δπίζεο ε C# 4.0 δηαζέηεη θάπνηα ζηνηρεία ζπλαξηεζηαθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

(αλώλπκεο ζπλαξηήζεηο, ι-εθθξάζεηο θαη ηε δπλαηόηεηα δεκηνπξγίαο 

εξσηεκάησλ [queries] κέζα ζηε γιώζζα [LINQ]) ηα νπνία ζα καο 

δηεπθνιύλνπλ ζηηο πξάμεηο κε ηηο ιίζηεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ εθηελώο. Η 

δπλαηόηεηα ρξήζεο δνκώλ δεδνκέλσλ κέζσ ηνπ generics ζα καο θαλεί 

ρξήζηκε έηζη ώζηε λα κελ γίλνληαη άζθνπεο κεηαηξνπέο ηύπσλ. 

Σέινο, ε εγγελήο ππνζηήξημε ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ (κέζσ ηεο θιάζεο 

System.Numerics.Complex) είλαη έλα ζεκαληηθό ραξαθηεξηζηηθό πνπ 

δηεπθόιπλε ηελ αλάπηπμε ηνπ πξνγξάκκαηνο. 

Η C# 4.0 ηξέρεη κόλν ζε Windows, αλ θαη ππάξρεη έλα project αλνηρηνύ 

θώδηθα (Mono) πνπ επηηξέπεη ηελ εθηέιεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο ζε Linux θαη 

Mac OS X κε θάπνηεο κηθξέο ηξνπνπνηήζεηο. Η αλάπηπμε ηνπ πξνγξάκκαηνο 

έγηλε κέζσ ηνπ πξνγξακκαηηζηηθνύ πεξηβάιινληνο Visual Studio 2010. 

2.1.2 Γομή ηος ππογπάμμαηορ 

Σν πξόγξακκα ζα ρσξηζηεί ζε δύν κέξε: ην πξώην κέξνο ζα αλαιάβεη ηηο 

πξάμεηο κεηαμύ πνιπσλύκσλ θαη ην δεύηεξν κέξνο ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ίρλνπο θαη ην γξαθηθό πεξηβάιινλ. 
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πγθεθξηκέλα, ην πξώην κέξνο ην νπνίν νλνκάδεηαη PolyLib είλαη κηα 

βηβιηνζήθε γηα πνιπώλπκα πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Η αλάπηπμε ηεο βηβιηνζήθεο 

απηήο είλαη απνιύησο αλεμάξηεηε από ην ππόινηπν πξόγξακκα. Απηό έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ πην εύθνιε απνζθαικάησζε ηνπ θώδηθα ζε πεξίπησζε πνπ 

εληνπηζηνύλ ιάζε. Δπίζεο ιόγσ ηνπ δηαρσξηζκνύ ππάξρεη ε δπλαηόηεηα ε 

βηβιηνζήθε απηή λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζε άιια project, ρσξίο θακία 

απνιύησο κεηαηξνπή. 

Η βηβιηνζήθε PolyLib είλαη αξθεηά επέιηθηε όζνλ αθνξά ηα πνιπώλπκα. Έρεη 

ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε λα κπνξνύκε λα πξνζνκνηώζνπκε νπνηνδήπνηε 

πνιπώλπκν κε πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο, αλεμάξηεηα δειαδή από ηνλ 

αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ ή ηνλ βαζκό ηνπ πνιπσλύκνπ. Μέρξη ηώξα, νη 

πεξηζζόηεξεο βηβιηνζήθεο ζπλήζσο έρνπλ γξαθεί γηα πνιπώλπκα 1, 2 ή 3 

κεηαβιεηώλ, πνπ είλαη θαη ην ζπλεζέζηεξν, ελώ ε βηβιηνζήθε PolyLib πνπ 

δεκηνπξγήζεθε δελ έρεη θαλέλαλ πεξηνξηζκό. 

Σν δεύηεξν κέξνο ηνπ πξνγξάκκαηνο είλαη ην θύξην κέξνο πνπ νλνκάδεηαη 

Braids. ε απηό ην κέξνο πξνζνκνηώλνπκε ηηο ιέμεηο γηα ηηο άιγεβξεο Hecke 

θαη Yokonuma-Hecke θαη ππνινγίδνπκε ηα ίρλε. Σν κέξνο απηό ρξεζηκνπνηεί 

εθηελώο ηελ βηβιηνζήθε PolyLib σο έλα εμσηεξηθό πξόγξακκα ρσξίο λα 

παξεκβαίλεη ζηε δνκή θαη ζηε ιεηηνπξγία ηεο PolyLib. πγθεθξηκέλα ην κέξνο 

Braids θνξηώλεη ηελ βηβιηνζήθε PolyLib σο έλα αξρείν DLL.  

Η ζρεδίαζε ηνπ κέξνπο Braids είλαη ηέηνηα ώζηε λα είλαη δπλαηή ε επέθηαζε 

ηνπ πξνγξάκκαηνο θαη γηα κειινληηθνύο ππνινγηζκνύο ρσξίο λα επεξεάδεηαη 

ζην ειάρηζην ε εγθπξόηεηα ησλ ππνινγηζκώλ πνπ κπνξνύλ λα γίλνπλ κέρξη 

ηώξα. Δπίζεο, δηαζέηεη θαη έλα ζηνηρεηώδεο γξαθηθό πεξηβάιινλ. 
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2.2 Βιβλιοθήκη PolyLib 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί, ε βηβιηνζήθε PolyLib είλαη ε βάζε ηνπ πξνγξάκκαηνο 

Braids πνπ ζα ππνινγίδεη ηα ίρλε. 

Η πξώηε βαζηθή αλάγθε πνπ θαιύπηεη ε βηβιηνζήθε PolyLib είλαη ε 

πξνζνκνίσζε πνιπσλύκσλ πνιιώλ κεηαβιεηώλ. Γηα λα γίλεη απηό ρξεηάδεηαη 

πξνθαλώο λα αλαπαξαζηαζεί ην πνιπώλπκν ζηνλ ππνινγηζηή, δειαδή λα 

δεκηνπξγήζνπκε κία δνκή δεδνκέλσλ όπνπ ζα απνζεθεύνληαη δεδνκέλα ηα 

νπνία ζα πεξηγξάθνπλ κνλαδηθά έλα πνιπώλπκν. Η πην θιαζζηθή 

αλαπαξάζηαζε γηα έλα πνιπώλπκν κίαο κεηαβιεηήο είλαη ν πίλαθαο. Όκσο 

γηα έλα πνιπώλπκν κε   κεηαβιεηέο θαη βαζκό   δελ είλαη βνιηθό λα 

δεκηνπξγεζεί έλαο  -δηάζηαζηνο πίλαθαο (array) κε κήθνο   ζε θάζε 

δηάζηαζε, όπνπ ζε θάζε ζέζε ηνπ πίλαθα ζα απνζεθεύεηαη ν θαηάιιεινο 

ζπλεηιεζηήο, πνπ είλαη ην πξνθαλέο, ιόγσ ηνπ όηη ζα έρνπκε δεδνκέλα ηα 

νπνία ζα επαλαιακβάλνληαη (αθνύ γηα παξάδεηγκα ν ζπληειεζηήο ηνπ     ζα 

πξέπεη λα είλαη ν ίδηνο κε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ     αθνύ πξόθεηηαη γηα ηνπο 

ίδηνπο όξνπο) θαη ιόγσ ηνπ όηη ζα ππάξρνπλ πνιιά θειηά ηνπ πίλαθα πνπ ζα 

πεξηέρνπλ 0, αθνύ ζπλήζσο νη πεξηζζόηεξνη όξνη δελ ππάξρνπλ θαλ ζε έλα 

πνιπώλπκν. 

Οπόηε θξίλεηαη αλαγθαία λα δεκηνπξγεζεί κία αλαπαξάζηαζε ε νπνία λα κελ 

επαλαιακβάλεη δεδνκέλα, λα κελ πεξηέρεη κεδεληθνύο ζπληειεζηέο θαη 

πξνθαλώο λα κελ πηάλεη ηόζν ρώξν ζηε κλήκε όζν έλαο  -δηάζηαηνο 

πίλαθαο. ηελ άιγεβξα έλα πνιπώλπκν νξίδεηαη ηππηθά σο ην παξαθάησ 

άπεηξν άζξνηζκα: 

     ∑   
 

 

   

 

όπνπ νη ζπληειεζηέο    πξνέξρνληαη από έλαλ δαθηύιην (έηζη ώζηε λα 

νξίδνληαη νη πξάμεηο ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ησλ 

πνιπσλύκσλ κέζσ ησλ αλάινγσλ πξάμεσλ ηνπ δαθηπιίνπ). Γηα 

πεξηζζόηεξεο απξνζδηόξηζηεο έρνπκε ζπλήζσο ηε κνξθή: 

           ∑  

 

    

∑             
    

     
   

 

    

 

ε θάζε πεξίπησζε ηα πνιπώλπκα ζεσξνύληαη σο έλα άπεηξν άζξνηζκα 

όπων. Οπόηε ζα κπνξνύζακε λα αλαπαξαζηήζνπκε έλα πνιπώλπκν σο κία 

λίζηα όπων ζηην οποία δεν θα επιηπέπονηαι διπλόηςπα (duplicates). ε απηή 

ηελ πεξίπησζε ζηε ιίζηα δελ ζα ππάξρνπλ επαλαιακβαλόκελα δεδνκέλα, 

αθνύ θάζε ζπληειεζηήο ελόο όξνπ ζα ππάξρεη κόλν κία θνξά. Δπίζεο είλαη 

εύθνιν λα απαγνξέςνπκε λα εηζάγνληαη όξνη κε κεδεληθό ζπληειεζηή, έηζη 

ώζηε λα γίλεηαη εμνηθνλόκεζε ρώξνπ. Οη πξάμεηο κεηαμύ ησλ πνιπσλύκσλ ζα 
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είλαη εύθνιν λα νξηζηνύλ. Η πξόζζεζε γηα παξάδεηγκα ζα απνηειεί πξαθηηθά 

ηελ πξνζζήθε ησλ όξσλ ηνπ δεύηεξνπ πξνζζεηένπ ζηνλ πξώην πξνζζεηέν. 

Οπόηε θαζνξίζακε ζίγνπξα όηη έλα πνιπώλπκν ζα αλαπαξίζηαηαη από κία 

ιίζηα όξσλ. Όκσο κέλεη λα νξίζνπκε ηελ αλαπαξάζηαζε ελόο όξνπ. Έλαο 

πνιπσλπκηθόο όξνο έρεη έλαλ ζπληειεζηή πνπ πξνέξρεηαη από ηνλ δαθηύιην 

πάλσ ζηνλ νπνίν είλαη νξηζκέλν ην πνιπώλπκν θαη δηάθνξεο κεηαβιεηέο ή 

απξνζδηόξηζηεο νη νπνίεο ζα είλαη πςσκέλεο ζε θάπνηνλ εθζέηε. 

 

        
 

 

 

 

Όκσο ν αξηζκόο ησλ κεηαβιεηώλ πνπ ζα πεξηέρεη θάζε όξνο δελ είλαη εθ ησλ 

πξνηέξσλ γλσζηόο. Μπνξεί θάιιηζηα ζε έλα πνιπώλπκν λα έρνπκε ηνλ όξν 

     αιιά λα ππάξρεη θαη ν όξνο            . Σν κόλν ζίγνπξν είλαη όηη 

θάζε κεηαβιεηή έρεη έλαλ εθζέηε (ζα ζεσξήζνπκε πξνθαλώο όηη αλ δελ 

ππάξρεη εθζέηεο ηόηε απηόο είλαη ν 1). Άξα γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ελόο όξνπ 

ζα ρξεηαζηνύκε κία κεηαβιεηή πνπ λα απνζεθεύεη ηνλ ζπληειεζηή ηνπ όξνπ 

θαη έλαλ πίλαθα πνπ λα απνζεθεύεη ηελ θάζε κεηαβιεηή καδί κε ηνλ εθζέηε 

ηεο. Όκσο επεηδή ν ππνινγηζηήο ζα πξέπεη λα θαηαιαβαίλεη όηη νη όξνη      

θαη      είλαη νη ίδηνη απιά κε δηαθνξεηηθό ζπληειεζηή, ζα πξέπεη ζε θάζε όξν 

λα ηαμηλνκνύληαη νη κεηαβιεηέο κε αιθαβεηηθή ζεηξά. 

Οπόηε κέρξη ηώξα έρνπκε σο δεδνκέλν όηη έλα πνιπώλπκν ζα είλαη κία ιίζηα 

όξσλ όπνπ θάζε όξνο έρεη κία κεηαβιεηή γηα λα απνζεθεύεηαη ν ζπληειεζηήο 

θαη κία δνκή δεδνκέλσλ όπνπ ζα απνζεθεύνληαη – θαηά αιθαβεηηθή ζεηξά – 

νη κεηαβιεηέο καδί κε ηνλ εθζέηε ηνπο. Γηα απηό ηνλ ιόγν δεκηνπξγήζεθαλ νη 

θιάζεηο MultiVarTerm θαη Polynomial. 

2.2.1 Κλάζη MultiVarTerm 

Η θιάζε MultiVarTerm ζα αλαπαξηζηά έλαλ πνιπσλπκηθό όξν. Λόγσ ηνπ όηη 

ηα αληηθείκελα απηήο ηεο θιάζεο ζα αλήθνπλ ζε έλα πνιπώλπκν, ζα 

ρξεηάδεηαη λα ειέγρεηαη αλ δύν όξνη έρνπλ ηηο ίδηεο κεηαβιεηέο ή όρη έηζη ώζηε 

λα νξίδεηαη ζσζηά ε πξόζζεζε πνιπσλύκσλ. Δπίζεο ζα ρξεηαζηεί λα 

ζπγθξίλνπκε ηνπο όξνπο κεηαμύ ηνπο έηζη ώζηε αξγόηεξα λα ηαμηλνκεζνύλ νη 

όξνη κέζα ζην πνιπώλπκν κε αιθαβεηηθή ζεηξά. 

Πξέπεη λα αλαθεξζεί όηη ρξεζηκνπνηείηαη θιάζε αληί γηα struct ιόγσ ησλ 

πεξηζζόηεξσλ δπλαηνηήησλ πνπ δίλεη κία θιάζε. Η struct είλαη έλαο value 

type, δειαδή όηαλ δίλνπκε     ηόηε ην αληηθείκελν   αληηγξάθεηαη ζην  , 

πληειεζηήο 
Μεηαβιεηέο 

Δθζέηεο 
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ελώ ε θιάζε είλαη έλαο reference type δειαδή ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε ην 

  δελ ζα ήηαλ αληίγξαθν ηνπ  , αιιά απιά ζα είλαη κία αλαθνξά ζην  . Οπόηε 

αλ αιιάδακε ηελ ηηκή ηνπ  , ζε πεξίπησζε πνπ έρνπκε struct ηόηε δελ ζα 

αιιάμεη ε ηηκή ηνπ  , ελώ αλ έρνπκε θιάζε ηόηε ζα αιιάμεη. Όκσο ιόγσ ηνπ 

όηη εκείο ζην πξόγξακκα ζα ρξεηαδόκαζηε λα δεκηνπξγνύληαη αληηθείκελα πνπ 

δελ ζα αλαθέξνληαη ην έλα ζην άιιν αιιά θαη ηηο δπλαηόηεηεο κίαο θιάζεο, 

έρνπλ ζρεδηαζζεί κέζνδνη πνπ αληηγξάθνπλ ηα δεδνκέλα θαη νη 

θαηαζθεπαζηέο είλαη θαηάιιεια πινπνηεκέλνη. 

2.2.1.1 Αναπαπάζηαζη ενόρ όπος 

Πξνθαλώο γηα ηνλ ζπληειεζηή ζα ρξεζηκνπνηεζεί κία κεηαβιεηή ηύπνπ 

double. Όζνλ αθνξά ηηο κεηαβιεηέο θαη ηνπο εθζέηεο επηιέρζεθε ε δνκή 

δεδνκέλσλ SortedDictionary<char, int>. Η SortedDictionary<char, 

int> δεκηνπξγεί έλα ηαμηλνκεκέλν ιεμηθό ην νπνίν ζα πεξηέρεη έλα δεύγνο 

πνπ ζα απνηειείηαη από κία κεηαβιεηή ηύπνπ char (ε κεηαβιεηή ηνπ 

πνιπσλύκνπ) πνπ νλνκάδεηαη κλειδί (key) θαη από κία αθέξαηα κεηαβιεηή (ν 

εθζέηεο ηεο κεηαβιεηήο ηνπ πνιπσλύκνπ) πνπ νλνκάδεηαη ηιμή (value). 

Η δνκή απηή δελ δέρεηαη δύν θνξέο ηνλ ίδην θιεηδί, νπόηε κε απηόλ ηνλ ηξόπν 

απνηξέπεηαη ην λα έρνπκε δύν θνξέο ηελ ίδηα κεηαβιεηή κέζα ζηνλ ίδην όξν. 

Δπίζεο θξαηά πάληα ηαμηλνκεκέλεο ηηο κεηαβιεηέο κε αιθαβεηηθή ζεηξά ρσξίο 

λα ρξεηαζηεί λα γξαθεί θάπνηνο θώδηθαο γηα απηό. 

2.2.1.2 Σύγκπιζη όπων 

Η θιάζε MultiVarTerm ζα πινπνηεί ηηο δηαπξνζσπείεο 

IEquatable<MultiVarTerm> θαη IComparable<MultiVarTerm>. Δδώ είλαη 

θαη πξώηε ρξήζε ηνπ generics, όπνπ ηα αληηθείκελα ζα ζπγθξίλνληαη άκεζα 

ρσξίο λα ρξεηάδεηαη ε νπνηαδήπνηε κεηαηξνπή ηύπνπ δεδνκέλσλ. 

Αξρηθά ζα νξίζνπκε ηππηθά κία δηάηαμε ζηνπο πνιπσλπκηθνύο όξνπο. Έζησ 

      
     

   έλαο ηπραίνο πνιπσλπκηθόο όξνο όπνπ νη όξνη είλαη κε 

αιθαβεηηθή ζεηξά. Οξίδνπκε σο              ηελ ζπκβνινζεηξά πνπ 

πξνθύπηεη λα βάινπκε κε αιθαβεηηθή ζεηξά ηνπο όξνπο ηνλ έλα δίπια ζηνλ 

άιινλ θαη σο              ηελ ζπκβνινζεηξά πνπ πξνθύπηεη αλ βάινπκε 

ηνπο εθζέηεο ησλ αληίζηνηρσλ κεηαβιεηώλ ζηε ζεηξά. Γηα παξάδεηγκα αλ 

            ηόηε έρνπκε            θαη             Σόηε 

κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ εμήο δηάηαμε γηα ηνπο όξνπο: 

    {
         

                      
 

Η           θαη ε          νξίδεηαη κέζσ ηεο γλσζηήο ζύγθξηζεο 

ζπκβνινζεηξώλ κέζσ ηνπ θώδηθα ASCII. Ο ραξαθηήξαο „-‟ πνπ ελδέρεηαη λα 

ππάξρεη ζηηο ζπκβνινζεηξέο ησλ εθζεηώλ δε ζα καο δεκηνπξγήζεη πξόβιεκα, 

αθνύ ζηνλ θώδηθα ASCII ην „-‟ είλαη ν αξηζκόο 45 θαη ν ραξαθηήξαο „0‟ είλαη ν 
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αξηζκόο 48 νπόηε ην „-‟ είλαη κηθξόηεξν από θάζε αξηζκό όζνλ αθνξά ηηο 

ζπκβνινζεηξέο. Απηή ε ηαμηλόκεζε ησλ όξσλ αληηζηνηρεί ζηελ λεξικογπαθική 

ηαξινόμηζη (lexicographical order) ησλ όξσλ ελόο πνιπσλύκνπ. 

Όζσλ αθνξά ηελ απεηθόληζε   πνπ νξίζακε, απηή πινπνηείηαη από ηε 
ζπλάξηεζε ToStringOnlyVar() θαη ε   από ηελ ToStringOnlyExp(). Μέζσ 

απηώλ ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ έρεη πινπνηεζεί ε CompareTo(MultiVarTerm 
t) ηεο δηαπξνζσπείαο IComparable<MultiVarTerm>. Σέινο ε 

Equals(MultiVarTerm t) έρεη πινπνηεζεί από ηελ 

CompareTo(MultiVarTerm t) κε πξνθαλή ηξόπν. 

 

2.2.1.3 Καηαζκεςαζηέρ 

ηελ θιάζε απηή έρνπλ νξηζηεί 4 θαηαζθεπαζηέο θπξίσο γηα επθνιία . Οη 

θαηαζθεπαζηέο είλαη νη εμήο: 

1. MultiVarTerm(double coeff = 1): Γεκηνπξγεί έλαλ λέν ζηαζεξό 

όξν. Ο όξνο πξνθαλώο δελ πεξηέρεη κεηαβιεηέο θαη γηα ζπληειεζηή 

έρεη απηόλ πνπ ηνπ δίλεη ν ρξήζηεο. ε πεξίπησζε πνπ δελ δώζεη ν 

ρξήζηεο θάπνηνλ ζπληειεζηή ηόηε απηόκαηα ζεσξείηαη σο ζπληειεζηήο 

ε κνλάδα. 

2. MultiVarTerm(SortedDictionary<char, int> var, double 

coeff = 1): Γεκηνπξγεί έλαλ λέν όξν δνζέλησλ ελόο ηαμηλνκεκέλνπ 

ιεμηθνύ θαη ίζσο ελόο ζπληειεζηή. Ο θαηαζθεπαζηήο απηόο δνπιεύεη κε 

πξνθαλή ηξόπν, αθνύ ν όξνο ηνλ νπνίν κνληεινπνηεί δίλεηαη ζηνλ 

θαηαζθεπαζηή «εηόηκνο». ε πεξίπησζε πνπ δελ δνζεί ν ζπληειεζηήο, 

πάιη ζεσξείηαη σο ζπληειεζηήο ε κνλάδα. 

3. MultiVarTerm(double coeff = 1, params Tuple<char, int>[] 

exp): Γεκηνπξγεί έλαλ λέν όξν δνζέλησλ ελόο πίλαθα πνπ έρεη 

δεπγάξηα (Tuple<char, int>) από κία κεηαβιεηή θαη ηνλ εθζέηε ηεο 

θαη ίζσο ελόο ζπληειεζηή. Ο θαηαζθεπαζηήο απηόο δεκηνπξγεί έλα λέν 

ηαμηλνκεκέλν ιεμηθό κέζα ζην νπνίν εηζάγεη ηηο ηηκέο πνπ έξρνληαη από 

ηνλ πίλαθα. ε πεξίπησζε πνπ δελ δνζεί ν ζπληειεζηήο, πάιη 

ζεσξείηαη σο ζπληειεζηήο ε κνλάδα. 

4. MultiVarTerm(double coeff, char c, int exp): Γεκηνπξγεί έλαλ 

όξν κίαο κεηαβιεηήο. Ο ρξήζηεο εδώ θαιείηαη λα δώζεη ππνρξεσηηθά 

ηνλ ζπληειεζηή, ηνλ ραξαθηήξα ηεο κεηαβιεηήο θαη ηνλ εθζέηε ηεο 

κεηαβιεηήο. 

2.2.1.4 Ππάξειρ μεηαξύ όπων 

Δίλαη ινγηθό λα δίλεηαη ε δπλαηόηεηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε δύν όξνπο κεηαμύ 

ηνπο. Γηα απηόλ ηνλ ιόγν έρεη νξηζηεί ν ηειεζηήο * ζηελ θιάζε απηή. Η πξάμε 

ηεο πξόζζεζεο κεηαμύ δύν όξσλ δελ έρεη νξηζηεί ζηε ζπλεζέζηεξε 

πεξίπησζε δύν όξνη όηαλ πξνζηίζεληαη δελ δίλνπλ έλαλ λέν όξν αιιά έλα 

πνιπώλπκν. Όκσο δίλνπκε ηε δπλαηόηεηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε έλαλ όξν 
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θαη κε έλαλ αξηζκό. Οπόηε ν πνιιαπιαζηαζκόο έρεη νξηζηεί κέζσ ησλ 

παξαθάησ κεζόδσλ: 

1. MultiVarTerm operator *(MultiVarTerm t1, MultiVarTerm 

t2): Πνιιαπιαζηάδεη δύν όξνπο κεηαμύ ηνπο, δεκηνπξγώληαο έλαλ λέν 

όξν. Απιά δεκηνπξγνύκε έλα λέν θελό αληηθείκελν MultiVarTerm 

όπνπ βάδνπκε κέζα – πξνζέρνληαο ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ έρνπκε κία 

κεηαβιεηή πνπ ππάξρεη θαη ζηνπο δύν όξνπο νπόηε θαη πξνζζέηνπκε 

ηνπο εθζέηεο – ηηο κεηαβιεηέο θαη ηνπο εθζέηεο από θάζε όξν. Σέινο 

πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηνπο πξαγκαηηθνύο ζπληειεζηέο ησλ δύν όξσλ. 

2. MultiVarTerm operator *(MultiVarTerm t, double c): 

Πνιιαπιαζηάδεη έλαλ όξν κε έλαλ αξηζκό. Απιά δειαδή 

πνιιαπιαζηάδεη ηνλ ζπληειεζηή ηνπ όξνπ κε ηνλ αξηζκό πνπ δίλεηαη. 

3. MultiVarTerm operator *(double c, MultiVarTerm t): 

Πνιιαπιαζηάδεη πάιη έλαλ όξν κε έλαλ αξηζκό. Οξίδεηαη θαηαρξεζηηθά 

έηζη ώζηε λα είλαη δπλαηόλ λα γξάθνπκε     αιιά θαη     αλ   είλαη 

έλα αληηθείκελν MultiVarTerm. 

Σέινο έρεη νξηζηεί θαη ν ηειεζηήο - ν νπνίνο απιά επηζηξέθεη ηνλ αληίζεην όξν 

(δειαδή ηνλ ίδην όξν αιιά κε αληίζεην ζπληειεζηή). 

2.2.1.5  Άλλερ μέθοδοι 

Τπάξρνπλ θαη θάπνηεο άιιεο κέζνδνη νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη βνεζεηηθά 

θπξίσο κέζα ζην πξόγξακκα. Απηέο είλαη νη εμήο: 

1. AddToCoeff(double c): Πξνζζέηεη έλαλ αξηζκό ζηνλ ζπληειεζηή ηνπ 

ηξέρνληα όξνπ. Η κέζνδνο απηή καο βνεζάεη αξθεηά από ηε ζηηγκή 

πνπ δελ έρεη νξηζηεί ε πξάμε ηεο πξόζζεζεο γηα ηνπο όξνπο. 

2. string ToString(): Δπηζηξέθεη κία ζπκβνινζεηξά γηα ηνλ ηξέρνληα 

όξν. Γηα παξάδεηγκα ν όξνο      ζα ηππσζεί σο «5 x^2 y». 

3. ToStringOnlyVar(): Δπηζηξέθεη κία ζπκβνινζεηξά πνπ πεξηέρεη κόλν 

ηηο κεηαβιεηέο ηνπ όξνπ. 

4. ToStringOnlyExp(): Δπηζηξέθεη κία ζπκβνινζεηξά πνπ πεξηέρεη κόλν 

ηηο εθζέηεο ηνπ όξνπ. 

5. MultiVarTerm Copy(): Επηζηξέθεη έλα αληίγξαθν ηνπ ηξέρνληα όξνπ. 

Πξαθηηθά ε κέζνδνο απηή κνληεινπνηεί ηελ ηδηόηεηα πνπ έρεη κηα struct 

θαη ράλεηαη ιόγσ ηνπ όηη ρξεζηκνπνηνύκε θιάζεηο. 

2.2.2 Κλάζη Polynomial 

Έρνληαο θηηάμεη ηελ θιάζε MultiVarTerm πνπ κνληεινπνηεί έλαλ 

πνιπσλπκηθό όξν, είλαη εύθνιν λα θαηαζθεπαζηεί ε θιάζε Polynomial ε 

νπνία απιά ζα είλαη κία ιίζηα από αληηθείκελα MultiVarTerm. Γηα ηελ 

απνζήθεπζε ησλ όξσλ ζα ρξεζηκνπνηεζεί κία ιίζηα (List<MultiVarTerm>). 

Σν ζεκαληηθόηεξν ξόιν ζα παίμνπλ νη δηαπξνζσπείεο IList<MultiVarTerm> 

θαη IEquatable<MultiVarTerm> πνπ πινπνηεί ε θιάζε Polynomial.  
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2.2.2.1 Διαπποζωπείερ 

Δδώ ζα αλαθεξζνύκε αλαιπηηθά ζηηο δηαπξνζσπείεο IList<MultiVarTerm> 

θαη IEquatable<Polynomial> ηεο C#.  

Η IList<MultiVarTerm> θιεξνλνκεί θαη ηηο ηδηόηεηεο θαη ηηο κεζόδνπο ησλ 

δηαπξνζσπεηώλ ICollection<MultiVarTerm> θαη 

IEnumerable<MultiVarTerm>. Απηό ζεκαίλεη όηη ιόγσ ηνπ IEnumerable ην 

πνιπώλπκν σο ιίζηα ζα κπνξεί λα απαξηζκεζεί, δειαδή λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ Enumerators θαη βξόρνη foreach γηα ηελ πξνζπέιαζή ηνπ. 

Λόγσ ηνπ ICollection ην πνιπώλπκν ζεσξείηαη εγγελώο από ηε C# σο κία 

ζπιινγή δεδνκέλσλ, θαη άξα δηεπθνιύλεηαη ε ηπρόλ κεηαηξνπή ηνπ ζε άιινλ 

ηύπν δεδνκέλσλ, θαζώο θαη ε δεκηνπξγία πνιπσλύκσλ από όξνπο πνπ είλαη 

απνζεθεπκέλνη ζε νπνηαδήπνηε ζπιινγή δεδνκέλσλ (πίλαθα, ιίζηα, ιεμηθό 

θιπ). Σέινο ε IList αλαπαξηζηά ππνρξεσηηθά ην πνιπώλπκν σο κία ιίζηα. 

Αθόκα θαη αλ εκείο εζσηεξηθά ρξεζηκνπνηνύζακε έλαλ πίλαθα γηα λα 

αλαπαξαζηήζνπκε ην πνιπώλπκν, εμσηεξηθά ζα θαίλεηαη πάληα σο ιίζηα. 

Σέινο, ε δηαπξνζσπεία IEquatable ζα καο νξίζεη  ηζόηεηα  πνιπσλύκσλ. 

Μέζσ απηήο ηεο δηαπξνζσπείαο είλαη πνπ ζα βιέπνπκε αλ δύν ίρλε (δύν 

πνιπώλπκα δειαδή) είλαη ίζα ή όρη. 

Οη κέζνδνη θαη νη ηδηόηεηεο (properties) πνπ πινπνηνύληαη ιόγσ ησλ 

παξαπάλσ δηαπξνζσπεηώλ είλαη νη εμήο: 

ICollection<MultiVarTerm>: 

1. int Count: Πξόθεηηαη γηα κία ηδηόηεηα ε νπνία απιά ζα απνζεθεύεη ηνλ 

αξηζκό ησλ ζηνηρείσλ ηεο ιίζηαο, δειαδή ηνλ αξηζκό ησλ όξσλ πνπ ζα 

έρεη έλα πνιπώλπκν. 

2. bool IsReadOnly: Απηή ε ηδηόηεηα ζα θαζνξίδεη αλ ην πνιπώλπκν γηα 

είλαη read-only (κόλν γηα αλάγλσζε). ε πεξίπησζε πνπ έρεη ηελ ηηκή 

true, δελ ζα επηηξέπεηαη θακία απνιύησο αιιαγή ζην πνιπώλπκν. 

3. void Add(MultiVarTerm item): Πξνζζέηεη έλαλ όξν ζην 

πνιπώλπκν. 

4. void Clear(): βήλεη όιν ην πνιπώλπκν θαη ην αληηθαζηζηά πξαθηηθά 

κε ην ζηαζεξν πνιύσλπκν  . 

5. bool Contains(MultiVarTerm item): Διέγρεη αλ έλαο όξνο ππάξρεη 

ήδε ζην πνιπώλπκν, αγλνώληαο ηνλ ζπληειεζηή ηνπ όξνπ. Γειαδή 

ειέγρεη αλ ππάξρεη έλαο όξνο κε ηηο ίδηεο κεηαβιεηέο θαη ηνπο ίδηνπο 

εθζέηεο κε απηόλ πνπ δίλεη ν ρξήζηεο. Η κέζνδνο απηή έρεη νξηζηεί έηζη 

ώζηε λα είλαη εύθνιν λα νξίζνπκε ηελ πξόζζεζε ησλ πνιπσλύκσλ 

(γηαηί αλ έλαο όξνο ππάξρεη ήδε κέζα ζην πνιπώλπκν απιά κε άιινλ 

ζπληειεζηή ηόηε ηνπο πξνζζέηνπκε κεηαμύ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα 

εηζάγνπκε μαλά ηνλ ίδην όξν). 

6. void CopyTo(MultiVarTerm[] array, int arrayIndex): 

Αληηγξάθεη ην πνιπώλπκν ζε έλαλ πίλαθα. 
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7. bool Remove(MultiVarTerm item): Αθαηξεί έλαλ όξν από ην 

πνιπώλπκν. 

IEnumerable<MultiVarTerm>: 

1. IEnumerator<MultiVarTerm> GetEnumerator(): Δπηζηξέθεη έλαλ 

δηαπξνζπειαζηή γηα κία ιίζηα αληηθεηκέλσλ MultiVarTerm. 

2. IEnumerator IEnumerable.GetEnumerator(): Καη απηή ε κέζνδνο 

επηζηξέθεη έλαλ δηαπξνζπειαζηή, κε ηελ δηαθνξά όηη είλαη έλαο 

αθεξεκέλνο δηαπξνζπειαζηήο. 

IList<MultiVarTerm>: 

1. MultiVarTerm this[int index]: Μέζσ απηήο ηεο κεζόδνπ είλαη πνπ 

επηηπγράλνπκε ηε δνκή ηεο ιίζηαο ζην πνιπώλπκν. Αλ ππνζέζνπκε όηη 

poly είλαη έλα αληηθείκελν ηεο θιάζεο Polynomial,  κέζα από απηή ηε 

κέζνδν νη εθθξάζεηο poly[i], όπνπ i είλαη έλαο αθέξαηνο, έρνπλ 

λόεκα. 

2. int IndexOf(MultiVarTerm item): Βξίζθεη ζε πνηα ζέζε βξίζθεηαη 

έλαο όξνο κέζα ζην πνιπώλπκν. Καη εδώ αγλνείηαη ν ζπληειεζηήο. 

3. void Insert(int index, MultiVarTerm item): Δηζάγεη έλαλ όξν 

ζε κία ζπγθεθξηκέλε ζέζε κέζα ζην πνιπώλπκν.  

4. void RemoveAt(int index): Αθαηξεί έλαλ όξν από κία ζπγθεθξηκέλε 

ζέζε από ην πνιπώλπκν. 

IEquatable<Polynomial> 

1. Boolean Equals(Polynomial p): Η κέζνδνο απηή εμεηάδεη ην αλ δύν 

πνιπώλπκα είλαη ίζα. Η ηζόηεηα κεηαμύ δύν πνιπσλύκσλ νξίδεηαη 

όπσο νξίδεηαη θαη αιγεβξηθά, δειαδή ζα πξέπεη νη ζπληειεζηέο ησλ 

ίδησλ όξσλ πνπ ππάξρνπλ θαη ζηα δύν πνιπώλπκα λα είλαη ίζνη. 

Δπίζεο έρνπλ νξηζηεί αξθεηνί ηειεζηέο γηα πξάμεηο κεηαμύ πνιπσλύκσλ, 

όξσλ θαη αξηζκώλ: 

1. Polynomial operator *(Polynomial p1, Polynomial p2): 

Πνιιαπιαζηάδεη δύν πνιπώλπκα κεηαμύ ηνπο. Ο αιγόξηζκόο ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε έρεη πνιππινθόηεηα       όπνπ   ην πιήζνο ησλ 

όξσλ ηνπ πξώηνπ πνιπσλύκνπ θαη   ηνπ δεύηεξνπ πνιπσλύκνπ. 

Τπάξρεη δπλαηόηεηα βειηίσζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ 

κέζσ ηνπ FFT (Fast Fourier Transform). 

2. Polynomial operator *(Polynomial p, MultiVarTerm t): Δδώ 

πνιιαπιαζηάδεηαη έλα πνιπώλπκν κε έλαλ πνιπσλπκηθό όξν. 

3. Polynomial operator *(MultiVarTerm t, Polynomial p): 

Οξίδεηαη θαηαρξεζηηθά θαη έρεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ην 2. 
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4. Polynomial operator *(Polynomial p, double c): 

Πνιιαπιαζηάδεη έλα πνιπώλπκν κε έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό. Απιά 

δειαδή, πνιιαπιαζηάδνληαη όινη νη ζπληειεζηέο κε απηόλ ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό. 

5. Polynomial operator *(double c, Polynomial p): Οξίδεηαη 

θαηαρξεζηηθά θαη έρεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ην 4. 

6. Polynomial operator +(Polynomial p1, Polynomial p2): 

Πξνζζέηεη δύν πνιπώλπκα. Γεκηνπξγείηαη δειαδή έλα λέν πνιπώλπκν 

ην νπνίν πεξηέρεη ηνπο όξνπο θαη ησλ δύν πνιπσλύκσλ. Πξνθαλώο αλ 

ππάξρεη έλαο όξνο κε ηηο ίδηεο κεηαβιεηέο θαη ηνπο ίδηνπο εθζέηεο αιιά 

κε δηαθνξεηηθνύο ζπληειεζηέο ζηα δύν πνιπώλπκα, ηόηε απιά νη 

ζπληειεζηέο πξνζηίζεληαη. 

7. Polynomial operator +(Polynomial p, MultiVarTerm t): 

Πξνζζέηεη έλα πνιπώλπκν κε έλαλ πνιπσλπκηθό όξν. Η δηαδηθαζία 

είλαη όκνηα κε ηελ πξόζζεζε δύν πνιπσλύκσλ. 

8. Polynomial operator +(MultiVarTerm t, Polynomial p): 

Οξίδεηαη θαηαρξεζηηθά θαη έρεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ην 6. 

9. Polynomial operator +(Polynomial p, double c): Πξνζζέηεη 

έλα πνιπώλπκν κε έλαλ αξηζκό. Ο αξηζκόο πξνζηίζεηαη ζηε ιίζηα ηνπ 

πνιπσλύκνπ σο έλαο ζηαζεξόο πνιπσλπκηθόο όξνο. 

10. Polynomial operator +(double c, Polynomial p): Οξίδεηαη 

θαηαρξεζηηθά θαη έρεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ην 9. 

11. Polynomial operator -(Polynomial p): Τπνινγίδεη ην αληίζεην 

πνιπώλπκν. Απηό επηηπγράλεηαη επηζηξέθνληαο έλα λέν πνιπώλπκν ην 

νπνίν έρεη ηνπο ίδηνπο όξνπο αιιά κε ηνπο αληίζεηνπο ζπληειεζηέο. 

12. Polynomial operator -(Polynomial p1, Polynomial p2): 

Αθαηξεί δύν πνιπώλπκα κεηαμύ ηνπο. Η κέζνδνο απηή νξίδεηαη σο ε 

πξόζζεζε ηνπ αληίζεηνπ ηνπ p2 ζην p1. 

13. Polynomial operator -(Polynomial p, MultiVarTerm t): 

Αθαηξεί έλαλ όξν κε έλα πνιπώλπκν. 

14. Polynomial operator -(MultiVarTerm t, Polynomial p): 

Αθαηξεί έλα πνιπώλπκν κε έλαλ όξν. 

15. Polynomial operator -(Polynomial p1, double c): Αθαηξεί έλαλ 

αξηζκό κε έλα πνιπώλπκν. 

16. Polynomial operator -(double c, Polynomial p): Αθαηξεί έλα 

πνιπώλπκν κε έλαλ αξηζκό. 

Σέινο ππάξρνπλ θαη θάπνηεο ιίγεο βνεζεηηθέο κέζνδνη. Κάπνηεο από απηέο 

είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο θαη ρξεζηκνπνηνύληαη αξθεηέο θνξέο: 

1. string ToString(): Δπηζηξέθεη κία ζπκβνινζεηξά πνπ αλαπαξηζηά 

ην πνιπώλπκν αθξηβώο όπσο ζα ην γξάθακε θαη θαλνληθά. 
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2. Polynomial Copy(): Όπσο θαη ζηελ θιάζε MultiVarTerm ε κέζνδνο 

απηή δεκηνπξγεί έλα αλεμάξηεην αληίγξαθν ηνπ ηξέρνληνο 

πνιπσλύκνπ. 

3. void Sort(): Σαμηλνκεί ην πνιπώλπκν. Η ηαμηλόκεζε βαζίδεηαη ζην 

πσο ζπγθξίλνληαη νη όξνη ηύπνπ MultiVarTerm όπσο πεξηγξάθεθε 

ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. 

4. void SetReadOnly(bool readOnly): Αιιάδεη ηελ ηηκή ηεο ηδηόηεηαο 

IsReadOnly. 

 

2.2.3 Γιαγπάμμαηα ηων κλάζεων 

Σα παξαθάησ δηαγξάκκαηα δείρλνπλ μεθάζαξα ηελ δνκή ησλ θιάζεσλ 

MultiVarTerm θαη Polynomial. Φαίλνληαη όιεο νη κέζνδνη πνπ ππάξρνπλ ζηηο 

θιάζεηο θαη ηηο αιιειεμαξηήζεηο πνπ ππάξρνπλ κεηαμύ ηνπο. Έλα βέινο 

ζπκβνιίδεη όηη κία κέζνδνο θαιεί κία άιιε κέζνδν. Σα δηαγξάκκαηα έρνπλ 

παξαρζεί κέζα από ην Visual Studio 2010. 
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2.3 Braids: ςπολογιζμόρ ηος ίσνοςρ 

2.3.1 Βαζικά ζηοισεία ηος ππογπάμμαηορ 

ε απηό ην θεθάιαην ζα πεξηγξαθεί ε δνκή ηνπ πξνγξάκκαηνο Braids ην 

νπνίν ζα ππνινγίζεη ηα ίρλε ζηηο άιγεβξεο Hecke ηύπνπ A θαη ζηηο άιγεβξεο 

Yokonuma-Hecke. Πξηλ μεθηλήζεη ε πεξηγξαθή ηεο αλαπαξάζηαζεο κίαο 

ιέμεο (πνπ ζα αλήθεη ζε κία από ηηο δύν άιγεβξεο) ζηνλ ππνινγηζηή θαη ηνλ 

ηξόπν ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο, ζα δνύκε ηη ρξεηάδεηαη λα ππάξρεη πην πξηλ 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο. 

2.3.1.1 Αλγόπιθμοι διαίπεζηρ και ςπόλοιπο 

Όπσο ήδε γλσξίδνπκε ζηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke         ππάξρεη ε 

ζρέζε   
   . Απηό ζεκαίλεη όηη νη πξάμεηο ζηνπο εθζέηεο ηνπ framing part 

γίλνληαη      . Όκσο ζπλήζσο ζηηο γιώζζεο πξνγξακκαηηζκνύ (όπσο 

ζπκβαίλεη θαη κε ηελ C#) ην ππόινηπν κεηαμύ δύν αξηζκώλ ππνινγίδεηαη κέζσ 

ηνπ ηειεζηή  . Σν πξόβιεκα είλαη όηη ζηηο γιώζζεο πξνγξακκαηηζκνύ ην 

ππόινηπν θαη ην πειίθν δελ ππνινγίδνληαη πάληα βάζεη ηνπ Δπθιείδεηνπ 

αιγνξίζκνπ δηαίξεζεο. πγθεθξηκέλα ππάξρνπλ νη εμήο ηξεηο ελαιιαθηηθνί 

νξηζκνί ηεο δηαίξεζεο ζηνπο ππνινγηζηέο (ζεσξνύκε   ηνλ δηαηξεηέν,   ηνλ 

δηαηξέηε,   ην πειίθν θαη   ην ππόινηπν): 

1. Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο:        όπνπ      . Δδώ ην πξόζεκν 

ηνπ πειίθνπ εμαξηάηαη από ην πξόζεκν ηνπ δηαηξέηε θαη ην πξόζεκν 

ηνπ δηαηξεηένπ θαη ην ππόινηπν είλαη είηε 0 είηε έλαο ζεηηθό αξηζκόο. 

2. Truncated δηαίξεζε:        όπνπ              θαη     –   . H 

ζπλάξηεζε trunc θόβεη όια ηα δεθαδηθά ςεθία ελόο αξηζκνύ (από έλα 

ζεκείν θαη κεηά) ρσξίο λα ηνλ ζηξνγγπινπνηεί. Οπόηε εδώ ην ππόινηπν 

έρεη ην πξόζεκν ηνπ δηαηξέηε. 

3. Floored δηαίξεζε:        όπνπ              θαη     –    
 

 
 . Η 

ζπλάξηεζε floor είλαη πξαθηηθά ην θάησ δεθαδηθό κέξνο ελόο αξηζκνύ. 

ην παξαθάησ δηάγξακκα θαίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ 

trunc θαη floor, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ην πειίθν: 
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Παξαηεξνύκε όηη γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο νη δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ ηηο ίδηεο 

ηηκέο, νπόηε αλ ν δηαηξέηεο θαη ν δηαηξεηένο έρνπλ ηηο ίδηεο ηηκέο, νη δύν 

δηαηξέζεηο ζα βγάδνπλ ηηο ίδηεο ηηκέο. ε πεξίπησζε όκσο πνπ έρνπλ 

δηαθνξεηηθά πξόζεκα, ηόηε ηα πειίθα πνπ ζα βγνπλ από ηνπο δύν 

αληίζηνηρνπο ηύπνπο δηαίξεζεο ζα δηαθέξνπλ θαηά έλα, νπόηε θαη ηα 

ππόινηπα ζα είλαη δηαθνξεηηθά. Σν παξαθάησ δηάγξακκα πεξηγξάθεη ηα 

απνηειέζκαηα θαη ησλ ηξηώλ αιγνξίζκσλ δηαίξεζεο: 
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Οη πξάζηλεο γξακκέο είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο θαη νη θόθθηλεο ην 

πειίθν. 

ηε C# ρξεζηκνπνηείηαη ν αιγόξηζκνο ηεο truncated δηαίξεζεο, ν νπνίνο γηα 

ζεηηθνύο δηαηξεηένπο δίλεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ηελ Δπθιείδεηα δηαίξεζε. 

Όκσο γηα αξλεηηθνύο δηαηξεηένπο απηό δελ ζπκβαίλεη. Οπόηε αλ 

ρξεζηκνπνηνύζακε ηνλ ηειεζηή % ηεο C# ζα είρακε πξόβιεκα ζηνπο 

ππνινγηζκνύο ζε πεξίπησζε πνπ είρακε αξλεηηθνύο εθζέηεο ζην framing part. 

Γηα παξάδεηγκα ζα είρακε όηη -2 % 3 = -2 ελώ ζύκθσλα κε ηελ Δπθιείδεηα 

δηαίξεζε              . 

Γηα απηόλ ηνλ ιόγν θαηαζθεπάζηεθε ε θιάζε Compute. Η θιάζε πεξηέρεη κόλν 

κία ζπλάξηεζε, ηελ int Mod(int a, int n) ε νπνία ππνινγίδεη ην 

ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ a κε ηνλ n κέζσ ηεο Δπθιείδεηαο δηαίξεζεο. ε 
όιν ην πξόγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε Mod εθηόο ειαρίζησλ 

πεξηπηώζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ν ηειεζηήο % (όπνπ είλαη βέβαην όηη ην 
απνηέιεζκα είλαη ζσζηό). 

2.3.1.2 Κλάζη Parser 

Σν πξόγξακκα έρεη θαηαζθεπαζηεί έηζη ώζηε ε ιέμε λα δίλεηαη από ην ρξήζηε 

κε ηε κνξθή πνπ ζα ηελ έγξαθε θαλνληθά. Γειαδή ην πξόγξακκα ιακβάλεη 

σο είζνδν κία ζπκβνινζεηξά ηεο κνξθήο “g1^2 t2^-3 g3 g5^7”. Γηα απηόλ ηνλ 

ιόγν θαηαζθεπάζηεθε έλαο parser. Ωο parser νλνκάδνπκε έλα πξόγξακκα 

πνπ δέρεηαη σο είζνδν έλα θείκελν πνπ πεξηέρεη δεδνκέλα θαη ην κεηαηξέπεη 

ζε κία κνξθή θαηαλνεηή γηα ηνλ ππνινγηζηή. 

Η πεξίπησζε καο είλαη αξθεηά απιή γηα λα πινπνηεζεί. Ο parser θαζώο 

δηαβάδεη ην θείκελν ππάξρεη πεξίπησζε λα ζπλαληήζεη ηνπο εμήο ραξαθηήξεο: 

 „g‟: ζεκαίλεη όηη μεθηλάεη έλα κέξνο ηνπ braiding part 

 „t‟: ζεκαίλεη όηη μεθηλάεη έλα κέξνο ηνπ framing part 

 ^: έρνπκε πςώζεη έλα ζηνηρείν ζε θάπνηα δύλακε 

 Αξηζκό: έλαο αξηζκόο πνπ ζα κπνξνύζε λα είλαη είηε δείθηεο είηε 

εθζέηεο 

 Κελόο ραξαθηήξαο: δελ ιακβάλνληαη θαζόινπ ππ‟ όςηλ. 

Γειαδή ηα «θνππόληα» (tokens) γηα ηνλ parser καο ζα είλαη ν ραξαθηήξαο „g‟, 

ν ραξαθηήξαο „t‟, ν ραξαθηήξαο „^‟ θαη νπνηνζδήπνηε αξηζκόο πξνθύςεη. 

Ωο έλα πξώην βήκα ζα πξέπεη ν parser λα «θόβεη» ηε ιέμε ζηα ζηνηρεία από 

ηα νπνία απνηειείηαη (π.ρ. ε ιέμε “g1^2 t2^-3 g3 g5^7” λα δηαζπάηαη ζηηο 

ζπκβνινζεηξέο “g1^2” “t2^-3” “g3” “g5^7” – ε δηαδηθαζία απηή απνηειείηαη 

tokenization) θαη λα ειέγρεηαη παξάιιεια ε εγθπξόηεηα ηεο ιέμεο. Σέινο θάζε 

έλα από ηα ζηνηρεία απηά ζα πξέπεη λα κεηαηξέπεηαη ζε κνξθή αλαγλώζηκε 

από ηνλ ππνινγηζηή. 
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Πξηλ αλαιπζεί αθξηβώο ε ιεηηνπξγία ηνπ Parser, δίλεηαη ην παξαθάησ 

δηάγξακκα ξνήο ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ: 

Συμβολοςειρά / λζξη

Tokenization

Exception

Αποτυχία ελζγχου

Έλεγχοσ 
εγκυρότητασ

Επιτυχία ελζγχου

Λίςτα από 
ςυμβολοςειρζσ 
(γεννήτορεσ τησ 

λζξησ)

Μετατροπή των 
γεννητόρων από 

ςυμβολοςειρζσ ςε 
πίνακεσ

Αναπαράςταςη τησ λζξησ: 
λίςτα από πίνακεσ ακεραίων

 

Σελ ιεηηνπξγία ηνπ parser πνπ πεξηγξάςακε πινπνηεί ε θιάζε Parser. Η 

θιάζε απηή είλαη ζηαηηθή, δειαδή δελ κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ αληηθείκελα 

κε βάζε απηή ηε θιάζε αιιά κόλν λα θιεζνύλ νη κέζνδνη πνπ πεξηέρεη, νη 

νπνίεο είλαη θαη απηέο ζηαηηθέο. 

Η πξώηε κέζνδνο είλαη ε List<String> Validate(String word). Η 

κέζνδνο αληηζηνηρεί ζηα ζηάδηα ηνπ tokenization θαη ηνπ ειέγρνπ εγθπξόηεηαο 
θαη δελ θαιείηαη θάζε θνξά πνπ δερόκαζηε κία ιέμε από ηε δεύηεξε κέζνδν. 
Ωο έμνδν δίλεη κία ιίζηα από ζπκβνινζεηξέο πνπ πεξηέρνπλ ηνπο γελλήηνξεο 
ηεο ιέμεο. πγθεθξηκέλα, δηαβάδεη έλαλ πξνο έλαλ ηνπο ραξαθηήξεο ηεο ιέμεο, 
θαη θάζε θνξά πνπ ζπλαληάεη είηε „g‟ είηε „t‟ ζπάεη ηε ιέμε. ε πεξίπησζε πνπ 
εληνπηζηεί θάπνην ζπληαθηηθό ιάζνο (π.ρ. ε ιέμε “g2^t2” ζεσξείηαη ιάζνο γηαηί 
δελ έρεη πξνζδηνξηζηεί ν εθζέηεο ηνπ γελλήηνξα “g2”) ε κέζνδνο επηζηξέθεη 
έλα exception ην νπνίν πεξηέρεη ηελ πεξηγξαθή ηνπ ιάζνπο πνπ 
παξνπζηάζηεθε. Αλ δελ ππάξρεη θάπνην ιάζνο ζηε ιέμε, απιά επηζηξέθεηαη ε 
ιίζηα κε ηα ζηνηρεία ηεο ιέμεο. 
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Η δεύηεξε κέζνδνο είλαη ε Word Parse(String word). Σν πξώην πξάγκα 

πνπ θάλεη είλαη λα θαιέζεη ηε κέζνδν Validate ε νπνία ηεο επηζηξέθεη ηε 

ιίζηα κε ηα ζηνηρεία ηεο ιέμεο. Έπεηηα ε Parse ζπάεη θάζε ζηνηρεία ζε έλαλ 

πίλαθα αθεξαίσλ κε 3 ζηνηρεία: ζην πξώην ζηνηρείν είλαη ε αλαπαξάζηαζε ζε 
θώδηθα ASCII ηνπ ραξαθηήξα „g‟ ή ηνπ ραξαθηήξα „t‟, ην δεύηεξν ζηνηρείν είλαη 
ν δείθηεο θαη ην ηξίην ζηνηρείν είλαη ν εθζέηεο. Γηα παξάδεηγκα δύν κεηαηξνπέο 
ζα κπνξνύζαλ λα είλαη νη εμήο: 
 

g1^2 103 1 2 
 

  
t5^-7 116 5 -7 

 

 

Σέινο ε κέζνδνο επηζηξέθεη έλα αληηθείκελν ηύπνπ Word. Όπσο ζα δνύκε 

αξγόηεξα, έρεη νξηζηεί θιάζε πνπ κνληεινπνηεί κία ιέμε. Πξνο ην παξόλ όκσο 
κπνξνύκε λα θαληαζηνύκε όηη ε Parse επηζηξέθεη κία ιίζηα κε αθέξαηνπο 

κνλνδηάζηαηνπο πίλαθεο κε 3 ζηνηρεία. 

2.3.1.3 Κλάζειρ FramingComparer και DistComparer 

ηε C# όηαλ ρξεηαζηεί λα ηαμηλνκεζεί έλαο πίλαθαο κέζσ ηεο κεζόδνπ Sort, 

ηόηε απηόκαηα ε γιώζζα αλαδεηά έλαλ Comparer γηα ηα αληηθείκελα ηνπ 

πίλαθα, δειαδή έλα αληηθείκελν ην νπνίν ζα ζπγθξίλεη δύν αληηθείκελα ηνπ 

πίλαθα θαη ζα επηζηξέθεη κία αθέξαηα ηηκή αλάινγα κε ην πην είλαη κηθξόηεξν. 

Δδώ έρνπκε δεκηνπξγήζεη δύν θιάζεηο πνπ πινπνηνύλ ηελ δηαπξνζσπεία 

IComparer<int[]>. Η FramingComparer κπνξεί λα ζπγθξίλεη αθέξαηνπο 

πίλαθεο κεηαμύ ηνπο. Θεσξνύκε όηη νη πίλαθεο απηνί ζα έρνπλ δύν ζηνηρεία. Η 

FramingComparer ζα καο ρξεηαζηεί όηαλ ζα ζέινπκε λα ηαμηλνκήζνπκε ην 

framing part κίαο ιέμεο, αθνύ από ηε ζηηγκή πνπ ε αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα 

ηζρύεη γηα όια ηα ζηνηρεία ηνπ framing part, κπνξνύκε λα ηα ηαμηλνκήζνπκε κε 

όπνηα ζεηξά ζέινπκε. Η DistComparer ζπγθξίλεη θαη απηό αθέξαηνπο πίλαθεο. 

Δδώ ζεσξνύκε όηη έρνπκε 3 ζηνηρεία ζε θάζε πίλαθα. πγθεθξηκέλα ζα 

δέρεηαη πίλαθεο πνπ ηα δύν πξώηα ζηνηρεία ζα είλαη δείθηεο πνπ ζα δείρλνπλ 

ζε θάπνηεο ζέζεηο ηνπ braiding part θαη ην ηξίην ζηνηρείν είηε ε εζσηεξηθή είηε ε 

εμσηεξηθή ηνπο απόζηαζε θαη ζα ζπγθξίλεη ηνπο πίλαθεο κε βάζε απηή ηελ 

απόζηαζε. 

2.3.2 Κλάζη Word 

2.3.2.1 Αναπαπάζηαζη λέξηρ 

Πξηλ ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο είλαη αλαγθαίν λα αλαπαξαζηαζεί ζηνλ 

ππνινγηζηή ε νπνηαδήπνηε ιέμε πνπ ζα δέρεηαη σο είζνδν ην πξόγξακκα. 

ην πξόγξακκα ππάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο: ζα ππνινγίδεηαη ην ίρλνο είηε γηα 

ηελ άιγεβξα Hecke είηε γηα ηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke, άξα ζα ήηαλ 

πξαθηηθό λα έρνπκε κία αλαπαξάζηαζε θαη γηα ηηο δύν άιγεβξεο. Γειαδή λα 

δεκηνπξγεζεί κία κόλν θιάζε ε νπνία ζα πεξηγξάθεη κία ιέμε ζε νπνηαδήπνηε 

από ηηο δύν άιγεβξεο. Οη δύν απηέο άιγεβξεο δηαθέξνπλ ζην όηη κία ιέμε ζηελ 
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Yokonuma-Hecke δηαζέηεη θαη framing part, πξάγκα πνπ δελ ππάξρεη ζηελ 

Hecke. 

Η ιύζε ζε απηό ην πξόβιεκα έξρεηαη από ηελ ηερληθή πνπ εθαξκόδνπκε όηαλ 

ππνινγίδεηαη έλα ίρλνο ζηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke: κέζσ ηεο δξάζεο 

ησλ γελλεηόξσλ    πάλσ ζηνπο γελλήηνξεο    κεηαθέξνπκε ηνπο γελλήηνξεο 

   ζην αξρηθό κέξνο ηεο ιέμεο, ε νπνία πιένλ μερσξίδεη ζε δύν κέξε: ην 

braiding part θαη ην framing part. Οπόηε ε αλαπαξάζηαζε κίαο ιέμεο ζηνλ 

ππνινγηζηή είλαη εύθνιε: κία ιέμε ζα αλαπαξίζηαηαη από δύν ιίζηεο, κία γηα 

ην framing part θαη κία γηα ην braiding part. 

Όκσο θαηά ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο ζα εκθαλίδνληαη πνιπώλπκα σο 

ζπληειεζηέο ζε θάπνηεο ιέμεηο. Αθόκα θαη κε ηελ απιή ηεηξαγσληθή ζρέζε ηεο 

άιγεβξαο Hecke εκθαλίδνληαη ηέηνηνη ζπληειεζηέο. Γηα παξάδεηγκα: 

     
      [         ]                     

Γηα απηόλ ηνλ ιόγν, νη πνιπσλπκηθνί ζπληειεζηέο πνπ δεκηνπξγνύληαη ζα 

απνζεθεύνληαη καδί κε ηε ιέμε ζην ίδην αληηθείκελν. Με απηό ην ζθεπηηθό 

δεκηνπξγήζεθε ε θιάζε Word ε νπνία ζα πεξηέρεη ηηο εμήο ηδηόηεηεο/πεδία: 

 Polynomial Coeff: απνζεθεύεη ηνλ πνιπσλπκηθό ζπληειεζηή πνπ 

εκθαλίδεηαη κπξνζηά από ηε ιέμε. ε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη 

θάπνηνο, ηόηε ζεσξνύκε ηε κνλάδα. 

 List<int[]> Framing: απνζεθεύεη ην framing part γηα ην πξόγξακκα. 

Πξόθεηηαη γηα κία ιίζηα αθεξαίσλ πηλάθσλ 2 ζέζεσλ πνπ πεξηέρνπλ ηνλ 

δείθηε θαη ηνλ εθζέηε θάζε γελλήηνξα. Η ιίζηα απηή ζα ηαμηλνκείηαη κε 

θζίλνπζα ζεηξά σο πξνο ηνπο δείθηεο ησλ ζηνηρείσλ    έηζη ώζηε λα 

βξίζθνπκε γξήγνξα ηνλ κέγηζην δείθηε πνπ ππάξρεη ζην framing part. 

 List<int[]> Braiding: απνζεθεύεη ην braiding part γηα ην 

πξόγξακκα. Πξόθεηηαη γηα κία ιίζηα αθεξαίσλ πηλάθσλ 2 ζέζεσλ πνπ 

πεξηέρνπλ ηνλ δείθηε θαη ηνλ εθζέηε θάζε γελλήηνξα. 

Γηα παξάδεηγκα έζησ ε ιέμε       
   . Ωο έλα πξώην βήκα ζα κεηαθηλήζνπκε 

όινπο ηνπο γελλήηνξεο    ζηελ αξρή ηεο ιέμεο. Οπόηε έρνπκε       
    

        
          

 . Με ηελ ηαμηλόκεζε ηνπ framing part ε ηειηθή καο ιέμε ζα 

είλαη ε         
 . Οπόηε νη ηδηόηεηεο ηεο θιάζεο ζα πάξνπλ ηηο εμήο ηηκέο: 

 Coeff = 1 αθνύ δελ ππάξρεη πνιπσλπκηθόο ζπληειεζηήο 

 Framing = {(3,1), (1,1)} 

 Braiding = {(3,1), (4,2)} 

Οπόηε νη δύν παξαθάησ ιίζηεο ζα δεκηνπξγεζνύλ: 
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Framing 

3 1 

1 1 
 

Braiding 

3 1 

4 2 

 

Σα νθέιε από απηή ηελ αλαπαξάζηαζε ηεο ιέμεο είλαη αξθεηά: 

1. Η απνζήθεπζε ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπληειεζηώλ ησλ ιέμεσλ βνεζάεη 

αξθεηά ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο. Σν ίρλνο κίαο ιέμεο ζα νξίδεηαη 

σο ν πνιπσλπκηθόο ζπληειεζηήο επί ην απνηέιεζκα ηεο ζπλάξηεζεο 

ίρλνπο. 

2. Η ρξήζε δύν μερσξηζηώλ ιηζηώλ αληί κίαο ιίζηαο πνπ ζα πεξηείρε όια 

ηα ζηνηρεία ηεο ιέμεο, βνεζάεη ζην λα βξίζθνπκε άκεζα ηνπο κέγηζηνπο 

δείθηεο ζε θάζε κέξνο ηεο ιέμεο θαη αλ ππάξρνπλ δπλάκεηο. Λόγσ ηνπ 

όηη νη δύν ιίζηεο έρνπλ αθξηβώο ηελ ίδηα δνκή (απνηεινύληαη από 

αθέξαηνπο πίλαθεο), ππάξρεη ε δπλαηόηεηα λα δεκηνπξγεζνύλ κέζνδνη 

νη νπνίνη ζα εληνπίδνπλ θάπνηα ηδηόηεηα (π.ρ. ηελ ύπαξμε εθζέηε) νη 

νπνίεο ζα είλαη απιέο θαη ζα κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ θαη γηα ηηο 

δύν ιίζηεο, ρσξίο λα ρξεηαζηεί λα γξαθεί θώδηθαο γηα θάζε ιίζηα 

μερσξηζηά. 

3. Η αλαπαξάζηαζε ηεο ιέμεο σο δύν ιίζηεο ηαηξηάδεη απόιπηα κε ηε 

δνκή ηεο άιγεβξαο Yokonuma-Hecke, αιιά είλαη δπλαηόλ λα 

αλαπαξίζηαηαη κε ηνλ ίδην αθξηβώο ηξόπν κία ιέμε ηεο άιγεβξαο Hecke 

ρσξίο θακία ηξνπνπνίεζε: γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο κίαο ιέμεο 

ζηελ άιγεβξα Hecke ε ιίζηα Framing δελ ζα ιακβάλεηαη θαζόινπ ππ‟ 

όςηλ. Απηό δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα δνζεί σο είζνδνο ζην πξόγξακκα 

κία ιέμε ηεο άιγεβξαο Yokonuma-Hecke, λα ππνινγηζηεί ην ίρλνο ζηε 

Yokonuma-Hecke θαη ύζηεξα λα ππνινγηζηεί ην ίρλνο ζηε Hecke ζαλ 

λα κελ ππήξραλ ζηελ ιέμε νη γελλήηνξεο   . Σέηνηεο πεξηπηώζεηο 

ππνινγηζκώλ είλαη ζπρλέο.  

Γηαγξακκαηηθά ε δηαδηθαζία ηεο δεκηνπξγίαο ελόο αληηθεηκέλνπ Word ζα 

είλαη ε εμήο: 
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Είςοδοσ: η λζξη ωσ 
ςυμβολοςειρά

Parser

Λζξη: λίςτα 
πινάκων με 

3 θζςεισ

Ξεχωριςμόσ του 
Framing part

Framing: 
λίςτα 

πινάκων με 
2 θζςεισ

Braiding: 
λίςτα 

πινάκων με 
2 θζςεισ

Έξοδοσ: αντικείμενο 
Word

Καταςκευαςτήσ 
κλάςησ Word

 

2.3.2.2 Ιδιωηικέρ μέθοδοι 

Σνλ βαζηθόηεξν ξόιν ζηελ θιάζε Word ηνλ έρνπλ νη ηδησηηθέο (private) 

κέζνδνη πνπ έρνπλ δεκηνπξγεζεί γηα λα θάλνπλ απιέο εξγαζίεο ζε κία ιέμε. 

Πάλσ ζε θάπνηεο από απηέο ηηο κεζόδνπο βαζίδνληαη νη θαηαζθεπαζηέο ηεο 

θιάζεο όπσο θαη νη κέζνδνη ππνινγηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ ίρλνπο. Αλ θαη ν 

ξόινο ηνπο γίλεηαη πην ζαθήο θαηά ηελ πεξηγξαθή ηνπ ππνινγηζκνύ ηνπ 

ίρλνπο, ζε απηό ην θεθάιαην πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε ιεηηνπξγία ηνπο. 

Καηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ ίρλνπο θαη ζηηο δύν άιγεβξεο, 

ςάρλνπκε γηα γέθπξεο ζην braiding part. Ωο γέθπξα νξίδεηαη κία αθνινπζία 

γελλεηόξσλ                         . Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ αιγεβξώλ 

Hecke θαη Yokonuma-Hecke έρνπκε όηη κία γέθπξα αληηθαζίζηαηαη σο εμήο: 
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Οπόηε ε αληηθαηάζηαζε κίαο γέθπξαο πξαθηηθά εμαθαλίδεη ην έλα από ηα δύν 

   θαη ζε πεξίπησζε πνπ ν δείθηεο ηνπ είλαη ν κέγηζηνο πνπ εκθαλίδεηαη, 

κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ηελ ηδηόηεηα: 

               

Αο ζεσξήζνπκε κία ιέμε ζηελ άιγεβξα Hecke ε νπνία δελ έρεη θαλέλαλ 

εθζέηε (δειαδή νη εθζέηεο είλαη όινη ίζνη κε 1) θαη ε νπνία έρεη παξαπάλσ 

από έλα γελλήηνξα κε κέγηζην δείθηε. Σόηε επηιέγνπκε δύν ηπραίνπο δείθηεο 

από απηνύο, θαη πξνζπαζνύκε λα βγάινπκε έμσ ηα ζηνηρεία αλάκεζά ηνπο ηα 

νπνία κπνξνύλ λα βγνπλ «έμσ» από ηα ζηνηρεηά κε κέγηζην δείθηε κέζσ ηεο 

far commutativity. Γηα παξάδεηγκα αο δνύκε ηε ιέμε               . Σα 

βήκαηα πνπ ζα αθνινπζεζνύλ είλαη ηα εμήο: 

1. Δπηινγή δύν κέγηζησλ δεηθηώλ: εδώ έρνπκε κόλν δύν νύησο ε άιισο: 

               

2. Γηα θάζε έλα γελλήηνξα αλάκεζα ζηνπο κέγηζηνπο γελλήηνξεο, 

εθαξκόδνπκε ηελ far commutativity πξνο ηα έμσ:                

                 
              

            

3. Σώξα έρεη εκθαληζηεί κία γέθπξα θαη ν ππνινγηζκόο ηνπ ίρλνπο είλαη 

πιένλ εύθνινο: 

     
                  

                   
   

       

πγθεθξηκέλα έρνπκε ην παξαθάησ ιήκκα: 

Λήμμα: Έζησ κία ιέμε ζηελ άιγεβξα Hecke         πνπ πεξηέρεη δύν 

ζηνηρεία   . Σόηε εθαξκόδνληαο ηελ far commutativity θαηάιιεια, 

ζρεκαηίδεηαη κία γέθπξα ή εκθαλίδεηαη έλαο γελλήηνξαο πςσκέλνο ζην 

ηεηξάθσλν. 

Απόδειξη: 

Δθαξκόδνπκε ηελ ηδηόηεηα ηεο far commutativity γηα λα κεηαθηλήζνπκε πξνο 

ηα δεμηά ηνλ πξώην γελλήηνξα    θαη πξνο ηα αξηζηεξά ηνλ δεύηεξν 

γελλήηνξα   . 

…    … … …      …      …    … 

  

Με ηε κεηαθνξά απηή νη γελλήηνξεο   ζα είλαη δίπια ζε έλα γελλήηνξα     . 

Σόηε έρνπκε ηξεηο  πεξηπηώζεηο: ή έρεη ζρεκαηηζηεί ε ιέμε            

νπόηε θαη ε γέθπξα έρεη εκθαληζηεί θαη ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη ή έρεη 

ζρεκαηηζηεί ε ιέμε        
     πάιη ηεξκαηίδεη ν αιγόξηζκνο ή έρεη 

ζρεκαηηζηεί ε ιέμε                . ε απηή ηελ πεξίπησζε κεηαθηλνύκε 

ηνπο γελλήηνξεο      κε ηνλ ίδην ηξόπν επαγσγηθά, καδί κε ηνπο γελλήηνξεο 
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  . Γειαδή γηα           έρνπκε:                   θαη          

        .  

Οπόηε θαηαιήγνπκε είηε ζηε ιέμε                    (νπόηε πάιη έρνπκε 

γέθπξα θαη ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη) είηε ζηε ιέμε 

                        είηε ζε ιέμε κε ηεηξάγσλν. Δπαγσγηθά 

ζπλερίδνπκε ηελ δηαδηθαζία θαη γηα κηθξόηεξνπο δείθηεο. Ο αιγόξηζκνο απηόο 

ζίγνπξα ηεξκαηίδεη κε γέθπξα γηαηί ζηελ ρεηξόηεξε πεξίπησζε ζα ζρεκαηηζηεί 

ε ιέμε                   , αθνύ δελ ππάξρεη κηθξόηεξνο δείθηεο από 

ην 1. ■ 

Γηα όιε απηή ηελ δηαδηθαζία έρνπλ νξηζηεί κέζνδνη πνπ εθηεινύλ ε θαζεκία θαη 

από δηαθνξεηηθό θνκκάηη ηεο κεζόδνπ. Φπζηθά ν αιγόξηζκνο απηόο ιεηηνπξγεί 

αθξηβώο κε ηελ ίδηα ινγηθή θαη ζην braiding part κίαο ιέμεο ζηελ άιγεβξα 

Yokonuma-Hecke. Οη κέζνδνη απηέο είλαη νη εμήο: 

 void Swap(List<int[]> part, int data1, int data2): Η 

κέζνδνο απηή κεηαθηλεί έλα γελλήηνξα ζε κία ιίζηα πνπ βξίζθεηαη ζηε 

ζέζε data1, ζηελ ζέζε data2. 

 int BubbleHecke(int start, int end, int offset, bool 

yokonuma): Βξίζθεη κέρξη πνην ζεκείν κπνξεί λα κεηαθηλεζεί έλα 

ζηνηρείν πνπ βξίζθεηαη ζηε ζέζε start πξνο ηελ ζέζε end. Η 

ιεηηνπξγία ηεο είλαη όκνηα κε ηελ BubbleSort ε νπνία βξίζθεη κέρξη πνηα 

ζέζε ηνπ πίλαθα κπνξεί λα «αλέβεη» έλα ζηνηρείν θαη ύζηεξα ην 

κεηαθηλεί. Η κεηαβιεηή offset ρξεζηκνπνηείηαη ζε πεξίπησζε πνπ 

ζέινπκε λα κεηαθηλήζνπκε θαη δηπιαλά ζηνηρεία. Η κέζνδνο επηζηξέθεη 

ηε ζέζε ζηελ νπνία έρεη κεηαθηλεζεί πιένλ ν γελλήηνξαο πνπ 

βξηζθόηαλ ζηε ζέζε start. Η Boolean κεηαβιεηή yokonuma νξίδεη αλ 

ππνινγίδνπκε ην ίρλνο ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke. 

 bool Commute(int startIndex, int endIndex, bool 

ignoreExp, int offset, bool yokonuma): Δθαξκόδεη όιεο ηηο 

πηζαλέο αληηκεηαζέζεηο αλάκεζα ζε δύν γελλήηνξεο κε κέγηζηνπο 

δείθηεο. Ωο όξηζκα ζηε ζπλάξηεζε δίλνπκε ηηο ζέζεηο ησλ δύν κέγηζησλ 

ζηνηρείσλ. Δπεηδή όκσο είλαη πηζαλόλ λα ππάξρνπλ γελλήηνξεο κε 

εθζέηεο αλάκεζα ζηηο δύν ζέζεηο, ε κέζνδνο απηή επηζηξέθεη κία 

Boolean κεηαβιεηή ε νπνία είλαη true αλ έρεη βξεζεί γελλήηνξαο κε 

εθζέηε. ε απηή ηελ πεξίπησζε δελ γίλεηαη θακία αληηκεηάζεζε 

ζηνηρείσλ. 

 void SearchCommute(int[] maxIndexes, bool yokonuma): 

Γέρεηαη σο όξηζκα έλαλ πίλαθα κε ηνπο δείθηεο όπνπ βξίζθνληαη ηα 

κέγηζηα ζηνηρεία. Αλαδεηά απηά κε ηελ κεγαιύηεξε απόζηαζε κεηαμύ 

ηνπο, θαη θαιεί ηελ Commute γηα λα γίλνπλ νη αληηκεηαζέζεηο. 
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 Tuple<int, int> FindBridge(): Βξίζθεη αλ ππάξρεη γέθπξα ζηε 

ιέμε θαη επηζηξέθεη ηνπο δείθηεο ζηνπο νπνίνπο βξίζθνληαη ηα κέγηζηα 

ζηνηρεία. 

 void ReplaceBridge(int start, int end): Αληηθαζηζηά ηε γέθπξα 

ζε κία ιέμε. 

Δπίζεο ππάξρνπλ θαη θάπνηεο άιιεο ηδησηηθέο κέζνδνη νη νπνίεο εθηεινύλ 

πνιύ πην απιέο δηεξγαζίεο αιιά ρξεηάδνληαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο: 

 bool HasPowers(List<int[]> part): Διέγρεη αλ ππάξρνπλ 

γελλήηνξεο κε εθζέηε δηάθνξν ηεο κνλάδαο. Γέρεηαη σο όξηζκα είηε ηε 

ιίζηα ηνπ braiding part είηε ηε ιίζηα ηνπ framing part. Δπηζηξέθεη κία 

Boolean κεηαβιεηή αλάινγα κε ην αλ βξεη εθζέηεο ε όρη. 

 int[] FindPowers(List<int[]> part): ε αληίζεζε κε ηελ 

HasPowers πνπ απιά εληνπίδεη ην αλ ππάξρνπλ δπλάκεηο, ε κέζνδνο 

απηή επηζηξέθεη έλα πίλαθα κε ηνπο δείθηεο ησλ γελλεηόξσλ όπνπ 

ππάξρεη ν κέγηζηνο εθζέηεο πνπ εκθαλίδεηαη. 

 int[] FindMaxIndexes(List<int[]> part): Η κέζνδνο απηή 

βξίζθεη ηνπο δείθηεο ησλ κέγηζησλ γελλεηόξσλ θαη ηνπο επηζηξέθεη ζε 

έλαλ πίλαθα. 

 void RemoveDuplicates(): Τπάξρεη πεξίπησζε ζηε ιέμε πνπ ζα 

δώζεη ν ρξήζηεο λα ππάξρνπλ δηπιαλνί γελλήηνξεο κε ίδην δείθηε π.ρ. 

      . Η κέζνδνο απηή αλαιακβάλεη λα ηα ελώζεη ζε έλα θαη λα 

πξνζζέζεη ηνπο εθζέηεο. Διέγρεη θαη ην braiding part θαη ην framing 

part. 

 void RemoveModDuplicates(int d): Δθαξκόδεη ηε ζρέζε   
    ζην 

framing part. Γειαδή ππνινγίδεη ηνπο εθζέηεο ησλ γελλεηόξσλ ηνπ 

framing part σο πξνο modulo d. 

 void DeleteZeroExp(): Γηαγξάθεη γελλήηνξεο κε κεδεληθό εθζέηε 

από ην braiding θαη από framing part 

 Word[] Split(bool frame, int pos): πάεη ηε ιέμε ζε δύν ιέμεηο. 

πγθεθξηκέλα δνζέληνο ελόο δείθηε ε κέζνδνο απηή επηζηξέθεη ην έλαλ 

πίλαθα πνπ πεξηέρεη δύν ιέμεηο: ε κία είλαη ην θνκκάηη ηεο αξρηθήο 

ιέμεο πνπ βξίζθεηαη αξηζηεξά από ηελ ζέζε θαη ε άιιε ην δεμηό 

θνκκάηη.  

 static List<int[]> MergeHecke(Word w1, int[] elem): Δλώλεη 

κία ιέμε ηεο άιγεβξαο Hecke κε έλα ζηνηρείν. Πξαθηηθά είλαη ε 

ζύλζεζε δπν ιέμεσλ όπνπ ε κία έρεη κόλν έλα ζηνηρείν. 

 static List<int[]> MergeHeckeWords(Word w1, Word w2): 

πλζέηεη δύν ιέμεηο ηεο άιγεβξαο Hecke θαη δεκηνπξγεί κία θαηλνύξηα. 

Αλ θαη έρεη νξηζηεί ηειεζηήο ζύλζεζεο / πνιιαπιαζηαζκνύ ζηελ θιάζε 

Word, είλαη θαιά νξηζκέλνο γηα ηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke θαη όρη 

γηα ηελ Hecke. 
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 Tuple< List<int[]>, List<int[]> > MoveFramingPart( 

List<int[]> elements ): Η κέζνδνο απηή ιακβάλεη ηε ιίζηα πνπ 

εμάγεη ν Parser θαη εμάγεη δύν ιίζηεο, κία γηα ην framing part θαη κία γηα 

ην braiding part. Λακβάλεη ππ‟ όςηλ ηεο ηε δξάζε ησλ framing 

γελλεηόξσλ πάλσ ζηνπο braiding γελλήηνξεο. 

2.3.2.3 Καηαζκεςαζηέρ 

ηε θιάζε απηή ππάξρνπλ 4 θαηαζθεπαζηέο νη νπνίνη δεκηνπξγνύλ έλα 

αληηθείκελν ηύπνπ Word. πγθεθξηκέλα είλαη νη παξαθάησ: 

 Word(): Γεκηνπξγεί κία λέα θελή ιέμε. Γειαδή κία ιέμε κε 

πνιπσλπκηθό ζπληειεζηή ηε κνλάδα, θαη θελέο ηηο ιίζηεο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζην framing θαη ζην braiding part. 

 Word(List<int[]> elements): Γεκηνπξγεί κία ιέμε από κία ιίζηα 

αθεξαίσλ πηλάθσλ. Δίλαη ν θαηαζθεπαζηήο πνπ θαιείηαη ζπρλόηεξα, 

αθνύ είλαη ν θαηαζθεπαζηήο πνπ δέρεηαη ηε ιίζηα πνπ εμάγεη ν parser. 

Γηαρσξίδεη ην framing θαη ην braiding part κέζσ ηεο κεζόδνπ 

MoveFramingPart. Η ιέμε πνπ ζα δεκηνπξγεζεί ζα έρεη σο 

πνιπσλπκηθό ζπληειεζηή ηε κνλάδα. 

 Word(List<int[]> elements, Polynomial coefficient): Έρεη 

ηελ ίδηα αθξηβώο ιεηηνπξγία κε ηνλ πην πάλσ θαηαζθεπαζηή, κε ηελ 

δηαθνξά όηη ν πνιπσλπκηθόο ζπληειεζηήο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

δίλεηαη σο όξηζκα. 

 Word(List<int[]> framingPart, List<int[]> braidingPart, 

Polynomial coefficient): Ο θαηαζθεπαζηήο απηόο δεκηνπξγεί κία 

λέα ιέμε δνζέλησλ ηνπ framing part, ηνπ braiding part θαη ηνπ 

πνιπσλπκηθνύ ζπληειεζηή. 

Όινη νη θαηαζθεπαζηέο θαινύλ ηε κέζνδν RemoveDupliacates(). Γειαδή έλα 

αληηθείκελν ηεο θιάζεο Word ζα αλαπαξηζηά κία ιέμε ζηελ νπνία δελ ζα 

ππάξρνπλ δύν θνξέο ίδηνη framing γελλήηνξεο θαη ζηελ νπνία ην framing part 

ζα είλαη ηαμηλνκεκέλν θαηά θζίλνπζα ζεηξά ησλ δεηθηώλ. Όκσο νη εθζέηεο ηνπ 

framing part κπνξεί λα είλαη νπνηνζδήπνηε αξηζκόο, νη πξάμεηο modulo d 

γίλνληαη ηελ ώξα ηνπ ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο. 

2.3.2.4 Γινόμενο λέξεων 

ην πξόγξακκα έρεη νξηζηεί – ζε πιήξε αληηζηνηρία κε ηελ πξάμε ηνπ 

γηλνκέλνπ ηεο άιγεβξαο Yokonuma-Hecke – κία πξάμε γηλνκέλνπ αλάκεζα ζε 

αληηθείκελα ηύπνπ Word. πγθεθξηκέλα ζα είλαη δπλαηόλ λα 

πνιιαπιαζηάδνπκε δύν αληηθείκελα πνπ αλαπαξηζηνύλ δύν ιέμεηο θαη ην 

απνηέιεζκα λα είλαη έλα λέν αληηθείκελν πνπ ζα αλαπαξηζηά ην γηλόκελν ησλ 

δύν ιέμεσλ. 

Έζησ όηη έρνπκε δύν αληηθείκελα w1 θαη w2 ηύπνπ Word πνπ αλαπαξηζηνύλ 

δύν δηαθνξεηηθέο ιέμεηο. ε πεξίπησζε πνπ ε w2 δελ έρεη framing part ηόηε ν 
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πνιιαπιαζηαζκόο ησλ ιέμεσλ είλαη απιόο: απιά ελώλνπκε ηα braiding part 

ησλ δύν ιέμεσλ. Αλ όκσο ε w2 δηαζέηεη framing part, ηόηε ελώλνπκε ηηο δύν 

ιέμεηο ζε κία ιίζηα κε πίλαθεο 3 ζέζεσλ, κε ηελ ίδηα κνξθή πνπ εμάγεη θαη ν 

parser θαη δίλνπκε ηε ιίζηα απηή σο όξηζκα ζηνλ θαηαζθεπαζηή, ν νπνίνο 

αλαιακβάλεη απηόκαηα λα μερσξίζεη ην framing part ηεο λέαο ιέμεο. Φπζηθά νη 

πνιπσλπκηθνί ζπληειεζηέο ησλ δύν ιέμεσλ πνιιαπιαζηάδνληαη κεηαμύ ηνπο. 

Έρεη νξηζηεί αθόκα θαη ε δπλαηόηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ κίαο ιέμεο κε 

έλαλ πίλαθα 3 ζέζεσλ, ν νπνίνο ζα αλαπαξηζηά είηε έλαλ framing γελλήηνξα 

είηε έλαλ braiding γελλήηνξα. Η δπλαηόηεηα απηή είλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκε 

όηαλ ζηνλ αιγόξηζκν ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο ζα αλαιύνπκε ηε ιέμε ζε 

απινύζηεξεο. 

Δπίζεο έρεη νξηζηεί θαη πνιιαπιαζηαζκόο κεηαμύ ιέμεο θαη πνιπσλύκνπ. Η 

πξάμε απηή γίλεηαη κε ηνλ πξνθαλή ηξόπν (ην πνιπώλπκν πνιιαπιαζηάδεηαη 

κε ηνλ πνιπσλπκηθό ζπληειεζηή ηεο ιέμεο). 

Οη ηειεζηέο πξάμεσλ πνπ έρνπλ νξηζηεί ζηελ θιάζε είλαη νη εμήο: 

 Word operator *(Word w1, Word w2): Πνιιαπιαζηάδεη δύν ιέμεηο 

κεηαμύ ηνπο. 

 Word operator *(Word w, Polynomial p): Πνιιαπιαζηάδεη κία 

ιέμε κε έλα πνιπώλπκν 

 Word operator *(Polynomial p, Word w): Πνιιαπιαζηάδεη κία 

ιέμε κε έλα πνιπώλπκν. Έρεη νξηζηεί θαηαρξεζηηθά. 

 Word operator *(Word w, int[] elem): Πνιιαπιαζηάδεη κία ιέμε 

κε έλαλ αθέξαην πίλαθα ηξηώλ ζέζεσλ πνπ αλαπαξηζηά είηε έλαλ 

framing γελλήηνξα είηε έλαλ braiding γελλήηνξα. 

2.3.2.5 Σςναπηήζειρ ςπολογιζμού ίσνοςρ 

Σν ζεκαληηθόηεξν θνκκάηη ηεο θιάζεο απηήο είλαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ 

ππνινγίδνπλ ην ίρλνο Ocneanu ζηηο άιγεβξεο Hecke θαη ην ίρλνο Juyumaya 

ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke. 

Ο ππνινγηζκόο ηνπ ίρλνπο (νπνηνδήπνηε θαη αλ είλαη απηό) έρεη 

θαηαθεξκαηηζηεί πξνγξακκαηηζηηθά ζε ηξία θνκκάηηα: ηνλ ππνινγηζκό ησλ 

απιώλ πεξηπηώζεσλ (π.ρ. ιέμεηο πνπ πεξηέρνπλ έλαλ γελλήηνξα κόλν), ηελ 

αλάιπζε κίαο ιέμεο ζε πνιιέο απινύζηεξεο κέζσ ηεο ηεηξαγσληθήο ζρέζεο 

(γηα νπνηνλδήπνηε αθέξαην εθζέηε) θαη ηέινο ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο θάζε 

απηόλ. Ο θαηαθεξκαηηζκόο απηόο παξνπζηάδεη αξθεηά νθέιε 

πξνγξακκαηηζηηθά. Γηα παξάδεηγκα κπνξνύκε λα αιιάμνπκε ηελ ηεηξαγσληθή 

ζρέζε ρσξίο λα επεξεάζνπκε ην ππόινηπν πξόγξακκα. Δπίζεο είλαη πην 

εύθνινο ν εληνπηζκόο πηζαλώλ ινγηθώλ ιαζώλ. 
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ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα δώζνπκε απιή πεξηγξαθή ησλ κεζόδσλ πνπ 

έρνπλ δεκηνπξγεζεί γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ δύν ηρλώλ. ηηο επόκελεο 

παξαγξάθνπο ζα παξνπζηαζηνύλ αλαιπηηθά νη αιγόξηζκνη γηα ηα δύν ίρλε. 

 Polynomial TraceHeckeUnit(int[] symbol): Τπνινγίδεη ην ίρλνο 

Ocnenau γηα κία ιέμε κε έλαλ κόλν γελλήηνξα. Ο γελλήηνξαο δίλεηαη 

κε ηε κνξθή πίλαθα 2 ζέζεσλ. 

 List<Word> QuadraticRelationHecke(int pos): Αλαιύεη ηε ιέμε 

εθαξκόδνληαο ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε ζηνλ γελλήηνξα ζηε ζέζε pos. Η 

κέζνδνο απηή δελ ππνινγίδεη ηίπνηα, παξά κόλν αλαιύεη ηε ιέμε ζηηο 

απινύζηεξεο πνπ ζα δεκηνπξγεζνύλ. Δπηζηξέθεη κία ιίζηα κε ηηο 

ιέμεηο. 

 Polynomial TraceHecke(): Δίλαη ε κέζνδνο πνπ ππνινγίδεη ην ίρλνο 

ηνπ Ocneanu. Δπηζηξέθεη έλα πνιπώλπκν, πνπ είλαη ην απνηέιεζκα. 

 Polynomial TraceYokonumaHeckeUnit(int framingPower, bool 

hasBraiding): Τπνινγίδεη ην ίρλνο Juyumaya γηα απιέο πεξηπηώζεηο, 

δειαδή γηα ιέμεηο πνπ έρνπλ ην πνιύ έλαλ braiding γελλήηνξα (κε 

εθζέηε 1) θαη έλαλ framing γελλήηνξα (κε νπνηνλδήπνηε εθζέηε). 

 List<Word> QuadraticRelationYokonumaHecke(int d, int pos): 

Αλαιύεη ηε ιέμε εθαξκόδνληαο ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε ηεο Yokonuma-

Hecke ζηνλ γελλήηνξα ζηελ ζέζε pos. Σν αθέξαην όξηζκα d, είλαη ν 

αξηζκνο   ηεο        . 

 Polynomial TraceYokonumaHecke(int d): Τπνινγίδεη ην ίρλνο 

Juyumaya. 

2.3.3 Αλγόπιθμορ ςπολογιζμού ίσνοςρ Ocneanu ζηιρ άλγεβπερ Hecke 

Αθνύ έρεη πεξηγξαθεί αλαιπηηθά ε δνκή ηνπ πξνγξάκκαηνο, κπνξνύκε λα 

δνύκε ηνλ αιγόξηζκν ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο Ocneanu γηα κία ιέμε ζηηο 

άιγεβξεο Hecke. 

Ο αιγόξηζκνο ζα είλαη έλαο αλαδξνκηθόο αιγόξηζκνο, δειαδή ζα θαιεί ηνλ 

εαπηό ηνπ. Από ηνλ νξηζκό ηνπ ίρλνπο Ocneanu, βιέπνπκε όηη ν θαλόλαο (2) 

κπνξεί θάιιηζηα λα απνηειέζεη κία επαγσγηθή βάζε γηα ηνλ αιγόξηζκν. Όκσο 

ε ινγηθή απηή έρεη επεθηαζεί ζηνλ ζπγθεθξηκέλν αιγόξηζκν. Ωο επαγσγηθή 

βάζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο ηεο ιέμεο   
 . Γηα 

    πξνθύπηεη ν θαλόλαο (2) ηνπ ίρλνπο Ocneanu. Γηα     ζα έρνπκε: 

     
     [                                        ]

                                          

Δπίζεο γηα     ζα έρνπκε: 
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Γειαδή γηα ιέμεηο κε έλαλ γελλήηνξα έρνπκε θαηεπζείαλ ην απνηέιεζκα. 

Απηέο ηηο πεξηπηώζεηο θαιύπηεη ε κέζνδνο TraceHeckeUnit. 

Έρνληαο νξίζεη ηελ επαγσγηθή βάζε ηνπ αλαδξνκηθνύ αιγνξίζκνπ κέλεη λα 

γίλεη ε αλαγσγή ζύλζεησλ ιέμεσλ ζε πην απιέο. Σν πξώην βήκα είλαη λα γίλεη 

απαινηθή όισλ ησλ εθζεηώλ. Γειαδή λα γίλεη εθαξκνγή ηεο ηεηξαγσληθήο 

ζρέζεο έηζη ώζηε λα αλαιπζεί ε αξρηθή ιέμε ζε απινύζηεξεο ιέμεηο ρσξίο 

εθζέηεο. Απηή ε ηερληθή νλνκάδεηαη «δηαίξεη θαη βαζίιεπε». Γειαδή αλάγνπκε 

ην πξόβιεκα καο ζε πνιιά κηθξόηεξα πξνβιήκαηα ηα νπνία είλαη εύθνιν λα 

ιπζνύλε, θαη ζην ηέινο ζπλδπάδνπκε ηηο ιύζεηο ησλ κηθξώλ πξνβιεκάησλ γηα 

λα βξεζεί ε ιύζε ηνπ αξρηθνύ καο πξνβιήκαηνο. ηελ ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε ζα ππνινγηζηνύλ ηα ίρλε ησλ απινύζηεξσλ (ρσξίο εθζέηεο) 

ιέμεσλ θαη ζα πξνζηεζνύλ γηα λα ππνινγηζηεί ην ίρλνο ηεο αξρηθήο ιέμεο. 

Σν πξόβιεκα καο ηώξα έρεη αλαρζεί ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο ιέμεσλ πνπ 

δελ πεξηέρνπλ εθζέηεο. Τπάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο ζε απηέο ηηο ιέμεηο: είηε 

εκθαλίδεηαη κόλν κία θνξά γελλήηνξαο κε ηνλ κέγηζην δείθηε – νπόηε γίλεηαη 

εθαξκνγή ηνπ θαλόλα (3) ηνπ νξηζκνύ ηνπ ίρλνπο Ocneanu – είηε ππάξρνπλ 

πεξηζζόηεξνη από έλαο πνπ ζεκαίλεη όηη ππάξρεη κία γέθπξα ζηε ιέμε ή όηη 

κπνξεί λα ζρεκαηηζηεί έλαο γελλήηνξαο πςσκέλνο ζην ηεηξάγσλν (Λήκκα 

§2.3.2.2). ε πεξίπησζε πνπ εκθαληζηεί ηεηξάγσλν ηόηε εθαξκόδνπκε ηελ 

ηεηξαγσληθή ζρέζε. Αιιηώο αλ έρνπκε γέθπξα ηελ αληηθαζηζηνύκε ζύκθσλα 

κε ηελ 3-braid relation θαη ζπλερίδνπκε ηνλ ππνινγηζκό καο. 

Η δπζθνιία ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη λα ζρεκαηηζηεί ε γέθπξα αλάκεζα ζε δύν 

γελλήηνξεο. Φπζηθά εδώ ρξεζηκνπνηνύκε ην ιήκκα ηεο §2.3.2.2 γηα λα 

δεκηνπξγήζνπκε κία πηζαλή γέθπξα αλάκεζα ζε δύν γελλήηνξεο. Όκσο 

δνζέλησλ δύν γελλεηόξσλ ππάξρεη δύν πηζαλόηεηεο: είηε ε γέθπξα λα κπνξεί 

λα δεκηνπξγεζεί αλάκεζα ηνπο είηε από έμσ ηνπο, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ 

θαλόλα (1) ηνπ ίρλνπο ηνπ Ocneanu. Γηα παξάδεηγκα ζηνλ ππνινγηζκό 

                   ππάξρεη ήδε κία γέθπξα ε νπνία δελ θαίλεηαη θαζαξά. 

Έζησ          θαη           . Σόηε εθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα ηεο 

αληηκεηάζεζεο έρνπκε                           

                          . Σώξα ε γέθπξα θαίλεηαη πιένλ θαζαξά.  

Γνζέλησλ δύν γελλεηόξσλ κε κέγηζην δείθηε νξίδνπκε δύν απνζηάζεηο: ηελ 

εζωηεπική θαη ηελ εξωηεπική. Ύζηεξα βξίζθνπκε ην δεπγάξη γελλεηόξσλ κε 

κέγηζην δείθηε πνπ έρεη ηελ κεγαιύηεξε απόζηαζε θαη ςάρλνπκε ζε απηό γηα 

γέθπξα. Δπηιέγνληαο ηελ κεγαιύηεξε απόζηαζε, ππάξρεη πεξίπησζε έλαο 

από ηνπο δύν γελλήηνξεο λα ελσζεί κε έλαλ άιινλ γελλήηνξα κε κέγηζην 

δείθηε πνπ ίζσο λα ππάξρεη κεηαμύ ηνπο θαη λα δεκηνπξγεζεί ηεηξάγσλν. Σόηε 

εθαξκόδνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε. Αιιηώο ην πηζαλόηεξν είλαη λα 

βξεζνύκε ζε γέθπξα. 

Ο αιγόξηζκνο είλαη δειαδή ν εμήο: 
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1. Απαινηθή γελλεηόξσλ κε ίδην δείθηε πνπ είλαη δίπια. 

2. Αλ ε ιέμε έρεη έλαλ γελλήηνξα ηόηε ππνινγίδνπκε ην ίρλνο θαη ν 

αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη. 

3. Αλ ε ιέμε πεξηέρεη έλαλ εθζέηε, επηιέγνπκε ηνλ πξώην θαη 

εθαξκόδνπκε ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε. Τπνινγίδνπκε ην ίρλνο ησλ 

απινύζηεξσλ ιέμεσλ θαη ηα πξνζέηνπκε θαη ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη.  

4. Αλ ε ιέμε πεξηέρεη κόλν έλαλ γελλήηνξα κε ηνλ κέγηζην δείθηε, 

εθαξκόδνπκε ηνλ θαλόλα                θαη ππνινγίδνπκε ην ίρλνο 

ηεο ιέμεο πνπ απνκέλεη. 

5. Αθνύ ε ιέμε δελ έρεη εθζέηεο, αιιά πεξηέρεη πεξηζζόηεξνπο από έλαλ 

γελλήηνξεο κε ηνλ κέγηζην δείθηε, ηόηε είηε ππάξρεη γέθπξα είηε κπνξεί 

λα εκθαληζηεί ηεηξάγσλν γηα λα εθαξκνζηεί ε ηεηξαγσληθή ζρέζε. 

Δπηιέγνπκε ην δεπγάξη γελλεηόξσλ κε ηελ κέγηζηε απόζηαζε θαη 

εθαξκόδνπκε ηελ far commutativity ζηα ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη 

αλάκεζά ηνπο κέρξη λα θαηαιήμνπκε είηε ζε γέθπξα είηε ζε ηεηξάγσλν. 

Σν δηάγξακκα ξνήο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ην παξαθάησ: 
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Είςοδοσ: 
αντικείμενο Word

Εντοπιςμόσ και 
αφαίρεςη διπλών 

γεννητόρων

Η λζξη ζχει 1 
γεννήτορα

Εκτζλεςη τησ 
TraceHeckeUnit()

ΝΑΙ
Έξοδοσ: Συντελεςτήσ * 

αποτζλεςμα 
TraceHeckeUnit()

OXI

Εκτζλεςη τησ 
QuadraticRelationHecke()

NAI Απλή 
λζξη 2

Απλή 
λζξη 1

Απλή 
λζξη n

...

Η λζξη ζχει 
εκθζτεσ

Η λζξη ζχει 1 
μζγιςτο δείκτη

OXI

Εξαγωγή του 
γεννήτορα με 

μζγιςτο δείκτη ωσ 
‘z’

NAI
Νζα λζξη 
χωρίσ τον 
γεννήτορα

ΟΧΙ

Εφρεςη μζγιςτησ 
γζφυρασ

Νζα λζξη 
χωρίσ τη 
γζφυρα

Αντικατάςταςη τησ 
γζφυρασ

Εφαρμογή τησ far 
commutativity

Η λζξη ζχει 
εκθζτεσ

ΟΧΙ

NAI

 

Όζα ρξεζηκνπνηνύληαη ζηνλ αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο ηνπο 

Ocneanu ζηηο άιγεβξεο Hecke ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ θαη όηαλ ζα 

ππνινγίδνπκε ην ίρλνο Juyumaya ζηηο Yokonuma-Hecke. Σν braiding part 

ζηελ άιγεβξα Yokonuma-Hecke ζα απινπνηείηαη ζε απινύζηεξεο ιέμεηο 

βάζεη ηεο ινγηθήο πνπ αλαπηύρζεθε γηα ηηο άιγεβξεο Hecke. Απηόο ήηαλ θαη ν  
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ιόγνο πνπ πξνεγήζεθε πξώηα ε αλάπηπμε ηνπ αιγνξίζκνπ ζηηο άιγεβξεο 

Hecke. 

2.3.4 Αλγόπιθμορ ςπολογιζμού ίσνοςρ Juyumaya ζηιρ άλγεβπερ 

Yokonuma-Hecke 

Ο αιγόξηζκνο ηνπ ππνινγηζκνύ ηνπ ίρλνπο Juyumaya ζηηο άιγεβξεο 

Yokonuma-Hecke απνηειεί πξαθηηθά κία ηξνπνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ 

ίρλνπο Ocneanu ζηηο άιγεβξεο Hecke. 

Η πξώηε ζεκαληηθή δηαθνξά είλαη ε ηεηξαγσληθή ζρέζε: 

  
                            , όπνπ 

     
 

 
∑   

     
  

   

   

 

Αλαιύνληαο πεξαηηέξσ ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε έρνπκε: 

  
         

 

 
∑   

     
  

   

   

      
 

 
∑   

     
  

   

   

   

Έζησ κία ιέμε ηεο κνξθήο    
   ζε κία άιγεβξα        . Σόηε ζα έρνπκε: 

  
          

 

 
∑    

     
   

   

   

      
 

 
∑    

     
  

   

   

    

Παξαηεξνύκε δειαδή όηη εκθαλίδνληαη πνιιέο λέεο ιέμεηο (    
     

    θαη 

   
     

     ) πνπ πεξηέρνπλ framing γελλήηνξεο «ζηε κέζε», νη νπνίνη ζα 

πξέπεη λα κεηαθεξζνύλ ζηελ αξρή ηεο ιέμεο γηα λα γίλνπλ νη ππνινγηζκνί. 

Γπζηπρώο δελ είλαη δπλαηόλ λα θξαηήζνπκε ηα      ρσξίο λα ηα 

αληηθαηαζηήζνπκε. Ο ππνινγηζκόο ζα γηλόηαλ αξθεηά πην εύθνινο αλ 

ρσξίδακε κία ιέμε ζε framing part, braiding part θαη έλα “    ” part. Αιιά ιόγσ 

ησλ ζρέζεσλ (viii) θαη (ix) ζηνλ νξηζκό ηνπ ίρλνπο Juyumaya θάηη ηέηνην είλαη 

αδύλαηνλ. Οπόηε ε κόλε επηινγή είλαη ε άκεζε αληηθαηάζηαζε ηνπο. 

Γηα ηελ ηεηξαγσληθή ζρέζε δεκηνπξγήζεθε ε κέζνδνο 

QuadraticRelationYokonumaHecke. Η κέζνδνο απηή εθαξκόδεη ηελ 

ηεηξαγσληθή ζρέζε ζε έλαλ γελλήηνξα κε εθζέηε   θαη ρσξίδεη ηε ιέμε ζε 

     λέεο απινύζηεξεο ιέμεηο. Δπηζηξέθεη ηηο ιέμεηο κέζα ζε κία ιίζηα, 

έρνληαο μερσξίζεη ζε θάζε κία ην framing part από ην braiding part. 

Η δεύηεξε δηαθνξά είλαη νη θαλόλεο ηνπ ίρλνπο ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-

Hecke. Ο αιγόξηζκνο ζηηο Yokonuma-Hecke ζα ρξεηαζηεί λα ςάρλεη λα 

βξίζθεη γελλήηνξεο κε κέγηζην δείθηε μερσξηζηά ζην framing part θαη 

μερσξηζηά ζην braiding part. Όκσο ππάξρνπλ πνιιέο πεξηπηώζεηο: 
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1. Τπάξρεη κόλν     
  ρσξίο λα εκθαλίδεηαη ν γελλήηνξαο   . Σόηε απιά 

εθαξκόδεηαη ν θαλόλαο 4. 

2. Τπάξρεη κόλν ν γελλήηνξαο    ν νπνίνο εκθαλίδεηαη κόλν κία θνξά. 

Σόηε απιά εθαξκόδεηαη ν θαλόλαο 3. 

3. Τπάξρεη ν γελλήηνξαο    ν νπνίνο όκσο εκθαλίδεηαη πεξηζζόηεξεο 

από κία θνξέο. Σόηε ν αιγόξηζκνο ζα πξέπεη λα ςάρλεη γηα γέθπξεο κε 

ηνλ ίδην ηξόπν πνπ ην θάλεη θαη ν αιγόξηζκνο ζηηο άιγεβξεο Hecke. 

4. Τπάξρεη ν γελλήηνξαο     
  θαη ν γελλήηνξαο    πνπ εκθαλίδεηαη κόλν 

κία θνξά. Σόηε κεηαθέξεηαη ν     
  δεμηά ηνπ    εθαξκόδνληαο ηνλ 

θαλόλα     
        

 . Σώξα πιένλ εκθαλίδεηαη κόλν ν    θαη κπνξεί 

λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο 3 θαη ν θαλόλαο 4. 

Γειαδή ελώ ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ ίρλνπο Ocneanu απιά ειέγρακε αλ 

ππάξρεη έλαο γελλήηνξαο κε κέγηζην δείθηε, ζηελ πεξίπησζε ηνπ ίρλνπο 

Juyumaya ζα ρξεηαζηεί λα γίλνπλ πεξηζζόηεξνη έιεγρνη. 

πλνπηηθά ν αιγόξηζκνο αθνινπζεί ηα εμήο βήκαηα: 

1. Απαινηθή braiding γελλεηόξσλ κε ίδην δείθηε πνπ είλαη δίπια θαη 

απαινηθή framing γελλεηόξσλ κε εθζέηε έλα πνιιαπιάζην ηνπ  . 

2. Έιεγρνο γηα ην αλ ε ιέμε δελ έρεη νύηε framing part νύηε braiding part. 

Σόηε ν αιγόξηζκνο επηζηξέθεη ηνλ πνιπσλπκηθό ζπληειεζηή ηεο ιέμεο. 

3. Έιεγρνο γηα ην αλ ε ιέμε δελ έρεη framing part θαη έρεη έλαλ braiding 

γελλήηνξα ρσξίο θάπνηνλ εθζέηε. Σόηε ππνινγίδεηαη ην ίρλνο από ηελ 

TraceYokonumaHeckeUnit. 

4. Έιεγρνο γηα ην αλ ε ιέμε δελ έρεη framing part θαη έρεη έλαλ braiding 

γελλήηνξα κε θάπνηνλ εθζέηε. Σόηε εθαξκόδεηαη ε ηεηξαγσληθή ζρέζε 

κέζσ ηεο QuadraticRelationYokonumaHecke ε νπνία επηζηξέθεη 

     απινύζηεξεο ιέμεηο. Τπνινγίδεηαη ην ίρλνο ζε απηέο ηηο ιέμεηο 

θαη πξνζζέηνληαο ηα απνηειέζκαηα ππνινγίδεηαη ην ίρλνο ηεο αξρηθήο 

ιέμεο. 

5. Έιεγρνο γηα ην αλ ε ιέμε δελ έρεη framing part θαη πεξηέρεη ζην 

braiding part κόλν έλαλ γελλήηνξα κε κέγηζην δείθηε. Σόηε εθαξκόδεηαη 

ν θαλόλαο (3) από ηνλ νξηζκό ηνπ ίρλνπο, θαη ππνινγίδεηαη 

αλαδξνκηθά ην ίρλνο ζηελ ιέμε πνπ απνκέλεη. 

6. Έιεγρνο γηα ην αλ ε ιέμε έρεη framing part. Αλ λαη ν αιγόξηζκνο 

ζπλερίδεη ζην 7. Αλ όρη ζπλερίδεη ζην 10. 

7. Έιεγρνο γηα ην αλ ππάξρεη ν γελλήηνξαο     
  ρσξίο λα ππάξρεη ν   . 

Αλ λαη ηόηε εθαξκόδνπκε ηνλ θαλόλα 3. 

8. Έιεγρνο γηα ην αλ ππάξρεη ν γελλήηνξαο    κία κόλν θνξά ρσξίο λα 

ππάξρεη ν     
 . Αλ λαη εθαξκόδεηαη ν θαλόλαο 4 ηνπ ίρλνπο. 

9. Έιεγρνο γηα ηνλ αλ ππάξρεη ν γελλήηνξαο     
  θαη ν γελλήηνξαο    

κόλν κία θνξά. Σόηε κεηαθηλνύκε ηνλ     
  δεμηά ηνπ    έηζη ώζηε λα 
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εθαξκνζηεί ε ζρέζε     
        

 . Σόηε εθαξκόδεηαη ν θαλόλαο 3 θαη 

έπεηηα ν θαλόλαο 4 ηνπ ίρλνπο. 

10. Αθνύ έρνπλ θαιπθζεί όιεο νη πηζαλέο εύθνιεο πεξηπηώζεηο, ν 

αιγόξηζκνο ειέγρεη γηα γέθπξα. Αλ βξεη ηελ αληηθαζηζηά. Αλ εκθαληζηεί 

ηεηξάγσλν θαηά ηελ δηαδηθαζία ηόηε εθαξκόδεηαη πάιη ε ηεηξαγσληθή 

ζρέζε. 

Σν δηάγξακκα ξνήο ηνπ αιγόξηζκνπ πεξηγξάθεη όιε ηελ δηαδηθαζία πνιύ 

απιά: 
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Είςοδοσ: 
Αντικείμενο Word

Εντοπιςμόσ και αφαίρεςη όλων των 
διπλών γεννητόρων για το framing part

Εντοπιςμόσ και αφαίρεςη όλων των 
διπλών γεννητόρων για το braiding part

F = 0 ΚΑΙ B = 0
Εκτζλεςη τησ 

TraceYokonumaHeckeUnit()
 ΝΑΙ

Έξοδοσ: Συντελεςτήσ * 
αποτζλεςμα 

TraceYokonumaHeckeUnit()

ΟΧΙ

ΝΑΙ
F = 0 ΚΑΙ B = 1 

χωρίσ εκθζτη ςτο B

F = 0 ΚΑΙ B = 1 με 
εκθζτη ςτο B

OXI

Εκτζλεςη τησ 
QuadraticRelationYokonumaHecke()

NAI
Απλή 
λζξη 2

Απλή 
λζξη 1

Απλή 
λζξη n

...

F = 0 με ζνα μζγιςτο 
δείκτη ςτο B χωρίσ 

εκθζτεσ

ΟΧΙ

Εξαγωγή του 
braiding γεννήτορα 

ωσ z
ΝΑΙ

Νζα λζξη 
χωρίσ τον 
γεννήτορα

F > 0

ΟΧΙ

Υπάρχει t_n^m 
χωρίσ g_n-1

ΝΑΙ
Εξαγωγή του 

framing γεννήτορα 
ωσ x_m

NAI

Υπάρχει g_n-1 
χωρίσ t_n^m

ΟΧΙ

NAI

Υπάρχει g_n-1 
ΚΑΙ t_n^m

OXI

Εφρεςη και 
αντικατάςταςη 

γζφυρασ

OXI
ΟΧΙ

Μεταφορά και 
μετατροπή του 

t_n^m μετά το g_n-
1 ςε t_n-1^m

ΝΑΙ

Νζα λζξη 
χωρίσ τη 
γζφυρα

Εφαρμογή τησ far 
commutativity

Η λζξη ζχει 
εκθζτεσ

ΟΧΙ

NAI
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2.4 Αποηελέζμαηα ηος ππογπάμμαηορ 

Σν πξόγξακκα Braids ειέγρζεθε κε δηάθνξα παξαδείγκαηα θαηά ηελ δηάξθεηα 

αλάπηπμεο ηνπ, έηζη ώζηε λα ειεγρζεί ε νξζόηεηά ηνπ. Πέξα από απηό όκσο 

ππνινγίζηεθαλ θαη ίρλε πνπ ρσξίο ηελ ύπαξμε ηνπ πξνγξάκκαηνο ζα ήηαλ 

αδύλαηνλ λα ππνινγηζηνύλ. 

Οη πξώηεο ιέμεηο ησλ νπνίσλ ηα ίρλε Ocneanu ππνινγίζηεθαλ είλαη ηα 

δεπγάξηα ιέμεσλ   
      

    
    

   θαη   
      

    
    

  
κε             

[OrSh]. Οη θόκβνη πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απηέο ηηο ιέμεηο είλαη ηζνηνπηθνί σο 

θιαζζηθνί θόκβνη αιιά είλαη κε ηζνηνπηθνί σο transverse θόκβνη. Σν 

πξόγξακκα ππνιόγηζε ηα ίρλε Ocneanu γηα ηα παξαπάλσ δεπγάξηα ιέμεσλ 

γηα            , δειαδή γηα 448 δεπγάξηα ιέμεσλ, θαη ηα ζπλέθξηλε κεηαμύ 

ηνπο. Σν απνηέιεζκα είλαη όηη νη ιέμεηο ζε θάζε έλα από ηα δεπγάξηα έρνπλ ην 

ίδην ίρλνο Ocneanu, πξάγκα πνπ επηβεβαηώλεη όηη ην πξόγξακκα είλαη νξζό. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ηα ίρλε Ocneanu ησλ 448 δεπγαξηώλ ιέμεσλ 

ππνινγίζηεθαλ ζε πεξίπνπ 7 ιεπηά. Γειαδή ππνινγηδόηαλ έλα ίρλνο αλά κηζό 

δεπηεξόιεπην. 

Όκσο ηα παξαπάλσ δεπγάξηα ιέμεσλ, αλ πξνζηεζεί κπξνζηά ηνπο έλαο 

framing γελλήηνξαο, έρνπλ δηαθνξεηηθά ίρλε Jyuymaya. Γειαδή 

ππνινγίζηεθαλ ηα ίρλε ησλ ιέμεσλ   
   

      
    

    
   θαη   

   
      

    
    

  
 

γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   θαη όλησο βξέζεθε όηη ηα ίρλε είλαη δηαθνξεηηθά. 

Φπζηθά νη ππνινγηζκνί ζε απηή ηελ πεξίπησζε ήηαλ πην αξγνί ιόγσ ηεο 

πνιππινθόηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke (πεξίπνπ 

30 δεπηεξόιεπηα αλά ίρλνο). 

Σέινο ππνινγίζηεθαλ θαη ηα ίρλε Juyumaya ησλ δεπγαξηώλ ιέμεσλ 

    
    

        
    

      
     θαη      

    
        

    
        

  . Απηό απνηειεί 

breakthrough αθνύ ν ππνινγηζκόο ήηαλ αδύλαηνο πξνεγνπκέλσο. Γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   θαη ηνπ  , βξέζεθε όηη ηα ίρλε Juyumaya ησλ δύν απηώλ 

ιέμεσλ δηαθέξνπλ, όπσο πεξηκέλακε αθνύ νη transverse θόκβνη πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζε απηέο ηηο δύν ιέμεηο είλαη κε ηζνηνπηθνί. 
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2.5 Μελλονηική σπήζη και επέκηαζη ηος ππογπάμμαηορ 

Σν πξόγξακκα απηό κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κειινληηθά θαη γηα άιινπο 

ππνινγηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα, κε κηθξέο ηξνπνπνηήζεηο, είλαη εθηθηό λα 

ππνινγηζηεί ην ίρλνο γηα ηηο άιγεβξεο Yokonuma-Temperley-Lieb, νη νπνίεο 

νξίδνληαη σο ηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke κε κία παξαπάλσ ζρέζε. Έλαο 

ηέηνηνο ππνινγηζκόο ζα ήηαλ κεγάιν βήκα, θαζώο ε πνιππινθόηεηα ησλ 

ππνινγηζκώλ ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Temperley-Lieb απμάλεηαη ιόγσ ηεο 

επηπιένλ ζρέζεο. 

Δπίζεο ζα κπνξνύζακε λα βειηηζηνπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν έηζη ώζηε λα 

γίλεη πην γξήγνξνο. ηνλ αιγόξηζκν εκθαλίδνληαη πνιινί πνιιαπιαζηαζκνί 

πνιπσλύκσλ θαη ν πνιιαπιαζηαζκόο πνιπσλύκσλ έρεη πνιππινθόηεηα 

      κε ηελ ηξέρνπζα πινπνίεζε. Δίλαη γλσζηό όηη γηα πνιπώλπκα κίαο 

κεηαβιεηήο κπνξεί λα εθηειεζηεί ν πνιιαπιαζηαζκόο πην γξήγνξα 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο κηγαδηθέο ξίδεο ηεο κνλάδαο θαη ν δηαθξηηόο 

κεηαζρεκαηηζκόο Fourier (Discrete Fourier Transform – DFT). Σν πξόβιεκα 

είλαη όηη ζην πξόγξακκα έρνπκε κηγαδηθά πνιπώλπκα Laurent (νπόηε έρνπκε 

θαη αξλεηηθνύο εθζέηεο) θαη όηη έρνπκε πνιιέο κεηαβιεηέο. Δλδερνκέλσο, 

ίζσο λα είλαη εθηθηό λα βξεζεί κία κέζνδνο πνπ ζα βαζίδεηαη ζηνλ DFT γηα λα 

πνιιαπιαζηάζνπκε πνιπώλπκα Laurent πνιιώλ κεηαβιεηώλ. 

Μία άιιε βειηίσζε πνπ κπνξεί λα γίλεη είλαη λα κεηαηξαπεί ν αιγόξηζκνο ζε 

παξάιιειν αιγόξηζκν ώζηε λα κπνξεί ην πξόγξακκα λα εθκεηαιιεπηεί 

πνιιαπινύο επεμεξγαζηέο ή επεμεξγαζηηθνύο ππξήλεο. Η ηεηξαγσληθή ζρέζε 

ζηηο άιγεβξεο Yokonuma-Hecke αλαιύεη ηε ιέμε ζε      απινύζηεξεο, 

νπόηε ζα κπνξνύζακε λα ππνινγίζνπκε ηα ίρλε απηώλ ησλ ιέμεσλ 

παξάιιεια θαη όρη ζεηξηαθά. Καηά ηελ αλάπηπμε ηνπ πξνγξάκκαηνο 

δνθηκάζηεθε κία ηέηνηα ηερληθή θαη ην πξόγξακκα ήηαλ πεξίπνπ 2.7 θνξέο 

γξεγνξόηεξν (ε δνθηκή έγηλε ζε επεμεξγαζηή κε 4 ππξήλεο θαη 2-way SMT).  

Σέινο, κία άιιε βειηίσζε πνπ κπνξεί λα γίλεη είλαη λα γξαθεί αιγόξηζκνο πνπ 

λα παξαγνληνπνηεί έλα κηγαδηθό πνιπώλπκν Laurent πνιιώλ κεηαβιεηώλ. 

Απηό ζα ήηαλ ηδηαίηεξα ρξήζηκν γηα λα κπνξνύλ λα εξκελεπζνύλ ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ πξνγξάκκαηνο πην εύθνια.  
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3 Κώδικαρ ππογπάμμαηορ 

3.1 PolyLib 

3.1.1 MultiVarTerm.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
using System.Numerics; 
 
namespace PolyLib 
{ 
    /// <summary> 
    /// Models a single term of the polynomial in the field of real numbers 
    /// </summary> 
    public class MultiVarTerm : IEquatable<MultiVarTerm>, 
IComparable<MultiVarTerm> 
    { 
        public SortedDictionary<char, int> Variables { get; set; } //Saves the 
variables and their exponents 
        public double Coefficient { get; set; } //The coefficient of the term 
 
        #region Constructors 
        /// <summary> 
        /// Creates a new MultiVarTerm which equals to the given <paramref 
name="coeff"/> 
        /// </summary> 
        /// <param name="coeff">The coefficient of the MultiVarTerm</param> 
        public MultiVarTerm(double coeff = 1) 
        { 
            Variables = new SortedDictionary<char, int>(); 
            Coefficient = coeff; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new MultiVarTerm from a given SortedDictionary and a 
given coefficient 
        /// </summary> 
        /// <param name="var">A SortedDictionary object containing the 
variables and their exponents</param> 
        /// <param name="coeff">The coefficient of the MultiVarTerm</param> 
        public MultiVarTerm(SortedDictionary<char, int> var, double coeff = 1)  
            : this(coeff) 
        { 
            if (coeff != 0) 
                //Deep copy of dictionary 
                foreach (char k in var.Keys) 
                    if (var[k] != 0) 
                        Variables.Add(k, var[k]); 
            else 
                Variables = new SortedDictionary<char, int>(); 
        } 
 
        /// <summary> 
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        /// Creates a new MultiVarTerm from an array of tuples and a given 
coefficient 
        /// </summary> 
        /// <param name="coeff">The coefficient of the MultiVarTerm</param> 
        /// <param name="exp">An array of tuples containing the variables and 
their exponents</param> 
        public MultiVarTerm(double coeff = 1, params Tuple<char, int>[] exp)  
            : this(coeff) 
        { 
            if (coeff != 0) 
                for (int i = 0; i < exp.Length; i++) 
                    if (exp[i].Item2 != 0) 
                        Variables.Add(exp[i].Item1, exp[i].Item2); 
            else 
                Variables = new SortedDictionary<char, int>(); 
        } 
        
        /// <summary> 
        /// Creates a new MultiVarTerm from a given coefficient, a given 
character (variable) and a given exponent 
        /// </summary> 
        /// <param name="coeff">The coefficient</param> 
        /// <param name="c">The variable</param> 
        /// <param name="exp">The exponent</param> 
        public MultiVarTerm(double coeff, char c, int exp) 
            : this(coeff, new Tuple<char, int>(c, exp)) { } 
        #endregion 
 
        #region Interfaces 
        /// <summary> 
        /// Checks if a given MultiVarTerm is equal to the current MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm to be compared to the current 
MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>A boolean value determining whether the given MultiVarTerm 
equals the current MultiVarTerm</returns> 
        public Boolean Equals(MultiVarTerm t) 
        { 
            return CompareTo(t) == 0; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Compares the current MultiVarTerm with an other one, based on 
lexicographical sorting but ignores coefficients 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>An integer value that indicates the relative order of the 
objects being compared.</returns> 
        public int CompareTo(MultiVarTerm t) 
        { 
            int a = ToStringOnlyVar().CompareTo(t.ToStringOnlyVar()); 
            if (a == 0) 
                return ToStringOnlyExp().CompareTo(t.ToStringOnlyExp()); 
            else 
                return a; 
             
        } 
        #endregion 
 
        #region Operators 
        /// <summary> 
        /// Multiplies two MultiVarTerm objects 



56 
 

        /// </summary> 
        /// <param name="t1">The first MultiVarTerm object</param> 
        /// <param name="t2">The second MultiVarTerm object</param> 
        /// <returns>The product of the two MultiVarTerm objects</returns> 
        public static MultiVarTerm operator *(MultiVarTerm t1, MultiVarTerm t2) 
        { 
            if (t1.Variables.Count == 0) //t1 = double number 
                return new MultiVarTerm(t2.Variables, t1.Coefficient * 
t2.Coefficient); 
            else if (t2.Variables.Count == 0) //t2 = double number 
                return new MultiVarTerm(t1.Variables, t1.Coefficient * 
t2.Coefficient); 
            else 
            { 
                MultiVarTerm result = new MultiVarTerm(t1.Variables, 
t1.Coefficient * t2.Coefficient); //Creates a new MultiVarTerm based on t1 
                //Copies the variables and the exponents of t2 into result 
                foreach (char c in t2.Variables.Keys) 
                { 
                    if (result.Variables.ContainsKey(c)) 
                        result.Variables[c] += t2.Variables[c]; 
                    else 
                        result.Variables.Add(c, t2.Variables[c]); 
                } 
                return result; 
            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a MultiVarTerm with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm object</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The prodcut of the MultiVarTerm with the number</returns> 
        public static MultiVarTerm operator *(MultiVarTerm t, double c) 
        { 
            return new MultiVarTerm(t.Variables, t.Coefficient * c); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a MultiVarTerm with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm object</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The prodcut of the MultiVarTerm with the number</returns> 
        public static MultiVarTerm operator *(double c, MultiVarTerm t) 
        { 
            return t * c; 
        } 
         
        /// <summary> 
        /// Calculates the opposite of a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm object</param> 
        /// <returns>The opposite MultiVarTerm object</returns> 
        public static MultiVarTerm operator -(MultiVarTerm t) 
        { 
            return new MultiVarTerm(t.Variables, -t.Coefficient); 
        } 
        #endregion 
 
        #region Other Methods 
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        /// <summary> 
        /// Adds a number to the coefficient 
        /// </summary> 
        /// <param name="c">The number to be added</param> 
        public void AddToCoeff(double c) 
        { 
            Coefficient += c; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Returns the MultiVarTerm in the form of a string 
        /// </summary> 
        /// <returns>A string</returns> 
        public override string ToString() 
        { 
            StringBuilder str = new StringBuilder(); 
 
            if (Coefficient < 0) 
            { 
                if (Coefficient == -1 && Variables.Count == 0) 
                { 
                    str.Append(" - 1"); 
                    return str.ToString(); 
                } 
                else if (Coefficient == -1 && Variables.Count > 0) 
                { 
                    str.Append(" -"); 
                } 
                else 
                    str.Append(" - " + -Coefficient); 
            } 
            else if (Coefficient > 0) 
            { 
                if (!(Coefficient == 1 && Variables.Count != 0)) 
                    str.Append(Coefficient); 
            } 
             
                 
            foreach (KeyValuePair<char, int> k in Variables) 
            { 
                if (str.Length > 0) { str.Append(" "); } 
                str.Append(k.Key.ToString()); 
                if (k.Value != 1) { str.Append("^" + k.Value); } 
            } 
            return str.ToString(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Returns the MultiVarTerm in the form of a string (ignores the 
coefficients) 
        /// </summary> 
        /// <returns>A string</returns> 
        public string ToStringOnlyVar() 
        { 
            StringBuilder str = new StringBuilder(); 
            foreach (KeyValuePair<char, int> k in Variables) 
            { 
                str.Append(k.Key.ToString()); 
            } 
            return str.ToString(); 
        } 
 



58 
 

        /// <summary> 
        /// Returns the MultiVarTerm in the form of a string (ignores the 
coefficients) 
        /// </summary> 
        /// <returns>A string</returns> 
        public string ToStringOnlyExp() 
        { 
            StringBuilder str = new StringBuilder(); 
            foreach (KeyValuePair<char, int> k in Variables) 
            { 
                str.Append(k.Value); 
            } 
            return str.ToString(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a deep copy 
        /// </summary> 
        /// <returns>A new MultiVarTerm</returns> 
        public MultiVarTerm Copy() 
        { 
            MultiVarTerm copy = new MultiVarTerm(this.Coefficient); 
 
            foreach (char k in this.Variables.Keys) 
                copy.Variables.Add(k, this.Variables[k]); 
 
            return copy; 
        } 
        #endregion 
    } 
} 
 

3.1.2 Polynomial.cs 
using System; 
using System.Collections; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
 
namespace PolyLib 
{ 
    /// <summary> 
    /// Models a Laurent polynomial with coefficients in the field of real 
numbers 
    /// </summary> 
    public class Polynomial :IEquatable<Polynomial>, IList<MultiVarTerm> 
    { 
        #region Constructors 
        /// <summary> 
        /// Creates an empty Polynomial 
        /// </summary> 
        public Polynomial() 
        { 
            _terms = new List<MultiVarTerm>(); 
            _isReadOnly = false; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Polynomial that is equal to a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
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        public Polynomial(double c) : this() 
        { 
            _terms.Add(new MultiVarTerm(c)); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Polynomial based on an array of MultiVarTerm objects 
        /// </summary> 
        /// <param name="terms">The array of MultiVarTerm objects</param> 
        public Polynomial(params MultiVarTerm[] terms) : this() 
        { 
            for (int i = 0; i < terms.Length; i++) 
                Add(terms[i].Copy()); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Polynomial based on a collection of MultiVarTerm 
objects 
        /// </summary> 
        /// <param name="terms">The collection of the MultiVarTerm 
objects</param> 
        public Polynomial(IEnumerable<MultiVarTerm> terms) : this() 
        { 
            foreach (MultiVarTerm item in terms) 
                Add(item); 
        } 
        #endregion 
 
        #region ICollection 
        private bool _isReadOnly; 
 
        /// <summary> 
        /// Gets the number of MultiVarTerm elements contained in the 
Polynomial. 
        /// </summary> 
        public int Count 
        { 
            get { return _terms.Count; } 
 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Gets a value indicating whether the Polynomial is read-only. 
        /// </summary> 
        public bool IsReadOnly 
        { 
            get { return _isReadOnly; } 
        } 
         
        /// <summary> 
        /// Adds a MultiVarTerm to the Polynomial. 
        /// </summary> 
        /// <param name="item">The MultiVarTerm object to be added to the 
Polynomial.</param> 
        public void Add(MultiVarTerm item) 
        { 
            if (IsReadOnly) { throw new NotSupportedException("The Polynomial 
is read-only."); } 
            if (item.Coefficient != 0) 
            { 
                if (_terms.Contains(item)) //The term is already in the 
Polynomial, so it does not need to be added, just add the coefficients 
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                { 
                    int index = _terms.IndexOf(item); 
                    if (_terms[index].Coefficient == -item.Coefficient) 
                        _terms.RemoveAt(index); 
                    else 
                        _terms[index].Coefficient += item.Coefficient; 
                } 
                else 
                { 
                    _terms.Add(item); 
                } 
            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Removes all MultiVarTerm objects from the Polynomial. 
        /// </summary> 
        public void Clear() 
        { 
            if (IsReadOnly) { throw new NotSupportedException("The Polynomial 
is read-only."); } 
            _terms.Clear(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Determines whether the Polynomial contains a specific MultiVarTerm 
(ignores the coefficient). 
        /// </summary> 
        /// <param name="item">The MultiVarTerm object to locate in the 
Polynomial.</param> 
        /// <returns>A boolean value determining whether <paramref 
name="item"/> is contained in the Polynomial</returns> 
        public bool Contains(MultiVarTerm item) 
        { 
            return _terms.Contains(item); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Copies the elements of the Polynomial to an Array, starting at a 
particular Array index. 
        /// </summary> 
        /// <param name="array">The one-dimensional Array that is the 
destination of the elements copied from Polynomial. The Array must have zero-
based indexing.</param> 
        /// <param name="arrayIndex">The zero-based index in array at which 
copying begins.</param> 
        public void CopyTo(MultiVarTerm[] array, int arrayIndex) 
        { 
            if (array.Length == 0) { throw new ArgumentNullException("array", 
"array is null"); } 
            if (arrayIndex < 0) { throw new 
ArgumentOutOfRangeException("arrayIndex", arrayIndex, "arrayIndex is less than 
0"); } 
            if (array.Length - arrayIndex < _terms.Count) { throw new 
ArgumentException("The number of elements in the source Polynomial is greater 
than the available space from arrayIndex to the end of the destination 
array."); } 
 
            for (int i = 0; i < _terms.Count; i++) 
                array[arrayIndex + i] = _terms[i].Copy(); 
        }      
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        /// <summary> 
        /// Removes a specific MultiVarTerm from the Polynomial. 
        /// </summary> 
        /// <param name="item">The object to remove from the 
Polynomial.</param> 
        /// <returns>true if item was successfully removed from the Polynomial; 
otherwise, false. This method also returns false if item is not found in the 
original Polynomial.</returns> 
        public bool Remove(MultiVarTerm item) 
        { 
            if (IsReadOnly) { throw new NotSupportedException("The Polynomial 
is read-only."); } 
            bool rem = _terms.Remove(item); 
            return rem; 
        } 
        #endregion 
 
        #region IEnumerable 
        /// <summary> 
        /// Gets an Enumerator for the Polynomial object 
        /// </summary> 
        /// <returns>An IEnumerator<MultiVarTerm> 
object</MultiVarTerm></returns> 
        public IEnumerator<MultiVarTerm> GetEnumerator() 
        { 
            return _terms.GetEnumerator(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Gets an Enumerator for the Polynomial object 
        /// </summary> 
        /// <returns>An IEnumerator object</MultiVarTerm></returns> 
        IEnumerator IEnumerable.GetEnumerator() 
        { 
            return (IEnumerator) GetEnumerator(); 
        } 
        #endregion 
 
        #region IList 
        private List<MultiVarTerm> _terms; 
 
        /// <summary> 
        /// Gets or sets the MultiVarTerm at the specified index. 
        /// </summary> 
        /// <param name="index">The zero-based MultiVarTerm of the element to 
get or set.</param> 
        /// <returns>The MultiVarTerm at the specified index.</returns> 
        public MultiVarTerm this[int index] 
        { 
            get { return _terms[index]; } 
            set { _terms[index] = value; } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Determines the index of a specific item in the Polynomial. 
        /// </summary> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm object to locate in the 
Polynomial.</param> 
        /// <returns>The index of MultiVarTerm if found in the Polynomial; 
otherwise, -1.</returns> 
        public int IndexOf(MultiVarTerm item) 
        { 
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            return _terms.IndexOf(item); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Adds a MultiVarTerm to the Polynomia 
        /// </summary> 
        /// <param name="index">The zero-based index at which item should be 
inserted</param> 
        /// <param name="item">The object to insert into the Polynomial</param> 
        public void Insert(int index, MultiVarTerm item) 
        { 
            _terms.Insert(index, item); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Removes the MultiVarTerm at the specified index. 
        /// </summary> 
        /// <param name="index">The zero-based index of the MultiVarTerm to 
remove.</param> 
        public void RemoveAt(int index) 
        { 
            if (IsReadOnly) { throw new NotSupportedException("The Polynomial 
is read-only."); } 
            _terms.RemoveAt(index); 
        } 
        #endregion 
 
        #region IEquatable 
        /// <summary> 
        /// Checks if the current Polynomial is equal to a given Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">A Polynomial</param> 
        /// <returns>A boolean value determining whether the current Polynomial 
is equal to <paramref name="p"/></returns> 
        public Boolean Equals(Polynomial p) 
        { 
            return (this.ToString() == p.ToString()); 
        } 
        #endregion 
 
        #region Operators 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a Polynomial with a Polynomial    
        /// </summary> 
        /// <param name="p1">The first Polynomial</param> 
        /// <param name="p2">The second Polynomial</param> 
        /// <returns>The product of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator *(Polynomial p1, Polynomial p2) 
        { 
            if (p1._terms.Count == 0) { return p2.Copy(); } 
            if (p2._terms.Count == 0) { return p1.Copy(); } 
            List<MultiVarTerm> temp =  new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m1 in p1._terms) 
                foreach (MultiVarTerm m2 in p2._terms) 
                    temp.Add(m1*m2); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
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        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The product of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator *(Polynomial p, MultiVarTerm t) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m1 in p._terms) 
                    temp.Add(m1 * t); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The product of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator *(MultiVarTerm t, Polynomial p) 
        { 
            return p * t; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The product of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator *(Polynomial p, double c) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m1 in p._terms) 
                temp.Add(m1 * c); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The product of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator *(double c, Polynomial p) 
        { 
            return p * c; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Adds a Polynomial with a Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="p1">The first Polynomial</param> 
        /// <param name="p2">The second Polynomial</param> 
        /// <returns>The sum of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator +(Polynomial p1, Polynomial p2) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m in p1._terms) //Adds the terms of p1 
                temp.Add(m.Copy()); 
            foreach (MultiVarTerm m in p2._terms) //Adds the terms of p2 
                temp.Add(m.Copy()); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
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        /// <summary> 
        /// Adds a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The sum of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator +(Polynomial p, MultiVarTerm t) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m in p._terms) 
                temp.Add(m.Copy()); 
            temp.Add(t.Copy()); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Adds a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The sum of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator +(MultiVarTerm t, Polynomial p) 
        { 
            return p + t; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Adds a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The sum of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator +(Polynomial p, double c) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm m in p._terms) 
                temp.Add(m.Copy()); 
            temp.Add(new MultiVarTerm(c)); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Adds a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The sum of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator +(double c, Polynomial p) 
        { 
            return p + c; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Calculates the opposite Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <returns>The opposite Polynomial</returns> 
        public static Polynomial operator -(Polynomial p) 
        { 
            List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
            foreach (MultiVarTerm t in p._terms) //Calculates the opposite 
terms 
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                temp.Add(-t.Copy()); 
            return new Polynomial(temp); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Substracts a Polynomial with a Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="p1">The first Polynomial</param> 
        /// <param name="p2">The second Polynomial</param> 
        /// <returns>The difference of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator -(Polynomial p1, Polynomial p2) 
        { 
            return p1 + (-p2); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Substracts a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The difference of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator -(Polynomial p, MultiVarTerm t) 
        { 
            return p + (-t); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Substracts a Polynomial with a MultiVarTerm 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="t">The MultiVarTerm</param> 
        /// <returns>The difference of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator -(MultiVarTerm t, Polynomial p) 
        { 
            return - p + t; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Substracts a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The difference of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator -(Polynomial p1, double c) 
        { 
            return p1 + (-c); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Substracts a Polynomial with a double number 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The Polynomial</param> 
        /// <param name="c">The double number</param> 
        /// <returns>The difference of the two objects</returns> 
        public static Polynomial operator -(double c, Polynomial p) 
        { 
            return p - c; 
        } 
        #endregion 
 
        #region Other Methods 
        /// <summary> 
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        /// Returns the Polynomial in the form of a string 
        /// </summary> 
        /// <returns>A string</returns> 
        public override string ToString() 
        { 
            Sort(); 
            StringBuilder str = new StringBuilder(); 
 
            bool first = true; 
            for (int i = 0; i < _terms.Count; i++) 
            { 
                if (Math.Sign(_terms[i].Coefficient) == 1 && !first) { 
str.Append(" + "); } 
                first = false; 
                str.Append(_terms[i].ToString()); 
            } 
 
            return str.ToString(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a deep copy of the Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <returns>A copy of the Polynomial</returns> 
        public Polynomial Copy() 
        { 
            Polynomial copy = new Polynomial(); 
 
            foreach (MultiVarTerm term in this._terms) 
                copy._terms.Add(term.Copy()); 
            //copy._terms.Sort(); 
            return copy; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Sorts the terms of the current Polynomial 
        /// </summary> 
        public void Sort() 
        { 
            _terms.Sort(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Sets the read-only property of the Polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="readOnly">A boolean value determining whether the 
Polynomial will be read-only</param> 
        public void SetReadOnly(bool readOnly) 
        { 
            _isReadOnly = readOnly; 
        } 
        #endregion 
    } 
} 
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3.2 Braids 

3.2.1 Parser.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
 
namespace Braids 
{ 
    /// <summary> 
    /// Parses a string and converts it to a word 
    /// </summary> 
    public static class Parser 
    { 
        /// <summary> 
        /// Checks if the string is a valid word 
        /// </summary> 
        /// <param name="word">The string</param> 
        /// <returns>A List of String containing the elements of the 
word</returns> 
        private static List<String> Validate(String word) 
        { 
            List<String> output = new List<String>(); 
 
            String str = ""; 
            if (!(word[0] == 'g' || word[0] == 't')) { throw new 
Exception("Word must begin with g or t"); } 
            str = word[0].ToString(); 
            for (int i = 1; i < word.Length; i++) 
            { 
                if (word[i] == 'g' || word[i] == 't') 
                { 
                    output.Add(str); 
                    if (str.IndexOf('^') != str.LastIndexOf('^')) 
                        throw new Exception("Check the syntax of the word"); 
                    str = word[i].ToString(); 
                } 
                else 
                { 
                    str += word[i]; 
                } 
            } 
            output.Add(str); 
 
            return output; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Parses a word 
        /// </summary> 
        /// <param name="word">The word</param> 
        /// <returns>A word object</returns> 
        public static Word Parse(String word) 
        { 
            List<int[]> output = new List<int[]>(); 
            try 
            { 
                List<String> input = Validate(word); 
                string[] temp; 
                string s; 
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                int t0, t1, t2; 
                for (int i=0; i<input.Count; i++) 
                { 
                    s = input[i]; 
                    s = s.Replace("(", ""); //Future use 
                    s = s.Replace(")", ""); //Future use 
                     
                    t0 = s[0]; 
                    s = s.Remove(0, 1); 
                    if (s.Contains('^')) 
                    { 
                        temp = s.Split('^'); 
                        t1 = Convert.ToInt32(temp[0]); 
                        t2 = Convert.ToInt32(temp[1]); 
                        output.Add( new int[] {t0, t1, t2}); 
                    } 
                    else 
                    { 
                        t1 = Convert.ToInt32(s); 
                        output.Add(new int[] { t0, t1, 1}); 
                    } 
                } 
 
                Word outWord = new Word(output); 
                return outWord; 
            } 
            catch (Exception e) 
            { 
                throw e; 
            } 
        } 
    } 
} 
 

3.2.2 Compute.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
using PolyLib; 
 
namespace Braids 
{ 
    /// <summary> 
    /// A class containing some extra computations functions 
    /// </summary> 
    static class Compute 
    { 
        /// <summary> 
        /// Computes the Euclidean remainder of a divided by n 
        /// </summary> 
        /// <param name="a">The dividend</param> 
        /// <param name="n">The divisor</param> 
        /// <returns>The remainder</returns> 
        public static int Mod(int a, int n) 
        { 
            int result = a % n; 
            if (result >= 0) { return result; } 
            else 
                return result + n; 
        } 
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    } 
} 
 

3.2.3 Comparer.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
 
namespace Braids 
{ 
    class DistComparer : IComparer<int[]> 
    { 
        public int Compare(int[] t1, int[] t2) 
        { 
            return t1[2] - t2[2]; 
        } 
    } 
 
    class FramingComparer : IComparer<int[]> 
    { 
        public int Compare(int[] t1, int[] t2) 
        { 
            return t1[0] - t2[0]; 
        } 
    } 
} 
 

3.2.4 Word.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Text; 
using System.Threading.Tasks; 
using PolyLib; 
 
namespace Braids 
{ 
    /// <summary> 
    /// A class modeling a Word for Hecke and Yokonuma-Hecke algebras. 
    /// </summary> 
    public class Word 
    { 
        #region Properties 
        /// <summary> 
        /// The framing part of the word (if available) 
        /// </summary> 
        public List<int[]> Framing { get; set; } 
 
        /// <summary> 
        /// The braiding part of the word 
        /// </summary> 
        public List<int[]> Braiding { get; set; } 
 
        /// <summary> 
        /// The polynomial coefficient of the word 
        /// </summary> 
        public Polynomial Coeff { get; set; } 
        #endregion 
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        #region Constructors 
        /// <summary> 
        /// Creates a unitary Word (1) 
        /// </summary> 
        public Word() 
        { 
            Framing = new List<int[]>(); 
            Braiding = new List<int[]>(); 
            Coeff = new Polynomial(1); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Word 
        /// </summary> 
        /// <param name="elements">A list of integer arrays containing the 
elements of the word</param> 
        public Word(List<int[]> elements) 
        { 
            Tuple<List<int[]>, List<int[]>> temp = MoveFramingPart(elements); 
//Separates the framing and braiding parts 
            Framing = temp.Item1; //Sets the framing part 
            Braiding = temp.Item2; //Sets the braiding part 
            Coeff = new Polynomial(1); //Sets the default coefficient (1) 
            RemoveDuplicates(); //Removes any duplicate elements 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Word 
        /// </summary> 
        /// <param name="elements">A list of integer arrays containing the 
elements of the word</param> 
        /// <param name="coefficient">A polynomial coefficient</param> 
        public Word(List<int[]> elements, Polynomial coefficient) 
        { 
            Tuple<List<int[]>, List<int[]>> temp = MoveFramingPart(elements); 
//Separates the framing and braiding parts 
            Framing = temp.Item1; //Sets the framing part 
            Braiding = temp.Item2; //Sets the braiding part 
            Coeff = coefficient.Copy(); //Sets the coefficient 
            RemoveDuplicates(); //Removes any duplicate elements 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a new Word 
        /// </summary> 
        /// <param name="framingPart">A list of integer arrays containing the 
framing part</param> 
        /// <param name="braidingPart">A list of integer arrays containing the 
framing part</param> 
        /// <param name="coefficient">A polynomial coefficient</param> 
        public Word(List<int[]> framingPart, List<int[]> braidingPart, 
Polynomial coefficient) 
        { 
            //Checks if the integer arrays are valid 
            foreach (int[] arr in framingPart) 
                if (arr.Length < 2) { throw new Exception("Data are missing 
from an framing element"); } 
            foreach (int[] arr in braidingPart) 
                if (arr.Length < 2) { throw new Exception("Data are missing 
from an braiding element"); } 
 
            //Sets the framing part 
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            Framing = new List<int[]>(); 
            for (int i = 0; i < framingPart.Count; i++) 
                Framing.Add(new int[] {framingPart[i][0], framingPart[i][1]}); 
 
            //Sets the braiding part 
            Braiding = new List<int[]>(); 
            for (int i = 0; i < braidingPart.Count; i++) 
                Braiding.Add(new int[] {braidingPart[i][0], 
braidingPart[i][1]}); 
 
            Coeff = coefficient.Copy(); //Sets the coefficient 
            RemoveDuplicates(); //Removes any duplicate elements 
        } 
        #endregion 
 
        #region Operators 
        /// <summary> 
        /// Multiplies two Words by multiplying the coefficients and merging 
the elements 
        /// </summary> 
        /// <param name="w1">The first Word</param> 
        /// <param name="w2">The second Word</param> 
        /// <returns>A Word object (the product of the two words)</returns> 
        public static Word operator *(Word w1, Word w2) 
        { 
            if (w2.Framing.Count == 0 && w2.Braiding.Count == 0) //w2 is an 
empty word 
                return new Word(w1.Framing, w1.Braiding, w1.Coeff * w2.Coeff); 
            else if (w1.Framing.Count == 0 && w1.Braiding.Count == 0) //w1 is 
an empty word 
                return new Word(w2.Framing, w2.Braiding, w1.Coeff * w2.Coeff); 
            else if (w2.Framing.Count == 0) //w2 has no framing 
            { 
                //Copies the braiding parts of both words to a new list 
                List<int[]> braid = new List<int[]>(); 
                for (int i = 0; i < w1.Braiding.Count; i++) 
                    braid.Add(new int[] { w1.Braiding[i][0], w1.Braiding[i][1] 
}); 
                for (int i = 0; i < w2.Braiding.Count; i++) 
                    braid.Add(new int[] { w2.Braiding[i][0], w2.Braiding[i][1] 
}); 
                //Creates the new word 
                return new Word(w1.Framing, braid, w1.Coeff * w2.Coeff); 
            } 
            else //w2 has framing and braiding part 
            { 
                //Copies the elements of the first word to the new list 
                List<int[]> temp = new List<int[]>(); 
                for (int i = 0; i < w1.Framing.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 't', w1.Framing[i][0], 
w1.Framing[i][1] }); 
                for (int i = 0; i < w1.Braiding.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 'g', w1.Braiding[i][0], 
w1.Braiding[i][1] }); 
                //Copies the elements of the first word to the new list 
                for (int i = 0; i < w2.Framing.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 't', w2.Framing[i][0], 
w2.Framing[i][1] }); 
                for (int i = 0; i < w2.Braiding.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 'g', w2.Braiding[i][0], 
w2.Braiding[i][1] }); 
                return new Word(temp, w1.Coeff * w2.Coeff); 
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            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a word with a polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="w">The word</param> 
        /// <param name="p">The polynomial</param> 
        /// <returns>A Word object (the product)</returns> 
        public static Word operator *(Word w, Polynomial p) 
        { 
            return new Word(w.Framing, w.Braiding, w.Coeff * p); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a word with a polynomial 
        /// </summary> 
        /// <param name="p">The polynomial</param> 
        /// <param name="w">The word</param> 
        /// <returns>A Word object (the product)</returns> 
        public static Word operator *(Polynomial p, Word w) 
        { 
            return w * p; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies a word with an element 
        /// </summary> 
        /// <param name="w1">The word</param> 
        /// <param name="w2">The element</param> 
        /// <returns>A Word object (the product)</returns> 
        public static Word operator *(Word w, int[] elem) 
        { 
            if (elem.Length < 3) { throw new Exception("Data are missing from 
an element"); } 
 
            if (elem[0] == 'g') //elem belongs to the braiding part 
            { 
                //Creates a list that contains the braiding part plus elem 
                List<int[]> braiding = new List<int[]>(); 
                for (int i = 0; i < w.Braiding.Count; i++) 
                    braiding.Add(w.Braiding[i]); 
                braiding.Add(new int[] { elem[1], elem[2] }); 
                return new Word(w.Framing, braiding, w.Coeff); 
            } 
            else 
            { 
                //Creates a list that contains both braiding and framing pars 
                List<int[]> temp = new List<int[]>(); 
                for (int i = 0; i < w.Framing.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 't', w.Framing[i][0], w.Framing[i][1] 
}); 
                for (int i = 0; i < w.Braiding.Count; i++) 
                    temp.Add(new int[] { 'g', w.Braiding[i][0], 
w.Braiding[i][1] }); 
                temp.Add(elem); 
                return new Word(temp, w.Coeff); 
            } 
        } 
        #endregion 
 
        #region Private Methods 
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        /// <summary> 
        /// Searches and applies all possible commutes 
        /// </summary> 
        /// <param name="maxIndexes">An array containing the indexes of the 
symbols with maximum index</param> 
        private void SearchCommute(int[] maxIndexes, bool yokonuma) 
        { 
            List<int[]> dist = new List<int[]>(); 
 
            for (int i = 0; i < maxIndexes.Length; i++) 
            { 
                for (int j = i; j < maxIndexes.Length; j++) 
                    if (i != j) 
                    { 
                        if (maxIndexes[i] < maxIndexes[j]) { dist.Add(new int[] 
{ maxIndexes[i], maxIndexes[j], maxIndexes[j] - maxIndexes[i] - 1 }); } 
                        else { dist.Add(new int[] { maxIndexes[i], 
maxIndexes[j], Braiding.Count - (maxIndexes[i] - maxIndexes[j] - 1) - 2 }); } 
                    } 
            } 
            dist.Sort(new DistComparer()); 
            dist.Reverse(); 
            if (dist.Count > 0) { Commute(dist[0][0], dist[0][1], false, 0, 
yokonuma); } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Applies all possible commutative relations for the item in 
<paramref name="startIndex"/> 
        /// </summary> 
        /// <param name="Elements">A Elements with no powers of gi from 
<paramref name="startIndex"/> to <paramref name="endIndex"/></param> 
        /// <param name="startIndex">The start</param> 
        /// <param name="endIndex">The end</param> 
        /// <param name="ignoreExp">If true, it ignores any exponent -> returns 
always false</param> 
        /// <param name="offset">An offset (for future use)</param> 
        /// <returns>A boolean value describing whether the Elements contains a 
power</returns> 
        private bool Commute(int startIndex, int endIndex, bool ignoreExp, int 
offset, bool yokonuma) 
        { 
            int newPos = -1; //The new position of the item 
            //TODO: int max =  
 
            if (startIndex < offset) 
            { 
                throw new Exception(); 
            } 
            if (Braiding.Count - endIndex - 1 < offset) 
            { 
                throw new Exception(); 
            } 
 
            //Moves start item from left to right 
            int oldCount = Braiding.Count; //Word length before any move 
            int posL = BubbleHecke(startIndex, endIndex, offset, yokonuma); 
//The new startIndex 
            int newCount = Braiding.Count; //Word length after 
 
            if (ignoreExp) 
            { 
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                if (oldCount - newCount > 0) 
                    endIndex -= oldCount - newCount; //endIndex has been moved 
            } 
            else 
            { 
                if (Braiding[posL][1] > 1) 
                    return true; //The item has an exponent larger than 1 
            } 
 
            if (Braiding[posL][1] > 1 && !ignoreExp) 
                return true; //The item has an exponent larger than 1 ---> 
replace! 
 
            //Moves end item from right to left 
            int posR = BubbleHecke(endIndex, startIndex, offset, yokonuma); 
//The new endIndex 
            if (Braiding[posR][1] > 1 && !ignoreExp) 
                return true; //The item has an exponent larger than 1 ---> 
replace! 
 
            int middle = posL + (posR - posL) / 2; //The middle index 
 
            //Commute from middle to left 
            for (int i = posL + 1; i <= middle; i++) //Middle will be moved too 
            { 
                newPos = BubbleHecke(i, posL, offset, yokonuma); 
                bool beforeWord = newPos == posL; //The item is moved before 
the start item 
                bool exp = Braiding[newPos][0] > 1; //Checks if an exponent 
greater than 1 is created (BubbleHecke automatically finds squares) 
 
                if (beforeWord) 
                { 
                    if (exp && !ignoreExp) 
                        return true; //(iii) Square found by BubbleHecke 
                    else 
                    { 
                        posL++; //(i) The index of the left item is moved 
                        middle = posL + (posR - posL) / 2; //Middle must be 
recalculated 
                    } 
                } 
                else 
                    if (exp && !ignoreExp) 
                        return true; //(ii) Square found by BubbleHecke 
            } 
 
            //Commute from middle to right 
            for (int i = middle + 1; i < posR; i++) 
            { 
                newPos = BubbleHecke(i, posR, offset, yokonuma); 
                bool afterWord = newPos == posR - 1; //The item is moved before 
the start item 
                bool exp = Braiding[newPos][0] > 1; //Checks if an exponent 
greater than 1 is created (BubbleHecke automatically finds squares) 
 
                if (afterWord) 
                { 
                    if (exp && !ignoreExp) 
                        return true; //(iii) Square found by BubbleHecke 
                    else 
                    { 
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                        posR--; //(i) The index of the right item is moved 
                        middle = posL + (posR - posL) / 2; //Middle must be 
recalculated 
                    } 
                } 
                else 
                    if (exp && !ignoreExp) 
                        return true; //(ii) Square found by BubbleHecke 
            } 
 
            return false; //No powers, all are OK 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Makes all possible commutes in braiding part for the item located 
at <paramref name="start"/> 
        /// </summary> 
        /// <param name="start">The start index</param> 
        /// <param name="end">The end index</param> 
        /// <returns>The new position of the item</returns> 
        private int BubbleHecke(int start, int end, int offset, bool yokonuma) 
        { 
            if (start < end) 
            { 
                int pos = start; //The new position of the item 
                do 
                    pos++; 
                while (pos <= end && Math.Abs(Braiding[pos][0] - 
Braiding[start][0]) > 1); //Checks for all possible commutes (far 
commutativity) 
                pos--; //because of the while loop 
 
                for (int i = 0; i <= offset; i++) 
                    Swap(Braiding, start - i, pos - i); //Moves the item 
 
                //Checks for duplicates 
                if (Braiding[pos][0] == Braiding[Compute.Mod((pos + 1), 
Braiding.Count)][0]) 
                { 
                    Braiding[pos][1] += Braiding[Compute.Mod((pos + 1), 
Braiding.Count)][1]; 
                    Braiding.RemoveAt((pos + 1) % Braiding.Count); 
                } 
                if (!yokonuma && Braiding[pos][0] == Braiding[Compute.Mod((pos 
- 1), Braiding.Count)][0]) 
                { 
                    Braiding[Compute.Mod((pos - 1), Braiding.Count)][1] += 
Braiding[pos][1]; 
                    Braiding.RemoveAt(pos); 
                    return pos - 1; //Returns the new position of the item 
                } 
                return pos; //Returns the new position of the item 
            } 
            else if (start == end) //No commute needed 
                return start; //Returns the start index 
            else 
            { 
                int pos = start; //The new position of the item 
                do 
                    pos--; 
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                while (pos >= end && Math.Abs(Braiding[pos][0] - 
Braiding[start][0]) > 1); //Checks for all possible commutes (far 
commutativity) 
                pos++; //because of the while loop 
 
                for (int i = 0; i <= offset; i++) 
                    Swap(Braiding, start + i, pos + i); //Moves the item 
 
                //Checks for duplicates 
                if (Braiding[Compute.Mod((pos - 1), Braiding.Count)][0] == 
Braiding[pos][0]) 
                { 
                    Braiding[Compute.Mod((pos - 1), Braiding.Count)][1] += 
Braiding[pos][1]; 
                    Braiding.RemoveAt(pos); 
                    return pos - 1; 
                } 
                if (!yokonuma && Braiding[pos][0] == Braiding[Compute.Mod((pos 
+ 1), Braiding.Count)][0]) 
                { 
                    Braiding[pos][1] += Braiding[Compute.Mod((pos + 1), 
Braiding.Count)][1]; 
                    Braiding.RemoveAt(Compute.Mod((pos + 1), Braiding.Count)); 
                } 
                return pos; //Returns the new position of the item 
            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Swaps <paramref name="data1"/> and <paramref name="data2"/> (and 
the items between) in the <paramref name="part"/> 
        /// </summary> 
        /// <param name="part">The framing or the braiding part</param> 
        /// <param name="data1">The first item</param> 
        /// <param name="data2">The second item</param> 
        private void Swap(List<int[]> part, int data1, int data2) 
        { 
            if (data1 < data2) //Swap to left ( i <- i + 1) 
            { 
                int[] temp = part[data1]; 
                //Moves all data to the left 
                for (int i = data1; i < data2; i++) 
                    part[i] = part[i + 1]; 
                //Moves data1 to data2 
                part[data2] = temp; 
            } 
            else if (data1 > data2) //Swap to right ( i - 1 -> i) 
            { 
                int[] temp = part[data1]; 
                //Moves all data to the right 
                for (int i = data1; i > data2; i--) 
                    part[i] = part[i - 1]; 
                //Moves data1 to data2 
                part[data2] = temp; 
            } 
            else //The two items are the same -> no swap needed 
                return; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Checks if the <paramref name="part"/> contains any power 
        /// </summary> 



77 
 

        /// <param name="part">The framing or the braiding part</param> 
        /// <returns>A boolean value determining whether the <paramref 
name="part"/> contains any exponent != 1</returns> 
        private bool HasPowers(List<int[]> part) 
        { 
            return ((from w in part where w[1] != 1 select w).Count() > 0); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Returns the indexes of the <paramref name="part"/> are raised to a 
power 
        /// </summary> 
        /// <param name="part">The framing or the braiding part</param> 
        /// <returns>An array of integer containing the indexes</returns> 
        private int[] FindPowers(List<int[]> part) 
        { 
            return (from e in part where e[1] != 1 select 
part.IndexOf(e)).ToArray<int>(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Finds the indexes with the maximum subscript in <paramref 
name="part"/> 
        /// </summary> 
        /// <param name="part">The framing or the braiding part</param> 
        /// <returns>An array of integers containing the indexes</returns> 
        private int[] FindMaxIndexes(List<int[]> part) 
        { 
            List<int> index = new List<int>(); 
            List<int> subscr = (from w in part select w[0]).ToList<int>(); 
            for (int i = 0; i < part.Count; i++) 
                if (subscr[i] == subscr.Max()) 
                    index.Add(i); 
            return index.ToArray<int>(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Checks if the braiding part contains a brigde 
        /// </summary> 
        /// <returns>An integer tuple with 2 items, containing the start and 
the end of the bridge</returns> 
        private Tuple<int, int> FindBridge() 
        { 
            List<int> localMinimaList = new List<int>(); 
 
            for (int i = 1; i < Braiding.Count - 1; i++) 
                if (Braiding[i][0] == Braiding[i + 1][0] - 1 && Braiding[i][0] 
== Braiding[i - 1][0] - 1) 
                    localMinimaList.Add(i); 
 
            int[] localMinima = localMinimaList.ToArray<int>(); 
            int count = localMinima.Length; //Count of local minima 
 
            //Check if local minima exist 
            //If there isn't any local minimum, the Elements must contain a 
power, so we shouldn't have called this method 
            //But I check for the existence only for consistency 
            if (count > 0) 
            { 
                int[] bridgeSize = new int[count]; //Contains the size of every 
bridge found for each local minimum 
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                //Fills the list with zeros 
                for (int i = 0; i < count; i++) 
                    bridgeSize[i] = 0; 
 
                int dist; //Dump variable ---> helps in checking the 
                for (int i = 0; i < count; i++) 
                { 
                    dist = 1; 
                    while (Braiding[Compute.Mod(localMinima[i] - dist, 
Braiding.Count)][0] == Braiding[Compute.Mod(localMinima[i] + dist, 
Braiding.Count)][0] //The left and the right elements are the same 
                        && Braiding[Compute.Mod(localMinima[i] - dist, 
Braiding.Count)][0] == Braiding[Compute.Mod(localMinima[i] - dist + 1, 
Braiding.Count)][0] + 1)//+1 from the previous elements 
                    { 
                        dist++; 
                        bridgeSize[i]++; 
                    } 
                } 
 
                Array.Sort(bridgeSize, localMinima); //Sorts the arrays with 
descending sorting based on brigdeSize array 
 
                return new Tuple<int, int>(Compute.Mod(localMinima[count - 1] - 
bridgeSize[count - 1], Braiding.Count), Compute.Mod(localMinima[count - 1] + 
bridgeSize[count - 1], Braiding.Count)); 
            } 
 
 
            return new Tuple<int, int>(-1, -1); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Replaces a bridge with a mountain 
        /// </summary> 
        /// <param name="start">The start of the bridge</param> 
        /// <param name="end">The end of the bridge</param> 
        private void ReplaceBridge(int start, int end) 
        { 
            if (start < end) //Internal bridge 
            { 
                int half = (end - start) / 2; //The middle index 
                int max = Braiding[start][0]; //The maximum item 
                int min = Braiding[start + half][0]; //The minimum item 
 
                for (int i = 0; i < half; i++) //Replaces the items 
                { 
                    int[] temp = new int[] { min + i, 1 }; //The new item 
                    Braiding[start + i] = temp; //Replace of the left item 
                    Braiding[end - i] = temp; //Replace of the right item 
                } 
                Braiding[start + half] = new int[] { max, 1 }; //Replace of the 
middle item 
            } 
            else if (end < start) //External bridge 
            { 
                int[] temp; 
                //Swap tr(ab) = tr(ba) 
 
                if (end <= Braiding.Count / 2) //Swaps from the end to the 
beginning of the Elements 
                { 
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                    for (int i = 0; i < Braiding.Count - start; i++) 
                    { 
                        temp = Braiding[Braiding.Count - 1]; 
                        Braiding.RemoveAt(Braiding.Count - 1); 
                        Braiding.Insert(0, temp); 
                    } 
                    ReplaceBridge(0, end + Braiding.Count - start); //Replaces 
the new internal bridge 
                } 
                else //Swaps from the beginning to the end of the Elements 
                { 
                    for (int i = 0; i <= end; i++) 
                    { 
                        temp = Braiding[0]; 
                        Braiding.RemoveAt(0); 
                        Braiding.Add(temp); 
                    } 
                    ReplaceBridge(start - end - 1, Braiding.Count - 1); 
//Replaces the new internal bridge 
                } 
 
            } 
            RemoveDuplicates(); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Removes duplicates from both framing and braiding parts 
        /// </summary> 
        private void RemoveDuplicates() 
        { 
            Framing.Sort(new FramingComparer()); 
            Framing.Reverse(); 
 
            DeleteZeroExp(); 
 
            for (int i = 0; i < Framing.Count - 1; i++) 
                if (Framing[i][0] == Framing[i + 1][0]) 
                { 
                    Framing[i][1] += Framing[i + 1][1]; 
                    Framing.RemoveAt(i + 1); 
                    i--; 
                } 
            if (Framing.Count > 1 && Framing[0][0] == Framing[Framing.Count - 
1][0]) //Checks if the first and the last item have the same index (count = 1 
<=> start = end) 
            { 
                Framing[0][1] += Framing[Framing.Count - 1][1]; 
                Framing.RemoveAt(Braiding.Count - 1); 
            } 
 
            for (int i = 0; i < Braiding.Count - 1; i++) 
                if (Braiding[i][0] == Braiding[i + 1][0]) 
                { 
                    Braiding[i][1] += Braiding[i + 1][1]; 
                    Braiding.RemoveAt(i + 1); 
                    i--; 
                } 
            if (Framing.Count == 0 && Braiding.Count > 1 && Braiding[0][0] == 
Braiding[Braiding.Count - 1][0]) //Checks if the first and the last item have 
the same index (count = 1 <=> start = end) 
            { 
                Braiding[0][1] += Braiding[Braiding.Count - 1][1]; 
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                Braiding.RemoveAt(Braiding.Count - 1); 
            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Makes all apporopriate calculations (mod d) at the exponents of the 
framing part 
        /// </summary> 
        /// <param name="d">The integer d of Y_d,n(u)</param> 
        private void RemoveModDuplicates(int d) 
        { 
            for (int i = 0; i < Framing.Count; i++) 
                Framing[i][1] = Compute.Mod(Framing[i][1], d); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Deletes all the elements with zero exponent in the framing part 
        /// </summary> 
        private void DeleteZeroExp() 
        { 
            for (int i = 0; i < Framing.Count; i++) 
                if (Framing[i][1] == 0) 
                { 
                    Framing.RemoveAt(i); 
                    i--; 
                } 
            for (int i = 0; i < Braiding.Count; i++) 
                if (Braiding[i][1] == 0) 
                { 
                    Braiding.RemoveAt(i); 
                    i--; 
                } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Splits the word to two different parts (the coefficient is copied 
only to the first word) 
        /// </summary> 
        /// <param name="frame">True if <paramref name="pos"/> is in the 
framing part, false for the braiding part</param> 
        /// <param name="pos">The position of the split in <paramref 
name="part"/></param> 
        /// <returns>An array of Words containing the left and the right 
parts</returns> 
        private Word[] Split(bool frame, int pos) 
        { 
            Word[] temp = new Word[2]; 
            temp[0] = new Word(); 
            //temp[0].Coeff = Coeff; 
            temp[1] = new Word(); 
 
            if (frame) 
            { 
                //Left part 
                for (int i = 0; i < pos; i++) 
                    temp[0].Framing.Add(new int[] { Framing[i][0], 
Framing[i][1] }); 
                //Right part 
                for (int i = pos + 1; i < Framing.Count; i++) 
                    temp[1].Framing.Add(new int[] { Framing[i][0], 
Framing[i][1] }); 
                for (int i = 0; i < Braiding.Count; i++) 
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                    temp[1].Braiding.Add(new int[] { Braiding[i][0], 
Braiding[i][1] }); 
            } 
            else 
            { 
                //Left part 
                for (int i = 0; i < Framing.Count; i++) 
                    temp[0].Framing.Add(new int[] { Framing[i][0], 
Framing[i][1] }); 
                for (int i = 0; i < pos; i++) 
                    temp[0].Braiding.Add(new int[] { Braiding[i][0], 
Braiding[i][1] }); 
                //Right part 
                for (int i = pos + 1; i < Braiding.Count; i++) 
                    temp[1].Braiding.Add(new int[] { Braiding[i][0], 
Braiding[i][1] }); 
            } 
            temp[0].RemoveDuplicates(); 
            //temp[1].RemoveDuplicates(); 
            return temp; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Moves the framing part to the start of the word 
        /// </summary> 
        /// <param name="elements">A list containing all the elements of the 
word</param> 
        /// <returns>A Tuple containing the framing and the braiding parts 
separately</returns> 
        private static Tuple<List<int[]>, List<int[]>> 
MoveFramingPart(List<int[]> elements) 
        { 
            foreach (int[] arr in elements) 
                if (arr.Length < 3) { throw new Exception("Data are missing 
from an element"); } 
 
            List<int[]> framing = new List<int[]>(); 
            List<int[]> braiding = new List<int[]>(); 
            for (int i = 0; i < elements.Count; i++) 
            { 
                if (elements[i][0] == 't') 
                { 
                    int result = elements[i][1]; 
                    //σ_i(j) 
                    for (int j = i - 1; j > -1; j--) 
                    { 
                        if (elements[j][1] == result && elements[j][0] == 'g' 
&& elements[j][2] % 2 != 0) 
                            result++; 
                        else if (elements[j][1] + 1 == result && elements[j][0] 
== 'g' && elements[j][2] % 2 != 0) 
                            result--; 
                    } 
                    elements[i][1] = result; 
                    framing.Add(new int[] { elements[i][1], elements[i][2] }); 
                    elements.RemoveAt(i); 
                    i--; 
                } 
            } 
 
            for (int i = 0; i < elements.Count; i++) 
                braiding.Add(new int[] { elements[i][1], elements[i][2] }); 
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            return new Tuple<List<int[]>, List<int[]>>(framing, braiding); 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies two Words by multiplying the coefficients and merging 
the elements 
        /// </summary> 
        /// <param name="w1">The first Word</param> 
        /// <param name="w2">The second Word</param> 
        /// <returns>A Word object (the product of the two words)</returns> 
        private static List<int[]> MergeHecke(Word w1, int[] elem) 
        { 
            //Copies the braiding parts of both words to a new list 
            List<int[]> braid = new List<int[]>(); 
            for (int i = 0; i < w1.Braiding.Count; i++) 
                braid.Add(new int[] { w1.Braiding[i][0], w1.Braiding[i][1] }); 
            braid.Add(elem); 
            return braid; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Multiplies two Words by multiplying the coefficients and merging 
the elements 
        /// </summary> 
        /// <param name="w1">The first Word</param> 
        /// <param name="w2">The second Word</param> 
        /// <returns>A Word object (the product of the two words)</returns> 
        private static List<int[]> MergeHeckeWords(Word w1, Word w2) 
        { 
            //Copies the braiding parts of both words to a new list 
            List<int[]> braid = new List<int[]>(); 
            for (int i = 0; i < w1.Braiding.Count; i++) 
                braid.Add(new int[] { w1.Braiding[i][0], w1.Braiding[i][1] }); 
            for (int i = 0; i < w2.Braiding.Count; i++) 
                braid.Add(new int[] { w2.Braiding[i][0], w2.Braiding[i][1] }); 
            return braid; 
        } 
        #endregion 
 
        #region Trace Calculation 
        /// <summary> 
        /// Calculates the Ocneanu trace for the braiding part. 
        /// </summary> 
        /// <returns>A complex polynomial.</returns> 
        public Polynomial TraceHecke() 
        { 
            RemoveDuplicates(); 
            if (Braiding.Count == 1) 
                return Coeff * TraceHeckeUnit(Braiding[0]); 
            else 
            { 
                int[] maxExp = FindPowers(Braiding); 
                if (maxExp.Length > 0) //The Elements contains powers 
                { 
                    for (int i = 0; i < maxExp.Length; i++) 
                    { 
                        List<Word> words = QuadraticRelationHecke(maxExp[0]); 
                        Polynomial poly = Coeff * (words[0].TraceHecke() + 
words[1].TraceHecke()); 
                        return poly; 
                    } 
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                } 
                else //No powers in Elements 
                { 
                    int[] maxInd = FindMaxIndexes(Braiding); //Finds the 
indexes of maximum subscripts 
                    if (maxInd.Length == 1) //Only one maximum subscript 
                    { 
                        Braiding.RemoveAt(maxInd[0]); //Removes the letter 
containing the maximum subscript 
                        Polynomial poly = TraceHecke(); 
                        return new Polynomial(new MultiVarTerm(1, 'z', 1)) * 
poly; //z * tr(remaining Elements) 
                    } 
                    else //Multiple maximum subscripts 
                    { 
                        SearchCommute(maxInd, false); 
                        maxExp = FindPowers(Braiding); //Re-calculates for 
powers 
                        if (maxExp.Length > 0) //The Elements contains powers 
                        { 
                            for (int i = 0; i < maxExp.Length; i++) 
                            { 
                                List<Word> words = 
QuadraticRelationHecke(maxExp[0]); 
                                Polynomial poly = Coeff * 
(words[0].TraceHecke() + words[1].TraceHecke()); 
                                return poly; 
                            } 
                        } 
                        else //No powers after commute 
                        { 
                            Tuple<int, int> index = FindBridge(); //Searches 
for a bridge 
 
                            if (index.Item1 == -1) //MUST NOT BE REACHED: if 
reached, there is a set of braids whose trace can not be calculated 
                                throw new Exception("The trace for this word 
cannot be calculated"); //Exception thrown 
                            else //Bridge found 
                            { 
                                ReplaceBridge(index.Item1, index.Item2); 
//Replaces the bridge with a mountain 
                                Polynomial poly = TraceHecke(); 
                                return poly; //Calls recursively the trace 
function 
                            } 
                        } 
                    } 
                } 
            } 
             
            return null; //TODO: Delete 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Calculates the Ocneanu trace for a single element 
        /// </summary> 
        /// <param name="symbol">The element</param> 
        /// <returns>A complex polynomial</returns> 
        private static Polynomial TraceHeckeUnit(int[] symbol) 
        { 
            if (symbol[1] == 0) 
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                return new Polynomial(new MultiVarTerm(1)); 
            else if (symbol[1] == 1) 
                return new Polynomial(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, 
int>[] { new Tuple<char, int>('z', 1) })); 
            else if (symbol[1] > 1) 
            { 
                int sign = 1; 
                List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
                for (int i = Math.Abs(symbol[1]) - 1; i > 0; i--) 
                { 
                    temp.Add(new MultiVarTerm(sign, new Tuple<char, int>('q', 
Math.Sign(symbol[1]) * i))); 
                    sign *= -1; 
                } 
                Polynomial poly = new Polynomial(temp); 
                MultiVarTerm z = new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>[] { 
new Tuple<char, int>('z', 1) }); 
                return (poly - (int)Math.Pow(-1, symbol[1])) * z + poly; 
            } 
            else //<0 
            { 
                int sign = 1; 
                List<MultiVarTerm> temp = new List<MultiVarTerm>(); 
                for (int i = Math.Abs(symbol[1]); i > 0; i--) 
                { 
                    temp.Add(new MultiVarTerm(sign, new Tuple<char, int>('q', 
Math.Sign(symbol[1]) * i))); 
                    sign *= -1; 
                } 
                Polynomial poly = new Polynomial(temp); 
                MultiVarTerm z = new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>[] { 
new Tuple<char, int>('z', 1) }); 
                return (poly * z + poly + (int)Math.Pow(-1, symbol[1])); 
            } 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Applies the Hecke quadratic relation for a word 
        /// </summary> 
        /// <param name="pos">The position of the letter in the braiding part 
to be removed and substituted from the trace</param> 
        /// <returns>A list of words whose sum is equal to the original 
word</returns> 
        public List<Word> QuadraticRelationHecke(int pos) 
        { 
            int pow = Braiding[pos][1]; //The power to which the specified 
element is raised 
            int sign = 1; //Dump variable (used to construct the polynomail-
coefficient) 
 
            if (pow > 0) 
            { 
                //Constructs q^(n-1) - q^(n-2) + ... + (-1)^n*q polynomial 
                Polynomial poly = new Polynomial(); 
                for (int i = Math.Abs(pow) - 1; i > 0; i--) 
                { 
                    poly.Add(new MultiVarTerm(sign, new Tuple<char, int>('q', 
Math.Sign(pow) * i)));  //q^(n-1) + ... 
                    sign *= -1; 
                } 
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                Word[] split = Split(false, pos); //Splits the word to two 
parts 
 
                List<int[]> braid1 = new List<int[]>(); 
                List<int[]> braid2 = new List<int[]>(); 
 
                for (int i = 0; i < split[0].Braiding.Count; i++) 
                { 
                    braid1.Add(new int[] { 'g', split[0].Braiding[i][0], 
split[0].Braiding[i][1] }); 
                    braid2.Add(new int[] { 'g', split[0].Braiding[i][0], 
split[0].Braiding[i][1] }); 
                } 
                braid1.Add(new int[] { 'g', Braiding[pos][0], 1 }); 
                for (int i = 0; i < split[1].Braiding.Count; i++) 
                { 
                    braid1.Add(new int[] { 'g', split[1].Braiding[i][0], 
split[1].Braiding[i][1] }); 
                    braid2.Add(new int[] { 'g', split[1].Braiding[i][0], 
split[1].Braiding[i][1] }); 
                } 
 
                Word w1 = new Word(braid1);//w1 = A gi B //εδώ είναι το λάθος, 
το στοιχείο μπαίνει μαζί με τη δύναμη 
                w1.Coeff *= poly - (int)Math.Pow(-1, pow); //w1 = (C - (-1)^n) 
A gi B 
                Word w2 = new Word(braid2); //w2 = A B 
                w2.Coeff *= poly; //w2 = C A B 
                List<Word> output = new List<Word>(); //Creates the list of the 
new words 
                //w1.RemoveDuplicates(); 
                //w2.RemoveDuplicates(); 
                output.Add(w1); 
                output.Add(w2); 
                return output; 
            } 
            else if (pow < 0) 
            { 
                //Constructs q^(n-1) - q^(n-2) + ... + (-1)^n*q polynomial 
                Polynomial poly = new Polynomial(); 
                for (int i = Math.Abs(pow); i > 0; i--) 
                { 
                    poly.Add(new MultiVarTerm(sign, new Tuple<char, int>('q', 
Math.Sign(pow) * i)));  //q^(n-1) + ... 
                    sign *= -1; 
                } 
 
                Word[] split = Split(false, pos); //Splits the word to two 
parts 
 
                List<int[]> braid1 = new List<int[]>(); 
                List<int[]> braid2 = new List<int[]>(); 
 
                for (int i = 0; i < split[0].Braiding.Count; i++) 
                { 
                    braid1.Add(new int[] { 'g', split[0].Braiding[i][0], 
split[0].Braiding[i][1] }); 
                    braid2.Add(new int[] { 'g', split[0].Braiding[i][0], 
split[0].Braiding[i][1] }); 
                } 
                braid1.Add(new int[] { 'g', Braiding[pos][0], 1 }); 
                for (int i = 0; i < split[1].Braiding.Count; i++) 
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                { 
                    braid1.Add(new int[] { 'g', split[1].Braiding[i][0], 
split[1].Braiding[i][1] }); 
                    braid2.Add(new int[] { 'g', split[1].Braiding[i][0], 
split[1].Braiding[i][1] }); 
                } 
 
                Word w1 = new Word(braid1);//w1 = A gi B //εδώ είναι το λάθος, 
το στοιχείο μπαίνει μαζί με τη δύναμη 
                w1.Coeff *= poly; //w1 = (C - (-1)^n) A gi B 
                Word w2 = new Word(braid2); //w2 = A B 
                w2.Coeff *= poly + (int)Math.Pow(-1, pow); //w2 = C A B 
                List<Word> output = new List<Word>(); //Creates the list of the 
new words 
                //w1.RemoveDuplicates(); 
                //w2.RemoveDuplicates(); 
                output.Add(w1); 
                output.Add(w2); 
                return output; 
            } 
            else 
            { 
                Word[] split = Split(false, pos); //Splits the word to two 
parts 
                List<Word> output = new List<Word>(); //Creates the list of the 
new words 
                output.Add(split[0] * split[1]); 
                return output; 
            } 
 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Calculates the Yokonuma-Hecke trace for simple words (one framing 
element and/or one braiding element with exp=1) 
        /// </summary> 
        /// <param name="framingPower">The exponent of the framing 
element</param> 
        /// <param name="hasBraiding">A boolean determining whether there 
exists a braiding element</param> 
        /// <returns></returns> 
        private static Polynomial TraceYokonumaHeckeUnit(int framingPower, bool 
hasBraiding) 
        { 
            if (framingPower == 0) 
            { 
                if (!hasBraiding) 
                    return new Polynomial(1); 
                else 
                    return new Polynomial(new MultiVarTerm(1, 'z', 1)); 
            } 
            else 
            { 
                if (!hasBraiding) 
                    return new Polynomial(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, 
int>((char)(64 + framingPower), 1))); //ASCII: 65 = 'A' 
                else 
                    return new Polynomial(new MultiVarTerm(1, 'z', 1), new 
MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>((char)(64 + framingPower), 1))); //ASCII: 
65 = 'A' 
            } 
        } 
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        /// <summary> 
        /// Applies the Yokonuma-Hecke quadratic relation for a word 
        /// </summary> 
        /// <param name="d">The integer d of Y_d,n(u)</param> 
        /// <param name="pos">The position of the letter in the braiding part 
to be removed and substituted from the trace</param> 
        /// <returns>A list of words whose sum is equal to the original 
word</returns> 
        public List<Word> QuadraticRelationYokonumaHecke(int d, int pos) 
        { 
            RemoveModDuplicates(d); //Makes mod d calculations 
            RemoveDuplicates(); //Removes possible zero exponents 
 
            int m = Braiding[pos][1]; //The power to which the specified 
element is raised 
            int index = Braiding[pos][0]; //The index of the element to be 
substituted from the quadratic relation 
            List<Word> output = new List<Word>(); 
 
            Word[] split = Split(false, pos); 
            List<int[]> frame = new List<int[]>(); 
            Polynomial poly = new Polynomial(); 
 
            if (m > 0) 
            { 
                if (m % 2 == 0) 
                { 
                    output.Add(split[0] * split[1]); 
 
                    for (int l = 0; l < m / 2; l++) 
                    { 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>('u', 
2 * l + 1), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(-1, new Tuple<char, int>('u', 
2 * l), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                    } 
                    for (int n = 0; n < d; n++) 
                    { 
                        frame.Clear(); 
                        frame.Add(new int[] { index, n }); //t_i^m 
                        frame.Add(new int[] { index + 1, -n }); //t_i^-m 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), poly) * split[1]); 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), -poly) * new int[] { 'g', index, 1 } * split[1]); 
                    } 
                } 
                else 
                { 
                    output.Add(split[0] * new int[] { 'g', index, 1 } * 
split[1]); 
 
                    for (int l = 0; l < m / 2; l++) 
                    { 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>('u', 
2 * l + 2), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(-1, new Tuple<char, int>('u', 
2 * l + 1), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                    } 
                    for (int n = 0; n < d; n++) 
                    { 
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                        frame.Clear(); 
                        frame.Add(new int[] { index, n }); //t_i^m 
                        frame.Add(new int[] { index + 1, -n }); //t_i^-m 
 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), -poly) * split[1]); 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), poly) * new int[] { 'g', index, 1 } * split[1]); 
                    } 
                } 
            } 
            else //Cannot be m=0 because zero exponents are removed from 
RemoveDuplicates() 
            { 
                if (m % 2 == 0) 
                { 
                    output.Add(split[0] * split[1]); 
 
                    for (int l = 0; l < Math.Abs(m / 2); l++) 
                    { 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>('u', 
-2 * l - 2), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(-1, new Tuple<char, int>('u', 
-2 * l - 1), new Tuple<char, int>('d', -1))); //1/d [u^(2l+1) - u^(2l)] 
                    } 
                    for (int n = 0; n < d; n++) 
                    { 
                        frame.Clear(); 
                        frame.Add(new int[] { index, n }); //t_i^m 
                        frame.Add(new int[] { index + 1, -n }); //t_i^-m 
 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), poly) * split[1]); 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), -poly) * new int[] { 'g', index, 1 } * split[1]); 
                    } 
                } 
                else 
                { 
                    output.Add(split[0] * new int[] { 'g', index, 1 } * 
split[1]); 
 
                    for (int l = 0; l < Math.Abs(m / 2) + 1; l++) 
                    { 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>('u', 
-2 * l - 1), new Tuple<char, int>('d', -1))); 
                        poly.Add(new MultiVarTerm(-1, new Tuple<char, int>('u', 
-2 * l), new Tuple<char, int>('d', -1))); //1/d [u^(2l+1) - u^(2l)] 
                    } 
                    for (int n = 0; n < d; n++) 
                    { 
                        frame.Clear(); 
                        frame.Add(new int[] { index, n }); //t_i^m 
                        frame.Add(new int[] { index + 1, -n }); //t_i^-m 
 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), -poly) * split[1]); 
                        output.Add(split[0] * new Word(frame, new 
List<int[]>(), poly) * new int[] { 'g', index, 1 } * split[1]); 
                    } 
                } 
            } 
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            foreach (Word w in output) 
            { 
                w.RemoveModDuplicates(d); 
                w.RemoveDuplicates(); 
            } 
            return output; 
        } 
 
        /// <summary> 
        /// Calculates the trace for the Yokonuma-Hecke algebra 
        /// </summary> 
        /// <param name="d">The d integer</param> 
        /// <returns>A Polynomial object</returns> 
        public Polynomial TraceYokonumaHecke(int d) 
        { 
            RemoveModDuplicates(d); //Modulo d exponents 
            RemoveDuplicates(); 
 
            int[] frame = FindMaxIndexes(Framing); 
 
            int exp; 
            if (frame.Length == 0) { exp = 0; } //No framing part 
            else { exp = Framing[frame[0]][1]; } 
 
            int[] braid = FindMaxIndexes(Braiding); 
 
            if (exp == 0 && Braiding.Count == 0) //Simple case 
                return Coeff * TraceYokonumaHeckeUnit(0, false); 
            else if (exp == 0 && Braiding.Count == 1 && Braiding[0][1] == 1) 
//Simple case 
                return Coeff * TraceYokonumaHeckeUnit(0, true); //Simple case 
            else if (exp == 0 && Braiding.Count == 1 && Braiding[0][1] != 1) 
//Quadratic relation needed 
            { 
                List<Word> words = QuadraticRelationYokonumaHecke(d, braid[0]); 
                Polynomial poly = words[0].TraceYokonumaHecke(d); 
                for (int j = 1; j < words.Count; j++) 
                    poly += words[j].TraceYokonumaHecke(d); 
                return Coeff * poly; 
            } 
            else if (exp == 0 && braid.Length == 1 && !HasPowers(Braiding)) 
//Simple case 
            { 
                Word newWord = new Word(Framing, Braiding, new Polynomial(1)); 
                newWord.Braiding.RemoveAt(braid[0]); 
                return Coeff * TraceYokonumaHeckeUnit(0, true) * 
newWord.TraceYokonumaHecke(d); 
            } 
            else if (exp > 0) 
            { 
                int frameIndex = Framing[frame[0]][0]; 
                bool max = true; 
                for (int i = 0; i < Braiding.Count; i++) 
                    if (frameIndex <= Braiding[i][0] + 1) 
                        max = false; 
 
                if (max) //The framing element t_i^m comes out as x_m 
                { 
                    Word newWord = new Word(Framing, Braiding, new 
Polynomial(1)); 
                    newWord.Framing.RemoveAt(frame[0]); 
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                    return Coeff * TraceYokonumaHeckeUnit(exp, false) * 
newWord.TraceYokonumaHecke(d); 
                } 
                else if (braid.Length == 1 && frameIndex <= 
Braiding[braid[0]][0] && Braiding[braid[0]][1] == 1)  
                { 
                    Word newWord = new Word(Framing, Braiding, new 
Polynomial(1)); 
                    newWord.Braiding.RemoveAt(braid[0]); 
                    return Coeff * TraceYokonumaHeckeUnit(0, true) * 
newWord.TraceYokonumaHecke(d); 
                } 
                else if (braid.Length == 1 && frameIndex == 
Braiding[braid[0]][0] + 1 && Braiding[braid[0]][1] == 1) //The braiding element 
g_i comes out as z 
                { 
                    Word[] split = Split(false, braid[0]); 
                    split[0].Framing.RemoveAt(frame[0]); 
                    Word newWord = split[0] * split[1]; //* new int[] { 't', 
frameIndex - 1, exp } * 
                    return Coeff * new Polynomial(new MultiVarTerm(1, 'z', 1), 
new MultiVarTerm(1, new Tuple<char, int>((char)(64 + exp), 1))) * 
newWord.TraceYokonumaHecke(d); 
                } 
                else 
                { 
                    SearchCommute(FindMaxIndexes(Braiding), true); 
                    if (HasPowers(Braiding)) //Powers are present 
                    { 
                        int[] maxExp = FindPowers(Braiding); 
                        List<Word> words = QuadraticRelationYokonumaHecke(d, 
maxExp[0]); 
                        Polynomial poly = words[0].TraceYokonumaHecke(d); 
                        for (int j = 1; j < words.Count; j++) 
                            poly += words[j].TraceYokonumaHecke(d); 
                        return Coeff * poly; 
                    } 
                    else //No powers at braiding part 
                    { 
                        //Bridge check 
                        Tuple<int, int> index = FindBridge(); //Searches for a 
bridge 
 
                        if (index.Item1 == -1) //MUST NOT BE REACHED: if 
reached, there is a set of braids whose trace can not be calculated 
                            throw new Exception("The trace for this word cannot 
be calculated"); //Exception thrown 
                        else //Bridge found 
                        { 
                            ReplaceBridge(index.Item1, index.Item2); //Replaces 
the bridge with a mountain 
                            Polynomial poly = TraceYokonumaHecke(d); 
                            return poly; //Calls recursively the trace function 
                        } 
                    } 
                } 
            } 
            else 
            { 
                SearchCommute(FindMaxIndexes(Braiding), true); 
                if (HasPowers(Braiding)) //Powers are present 
                { 
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                    int[] maxExp = FindPowers(Braiding); 
                    List<Word> words = QuadraticRelationYokonumaHecke(d, 
maxExp[0]); 
                    Polynomial poly = words[0].TraceYokonumaHecke(d); 
                    for (int j = 1; j < words.Count; j++) 
                        poly += words[j].TraceYokonumaHecke(d); 
                    return Coeff * poly; 
                } 
                else //No powers at braiding part 
                { 
                    //Bridge check 
                    Tuple<int, int> index = FindBridge(); //Searches for a 
bridge 
 
                    if (index.Item1 == -1) //MUST NOT BE REACHED: if reached, 
there is a set of braids whose trace can not be calculated 
                        throw new Exception("The trace for this word cannot be 
calculated"); //Exception thrown 
                    else //Bridge found 
                    { 
                        ReplaceBridge(index.Item1, index.Item2); //Replaces the 
bridge with a mountain 
                        Polynomial poly = TraceYokonumaHecke(d); 
                        return poly; //Calls recursively the trace function 
                    } 
                } 
            } 
        } 
 
        #endregion 
 
        /// <summary> 
        /// Creates a string representation of the Word 
        /// </summary> 
        /// <returns>The Word as a string</returns> 
        public override string ToString() 
        { 
            String str = ""; //Empty string 
 
            //Framing part 
            for (int i = 0; i < Framing.Count; i++) 
            { 
                str += "t" + Framing[i][0]; 
                if (Framing[i][1] != 1) { str += "^" + Framing[i][1]; } 
                str += " "; 
            } 
 
            //Braiding part 
            for (int i = 0; i < Braiding.Count; i++) 
            { 
                str += "g" + Braiding[i][0]; 
                if (Braiding[i][1] != 1) { str += "^" + Braiding[i][1]; } 
                str += " "; 
            } 
            str = str.Remove(str.Length - 1); 
 
            return str; 
        } 
    } 
} 
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3.2.5 MainWindow.xaml 
<Window x:Class="Braids.MainWindow" 
        xmlns="http://schemas.microsoft.com/winfx/2006/xaml/presentation" 
        xmlns:x="http://schemas.microsoft.com/winfx/2006/xaml" 
        Title="MainWindow" Height="385" Width="552" Loaded="Window_Loaded"> 
    <Grid Background="Tan"> 
        <TabControl Name="Tabs" Height="214" VerticalAlignment="Top" 
Background="Tan" Margin="12,12,204,0"> 
            <TabItem Header="Calculation" Name="CalculationTab"> 
                <Grid> 
                    <Label Content="Word" Height="28" 
HorizontalAlignment="Left" Margin="6,6,0,0" Name="WordLabel" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <TextBox Height="23" Margin="141,8,6,0" Name="WordTextBox" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <Button Content="Compute" IsDefault="True" Margin="0,0,6,6" 
Name="ComputeButton" Height="23" VerticalAlignment="Bottom" 
HorizontalAlignment="Right" Width="115" Click="ComputeButton_Click"/> 
                </Grid> 
            </TabItem> 
            <TabItem Header="Compare" Name="CompareTab"> 
                <Grid HorizontalAlignment="Stretch" 
VerticalAlignment="Stretch"> 
                    <Label Content="Word 1" Height="28" 
HorizontalAlignment="Left" Margin="6,6,0,0" Name="Word1Label" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <TextBox Height="23" Margin="141,8,6,0" Name="Word1TextBox" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <Label Content="Word" Height="28" 
HorizontalAlignment="Left" Margin="6,36,0,0" Name="Word2Label" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <TextBox Height="23" Margin="141,38,6,0" 
Name="Word2TextBox" VerticalAlignment="Top" /> 
                    <Button Content="Compare" Margin="0,0,6,6" 
Name="CompareButton" Width="115" Height="23" VerticalAlignment="Bottom" 
HorizontalAlignment="Right" Click="CompareButton_Click" /> 
                </Grid> 
            </TabItem> 
            <TabItem Header="Tests" Name="TestsTab"> 
                <Grid> 
                    <RadioButton Content="Test 1 (p, q, r)" Height="16" 
HorizontalAlignment="Left" Margin="6,9,0,0" Name="Test1RadioButton" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <RadioButton Content="Test 2 (a, b)" Height="16" 
HorizontalAlignment="Left" Margin="6,37,0,0" Name="Test2RadioButton" 
VerticalAlignment="Top" /> 
                    <Button Content="Compute" Height="23" 
HorizontalAlignment="Right" IsDefault="True" Margin="0,0,6,6" 
Name="ComputeTestButton" VerticalAlignment="Bottom" Width="115" 
Click="ComputeTestButton_Click" /> 
                    <TextBox Height="23" HorizontalAlignment="Right" 
IsEnabled="{Binding ElementName=Test1RadioButton, Path=IsChecked}" 
Margin="0,6,145,0" Name="FrameTextBox" VerticalAlignment="Top" Width="50" /> 
                </Grid> 
            </TabItem> 
        </TabControl> 
        <RadioButton Content="Hecke algebra" Height="16" 
HorizontalAlignment="Right" Margin="0,39,106,0" Name="HeckeRadioButton" 
VerticalAlignment="Top" /> 
        <RadioButton Content="Yokonuma-Hecke algebra" Height="16" 
HorizontalAlignment="Right" Margin="0,61,45,0" Name="YokonumaHeckeRadioButton" 
VerticalAlignment="Top" IsChecked="True" /> 
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        <RichTextBox FontFamily="Consolas" FontSize="13" Margin="12,232,12,12" 
Name="richTextBox1" VerticalScrollBarVisibility="Auto" /> 
        <Label Content="Yokonuma-Hecke d" Height="28" IsEnabled="{Binding 
ElementName=YokonumaHeckeRadioButton, Path=IsChecked}" Margin="0,133,82,0" 
Name="YokonumaLabel" VerticalAlignment="Top" HorizontalAlignment="Right" 
Width="116" /> 
        <TextBox Height="23" HorizontalAlignment="Right" IsEnabled="{Binding 
ElementName=YokonumaHeckeRadioButton, Path=IsChecked}" Margin="0,135,12,0" 
Name="YokonumaTextBox" VerticalAlignment="Top" Width="50" /> 
    </Grid> 
</Window> 

3.2.6 MainWindow.xaml.cs 
using System; 
using System.Collections.Generic; 
using System.Linq; 
using System.Windows; 
using System.Windows.Controls; 
using PolyLib; 
using System.Threading.Tasks; 
 
namespace Braids 
{ 
    /// <summary> 
    /// Interaction logic for MainWindow.xaml 
    /// </summary> 
    public partial class MainWindow : Window 
    { 
        public MainWindow() 
        { 
            InitializeComponent(); 
        } 
 
        private void Window_Loaded(object sender, RoutedEventArgs e) 
        { 
            this.Title = "Braids v" + 
System.Diagnostics.FileVersionInfo.GetVersionInfo("Braids.exe").FileVersion +  
                " + PolyLib v" + 
System.Diagnostics.FileVersionInfo.GetVersionInfo("PolyLib.dll").FileVersion; 
        } 
 
        private void ComputeButton_Click(object sender, RoutedEventArgs e) 
        { 
            try 
            { 
                Word w = Parser.Parse(WordTextBox.Text); 
                if (HeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                { 
                    Polynomial p = w.TraceHecke(); 
                    richTextBox1.AppendText("\r" + p.ToString() + "\r"); 
                } 
                else if (YokonumaHeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                { 
                    Polynomial p = 
w.TraceYokonumaHecke(Convert.ToInt32(YokonumaTextBox.Text)); 
                    richTextBox1.AppendText("\r" + p.ToString() + "\r"); 
                } 
            } 
            catch (Exception ex) 
            { 
                richTextBox1.AppendText("Calculation suspended. Reason: \"" + 
ex.Message + "\""); 



94 
 

            } 
        } 
 
        private void printWord(List<int[]> word) 
        { 
            for (int i = 0; i < word.Count; i++) 
            { 
                richTextBox1.AppendText("g" + word[i][0]); 
                if (word[i][1] != 1) 
                    richTextBox1.AppendText("^" + word[i][1]); 
            } 
            richTextBox1.AppendText("\r"); 
        } 
 
        private void ComputeTestButton_Click(object sender, RoutedEventArgs e) 
        { 
            try 
            { 
                DateTime dt1 = DateTime.Now; 
 
                List<string> words1 = new List<string>(); 
                List<string> words2 = new List<string>(); 
 
                int count = 10; 
 
                if (Test1RadioButton.IsChecked == true) 
                { 
 
                    for (int p = 2; p < count; p++) 
                        for (int q = 2; q < count; q++) 
                            for (int r = 2; r < count; r++) 
                            { 
                                if (q != r) 
                                { 
                                    words1.Add("t1^" + FrameTextBox.Text + " 
g1^" + Convert.ToString(2 * p + 1) + " g2^" + Convert.ToString(2 * q) + " g1^" 
+ Convert.ToString(2 * r) + " g2^-1"); 
                                    words2.Add("t1^" + FrameTextBox.Text + " 
g1^" + Convert.ToString(2 * p + 1) + " g2^-1" + " g1^" + Convert.ToString(2 * 
r) + " g2^" + Convert.ToString(2 * q)); 
                                } 
                            } 
                } 
                else if (Test2RadioButton.IsChecked == true) 
                { 
                    for (int a = 2; a < count; a++) 
                        for (int b = 2; b < count; b++) 
                        { 
                            words1.Add("g3g2^-2g3" + Convert.ToString(2 * a + 
2) + " g2g3^-1g1^-1g2g1^" + Convert.ToString(2 * b + 2)); 
                            words2.Add("g3g2^-2g3" + Convert.ToString(2 * a + 
2) + " g2g3^-1g1^" + Convert.ToString(2 * b + 2) + "g2g1^-1"); 
                        } 
                } 
 
                DateTime dt2 = DateTime.Now; 
 
                List<string> output = new List<string>(); 
                richTextBox1.AppendText(words1.Count.ToString() + " pairs of 
words to be calculated.\r"); 
 
                for (int i = 0; i < words1.Count; i++) 
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                { 
                    Word w1 = Parser.Parse(words1[i]); 
                    Word w2 = Parser.Parse(words2[i]); 
                    if (HeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                    { 
                        Polynomial p1 = w1.TraceHecke(); 
                        Polynomial p2 = w2.TraceHecke(); 
                        richTextBox1.AppendText("\r" + p1.Equals(p2).ToString() 
+ "\r"); 
                    } 
                    else if (YokonumaHeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                    { 
                        Polynomial p1 = 
w1.TraceYokonumaHecke(Convert.ToInt32(YokonumaTextBox.Text)); 
                        Polynomial p2 = 
w2.TraceYokonumaHecke(Convert.ToInt32(YokonumaTextBox.Text)); 
                        richTextBox1.AppendText("\r" + p1.Equals(p2).ToString() 
+ "\r"); 
                        Console.WriteLine("\r" + p1.Equals(p2).ToString() + 
"\r"); 
                    } 
                } 
 
                DateTime dt3 = DateTime.Now; 
 
                richTextBox1.AppendText("\r" + "\r"); 
                richTextBox1.AppendText("Words creation: " + (dt2 - 
dt1).TotalSeconds.ToString() + "\r"); 
                richTextBox1.AppendText("Parsing and calculation: " + (dt3 - 
dt2).TotalSeconds.ToString() + "\r"); 
                richTextBox1.AppendText("Total " + (dt3 - 
dt1).TotalSeconds.ToString() + "\r"); 
            } 
            catch (Exception ex) 
            { 
                richTextBox1.AppendText("Calculation suspended. Reason: \"" + 
ex.Message + "\""); 
            } 
        } 
 
        private void CompareButton_Click(object sender, RoutedEventArgs e) 
        { 
            try 
            { 
                Word w1 = Parser.Parse(Word1TextBox.Text); 
                Word w2 = Parser.Parse(Word2TextBox.Text); 
                if (HeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                { 
                    Polynomial p1 = w1.TraceHecke(); 
                    Polynomial p2 = w2.TraceHecke(); 
                    richTextBox1.AppendText("\r" + p1.Equals(p2).ToString() + 
"\r"); 
                } 
                else if (YokonumaHeckeRadioButton.IsChecked == true) 
                { 
                    Polynomial p1 = 
w1.TraceYokonumaHecke(Convert.ToInt32(YokonumaTextBox.Text)); 
                    Polynomial p2 = 
w2.TraceYokonumaHecke(Convert.ToInt32(YokonumaTextBox.Text)); 
                    richTextBox1.AppendText("\r" + p1.Equals(p2).ToString() + 
"\r"); 
                } 
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            } 
            catch (Exception ex) 
            { 
                richTextBox1.AppendText("Calculation suspended. Reason: \"" + 
ex.Message + "\""); 
            } 
             
        } 
 
    } 
} 
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