
Σχολή Εφαρμοςμζνων Μαθηματικών και Φυςικών Επιςτημών 

Εθνικό Μετςόβιο Πολυτεχνείο 

Τμήμα Μαθηματικών 

 

Διαφορική Τοπολογία και 

Κβαντική Θεωρία Πεδίου 

 
Εκπόνηςη πτυχιακήσ εργαςίασ 

Κάρδαρησ Δημήτρησ 

Α.Μ 09104188 

 

 

Επιβλζπων καθηγητήσ: 

κ. Λαμπροποφλου Σοφία 

αναπλ. καθηγήτρια Μαθηματικών 

 

 

 

Ιοφλιοσ 2010 

  



2 
 

Περύληψη 
την παρούςα διπλωματικό εργαςύα θα παρουςιαςτεύ η ςχϋςη μεταξύ 
γεωμετρικόσ τοπολογύασ και θεωρητικόσ Υυςικόσ, κυρύωσ υπό το πρύςμα των 
εξιςώςεων Yang-Mills. Αφού πρώτα αναδειχθεύ το ιςτορικό υπόβαθρο που 
αποτελεύ τη βϊςη για αυτόν τη βαθιϊ ςύνδεςη, θα γύνει η παρουςύαςη μιασ 
γεωμετρικόσ ερμηνεύασ τησ θεωρύασ βαθμύδοσ με όρουσ τοπικών εγκϊρςιων 
τομών κυρύων ινωδών G-δεςμών και τησ καμπυλότητασ των μορφών ςυνοχόσ 
επύ αυτών. τη ςυνϋχεια θα ςυζητηθούν θϋματα που αφορούν τη διαρκό και 
γόνιμη αλληλεπύδραςη των δύο αυτών κλϊδων τη ςημερινό εποχό. 
Σαυτόχρονα ςυμπεριλαμβϊνεται μια γρόγορη ειςαγωγό ςε μια ποικιλλύα 
απρόςμενων εφαρμογών ςε πεδύα όπωσ εύναι τα μαγνητικϊ μονόπολα, οι 
δυώκότητεσ τησ θεωρύασ χορδών και η υπερςυμμετρικό κβαντομηχανικό μϋςω 
τησ θεωρύασ Morse. Η παρουςύαςη αυτόσ τησ διαςύνδεςησ θα γύνει ςε δύο 
ςυγκλύνουςεσ κατευθύνςεισ: από πλευρϊ Υυςικόσ, μϋςω τησ τοπολογικόσ 
κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου και από πλευρϊσ Μαθηματικών μϋςω τησ 
ανϊπτυξησ τοπολογικών αναλλοιώτων 4-πολλαπλοτότων ςτη διαφορικό 
γεωμετρύα. 

 

Summary 
In the present thesis, the relation between geometric topology and theoretical 
Physics will be presented, mainly under the scope of Yang-Mills equations. 
Just after light is given in the historical context that undergoes this deep 
connection, a geometric interpretation of gauge theories under the framework 
of local cross sections of principal G-bundles and the curvature of connection 
forms defined over them will be presented. Afterwards a conversation will 
take place dealing with issues related to the continuous and flourishing 
interplay of those two fields in the main era. A quick introduction of various 
unexpected applications in fields like magnetic monopoles, dualities in string 
theory and SUSYQM with equivariant Morse theory, is also included. The 
presentation will take place in two convergent directions: from the physical 
point of view, namely TQFT and from the mathematical view point, mostly 
within the development of topological invariants for 4-manifolds in 
differential geometry. 
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1.  Πρόλογοσ 

1.1. Ιςτορικό αναδρομό και το κύνητρο για την από 

κοινού μελϋτη των δύο κλϊδων 
 

Πρωτύςτωσ, εύναι ςημαντικό να ςημειωθεύ η ιςτορικό διαφορϊ που 
υπϊρχει μεταξύ των δύο επιμϋρουσ κλϊδων ςτον οπούο ςτηρύζεται η παρούςα 
εργαςύα. Πρϊγματι, το χϊςμα καθύςταται μεγαλύτερο από ότι θα φανταζόταν 
κανεύσ καθώσ από τη μύα πλευρϊ, βρύςκεται η Υυςικό η οπούα ϋχει μύα 
μακροχρόνια παρϊδοςη εώσ τισ ημϋρεσ μασ, και από την ϊλλη κεύται αυτόσ ο 
υποκλϊδοσ των μαθηματικών, γνωςτόσ ωσ τοπολογύα, που ϊρχιςε όμωσ να 
αναπτύςςεται ςυςτηματικϊ μόλισ από τισ αρχϋσ του περαςμϋνου αιώνα. 
Παρ'όλα αυτϊ, όδη από το 1700 ςχεδόν κατϊ τη μελϋτη διαφόρων φυςικών 
προβλημϊτων, μεγϊλεσ προςωπικότητεσ των θετικών επιςτημών όπωσ ο 
Leibniz, ο Euler και ο Vandermonde ϋθεςαν ερωτόματα ςτα οπούα γινόταν 
εμφανόσ νύξη για ϋννοιεσ που όταν ουςιωδώσ τοπολογικόσ φύςεωσ. Όπωσ θα 
φανεύ καλύτερα και πιο κϊτω, ο ύδιοσ ο Gauss φαύνεται να πϋραςε αρκετό 
καιρό ςυλλογιζόμενοσ τα ερωτόματα αυτϊ. Σην πρώιμη αυτό εποχό ςχετικϋσ 
ιδϋεσ ςυνϋχιςαν να εμφανύζονται επανειλημμϋνωσ, δυςτυχώσ όμωσ όταν 
τελεύωσ διαςκορπιςμϋνεσ και κϊπωσ αςαφεύσ για να αναθϊλλει μύα 
περαιτϋρω ανϊπτυξη τουσ. χεδόν παρϊλληλα βϋβαια, ϋγιναν φευγαλϋεσ και 
αποςπαςματικϋσ -πλην ςημαντικϋσ- ςυνειςφορϋσ από τουσ Riemann, 
Helmholtz, Maxwell και Listing, ενώ ο τελευταύοσ θα γύνει μϊλιςτα ο πρώτοσ ο 
οπούοσ θα χαρύςει το δόκιμο όνομα "Topologie" από πολύ νωρύσ ςτον κλϊδο 
αυτό. Επιςόμωσ όμωσ, ο οριςμόσ θα δημοςιοποιηθεύ μόλισ το 1847, όπου ο 
ύδιοσ θα γρϊψει ςτο βιβλύο του: [1] 
 
«Με τον όρο Tοπολογύα εννοούμε τη θεωρύα εκεύνη που αποςκοπεύ ςτη μελϋτη 
των τυπικών χαρακτηριςτικών διαφόρων αντικειμϋνων, των νόμων κϊτω από 
τουσ οπούουσ αυτϊ ςυνδϋονται μεταξύ τουσ, τη ςχετικό τουσ θϋςη, τα διαδοχικϊ 
ςημεύα τα οπούα ςχηματύζουν καθώσ επύςησ τισ γραμμϋσ και τισ επιφϊνειεσ που 
ενδεχομϋνωσ δημιουργούν ςυμπεριλαμβανομϋνου των μερών τουσ ό ακόμα και 
των ςυςςωματωμϊτων τουσ ςτον χώρο. Ενώ όλα αυτϊ πϊντοτε θεωρούνται 
χωρύσ να μασ αφορούν θϋματα που ςχετύζονται με το μϋτρο ό την ποςότητα.» 
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Όμωσ, ο όροσ αυτόσ θα αντικαταςτόςει ολοκληρωτικϊ τον προηγούμενο 
"Analysis situs" μϊλλον αργοπορημϋνα, το 1920 με τισ εργαςύεσ του Lefschetz. 
 

 Για να φτϊςει η Σοπολογύα ςε ϋνα ικανοποιητικό ςύνολο αυςτηρών 
οριςμών πϋραςε από πολλϊ και διαφορετικϊ ςτϊδια γονιμοποιούσ εξϋλιξησ 
ενώ η αλληλεπύδραςη τησ με ποικύλλα πεδύα των Μαθηματικών, εύχε ωσ 
αποτϋλεςμα τη δημιουργύα ακόμη περιςςοτϋρων ςυναφών κλϊδων όπωσ: 
ςυνδυαςτικό τοπολογύα, τοπολογύα ςημειοςυνόλων, γενικό, αςαφόσ, 
αλγεβρικό, διαφορικό και γεωμετρικό τοπολογύα για να αναφερθούν μόνο 
μερικού από αυτούσ.  

 

1.2. υνδυαςτικό τοπολογύα και ηλεκτρονικό φυςικό 
 

Εύθιςται να θεωρεύται πωσ η απαρχό τησ Σοπολογύασ, ϋγινε με την 
αρνητικό απϊντηςη που ϋδωςε ο Euler ςτο ερώτημα των Επτϊ Γεφυρών τησ 
Καινιξβϋργησ (ςημερινό Καλύνινγκραντ)[2], όπου εύχε την ιδϋα να 
αντιςτοιχόςει ςτο υπό εξϋταςη φυςικό πρόβλημα ϋνα ςυνεκτικό γρϊφημα 
και ϋπειτα να αποδεύξει, πωσ μύα αναγκαύα ςυνθόκη για την ύπαρξη ενόσ 
μονοπατιού το οπούο διατρϋχει από μύα μόνο φορϊ την κϊθε πλευρϊ του 
γραφόματοσ (γνωςτό και ωσ μονοπϊτι Euler), εύναι να διαθϋτει επ'ακριβώσ 
εύτε δύο κόμβουσ εύτε κανϋναν κόμβο περιττού βαθμού.  
 

 
 

Πρϊγματι, το αποτϋλεςμα αυτό ϋγινε η βϊςη για τη θεωρύα 
γραφημϊτων, που πλϋον θεωρεύται ωσ κλϊδοσ τησ ςυνδυαςτικόσ τοπολογύασ. 
Παρατηρεύ λοιπόν κανεύσ, πωσ το κλειδύ εδώ δεν εύναι οι ακριβεύσ θϋςεισ των 
κόμβων, αλλϊ οι μεταξύ διαςυνδϋςεισ τουσ διαμϋςου των ακμών καθώσ και 
τω αυτώ πλόθοσ τουσ. Δεν ενδιαφερόμαςτε δηλαδό για το ϊκαμπτο ςχόμα 
των αντικειμϋνων καθ'ευατό και αυτόν ακριβώσ την ιδϋα επιθυμεύ να 
κωδικοποιόςει ο οριςμόσ του Listing πιο πϊνω. Η ϋνωςη αυτό ςυνδυαςτικών 
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και τοπολογικών εργαλεύων υπό τη ςκϋπη τησ θεωρύασ γρϊφων δεν ϊργηςε 
να βρει εντυπωςιακϋσ εφαρμογϋσ ςτη Υυςικό.  
 

Για παρϊδειγμα, ςτη θεωρύα ηλεκτρικών κυκλωμϊτων θεωρούμε ωσ 
δύκτυο μια ςυλλογό από αλληλοςυνδεόμενα -όχι απαραιτότωσ και γραμμικϊ 
όμωσ- ηλεκτρικϊ μϋρη που ωσ όλον ςχηματύζουν ϋναν πλόρη τοπολογικό 
βρόχο. Η ϋννοια του δικτύου γενικεύει κατϊ φυςικό τρόπο την ϋννοια μιασ 
ηλεκτρικόσ κυκλωματικόσ διϊταξησ, ενώ η αντύςτοιχη ορολογύα που 
προκύπτει εύναι εμφανώσ πιο ευϋλικτη. Άμεςο αποτϋλεςμα αυτόσ τησ 
διαδικαςύασ επαναδιατύπωςησ καθιςτϊ πιο εύκολουσ τουσ εκϊςτοτε 
υπολογιςμούσ ςε μια ενδεχόμενη ανϊλυςη. Και υπό το πρύςμα αυτό, οι δύο 
γνωςτού νόμοι του Kirchhoff δεν εύναι τύποτε ϊλλο παρϊ οι απ'ευθεύασ 
ςυνϋπειεσ τησ εφαρμογόσ μερικών απλών γραφοθεωρητικών τεχναςμϊτων.  

 
Ένα δεύτερο παρϊδειγμα από την ηλεκτρολογύα εύναι το εξόσ: τα 

τμόματα ενόσ δικτύου που τυπώνονται ςτο ϋνα μϋροσ μιασ κατϊλληλα 
μεμονωμϋνησ πλακϋτασ, θα πρϋπει να αντιςτοιχούν ςε ϋνα επύπεδο γρϊφημα 
(που ςημαύνει να εύναι εμφυτεύςιμο ςτο επύπεδο ϋτςι ώςτε οι πλευρϋσ του να 
μην τϋμνονται), καθώσ τα καλώδια δεν μονώνονται και προσ αποφυγόν 
βραχυκυκλώματοσ θα πρεπεύ φυςικϊ να μην εφϊπτονται. Για ϋνα μεγϊλο 
δύκτυο εύναι ςημαντικό να γνωρύζουμε πόςα τυπωμϋνα κυκλώματα 
απαιτούνται ώςτε να ςυμπληρωθεύ όλο το δύκτυο. Αυτό επιτυγχϊνεται 
εύκολα με τη χρόςη δύο τοπολογικών αναλλοιώτων ενόσ γραφόματοσ  :  
του πϊχουσ      που ορύζεται ωσ το μικρότερο πλόθοσ επύπεδων 
υπογραφημϊτων του  , τα οπούα αν τα υπερθϋςουμε κατϊ τϋτοιο τρόπο ϋτςι 
ώςτε οι αντύςτοιχεσ κορυφϋσ του να ςυμπϋςουν, να πϊρουμε ξανϊ το   και 
του αριθμού διαςταυρώςεων      που εύναι ο ελϊχιςτοσ αριθμόσ 
διαςταυρώςεων ςτισ διϊφορεσ -υπό κϊποιεσ προώποθϋςεισ- ςχεδιϊςεισ του   
ςτο επύπεδο. υνεπώσ, το πϊχοσ παρϊγει ϋνα μϋτρο του κατϊ πόςο «μη-
επύπεδο» εύναι ϋνα γρϊφημα ενώ θα ϋχουμε        αν και μόνο εϊν το   
εύναι επύπεδο. Να ςημειωθεύ εδώ η χρόςιμη πρόταςη πωσ λόγω 
ςτερεογραφικόσ προβολόσ, κϊθε επύπεδο γρϊφημα θα εύναι εμφυτεύςιμο 
ςτην    και αντύςτροφα και πωσ παραμϋνουν ελϊχιςτα αυτϊ που γνωρύζουμε 
ςόμερα για τον αριθμό διαςταυρώςεων διαφόρων κλϊςεων γραφημϊτων 
πϋρα από κϊποια ϊνω φρϊγματα. Όπωσ και να ϋχει όμωσ, με την πϊροδο του 
χρόνου οι ςχϋςεισ μεταξύ Υυςικόσ και θεωρύασ γρϊφων ϋγιναν πιο πολλϋσ, 
πιο ςτενϋσ και κατ'επϋκταςη ακόμη πιο ιςχυρϋσ. 
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1.3. Σο ολοκλόρωμα περιϋλιξησ του Gauss ςτον 

ηλεκτρομαγνητιςμό και ςτη θεωρύα κόμβων 

 
Σον 19ο αιώνα, ςτισ εργαςύεσ του Gauss ςυναντϊει κανεύσ ϋνα επύςησ 

ενδιαφϋρον φυςικό φαινόμενο το οπούο περιϋχει ενδόμυχα μύα παρϊξενη 
τοπολογικό πληροφορύα. Εύναι γνωςτό πωσ ςε ϋνα μαγνητοςτατικό πεδύο, η 
μαγνητικό πεδιακό ϋνταςη   που παρϊγεται από ρεύμα  , το οπούο διαρρϋει 
ϋναν κλειςτό βρόχο, δύνεται από το νόμο του Ampère: 

  
        

 
όπου   η πυκνότητα ρεύματοσ και από το δεύτερο νόμο του Gauss:  
 

     
 
ημειωτϋον εδώ, πωσ ενδιαφερόμαςτε μόνο για χρονοαμετϊβλητα πεδύα και 
κατϊ ςυνϋπεια η εξύςωςη νόμου ςυνεχεύασ του ρεύματοσ: 
 

    
  

  
 

 
δε λαμβϊνεται υπ'όψιν. Ιςοδύναμα, μπορεύ να πει κανεύσ πωσ ο νόμοσ του 
Ampère παραμϋνει εν ιςχύ, καθώσ δεν υπϊρχει ρεύμα μετατόπιςησ. Αξύζει 
επύςησ να παρατηρηθεύ, πωσ αν ολοκληρώςουμε το διϊνυςμα τησ μαγνητικόσ 
επαγωγόσ γύρω από μύα κλειςτό καμπύλη   που φρϊςςει μια επιφϊνεια   θα 
ϋχουμε διαδοχικϊ:  
 

∮      ∬           ∬         
 

 

 

 

 

 

 

 
όπου ςτο τελευταύο βόμα υποθϋςαμε ότι ο αγωγόσ τϋμνει την   ακριβώσ μύα 
φορϊ. Αν όμωσ αυτό δε ςυμβαύνει, για παρϊδειγμα υποθϋςουμε ότι ο αγωγόσ 
τϋμνει την  ,    φορϋσ, τότε το παραπϊνω επικαμπύλιο ολοκλόρωμα θα 
περιϋχει ςε κϊθε τομό και μύα διορθωτικό ςυνειςφορϊ     , όπου το 
πρόςημο τησ θα καθορύζεται από τη ςχϋςη παραλληλότητασ μεταξύ του   και 
του απειροςτού    ςτο ςημεύο τομόσ. Οπότε, αν θεωρόςουμε το αλγεβρικό 
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ϊθροιςμα όλων αυτών των ςυνειςφορών, ο νόμοσ του Ampère θα πϊρει την 
πιο γενικό του μορφό: 
 

∮                 
 

 

 

 
Ο ακϋραιοσ αυτόσ εύναι ο ύδιοσ που ςυναντϊ κανεύσ ςτην περύπτωςη 
υπολογιςμού του μαγνητικού πεδύου ςε ϋνα ςωληνοειδϋσ. Επιςτρϋφοντασ 
ςτην εργαςύα του Gauss[3], θα επιχειρόςουμε να αναπτύξουμε εν ςυντομύα 
εδώ την πιο πιθανό μϋθοδο μϋςω τησ οπούασ φαύνεται να κατϋληξε ςτα 
ςυμπερϊςματα του. Από το δεύτερο νόμο του για τον μαγνητιςμό, προκύπτει 
ότι υπϊρχει διανυςματικό πεδύο   ϋτςι ώςτε: 
 

      
 
Υυςικϊ εδώ το   δεν ορύζεται μονοςόμαντα, αλλϊ μπορούμε να προςθϋςουμε 
και κϊποιουσ όρουσ ενώ παρϊλληλα το νϋο μαγνητικό δυναμικό θα ςυνεχύςει 
να παρϊγει το ύδιο πεδύο. Ο αναλλούωτοσ μεταςχηματιςμόσ αυτόσ, γνωςτόσ 
και ωσ μεταςχηματιςμόσ βαθμύδασ (gauge transformation) θα μασ 
απαςχολόςει εκτενϋςτερα ςε μετϋπειτα κεφϊλαιο.  Εδώ, απλϊ θϋτουμε: 
   ́     οπότε,  
 

       ́                  
 
Άρα, αν εύχαμε:  ́          τότε    ́            .Οπότε, αρκεύ να 
ορύςουμε μονότιμα το     για να καθορύςουμε αμϋςωσ το  . Ένασ εύλογοσ 
περιοριςμόσ εύναι η ςυνθόκη βαθμύδασ του Lorentz που θα μασ οδηγούςε 
αμϋςωσ ςτην εξύςωςη κύματοσ για το  . Απουςύασ όμωσ χρονικόσ μεταβολόσ 
θα υπϊρχει εκφυλιςμόσ ςτην γνωςτό και ωσ βαθμύδα Coulomb:     . Έτςι, 
προκύπτει ότι:  
 

          
 
η οπούα θα ϋχει λύςη την: 
 

      
  

  
∭     
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Αν όμωσ ο βρόχοσ ςχηματύζει μια καμπύλη   , τότε ο φορϋασ του 
  αποτελεύται μόνο από ςημεύα πϊνω ςτον αγωγό και ϊρα ςχετύζεται με το 
ρεύμα   ωσ εξόσ:                , όπου φυςικϊ      το απειροςτό ςτοιχεύο 
μόκουσ ςτην   . Αυτό μασ επιτρϋπει να εκφρϊςουμε πλϋον το      ωσ εξόσ: 
 

      
  

  
  ∫

     

      
   

   

  
 ∫

          

       

 

  

 

  

 

 
που δεν εύναι ϊλλοσ από τον γνωςτό νόμο των Biot-Savart.  
Σι γύνεται όμωσ όταν ειςϊγουμε και μύα δεύτερη καμπύλη    και 
ολοκληρώςουμε πϊνω τησ το  ; 
 

∮       
   

  
∫∫

             

       

 

   

 

 

 

 
 

Δηλαδό,      
 

  
 ∫ ∫

             

       

 

   
  ό ςε Καρτεςιανϋσ ςυντεταγμϋνεσ: 

 
 

    
 

  
∫ ∫

                                                                  

[                        ]
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Αυτό εύναι και το ολοκλόρωμα ςτο οπούο κατϋληξε ο Gauss το 1833, ο οπούοσ 
κατϊλαβε γρόγορα πωσ το αποτϋλεςμα του όταν καθαρϊ τοπολογικόσ 
φύςεωσ, καθώσ δεν αναφερόταν διόλου ςε ηλεκτρομαγνητικϋσ ποςότητεσ. 
Επιςόμανε μϊλιςτα το γεγονόσ πωσ η ανϊγκη για ϋρευνα προσ αυτό την 
κατεύθυνςη (τη Γεωμετρύα τησ Θϋςησ όπωσ θα την αποκαλούςε αργότερα ο 
Maxwell) εύναι επιτακτικό για το μϋλλον.  
 

 
 

Εδώ το   ονομϊζεται "αριθμόσ περιϋλιξησ" των δύο καμπυλών και 
αποτελεύ μύα πολύ ςημαντικό αριθμητικό αναλλούωτη για τη ςημερινό 
θεωρύα κόμβων. Εν γϋνει, εκφρϊζει το πλόθοσ των φορών για το οπούο μύα 
κλειςτό καμπύλη τυλύγεται γύρω από μύα ϊλλη ςτον τριςδιϊςτατο Ευκλεύδειο 
χώρο. Ο αριθμόσ αυτόσ εύναι θετικόσ ό αρνητικόσ αντύςτοιχα ανϊλογα με τον 
προςανατολιςμό των δύο καμπυλών. Επομϋνωσ, παρατηρεύ κανεύσ πωσ η 
ηλεκτρομαγνητικό θεωρύα κληροδότηςε ςτα μαθηματικϊ από πολύ νωρύσ 
ϋναν κλειςτό αναλυτικό τύπο για αυτόν τον αριθμό. Μϊλιςτα, ο αριθμόσ 
περιϋλιξησ αποτελεύ τόςο εξϋχουςα ϋννοια που ϋχει ςχεδόν καθολικϋσ 
εφαρμογϋσ πϋρα από τα μαθηματικϊ, για παρϊδειγμα ςτην Κβαντομηχανικό 
ωσ ϋνασ τοπολογικόσ κβαντικόσ αριθμόσ που ςχετύζεται με το μη-τοπικό 
φαινόμενο του κβαντικού εναγκαλιςμού, τη μελϋτη τησ υπερςυςπεύρωςησ 
του DNA ςτη Μοριακό Βιολογύα, την αναδύπλωςη διαφόρων πρωτεώνικών 
δομών ςτη Βιοχημεύα αλλϊ και τισ πρόςφατεσ εξελύξεισ ςτον τομϋα τησ 
νεοδημιουργηθόςασ Σοποβιολογύασ. 
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1.4. Θεωρύα πλεξύδων και δινώδησ ατομικό θεωρύα 

 
Έμελλε να γύνει ακόμη μύα ςχετικό ςυζότηςη τον 19ο αιώνα και αυτό τη 

φορϊ η αλληλεπύδραςη βριςκόταν ανϊμεςα ςτη θεωρύα πλεξύδων και την 
ατομικό θεωρύα. Δυςτυχώσ, μετϊ από αυτό το ςημεύο και ϋπειτα, το 
ενδιαφϋρον των φυςικών για την τοπολογύα χϊθηκε ολοτελώσ και επανόλθε 
ςτο προςκόνιο των εξελύξεων αρκετϊ αργότερα. Ειδικότερα, ο λόρδοσ Kelvin 
(W. H Thomson) το 1867[4] κατϋγραψε διϊφορεσ ιδϋεσ του μϋςω των οπούων  
περιϋγραφε τα ϊτομα ωσ δακτυλύουσ ςυζευγμϋνων δινών. Ίςωσ 
επηρεαςμϋνοσ από το ϋργο του Riemann για τη δομό μιγαδικών 
υπερεπιφανειών αλλϊ και του Helmholtz, ςυνϋλαβε τη ςκϋψη πωσ η 
ευςτϊθεια των ατόμων θα μπορούςε να εξηγηθεύ με όρουσ παραμόρφωςησ 
διαφόρων τοπολογικών τύπων κόμβων. Επιπρόςθετα, οι ταλαντώςεισ των 
κόμβων αυτών θα αποτελούςαν μια εξόγηςη για τον μηχανιςμό των 
ατομικών φαςματικών γραμμών. Η θεώρηςη αυτό παρϋμεινε γνωςτό κυρύωσ 
ωσ δινώδησ ατομικό θεωρύα.  
 

 
 
Λύγο αργότερα ο Tait[5] θα ςυγκεντρώςει πολλϊ εύδη διαφορετικών τϋτοιων 
κόμβων διατυπώνοντασ πϊμπολλα ερωτόματα για τη δομό τουσ και λόγω του 
ότι παρϋμειναν για αρκετϊ χρόνια ϊλυτα πόραν ςταδιακϊ το όνομα εικαςύεσ 
Tait. Ευτυχώσ όμωσ οι περιςςότερεσ από αυτϋσ θα βρουν την τελικό τουσ 
λύςη από τον Jones[6] ςχεδόν 100 χρόνια αργότερα, ο οπούοσ μϋςω τησ 
θεωρύασ αλγεβρών Hecke ειςόγαγε μύα πολύ ιςχυρό πολυωνυμικό 
αναλλούωτη ιςοτοπύασ κόμβων, με την οπούα θα αςχοληθούμε αναλυτικότερα 
ςε επόμενο κεφϊλαιο κϊνοντασ λόγο για τισ εφαρμογϋσ που βρόκε αυτό ςτη 
ςύγχρονη θεωρητικό φυςικό μετϊ τισ εργαςύεσ των Kauffman, Atiyah και 
Witten. Για παρϊδειγμα ςτο κβαντικό μοντϋλο γραφημϊτων (μύα ανεξϊρτητη 
του υποβϊθρου υποψόφια κβαντικό θεωρύα τησ βαρύτητασ) ςωματύδια όπωσ 
τα πρεόνια, αναδύονται κατϊ φυςικό τρόπο από αμιγώσ τοπολογικϋσ δομϋσ 
όπωσ εύναι πλεξύδεσ και οι κόμβοι. 
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Η θεωρύα πλεξύδων εύναι μια αφηρημϋνη γεωμετρικό θεωρύα η οπούα 
ανακαλύφθηκε το 1925 από τον Emil Artin και αναπτύχθηκε ςχεδόν 
ανεξϊρτητα από τη θεωρύα κόμβων. Εύναι γεγονόσ πωσ πλεξύδεσ ςυναντϊμε 
καθημερινϊ ςτη ζωό μασ. Γενικεύοντασ την ϋννοια τουσ όμωσ, δύναται να 
φανταςτεύ κανεύσ χονδρικϊ μια πλεξύδα ωσ ϋναν ειδικό τύπο κομβικού 
διαγρϊμματοσ, ςτο οπούο υπϊρχουν   ιςαπϋχοντα ςημεύα ενωμϋνα μϋςω   
δεςμών από ϋνα δεύτερο ιςοπληθϋσ ςύνολο ςημεύων. Μια επιπλϋον 
προώπόθεςη εύναι οι δεςμού αυτού που μοιϊζουν με βοςτρύχουσ να λαμβϊνουν 
χώρα μονοτονικϊ φθύνοντεσ. Οι πλεξύδεσ αυτϋσ μπορούν να οργανωθούν ςε 
μια δομό κυκλικόσ ομϊδασ ειςϊγοντασ απλϊ μια πρϊξη ςύνθεςησ, ενώ η 
επιλογό των γεννητόρων θα γύνει με την ύδια λογικό που επιλϋχθηςαν και για 
τισ πεπεραςμϋνα παραγόμενεσ ελεύθερεσ Αβελιανϋσ ομϊδεσ ςυμπλεγμϊτων 
κελιών CW ςτην αλγεβρικό τοπολογύα. 
 

 
 
Αυτϋσ οι ομϊδεσ πλεξύδων επιδϋχονται πολύ βαθιϊ μαθηματικό ερμηνεύα, για 
παρϊδειγμα μπορούν να παύξουν τον ρόλο τησ θεμελιώδουσ ομοτοπικόσ 
ομϊδασ     ςυγκεκριμϋνων χώρων διαμορφώςεων, όπωσ εύναι ο χώροσ 
φϊςεων ενόσ φυςικού ςυςτόματοσ. Ο Alexander -που ειςόγαγε πρώτοσ την 
ϋννοια ενόσ αναλλούωτου πολυωνύμου      -, ϋδειξε πωσ οποιοςδόποτε 
κρύκοσ μπορεύ να δημιουργηθεύ από μια πλεξύδα ενώ βϋβαια εύναι δυνατόν 
διαφορετικϋσ πλεξύδεσ να δώςουν τον ύδιο κρύκο. Ένα ςημαντικό θεώρημα 
του Markov το οπούο περιγρϊφει ςε διαγρϊμματα πλεξιδών δύο από τισ 
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κινόςεισ οι οπούεσ επϊγουν ιςοδύναμεσ κλειςτϋσ (δηλαδό με τα αντύςτοιχα 
ϊκρα τουσ να ςυνδϋονται κατϊ ζεύγη) πλεξύδεσ, παρουςιϊςτηκε 
τροποποιημϋνο το 1997 περιγρϊφοντασ μύα μόνο κύνηςη από τουσ 
Lambropoulou-Rourke [7]. 
 

 
 

1.5. Μετρικό Schwarzschild και η τοπολογικό δομό 

των χωροχρονικών ανωμαλιών 

 
τισ απαρχϋσ του 20ου αιώνα, ο κλϊδοσ τησ φυςικόσ γνώριςε δύο 

τερϊςτιεσ, δύδυμεσ επαναςτϊςεισ: την κβαντικό μηχανικό για την περιγραφό 
τησ μικροςκοπικόσ κλύμακασ τησ ύλησ και τη γενικό ςχετικότητα για την 
περιγραφό του μακροκόςμου που μασ περιβϊλλει αντύςτοιχα. Οι δύο αυτού 
νϋοι τρόποι ςκϋψησ, εύχαν ωσ ϊμεςο αποτϋλεςμα τη δημιουργύα και την 
ειςαγωγό νϋων μαθηματικών εννοιών ςτη Υυςικό ςε αντιδιαςτολό δυςτυχώσ 
με την τοπολογύα, η οπούα δεν ϋπαιξε κανϋναν ενεργό ρόλο ςε αυτό την 
ιςτορύα. Παρ'όλα αυτϊ όμωσ, δύο εργαςύεσ τησ περιόδου εκεύνησ εύχαν 
ξεκϊθαρο και ουςιώδεσ τοπολογικό περιϋχομενο. Η μύα όταν του 
Schwarzschild[8]  το 1916 περύ τησ ύπαρξησ λύςεων ςτισ πεδιακϋσ εξιςώςεισ 
του Einstein και η ϊλλη του Dirac[9] το 1931 βαςιςμϋνη ςτην ύπαρξη 
μαγνητικών μονοπόλων. Θα αναφερθούμε εν τϊχυ πρώτα ςτην εργαςύα του 
Schwarzschild, καθώσ οι ιδϋεσ του Dirac όντασ τρόπον τινϊ πιο ριζοςπαςτικϋσ 
εκ φύςεωσ ενϋμπνευςαν περιςςότερο τη ςημερινό φυςικό δραςτηριότητα 
και αξύζουν μια εκτενϋςτερη ανϊλυςη με την παρϊλληλη μεταχεύριςη εννοιών 
από τη θεωρύα βαθμύδασ (gauge theory). 

 
Σο 1931 λοιπόν, ο Chandrasekhar[10] μελϋτηςε τισ ςυνϋπειεσ μιασ απλόσ 

ιδϋασ. κϋφτηκε πωσ για ϋνα ουρϊνιο ςώμα με επαρκώσ μεγϊλη μϊζα, όπωσ 
εύναι ϋνασ αςτϋρασ, η ελκτικό δύναμη τησ βαρύτητασ δύναται να εύναι τόςο 
ιςχυρό που θα το ανϊγκαζε να ςυςταλλεύ ωσ προσ τον ύδιο του τον εαυτό. Για 
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παρϊδειγμα, για ϋνα νεαρόσ ηλικύασ αςτϋρι, η καύςη των πυρηνικών 
καυςύμων του ϋχει ωσ αποτϋλεςμα τη δημιουργύα μιασ εξωτερικόσ πύεςησ η 
οπούα αντιςταθμύζει όλη την βαρυτικό δύναμη προσ το εςωτερικό του. Όταν 
όμωσ τα καύςιμα αυτϊ εξαντληθούν, η βαρύτητα τεύνει να αποκτόςει 
εξ'ολοκλόρου τα ηνύα απόφανςησ για το μϋλλον τησ κατϊςταςησ του ϊςτρου, 
ςυςτϋλλοντασ το ςυνεχώσ. Σα ςχετικιςτικϊ αϋρια θα ψύχονται βαθμιαύα 
υπακούοντασ τη ςτατιςτικό των Fermi-Dirac εώσ ότου τελικώσ το ϊςτρο 
καταλόξει ςε μια χωροχρονικό ανωμαλύα. Σην κατϊςταςη αυτό την 
επ’ονόμαςε βαρυτικό κατϊρρευςη (gravitational collapse). Πρϊγματι, ο 
Chandrasekhar υπολόγιςε πωσ η πύεςη δεν μπορεύ να αντιςταθεύ ςτη 
βαρύτητα εϊν η μϊζα   όταν μεγαλύτερη από     ηλιακϋσ μϊζεσ, γεγονόσ που 
ιςχύει για το τερϊςτιο πλόθοσ βαρϋων αςτϋρων που παρατηρούν ςόμερα οι 
κοςμολόγοι. ε αντύθετη περύπτωςη βϋβαια, το ϊςτρο ναι μεν θα ψυχθεύ αλλϊ 
θα καταλόξει ςυςτελλόμενο ςε ϋνα λευκό νϊνο. Έτςι, οι αςτροφυςικού 
εξόγηςαν τα τερϊςτια ενεργειακϊ αποθϋματα των κβϊζαρ υποθϋτοντασ πωσ 
προϋρχονται από μια τϋτοια βαρυτικό κατϊρρευςη ενώ θεώρηςαν τουσ 
αςτϋρεσ νετρονύων (ϊςτρα τόςο πυκνϊ που τα πρωτόνια και τα ηλεκτρόνια 
ϋχουν ςυνδυαςτεύ μεταξύ τουσ ώςτε να ςχηματόςουν νετρόνια) ωσ 
αποτϋλεςμα μιασ παρόμοιασ ψύξησ με αυτό που υφύςτανται οι λευκού νϊνοι.  
 

Αυτό που αξύζει να παρατηρηθεύ εδώ εύναι ότι οι λύςεισ που ϋδωςε ο 
Chandrasekhar, εμπεριεύχαν ϋνα μεγϊλο βαθμό ςυμμετρύασ, μια ςυμμετρύα 
που δεν αναμενόταν ςτο ύμπαν μασ, αύροντασ ϋτςι ςοβαρϊ ερωτηματικϊ για 
την ύπαρξη τουσ. Όμωσ, οι εργαςύεσ των Oppenheimer, Snyder[11] ϋδειξαν πωσ 
προώποθϋτοντασ μια ςφαιρικό ςυμμετρύα γύρω από το υπό μελϋτη ςώμα, το 
αποτϋλεςμα τησ βαρυτικόσ κατϊρρευςησ ενόσ νϋφουσ κοςμικόσ ςκόνησ θα 
οδηγόςει ςτην τελικό αποκοπό του από οποιαδόποτε εξωτερικό 
παρατόρηςη, καθώσ το ύδιο θα διαπερνούςε μια ςυγκεκριμϋνη κρύςιμη 
ακτύνα, γνωςτό και ωσ ακτύνα Schwarzschild: 
 

      (  
  

 
)     .

 

  
  
 

/                      

 
Αυτό η (μερικώσ) ςφαιρικϊ ςυμμετρικό μετρικό, εκφραςμϋνη ςε 

πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ         και τισ φυςικϋσ μονϊδεσ       εύναι αυτό 
που καθορύζει και τισ μη-περιςτρεφόμενεσ μαύρεσ οπϋσ. Παρατηρεύ κανεύσ 
αμϋςωσ τισ ιδιϊζουςεσ ανωμαλύεσ ςτα ςημεύα       και        (ακτύνα 
Schwarzschild). Όπωσ απϋδειξαν όμωσ οι Kruskal-Szekeres το 1960 (αν και ο 
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Lemaitre το εύχε παρατηρόςει όδη από το 1933 και οι Eddington-Finkelstein 
εύχαν δώςει μια μερικό λύςη) η ανωμαλύα ςτην υπερεπιφϊνεια        εύναι 
απλϊ φαινομενικό και απαλεύφεται επιτυχώσ με την κατϊλληλη επιλογό ενόσ 
ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων. Δυςτυχώσ όμωσ η ανωμαλύα       δεν αύρεται 
γεγονόσ που την καθιςτϊ πραγματικό, με αποτϋλεςμα ςτο ςημεύο αυτό ο 
τανυςτόσ καμπυλότητασ του Riemann, για παρϊδειγμα, να αποκλεύνει. 
Ενδιαφϋρον παρουςιϊζει το γεγονόσ ότι για      η υπερεπιφϊνεια εύναι 
χρονοειδόσ, ενώ για        εύναι χωροειδόσ. Εύναι ξεκϊθαρο επομϋνωσ πωσ 
κϊτι παρϊξενο ςυμβαύνει ςτην ακτύνα αυτό που καλεύται ορύζοντασ 
γεγονότων (event horizon), καθώσ η γεωμετρύα αλλϊζει ςημαντικϊ όταν την 
διαπερνϊ κανεύσ.  
 

 
 

Ο Penrose[12] το 1965 ϋκανε μια εκπληκτικό ανακϊλυψη όςον αφορϊ τη 
φύςη τησ βαρυτικόσ κατϊρρευςησ. Απϋδειξε ϋνα θεώρημα που εγκαθιςτούςε 
τισ ανωμαλύεσ ενόσ βαρυτικού πεδύου ωσ ςύμφυτεσ, εγγενεύσ τοπολογικέσ 
ιδιότητεσ τησ βαρυτικόσ του κατϊρρευςησ. Και με αυτό τον τρόπο κατϋδειξε 
πωσ εςωτερικϊ του ορύζοντα γεγονότων εντόσ μιασ μαύρησ τρύπασ υπϊρχει 
μια επιφϊνεια τησ οπούασ η ϋκταςη περιορύζεται κατϊ μόκοσ των ακτύνων 
φωτόσ που εύναι αρχικϊ κϊθετεσ επϊνω τησ, ανακαλύπτοντασ ϋτςι μια 
πληρϋςτερη μαθηματικό περιγραφό τησ μετρικόσ Schwarzschild. 
 

Η τοπολογικό ςημαςύα του θεωρόματοσ του Penrose εύναι πωσ η 
βαρυτικό κατϊρρευςη ενόσ ϊςτρου ςε μια χωροχρονικό ανωμαλύα δε 
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βριςκόταν ςε καμύα ςυνθόκη εξϊρτηςησ με την επιπλϋον ιδιότητα τησ 
ςφαιρικόσ ςυμμετρύασ όπωσ ςυνόθιζαν να πιςτεύουν οι κοςμολόγοι μϋχρι 
τότε (για παρϊδειγμα η γωνιακό ςτροφορμό του ϊςτρου δεν όταν ανϊγκη να 
εύναι μηδενικό). Και ϋτςι, η τελικό δημιουργύα ανωμαλιών όταν μια απλό 
ςυνϋπεια αυτού που ο ύδιοσ ονόμαςε παγιδευτικό επιφϊνεια (trapped surface). 
Κατ'αρχϊσ εύναι ςημαντικό να υπϊρξει ϋνασ αποδεκτόσ οριςμόσ για μια 
ανωμαλύα, τόςο από αφηρημϋνησ μαθηματικόσ ϊποψησ όςο και από 
πραγματιςτικόσ φυςικόσ διαύςθηςησ, καθώσ ο απειριςμόσ τησ καμπυλότητασ 
ωσ χαρακτηριςμόσ δεν ανταποκρύνεται επαρκώσ ςτο τι ςυνεπϊγονται τα 
θεωρόματα για τισ ανωμαλύεσ. Σο ςημαντικότερο μϋροσ αυτού του οριςμού 
λοιπόν θα πρϋπει να εύναι η πληρότητα μιασ γεωδαιςιακόσ πϊνω ςε μια 
πολλαπλότητα   (ουςιαςτικϊ μύα μη-ςυμπαγόσ υπερεπιφϊνεια Cauchy) που 
αναπαριςτϊ τον χωρόχρονο, καθώσ χωρύσ αυτό την πληρότητα ϋνα 
ςωματύδιο που ταξιδεύει πϊνω ςε μια χρονοειδόσ γεωδαιςιακό θα μπορούςε 
να εξαφανιςτεύ απροςδόκητα από το   και μϊλιςτα ςε πεπεραςμϋνο χρόνο. 
Σότε, η παγιδευτικό επιφϊνεια δε θα εύναι τύποτε ϊλλο παρϊ μια κλειςτό, 
ςυμπαγόσ, χωροειδόσ ςφαύρα     με τη ςημαντικό ιδιότητα τησ ορθογώνιασ 
ςύγκλιςησ ςτο μϋλλον των μηδενικών γεωδαιςιακών που την τϋμνουν. ε 
αυτό την επιφϊνεια λοιπόν θα κεύται η ύλη όταν πλϋον διαπερϊςει την ακτύνα 
Schwarzschild. 
 

 
 

Σο επιχεύρημα του Penrose ςτηρύζεται ςτον υπολογιςμό του 
τοπολογικού βαθμού μιασ απεικόνιςησ, η τιμό του οπούου εξαςφαλύζει ότι η 
πληρότητα των μηδενικών γεωδαιςιακών ςυνεπϊγεται αμϋςωσ ότι το μϋλλον 
τησ παγιδευτικόσ επιφϊνειασ εύναι ςυμπαγϋσ. Αυτό όμωσ αποτελεύ καθαρό 
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αντύφαςη, καθώσ η αρχικό υπερεπιφϊνεια Cauchy εύναι μη-ςυμπαγόσ και 
επομϋνωσ η ςυνεχόμενη ςυςτολό εξαναγκϊζει το   να ϋχει μια ανωμαλύα. Μύα 
ςημαντικό ςυνϋπεια που αναδεικνύεται από τισ εργαςύεσ των Hawking και 
Ellis[13] εύναι ότι το ςύνολο των λύςεων για το γενικό ςχετικιςτικό 
υπερβολικό πρόβλημα Cauchy ςτα πλαύςια του οπούου εύναι καταδικαςμϋνεσ 
να καταλόξουν ςε ανωμαλύεσ, αποτελεύ ϋνα ςύνολο θετικού μϋτρου 
θεωρούμενο ςε μύα κατϊλληλη τοπολογύα. Αν και λόγω αρχικών ςυνθηκών 
και αςτϊθειασ λευκϋσ οπϋσ που θα ςυμπεριφϋρονται ακριβώσ αντύςτροφα 
από ότι οι μαύρεσ, εύναι ςχεδόν απύθανεσ ςτο ύμπαν μασ, παρ'όλα αυτϊ εύναι 
πολύ πιθανόν το ςημερινό ύμπαν ςτο οπούο ζούμε να ξεκύνηςε από μια 
τϋτοια πραγματικϊ αρχϋγονη χωροχρονικό ανωμαλύα, που υπϊρχει από την 
αρχό ενόσ ϊπειρου, πρακτικϊ κενού ύμπαντοσ. Η δυνατότητα αυτό ωςτόςο, 
ςυνεπϊγεται ότι υπϊρχουν ςτο ύμπαν ςύνολα γεγονότων απεύρου ϋκταςησ, 
τα οπούα θα μασ εύναι για πϊντα απρόςιτα με αποτϋλεςμα να μη μπορούμε 
ούτε να τα παρατηρόςουμε αλλϊ ούτε και να τα επηρεϊςουμε. Σϋλοσ, δεν 
εύναι υπερβολό να υποςτηρύξει κανεύσ πωσ χωρύσ τη χρόςη τοπολογικών 
μεθόδων για τη βαθύτερη κατανόηςη των ανωμαλιών αυτών, η θεωρύα τησ 
Μεγϊλησ Έκρηξησ ςυμπεριλαμβανομϋνων των -μϋχρι τη ςτιγμό που 
πρωτοδιατυπώθηκε- πειραματικών ενδεύξεων, να μην απολϊμβανε την ευρϋα 
αποδοχό τησ επιςτημονικόσ κοινότητασ. 
 

Όπωσ, η τοπολογύα βοόθηςε ςτην ανϊπτυξη τησ γενικόσ ςχετικότητασ, 
ϋτςι και οι Αβελιανϋσ θεωρύεσ βαθμύδασ διατυπωμϋνεσ με κατϊλληλουσ 
γεωμετρικούσ όρουσ (ό αντύςτοιχα οι μη-Αβελιανϋσ θεωρύεσ βαθμύδασ 
γνωςτϋσ και ωσ θεωρύεσ Yang-Mills ) ϋπαιξαν εξϋχοντα ρόλο ςτην κβαντικό 
θεωρύα και ςυγκεκριμϋνα ςτον κλϊδο των ςτοιχειωδών ςωματιδύων. Και 
εύναι αυτό η αλληλεπύδραςη, μεταξύ τοπολογύασ και Υυςικόσ που θα 
αποτελϋςει το κεντρικό θϋμα των επόμενων κεφαλαύων. 
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2. τοιχεύα Διαφορικόσ Γεωμετρύασ 
 

το παρόν κεφϊλαιο θα κϊνουμε μύα ειςαγωγό ςε ϋνα πολύ ςημαντικό 
κομμϊτι τησ διαφορικόσ γεωμετρύασ γνωςτό ωσ θεωρύα των ινωδών δεςμών. 
Κύνητρο για μια τϋτοια μελϋτη αποτελεύ το γεγονόσ ότι η θεωρύα αυτό 
αποτελεύ το πιο βαςικό πλαύςιο περιγραφόσ διαφόρων τοπολογικών 
αναλλοιώτων πολλαπλοτότων όπωσ εύναι οι χαρακτηριςτικϋσ κλϊςεισ 
ςυνομολογύασ (για παρϊδειγμα η κλϊςη Chern, η κλϊςη Pontryagin, η κλϊςη 
Stiefel-Whitney κτλ). Ειδικότερα όμωσ, οι κλϊςεισ αυτϋσ μπορούν να 
διατυπωθούν ςυνϊμα και μϋςα από όρουσ τοπικόσ γεωμετρύασ (με τη βοόθεια 
επιπλϋον διαφορικών εννοιών όπωσ εύναι οι μορφϋσ ςυνοχόσ και η 
καμπυλότητα αυτών) με αποτϋλεςμα να ςυνιςτούν ϋνα πλόρεσ μαθηματικό 
ιςοδύναμο των θεωριών βαθμύδασ (εύτε Αβελιανϋσ εύτε Yang-Mills) που 
ςυναντϊει κανεύσ ςε κϊθε επαρκώσ ανεπτυγμϋνο κλϊδο τησ Υυςικόσ ςόμερα. 
Όπωσ θα δούμε αργότερα, αυτόσ ο ςυνδυαςμόσ διαφορικόσ τοπολογύασ και 
Υυςικόσ μασ παρϋχει νϋα εννοιολογικϊ εργαλεύα που με τη ςειρϊ τουσ θα 
ρύξουν ϊπλετο φωσ ςε ϋνα εύροσ προβλημϊτων που απαςχολούςαν τη 
Υυςικό για αρκετό καιρό αλλϊ και θα αποτελϋςουν πρόδρομο πολλών νϋων 
προςεγγύςεων ςε κϊποια ζητόματα που αφορούν τα Μαθηματικϊ. 

 

2.1. Ινώδεισ δϋςμεσ 
 

Οριςμόσ: Καλούμε ύνωςη (fibration) μύα τετρϊδα           όπου     

διαφορύςιμεσ πολλαπλότητεσ που ονομϊζονται ολικόσ χώροσ (total space) και 

χώροσ βϊςησ (base space) αντύςτοιχα,   ϋνασ τοπολογικόσ χώροσ που θα 

καλεύται ςτο εξόσ ύνα (fibre) και       μύα ςυνεχόσ επιρριπτικό 

απεικόνιςη που θα ονομϊζεται προβολό (projection). Επύςησ, το    

           θα καλεύται ύνα πϊνω από το     και θα πρϋπει να ιςχύει 

      για κϊθε       

Οριςμόσ: Κϊθε απεικόνιςη       ϋτςι ώςτε           θα ονομϊζεται 

εγκϊρςια τομό (cross section) τησ  . υμβολύζουμε με         το 

διανυςματικό χώρο όλων των    τομών τησ  . 
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Πλϋον, δυνϊμεθα να ορύςουμε ωσ ινώδη δϋςμη (fibre bundle) μύα ύνωςη 

          για την οπούα ιςχύει η λεγόμενη ςυνθόκη τοπικόσ 

τετριμμενοπούηςησ (local trivialization condition): 

Για κϊθε                        ανοικτό περιοχό του   και 

             ομοιομορφιςμόσ ϋτςι ώςτε: 

 (        )              

Μϊλιςτα, ςτην περύπτωςη που ο χώροσ   εύναι διανυςματικόσ χώροσ, η δϋςμη 

θα ονομϊζεται                    (vector bundle), ενώ αν αποτελεύ ομϊδα 

Lie τότε θα καλεύται κύρια ύνωςη (principal fibration). Να ςημειωθεύ εδώ, πωσ 

υπό το πρύςμα τησ παραπϊνω ςυνθόκησ τετριμμενοπούηςησ, εύναι εύλογο 

κϊθε δϋςμη τησ μορφόσ               να ονομϊζεται τετριμμϋνη δϋςμη 

(trivial bundle). 

Μερικϊ παραδεύγματα διανυςματικών δεςμών εύναι τα εξόσ: 
 

 Η εφαπτόμενη  δϋςμη (tangent bundle)          εύναι όντωσ 
διανυςματικό δϋςμη και μϊλιςτα κϊθε διανυςματικό πεδύο ςτην   
μπορεύ πλϋον να θεωρηθεύ ωσ μύα εγκϊρςια τομό ςτην εφαπτόμενη 
αυτό δϋςμη 
Όμοια, διανυςματικό δϋςμη αποτελεύ και η ςυνεφαπτόμενη δϋςμη     
όπου πλϋον οι εγκϊρςιεσ τομϋσ αυτόσ τησ δϋςμησ θα εύναι οι 1-μορφϋσ. 

 Η εξωτερικό δϋςμη (exterior bundle)       για την οπούα η  
 

  (  
    )    

         
     

 
εύναι διανυςματικό δϋςμη και οι εγκϊρςιεσ τομϋσ τησ       θα εύναι οι  
εξωτερικϋσ  -μορφϋσ        

 H τανυςτικό δϋςμη (tensor bundle)   
     που ορύζεται από τανυςτϋσ 

τύπου       εύναι διανυςματικό δϋςμη 
 

Οριςμόσ: Έςτω                            ινώδεισ δϋςμεσ. Λϋμε πωσ το 

ζεύγοσ       θα εύναι ϋνασ μορφιςμόσ ανϊμεςα ςτισ δύο ινώδεισ δϋςμεσ εϊν 

ιςχύει            . Δηλαδό, το παρακϊτω διϊγραμμα πρϋπει να εύναι 

αντιμεταθετικό: 
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Έτςι, μύα ινώδησ δϋςμη           θα εύναι τετριμμενοποιόςιμη εϊν υπϊρχει 

μεταξύ αυτόσ και τησ τετριμμϋνησ δϋςμησ ϋνασ μορφιςμόσ       με         

Εύναι εύκολο να δει κανεύσ πωσ κϊθε διανυςματικό δϋςμη ϋχει εγκϊρςια τομό 

(για παρϊδειγμα την μηδενικό τομό), κϊτι το οπούο δεν εύναι εν γϋνει αληθϋσ 

για μύα κύρια ύνωςη. 

 

Οριςμόσ: Ονομϊζουμε κύρια ινώδη δϋςμη ό  -δϋςμη (principal fibre bundle ό 

G-bundle) την τετρϊδα           με       όπωσ προηγουμϋνωσ και ύνα   

μύα ομϊδα Lie η οπούα δρα ελεύθερα από τα δεξιϊ ςτην   (π.χ αν      τότε 

      και επιπρόςθετα ιςχύουν για την       τα εξόσ: 

Για κϊθε     υπϊρχει           ανοικτό περιοχό του   και 

             ομοιομορφιςμόσ ϋτςι ώςτε: 

 (        )               

και επιπλϋον, 

                                

Σότε, ϋχουμε την εξόσ πρόταςη: 

Πρόταςη:                                                     

Απόδειξη: Έςτω                Σότε, τοπικϊ ςτο    θα ϋχουμε 

                 . Επομϋνωσ,                         
     ϊρα 

        Αντύςτροφα τώρα, ϋςτω         Σότε,                

               Άρα,         και              με          δηλαδό 

    
      Ειδικότερα το   εύναι μοναδικό και               

Παρατηρούμε εδώ ότι τοπικϊ η κύρια ινώδησ δϋςμη μπορεύ να ανακτηθεύ από 

τη μηδενικό εγκϊρςια τομό μϋςω τησ δρϊςησ τησ  . Δηλαδό,    
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                                  Επομϋνωσ, η γενύκευςη τησ 

παραπϊνω πρόταςησ εύναι ϊμεςη: 

Πρόταςη: Μύα κύρια ινώδησ δϋςμη εύναι τετριμμενοποιόςιμη ϋαν και μόνο εϊν 

διαθϋτει ολικό εγκϊρςια τομό που εύναι παντού καλϊ οριςμϋνη και λεύα. 

Απόδειξη: Ορύζουμε                            με   
        

     . Σότε αυτό θα εύναι μύα αμφιμονοςόμαντη και λεύα τετριμμενοπούηςη. 

Μϊλιςτα, αν             τότε              και                 

 

Έςτω τώρα           κύρια ινώδησ δϋςμη,           μύα 

αναπαρϊςταςη του διανυςματικού χώρου   και     μύα δρϊςη 

                   . Αν ςυμβολύςουμε με           τον χώρο των 

τροχιών και θεωρόςουμε την προβολό  ̃           τότε η διανυςματικό 

δϋςμη       ̃  θα λϋγεται ότι ςυνϊπτεται με την αντύςτοιχη κύρια ινώδη 

δϋςμη. Μπορεύ να αποδειχθεύ ότι η       ̃  εύναι τοπικϊ τετριμμενοποιόςιμη 

με τισ περιοχϋσ να τησ να δύνονται ωσ το Καρτεςιανό γινόμενο     και η ύνα 

τησ να εύναι ιςομορφικό με τον διανυςματικό χώρο    Επύςησ, αν υπϊρχει ϋνα 

μεγιςτικό ςύνολο από γραμμικώσ ανεξϊρτητεσ εγκϊρςιεσ τομϋσ (τόςεσ όςεσ 

και η διϊςταςη τησ ύνασ) τότε και η κύρια ινώδησ δϋςμη θα εύναι 

τετριμμενοποιόςιμη. Πιο αναλυτικϊ: 

H προβολό  ̃ με  ̃(     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)       ικανοποιεύ τα εξόσ: 

  ̃  καλϊ οριςμϋνη απεικόνιςη: αφού              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ϋπεται ότι 

                                  Άρα,             

      

 Η  ̃ εύναι όντωσ προβολό: προφανϋσ αφού η   εύναι προβολό. Για 

παρϊδειγμα,                  ϊρα  ̃(     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)     

Σώρα, όςον αφορϊ την τοπικό τετριμμενοπούηςη τησ       ̃   , μπορεύ να 

καταςκευαςτεύ από την   ωσ εξόσ: 

   ̃               
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 (     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)               

Σότε, 

 Η   εύναι καλϊ οριςμϋνη επειδό:                                  

Αυτό όμωσ ςημαύνει ότι                  . Επύςησ, αφού        

[π.χ                                           ] ϋπεται ότι 

                  
             

              και ϊρα 

        

 Η   εύναι αμφιμονοςόμαντη: H                              

ςυνεπϊγεται ότι            και                Δηλαδό,        

και        
       Όμωσ, τα   και    δεν εύναι τυχαύα:   

            και                                     

Επομϋνωσ,           και ϊρα                 ό ιςοδύναμα 

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 Η   εύναι επιρριπτικό:             αν             τότε 

 (     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)                      

 

Σϋλοσ, δεν εύναι δύςκολο να δει κανεύσ πωσ οι ύνεσ θα εύναι ιςομορφικϋσ με το 

διανυςματικό χώρο  , δηλαδό       ̃         Αρκεύ να περιορύςουμε 

την                ςτο   και τότε η απεικόνιςη              με 

 (     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)         θα εύναι καλϊ οριςμϋνη και μϊλιςτα αφού η   εύναι 

ιςομορφιςμόσ ϋπεται ότι θα εύναι και η ύδια. 

Παρϊδειγμα: Η κύρια ύνωςη βαθμύδασ                         όπου   

η διϊςταςη τησ αναπαρϊςταςησ του διανυςματικού χώρου των isospin. Η 

μαθηματικό δομό πϊνω ςτην οπούα θεμελιώνεται κατϊ φυςικό τρόπο μύα 

θεωρύα βαθμύδασ εύναι η ςυναπτόμενη διανυςματικό δϋςμη            όπου 

                    . Έτςι, τα ςτοιχεύα αυτού του χώρου τροχιών θα 

αντιςτοιχούν ςε φυςικϊ διανύςματα τα οπούα μϊλιςτα θα θεωρούνται 

ιςοδύναμα (θα ανόκουν ςτην ύδια κλϊςη τροχιϊσ) και θα ορύζουν ϋνα 

μοναδικό διϊνυςμα τησ   αν διαφϋρουν κατϊ ϋναν μεταςχηματιςμό βαθμύδασ. 

Αυτό ουςιαςτικϊ ςημαύνει, πωσ η διαδικαςύα του να ςταθεροποιόςουμε μύα 

βαθμύδα ςτη Υυςικό αντιςτοιχεύ ςτη γλώςςα των Μαθηματικών ςτο να 
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επιλεγεύ μύα κανονικό αναπαρϊςταςη για κϊθε μύα από αυτϋσ τισ κλϊςεισ 

ιςοδυναμύασ των ςτοιχεύων τησ  , όπωσ για παρϊδειγμα να δώςουμε μύα 

ϋννοια ςυντεταγμϋνων ςτη διανυςματικό δϋςμη. Αυτό επιτυγχϊνεται φυςικϊ 

με την ειςαγωγό τοπικών χαρτών. 

Έςτω         ϊτλασ τησ πολλαπλότητασ   ϋτςι ώςτε για κϊθε γειτονιϊ    να 

υπϊρχει μύα τοπικό τετριμμενοπούηςη τησ  . Έςτω επύςησ         και οι 

αντύςτοιχεσ τοπικϋσ τετριμμενοποιόςεισ: 

    
             

    
  (  )        

Θεωρώντασ τώρα     (     )                ορύζουμε την εξόσ 

απεικονύςεισ που ονομϊζονται ςυναρτόςεισ μετϊβαςησ: 

           
   (     )     (     )     

            (          )                                  

Οι ςυναρτόςεισ αυτϋσ ικανοποιούν την λεγόμενη ςυνθόκη ςυν-κύκλου: 

(cocycle condition): 

              

Έτςι, ςτην ειδικό περύπτωςη μιασ κύριασ δϋςμησ (       ), θα ϋχουμε τισ 

τοπικϋσ εγκϊρςιεσ τομϋσ: 

              

        
         

              

        
         

Οπότε, οι ςυναρτόςεισ μετϊβαςησ θα δύνονται από τισ: 
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Παρατόρηςη: Μύα υποομϊδα   τησ ομϊδασ των αντύςτροφων γραμμικών 
απεικονύςεων         θα ονομϊζεται δομικό ομϊδα (structure group) εϊν 
υπϊρχει ϊτλασ από χϊρτεσ τησ δϋςμησ ϋτςι ώςτε όλεσ οι απεικονύςεισ 
μετϊβαςησ να παύρνουν τιμϋσ ςτην    
 
Ασ δούμε τώρα μερικϊ χαρακτηριςτικϊ παραδεύγματα ινωδών δεςμών: 
 
Γνωρύζουμε ότι ο κύλινδροσ   γρϊφεται ωσ Καρτεςιανό γινόμενο δύο χώρων, 
ςυγκεκριμϋνα ενόσ ευθυγρϊμμου τμόματοσ     και ενόσ κύκλου    τόςο 
τοπικϊ όςο και ολικϊ.  Εύδαμε πωσ η θεωρύα ινωδών δεςμών διεκδικεύ να 
μελετόςει και να περιγρϊψει χώρουσ οι οπούοι «μοιϊζουν» με το Καρτεςιανό 
γινόμενο δύο χώρων μόνο τοπικϊ και όχι ολικϊ. την περύπτωςη που δεν 
ιςχύει αυτό αναφϋρθηκε πωσ ναι μεν ϋχουμε ινώδεισ δϋςμεσ αλλϊ τισ 
θεωρούμε τετριμμϋνεσ. Σο απλούςτερο παρϊδειγμα μη-τετριμμϋνησ δϋςμησ 
εύναι η λωρύδα του Möbius. 
 

 
 
Πρϊγματι, η λωρύδα αυτό γρϊφεται τοπικϊ ωσ    [    ] (όπωσ ακριβώσ και 
ο κύλινδροσ με τον κύκλο να παύζει το ρόλο του βαςικού χώρου και το 
ευθύγραμμο τμόμα το ρόλο τησ ύνασ) αλλϊ ολικϊ ο χώροσ δεν μοιϊζει με 
γινόμενο καθώσ ο ολικόσ χώροσ   δεν εύναι καν ομοιομορφικόσ με αυτόν. Πιο 
αναλυτικϊ, μύα περιοχό   ενόσ ςημεύου     θα εύναι ϋνα τόξο, του οπούου η 
αντύςτροφη εικόνα        θα αποτελεύ ϋνα λεπτό τεμϊχιο (τϋςςερα 
τετρϊγωνα κατϊ πλϊτοσ και ϋνα τετρϊγωνο κατϊ μόκοσ ςτην παραπϊνω 
εικόνα) το οπούο θα εύναι ελαφρώσ ςυςτραμμϋνο. Ο ομοιομορφιςμόσ   θα 
αντιςτοιχεύ την αντύςτροφη εικόνα του   ςε ϋνα κομμϊτι κυλύνδρου το οπούο 
ναι μεν εύναι καμπυλωμϋνο αλλϊ όχι και ςυςτραμμϋνο. Εδώ ακριβώσ ϋγκειται 
και η δύναμη τησ θεωρύασ. Επομϋνωσ, ενώ η αντύςτοιχη τετριμμϋνη δϋςμη 
    θα αποτελούςε κύλινδρο, η λωρύδα του Möbius θα ϋχει μύα επιπλϋον 
ςυςτροφό που θα την καθιςτϊ μη-τετριμμϋνη. ημειωτϋον βϋβαια, πωσ το 
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‘ςτρύψιμο’ αυτό εύναι ορατό μόνο ολικϊ καθώσ τοπικϊ η λωρύδα και ο 
κύλινδροσ δεν διαφϋρουν από τοπολογικό ϊποψη. 
 
Μπορούμε όμωσ να προχωρόςουμε παραπϋρα; Η απϊντηςη εύναι 
καταφατικό. Σο ςύνορο τησ λωρύδασ του Möbius εύναι ϋνα πολύ καλό 
παρϊδειγμα μη-τετριμμϋνησ κύριασ   -δέςμησ. Πρϊγματι, αν    το ςύνολο 
των μιγαδικών αριθμών με       και       η απεικόνιςη που ςτϋλνει το 
  ςτο    ςυνεπϊγεται ότι η ύνα              θα αποτελεύται από δύο 
ςημεύα. 
 

 
 
Επομϋνωσ, μύα εγκϊρςια τομό θα αντιςτοιχούςε ςτο να επιλϋξει κανεύσ μύα 
υπόριζη (αλλϊ λεύα ςτον μοναδιαύο κύκλο) ςυνϊρτηςη, η οπούα εύκολα 

προκύπτει πωσ δεν υπϊρχει αφού κϊθε ςυνϊρτηςη τησ μορφόσ  
 

  ωσ 
πλειότιμη ςυνϊρτηςη θα αποτελεύται από ςημεύα διακλϊδωςησ (branch cut 
points) και ϊρα θα περιϋχει αςυνϋχειεσ από την απαρχό των αξόνων εώσ το 
ςημεύο ςτο ϊπειρο (βλ. εικόνα). Άρα, αυτόσ εύναι ϋνασ ακόμη λόγοσ για τον 
οπούο η δϋςμη δεν μπορεύ να εύναι τετριμμϋνη (καθώσ αν όταν, ο ολικόσ χώροσ 
θα όταν μη-ςυνεκτικόσ ωσ γινόμενο από δύο πανομοιότυπουσ κύκλουσ, ενώ 
ξϋρουμε ότι αυτό δεν ςυμβαύνει, αφού φαύνεται εύκολα πωσ το ςύνορο τησ 
λωρύδασ εύναι όντωσ ςυνεκτικό). Επομϋνωσ, αν ϋχουμε μύα κϊλυψη από δύο 
αλληλοεπικαλυπτόμενα ανοικτϊ ςύνολα       και πϊρουμε τισ ςυναρτόςεισ 
μετϊβαςησ                 παρατηρούμε τα εξόσ: πρώτον αφού η    
εύναι διακριτό ομϊδα και τα       ςυνεκτικϊ ϋπεται αμϋςωσ ότι οι 
ςυναρτόςεισ μετϊβαςησ θα εύναι ςταθερϋσ και δεύτερον, δεν υπϊρχουν 
τριπλϋσ αλληλοεπικαλύψεισ οπότε κατϊ ςυνϋπεια η ςυνθόκη ςυν-κύκλου που 
αναφϋραμε πιο πϊνω ικανοποιεύται αυτομϊτωσ. Σελικϊ, η δϋςμη θα εύναι 
τετριμμϋνη εϊν και μόνο εϊν      . 
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Ένα δεύτερο παρϊδειγμα, αποτελεύ η φιϊλη του Klein τησ οπούασ η 
απεικόνιςη εδώ δεν εύναι ρεαλιςτικό, καθώσ η πολλαπλότητα αυτό δεν 
δύναται να εμφυτευθεύ ςτον ςυνόθη Ευκλεύδειο τριςδιϊςτατο χώρο ϋτςι 
ώςτε να διαφαύνονται πλόρωσ όλεσ οι ιδιότητεσ τισ. 
 

 
 
Παρ’όλα αυτϊ εύναι και αυτό μύα μη-τετριμμϋνη δϋςμη που μπορεύ να ιδωθεύ 
με παρόμοια ςυλλογιςτικό ωσ μύα δϋςμη      . 
 
 
Κλεύνουμε τα παραδεύγματα εδώ, αναφϋροντασ πωσ ακόμα και ϋνασ χώροσ 
κϊλυψησ (covering space) μπορεύ να θεωρηθεύ ινώδησ δϋςμη εφόςον η 
προβολό τησ δϋςμησ εύναι ϋνασ τοπικόσ ομοιομορφιςμόσ. την περύπτωςη 
αυτό, δεν εύναι δύςκολο να δει κανεύσ πωσ η ύνα θα εύναι ϋνασ διακριτόσ 
χώροσ. 
 

2.2. Μορφϋσ ςυνοχόσ ςε διανυςματικϋσ δϋςμεσ 
 

Έςτω         τυχαύα διανυςματικό δϋςμη με τισ ύνεσ τισ όλεσ ιςομορφικϋσ 

με τον    και   κϊποια  -διϊςτατη πολλαπλότητα. Αν θεωρόςουμε ωσ 

       τη δϋςμη των  -διαφορικών μορφών ςτον εφαπτομενικό χώρο τησ 

  τότε θα ϋχουμε τον εξόσ οριςμό για μια γενικευμϋνη μορφό τησ 

ςυναλλούωτησ παραγώγου: 
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Οριςμόσ:  Η απεικόνιςη     (          )                   

ονομϊζεται μορφό ςυνοχόσ (connection form) και ικανοποιεύ τισ εξόσ 

ιδιότητεσ: 

1. Γραμμικότητα 

                                    

2. Κανόνασ Leibniz 

                 

όπου   ο τελεςτόσ εξωτερικόσ παραγώγιςησ και   το εξωτερικό γινόμενο. 

Ειδικότερα, αν     και   λεύα ςυνϊρτηςη, θα ϋχουμε: 

                 

Δοθεύςησ μύα τοπικόσ τετριμμενοπούηςησ ςτο      με τοπικϋσ 

ςυντεταγμϋνεσ        
  ςτο     και        

  γραμμικώσ ανεξϊρτητεσ 

εγκϊρςιεσ τομϋσ ςτο  , τότε: 

     ∑     
 
         

 
    

 

   

 

Ωσ πύνακασ αυτό η 1-μορφό ςυνοχόσ   ςτο   θα παύρνει τιμϋσ από μύα 

ϊλγεβρα Lie και ϊρα ςε μορφό Chern θα εύναι αντύςτοιχα: 

                                 
 
  

Αξύζει να δούμε εδώ πώσ αλλϊζει αυτό η μορφό κϊτω από ϋναν γραμμικό 

μεταςχηματιςμό εγκαρςύων τομών, ο οπούοσ μπορεύ να γραφτεύ τοπικϊ ωσ: 

               

όπου              και οι ςυνιςτώςεσ τησ      εύναι λεύεσ ςυναρτόςεισ του 

     Αν   εύναι ο διανυςματικόσ χώροσ που ςυνϊπτεται ςτην κύρια ινώδη 

δϋςμη μϋςω μιασ ςυγκεκριμϋνησ αναπαρϊςταςησ            , τότε η 

     θα εύναι μύα τοπικό εγκϊρςια τομό ςτην κύρια ινώδη δϋςμη. Επομϋνωσ, 

ςε ϋνα καινούργιο ςύςτημα ςυντεταγμϋνων θα ϋχουμε: 
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Δηλαδό,  

                                 

Όμωσ,            επομϋνωσ καταλόγουμε ότι:                 

Ασ θεωρόςουμε τώρα μύα επανϊληψη του τελεςτό ςυναλλούωτησ 

παραγώγιςησ   πϊνω ςτισ τομϋσ, θα ϋχουμε διαδοχικϊ: 

                                      

και επομϋνωσ προκύπτει ο ακόλουθοσ οριςμόσ: 

Οριςμόσ: Ο τελεςτόσ                    θα ονομϊζεται 

μορφό καμπυλότητασ. 

Οι ςυνιςτώςεσ   
 
 του   θα εύναι 2-μορφϋσ με τιμϋσ ςε μύα ϊλγεβρα Lie: 

  
 
    

 
   

 
   

  

Έτςι, κϊτω από τον μεταςχηματιςμό    που αναφϋραμε παραπϊνω η   θα 

μεταςχηματύζεται ωσ: 

            

                                             

                                              

                                          

       

Άρα, 

                       

Δηλαδό, μύα 2-μορφό καμπυλότητασ μεταςχηματύζεται ωσ ϋνασ τανυςτόσ 

κϊτω από ϋναν τοπικό μεταςχηματιςμό βαθμύδασ. 

Γνωρύζουμε ότι η ςυναλλούωτη παρϊγωγοσ για διανύςματα, 1-μορφϋσ και 

τανυςτϋσ ϋχει τη μορφό των ακολούθων εκφρϊςεων αντύςτοιχα: 
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όπου    
  τα ςύμβολα Christoffel τησ μορφόσ ςυνοχόσ τησ πολλαπλότητασ με 

μετρικό τανυςτό    : 

   
     

 

 
    

    

   
 

    

   
 

     

   
  

Έςτω τώρα,  

  
 
       

 
 

        

        

Φρηςιμοποιώντασ λοιπόν τισ ςχϋςεισ πιο πϊνω για 1-μορφϋσ, 2-μορφϋσ    και 

  
 
 αντύςτοιχα, ορύζεται η εξωτερικό ςυναλλοιώτη παρϊγωγοσ: 

          
 
    

   
 
    

 
   

 
   

    
    

 
    

 
   

 
   

    
 
   

  

Ενώ, ςε μορφό πινϊκων θα ϋχουμε: 

          

              

Ειδικότερα, για την 1-μορφό ςυνοχόσ και την 2-μορφό καμπυλότητασ θα 

ϋχουμε αντύςτοιχα: 
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Σϋλοσ, αναφϋρουμε ϋνα πολύ ςημαντικό θεώρημα, γνωςτό και ωσ 2η  

ταυτότητα του Bianchi. 

Θεώρημα:       

Απόδειξη:   Αφού,  

   
 
     

 
    

 
   

    
 
    

  

  
 
   

    
 
    

    
 
   

    
  

  
 
   

     
 
   

    
 
   

    
  

ϋπεται ότι,  

   
 
    

 
   

 
   

    
 
   

 =    
 
   

    
 
    

    
 
    

    
 
 

  
    

     
 
   

    
 
   

    
 =0  

 

 

2.3. Μορφϋσ ςυνοχόσ ςε κύριεσ δϋςμεσ 

 

 Έςτω           μύα κύρια ινώδησ δϋςμη. Σότε, ορύζουμε μια μορφό 

ςυνοχόσ τησ κύριασ δϋςμησ μύα λεύα οικογϋνεια από διανυςματικούσ 

υποχώρουσ    του     (που ο καθϋνασ ονομϊζεται οριζόντιοσ) για την οπούα:  

1.          ) να εύναι κατανομό 

2.                      (για παρϊδειγμα η οικογϋνεια 

οριζόντιων υποχώρων να μεταςχηματύζεται κατϊ φυςικό τρόπο 

κϊτω από τη δεξιϊ δρϊςη τησ  ) 

3.                 όπου    ο εφαπτόμενοσ χώροσ ςτην ύνα 

πϊνω από το      (για αυτό και ονομϊζεται κϊθετοσ υπόχωροσ) 

4.              όπου    η προβολό πϊνω ςτην εφαπτόμενη 

δϋςμη του   και   η Ιακωβιανό απεικόνιςη 
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Έτςι, αν η   ϋχει διϊςταςη   και η   ϋχει   παραμϋτρουσ (      ) τότε: 

           

            

Παρατόρηςη: Θα μπορούςαμε να ορύςουμε ιςοδυνϊμωσ ωσ μορφό ςυνοχόσ 

μιασ κύριασ δϋςμησ μύα λεύα οικογϋνεια από μορφιςμούσ: 

                        

για την οπούα θα ιςχύει ότι: 

1.     (    ) 

2.            

3.               

To πλεονϋκτημα με αυτόν τον οριςμό εύναι ότι φαύνεται εύκολα πωσ, πλϋον 

ϋχουμε την εξόσ ανϊλυςη: 

           

          

Σισ περιςςότερεσ φορϋσ θα μασ χρειαςτούν οι εξόσ απεικονύςεισ: 

                           

                 

           

Ο δυώκόσ οριςμόσ τησ παραπϊνω μορφόσ ςυνοχόσ θα δύνεται ωσ μύα λεύα 

οικογϋνεια από  -μορφϋσ    (μορφϋσ ςυνοχόσ Ehresmann) που παύρνουν 

τιμϋσ ςτην ϊλγεβρα Lie  . Δηλαδό,  

                              

ϋτςι ώςτε, 
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1.      κϊθετο (δηλαδό,                        ϊρα 

                 

2. (  
  )     (    )                         όπου 

       η ανϊςτροφη αναπαρϊςταςη 

Οπότε , ϋχουμε          . Γενικϊ, κϊτω από πολύ γενικϋσ ςυνθόκεσ 

υπϊρχει ϋνα μεγϊλο πλόθοσ μορφών ςυνοχόσ που ορύζονται πϊνω ςε μύα 

κύρια ινώδη δϋςμη. 

Ορύζουμε τώρα, ωσ εξωτερικό τελεςτό ςυναλλούωτησ παραγώγου την 

απεικόνιςη: 

                      

    (         )                  

Επύ παραδεύγματι, θα ϋχουμε:            όπου          η οριζόντια 

προβολό που ορύςαμε πιο πϊνω. ε αυτό την περύπτωςη λοιπόν, ο   θα εύναι 

ϋνασ πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ διανυςματικόσ χώροσ κϊποιασ 

αναπαρϊςταςησ   τησ   ενώ τα   θα εύναι 1-μορφϋσ ςυνοχόσ με τιμϋσ ςτον   

ϋτςι ώςτε   
            

Και πϊλι εδώ, για μύα  -μορφό καμπυλότητασ  , θα ϋχουμε: 

            

Επομϋνωσ, 

         

Από το γεγονόσ ότι,                μπορεύ να αποδειχθεύ πωσ η 

ταυτότητα του Bianchi      ιςχύει ακόμα και ςε αυτό την πιο γενικό 

περύπτωςη. 

Και φτϊνουμε ϋτςι ςτον ςυνόθη οριςμό τησ Υυςικόσ για τον οριςμό μιασ 

μορφόσ ςυνοχόσ ςε τοπικϋσ ςυντεταγμϋνεσ. Έςτω,       τοπικού χϊρτεσ ςτην 

  και          . Σότε, για διανυςματικϋσ δϋςμεσ θα ϋχουμε: 
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όπου το         θα εξαρτϊται κατϊ διαφορύςιμο τρόπο από το         

Ακόμα πιο γενικϊ, για μύα  -μορφό ςυνοχόσ   με τιμϋσ ςτην   θα ϋχουμε: 

   
    

         (   
  )   

 

Έτςι, μύα μορφό ςυνοχόσ θα εύναι μύα οικογϋνεια από 1-μορφϋσ    
 με τιμϋσ 

ςτην ϊλγεβρα Lie  , προςαρμοςμϋνεσ ςτο κϊλυμμα         τησ   και που 

λόγω τησ παραπϊνω εξύςωςησ θα εξαρτώνται από τισ τομϋσ        . 

Θα κλεύςουμε, με μύα παρατόρηςη για τισ επύπεδεσ μορφϋσ ςυνοχόσ ςε κύριεσ 

δϋςμεσ. Έςτω       μύα τετριμμϋνη κύρια ινώδησ δϋςμη. Σότε, η       

θα εύναι μύα υποπολλαπλότητα τησ   για κϊθε     και η       θα εύναι 

μύα υποδϋςμη τησ   (αφού η     εύναι φυςικϊ ομϊδα Lie). Σότε, η επύπεδη 

μορφό ςυνοχόσ ςτην P (θεωρούμενη ωσ              με        ) θα 

ανϊγεται ςε μύα μοναδικό μορφό ςυνοχόσ ςτο        Οπότε, μύα μορφό 

ςυνοχόσ ςε μύα κύρια δϋςμη           θα καλεύται επύπεδη αν          

ϋτςι ώςτε η επαγόμενη μορφό ςυνοχόσ ςτην         να εύναι ιςομορφικό με 

την επύπεδη μορφό ςυνοχόσ ςτην       Μπορεύ να αποδειχθεύ μϊλιςτα, πωσ 

μύα μορφό ςυνοχόσ   εύναι επύπεδη εϊν και μόνο εϊν η  -μορφό 

καμπυλότητασ   εύναι μηδενικό. 

 

2.4. Παρϊλληλη μεταφορϊ και η ομϊδα ολονομύασ 

 

Έςτω           μύα κύρια ινώδησ δϋςμη με μύα  -μορφό ςυνοχόσ 

  (πύνακασ των  -μορφών του     με τιμϋσ ςτη  ). Για μύα τοπικό 

τετριμμενοπούηςη     με       τοπικϋσ ςυντεταγμϋνεσ, το   θα δύνεται 

από την ςχϋςη: 

       
    

  

  
    

όπου              τοπικϋσ ςυντεταγμϋνεσ ςτο     και      

         ςταθερού πύνακεσ που παρϊγουν την ϊλγεβρα    Έςτω τώρα 

           κατϊ τμόματα    καμπύλη ςτη  . Μύα οριζόντια ανύψωςη 
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(lift) τησ      θα εύναι μύα ϊλλη καμπύλη      ςτην  , ϋτςι ώςτε  (    )  

            και κϊθε εφαπτόμενο διϊνυςμα τησ καμπύλησ αυτόσ εύναι 

οριζόντιο. Μπορεύ να αποδειχθεύ ότι για δοθϋν      και ϋνα ςημεύο      με 

              υπϊρχει μοναδικό οριζόντια ανύψωςη      με           

Η παρϊλληλη μεταφορϊ ινών μπορεύ να οριςτεύ ωσ εξόσ: όταν το    

μεταβϊλλεται πϊνω ςτην ύνα         τότε ϋχει κανεύσ         ϋτςι ώςτε 

               Δηλαδό, μύα απεικόνιςη τησ μορφόσ                 

που θα αποτελεύ μϊλιςτα ιςομορφιςμό μεταξύ των ινών. την ειδικό 

περύπτωςη που η καμπύλη εύναι κλειςτό       θα ϋχουμε ϋναν 

αυτομορφιςμό τησ ύνασ          Επομϋνωσ, θα ϋχουμε ϋναν τϋτοιο 

αυτομορφιςμό για κϊθε κλειςτό καμπύλη με τα ύδια ϊκρα. Κϊτω από την 

πρϊξη τησ ςύνθεςησ αυτού οι αυτομορφιςμού θα αποτελούν ομϊδα (μϊλιςτα 

υποομϊδα τησ G) που ονομϊζεται ομϊδα ολονομύασ τησ μορφόσ ςυνοχόσ με 

ςημεύο αναφορϊσ το ςημεύο     ε περύπτωςη που περιοριςτούμε ςτην 

παρϊλληλη μεταφορϊ βρόχων γύρω από το    (που εύναι μηδενικϊ 

ομοτοπικϋσ) θα ϋχουμε αντύςτοιχα την περιοριςμϋνη ομϊδα ολονομύασ, η 

οπούα θα εύναι επύςησ υποομϊδα τησ  . 

Επιςτρϋφοντασ ςτην τοπικό τετριμενονικοπούηςη που θεωρόςαμε πριν, η 

εγκϊρςια τομό        θα εύναι εξ’οριςμού παρϊλληλα μεταφερόμενη κατϊ 

μόκοσ τησ καμπύλησ      αν και μόνο εϊν: 

   ̇         ̇
       

αφού λόγω παρϊλληλησ μεταφορϊσ εύναι:  

 ̇ (   
     

   )    

Παραγωγύζοντασ κατϊ μόκοσ τησ ανυψωμϋνησ καμπύλησ ϋχουμε: 

 

  
  ̇ 

 

   
    ̇

 

    

  

 

και αφού πρόκειται για παρϊλληλη ανύψωςη: 

 

  
  ̇  

 

   
 

 

  
  

             

 

    
  ̇ (

 

   
   

      )   ̇    
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όπου η ςυναλλούωτη παρϊγωγοσ θα ορύζεται ωσ εξόσ: 

   
 

   
   

                
 

  
   

 

   
  

με την οικογϋνεια      να εύναι δεξιϊ-αναλλούωτη βϊςη του εφαπτομενικού 

χώρου τησ   που ικανοποιούν την:  

[     ]          

με      οι δομικϋσ ςταθερϋσ τησ    Η διϊςπαςη του     ςε οριζόντιο και 

κϊθετο μϋροσ           θα δύνεται πλϋον ωσ: 

        

Επομϋνωσ  η καμπυλότητα (η οπούα θα ορύζεται ωσ ο μεταθϋτησ τησ βϊςησ 

για τον οριζόντιο υπόχωρο   ), θα ϋχει μόνο κϊθετεσ ςυνιςτώςεσ. 

υγκεκριμϋνα, 

[     ]      
       

      
      

        
   

  

ενώ  ςτην δυώκό προςϋγγιςη, η μορφό ςυνοχόσ   θα εύναι μύα  -μορφό ςτον 

    με τιμϋσ ςτη    τησ οπούασ η κϊθετη ςυνιςτώςα θα εύναι η μορφό Maurer-

Cartan      , δηλαδό:  

              

Όπωσ θα περύμενε κανεύσ, η   καταςτρϋφεται ςτα οριζόντια διανύςματα ενώ 

εύναι ςταθερό ςτα αντύςτοιχα κϊθετα, δηλαδό: 

⟨    ⟩    

⟨    ⟩  
 

  
   

Η μορφό Maurer-Cartan εύναι αναλλούωτη κϊτω από την αριςτερό δρϊςη 

      με      ςταθερό: 

                    

και μπορεύ να αναλυθεύ ωσ: 
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με  
 

  
     ςταθερού πύνακεσ και    μύα βϊςη για τισ αριςτερϊ αναλλούωτεσ 

 -μορφϋσ. Από τη ςχϋςη,                        ϋπεται ότι η    

υπακούει ςτην εξύςωςη Maurer-Cartan: 

   
 

 
            

Η δυώκό τησ    θα εύναι: 

     (
 

  
   

 

   
)  

 

  
         

 

    
 

που με τη ςειρϊ τησ υπακούει ςτισ ςχϋςεισ: 

⟨     ⟩      

[     ]         

Από την ϊλλη πλευρϊ, η   μεταςχηματύζεται ςε ϋναν τανυςτό κϊτω από τη 

δεξιϊ δρϊςη      , με      ςταθερό. Δηλαδό,  

    
      

Ενώ γενικότερα, για       με    όχι ςταθερό θα εύναι: 

    
        

      

Σϋλοσ, για την 2-μορφό καμπυλότητασ θα ϋχουμε: 

               

              
 

 
   

 
 

  
          

ϊρα ικανοποιεύ την ταυτότητα Bianchi:              και 

μεταςχηματύζεται ωσ τανυςτόσ:     
            όπωσ αναμενόταν. 
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3. Υυςικϊ φαινόμενα πολυπλοκότερησ 

τοπολογικόσ φύςεωσ 
 

3.1. Σα μαγνητικϊ μονόπολα του Dirac 

 
Σα μαγνητικϊ μονόπολα αποτελούν ϋνα πολύ ςημαντικό κεφϊλαιο τησ 

θεωρητικόσ φυςικόσ ςόμερα, το οπούο καλύπτει μια τερϊςτια ποικιλύα από 

αναπϊντεχα αποτελϋςματα. Πρώτοσ ο Dirac [9], ςτην εργαςύα του το 1931, 

παρατόρηςε πωσ υπϊρχει μια αςυμμετρύα ςτισ εξιςώςεισ του Maxwell για τον 

ηλεκτρομαγνητιςμό. υγκεκριμϋνα, οι ομογενεύσ εξιςώςεισ:  

          

          
  

  
   

δεν εμπεριϋχουν κανϋναν όρο πηγόσ (ϊρα ϋχουμε κλειςτϋσ ςυνεχεύσ 

μαγνητικϋσ γραμμϋσ) και κατ’επϋκταςη η πρώτη εξύςωςη απαγορεύει την 

ύπαρξη μαγνητικών φορτύων ςτη Υύςη. Για τον ύδιο τον Dirac, δεν υπόρχε 

κϊποιοσ εγγενόσ λόγοσ για τον οπούο θα ϋπρεπε να ςυμβαύνει αυτό.  Έτςι, 

ειςόγαγε την ϋννοια του μαγνητικού μονοπόλου ωσ ϋνα ςημειακό μαγνητικό 

φορτύο με ςκοπό η θεωρύα πλϋον να μετατραπεύ ςε ςυμμετρικό. Δηλαδό, 

         

           
  

  
 

Έπειτα εξϋταςε λεπτομερειακϊ τισ ςυνϋπειεσ που ενδεχομϋνωσ θα 

προϋκυπταν από την ύπαρξη τϋτοιων μαγνητικών πόλων, καταλόγοντασ ςε 

μύα αναπϊντεχη εξόγηςη τησ κβϊντωςησ του ηλεκτρικού φορτύου.  
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3.1.1. Υαινομενικϋσ ανωμαλύεσ και χορδϋσ Dirac 

 
Εύναι ςημαντικό να ξεκινόςουμε πρώτα από μύα εκπληκτικό ςύλληψη 

του Dirac, η οπούα όπωσ θα δούμε ςυνετϋλεςε τα μϋγιςτα ςτην μετϋπειτα 

ανϊπτυξη τησ θεωρύασ βαθμύδοσ για τον Ηλεκτρομαγνητιςμό και 

κατ’επϋκταςη ςτην κβαντικό θεμελύωςη του (γνωςτό και ωσ Κβαντικό 

Ηλεκτροδυναμικό) από τον Feynman. Πρϊγματι, το γεγονόσ ότι η ομϊδα 

βαθμύδασ του ηλεκτρομαγνητιςμού καθύςταται η      με το φωτόνιο ωσ το 

αντύςτοιχο μποζόνιο βαθμύδασ ςχετύζεται ϊμεςα με τη φϊςη μιασ 

κυματοςυνϊρτηςησ ενόσ ςωματιδύου, θα το εκμεταλλευτεύ εξ’ολοκλόρου ο 

Feynman αργότερα για να γενικεύςει την ϋννοια τησ δρϊςησ και τησ αρχόσ 

ελαχιςτοποιόςεωσ τόσ μϋςω ολοκληρωμϊτων τροχιϊσ ςτην κβαντομηχανικό. 

Για παρϊδειγμα, ϋςτω πωσ η κυματοςυνϊρτηςη ενόσ ςωματιδύου εύναι 

      . Σότε, η ορθοκανονικοπούηςη τησ   επιτρϋπει με κϊποια ελευθερύα 

την επιλογό τησ φϊςησ   (π.χ να προςθϋςουμε ϋναν όρο ςε αυτόν χωρύσ να 

μεταβληθεύ η φυςικό που διϋπει το ςωματύδιο). O Dirac, θϋλοντασ να δώςει 

μια φυςικό ερμηνεύα ςε αυτό, υπϋθεςε πωσ η φϊςη δεν ϋχει μύα καθοριςμϋνη 

τιμό ςε ϋνα ςυγκεκριμϋνο ςημεύο του χώρου και πωσ μόνο η διαφορϊ φϊςεων 

οφεύλει να ϋχει φυςικό νόημα. Μϊλιςτα, μπορούμε πιο γενικϊ να υποθϋςουμε 

πωσ η διαφορϊ αυτό ϋχει η ύδια καθοριςμϋνη τιμό μόνο εϊν τα διαφορετικϊ 

ςημεύα εύναι γειτονικϊ μεταξύ τουσ, καθώσ για τα απομακρυςμϋνα ςημεύα του 

χώρου η διαφορϊ φϊςησ θα ϋχει καθοριςμϋνη τιμό μόνο ωσ προσ μύα καμπύλη 

που τα ενώνει και ϊρα διαφορετικϋσ καμπύλεσ, θα δύνουν διαφορετικϋσ 

διαφορϋσ φϊςεων ενώ η αλλαγό ολικόσ φϊςησ γύρω από μύα κλειςτό 

καμπύλη δεν εύναι ανϊγκη να μηδενύζεται. Τπολογύζοντασ αυτό τη διαφορϊ 

φϊςησ πϊνω ςε μύα τϋτοια κλειςτό καμπύλη, εύναι ανϊγκη να υποθϋςουμε 

πωσ η τιμό αυτό πρϋπει να λαμβϊνεται από κϊθε δυνατό κυματοςυνϊρτηςη. 

Αφού για μια κυματοςυνϊρτηςη ςε   χωρικϋσ διαςτϊςεισ, η ροό ενόσ 

ηλεκτρομαγνητικού πεδύου (που βϋβαια ταυτύζεται εδώ με την αλλαγό 

φϊςησ) εύναι το ύδιο το μαγνητικό πεδύο ςυμπεραύνουμε πωσ αν η   

μηδενύζεται προσ κϊποια κατεύθυνςη, η φϊςη τησ δεν θα ϋχει κανϋνα 

απολύτωσ νόημα. Όμωσ, η κυματοςυνϊρτηςη εύναι εν γϋνει μιγαδικό 

ςυνϊρτηςη και ϊρα χρόζει επαλόθευςησ δύο ςυνθηκών προσ το μηδενιςμό 
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τησ. Δηλαδό, τα ςημεύα ςτα οπούα μηδενύζεται θα κεύτονται επύ μύασ ευθεύασ 

που ςόμερα καλεύται από τουσ φυςικούσ κομβώδησ γραμμό ό πιο απλϊ 

“χορδό Dirac”.  

 Αν τώρα γύνει μια εξαςθϋνιςη τησ παραπϊνω απαύτηςησ πωσ κϊθε 

κυματοςυνϊρτηςη πρϋπει να παύρνει την ύδια τιμό διαφορϊσ φϊςησ γύρω 

από μύα κλειςτό καμπύλη (π.χ για δύο διαφορετικϋσ κυματοςυναρτόςεισ να 

υπϊρχει διαφορϊ ςτην τιμό μόνο κατϊ ακϋραια πολλαπλϊςια του   ) και 

υπολογύςουμε τη ροό του μαγνητικού πεδύου   ςε μύα κλειςτό επιφϊνεια  , 

όπου κϊθε χορδό Dirac βρύςκεται εξ’ολοκλόρου μϋςα ςτην   απαριθμημϋνη 

από ϋναν ακϋραιο    όπωσ προκύπτει από την ολοκλόρωςη τησ γύρω από μύα 

κλειςτό καμπύλη, τότε βρύςκουμε ότι για τη μαγνητικό ροό ιςχύει: 

∑    

 

  
 

  
∫     

 

 

 

Σο δεύτερο μϋλοσ εύναι μηδϋν καθώσ αποτελεύ το όριο τησ αλλαγόσ φϊςησ 

γύρω από μύα κλειςτό καμπύλη   η οπούα τεύνει ςτο μηδϋν, αναγκϊζοντασ  και 

την επιφϊνεια   την οπούα φρϊςςει να γύνει κλειςτό όταν η   ϋχει 

ςυρρικνωθεύ πλόρωσ. Αν οι χορδϋσ εςωτερικϊ τησ   τυγχϊνει να εύναι και 

κλειςτϋσ, τότε ϋπεται ότι θα τϋμνουν την   ϊρτιο πλόθοσ φορών και ϊρα 

λαμβϊνοντασ υπόψιν το εναλλϊξ πρόςημο ειςερχομϋνων και εξερχομϋνων 

χορδών ςτην  ,  ο πρώτοσ όροσ ςτα αριςτερϊ τησ παραπϊνω εξύςωςησ δεν 

πρόκειται να δεχθεύ καμύα ςυνειςφορϊ από αυτϋσ. Επομϋνωσ, εύναι μη-

μηδενικόσ μόνο για εκεύνεσ τισ χορδϋσ των οπούων τα ϊκρα ανόκουν ςτο 

εςωτερικό τησ  . Περικλεύοντασ λοιπόν, ϋνα μόνο από αυτϊ τα ϊκρα με μύα 

μικρό επιφϊνεια, παύρνουμε αυτόματα βϊςη τησ παραπϊνω εξύςωςησ ότι η 

μαγνητικό ροό πηγϊζει ακριβώσ από εκεύ, δηλαδό από μύα ανωμαλύα του 

ηλεκτρομαγνητικού πεδύου και επομϋνωσ πρϋπει να αποτελεύ αναγκαςτικϊ 

και τη θϋςη ενόσ μαγνητικού μονοπόλου.  
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3.1.2. υνθόκη κβϊντωςησ 

 
Ασ δούμε όμωσ τώρα μϋςα ςε λύγεσ γραμμϋσ μύα πιο αναλυτικό μϋθοδο 

που θα αναδεύξει τα παραπϊνω αποτελϋςματα με πιο αυςτηρό μαθηματικό 

τρόπο αποςκοπώντασ να τα γενικεύςουμε αργότερα και να προςπαθόςουμε 

να αντλόςουμε από αυτϊ τοπολογικϋσ πληροφορύεσ μϋςω τησ θεωρύασ των 

ινωδών δεςμών. 

Έςτω ϋνα βαρύ (μη-ςχετικιςτικό) μονόπολο, μαγνητικού φορτύου 

  τοποθετημϋνο ςτην απαρχό των αξόνων του   , ςτη θϋςη    . Σότε, θα 

εύχαμε:  

                  

Επειδό,   
 

 
            και  (

 

 
)    

 

  
, η λύςη τησ παραπϊνω εξύςωςησ 

θα εύναι:    
  

  
 . Και ϊρα θεωρώντασ μύα Γκαουςιανό επιφϊνεια   ακτύνασ   , 

η μαγνητικό ροό προκύπτει ύςη με: 

        ∮    
 

 
     

Αν τώρα ορύςουμε το διανυςματικό δυναμικό που παρϊγει το εν λόγω 

μαγνητικό πεδύο να εύναι το: 

      
    

  

      
  

  

      
    

τότε επαληθεύεται εύκολα ότι ιςχύει:      
  

  
                  . 

Άρα, υπϊρχει μια ανωμαλύα κατϊ μόκοσ του θετικού ϊξονα   (όπου    ) 

που εδώ δεν εύναι τύποτε ϊλλo παρϊ αυτό που πιο πϊνω ορύςτηκε ωσ χορδό 

Dirac. Όμωσ, η ανωμαλύα αυτό δεν οφεύλεται παρϊ ςε μύα λανθαςμϋνη 

επιλογό του ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων, πρόκειται δηλαδό όπωσ 

προαναφϋρθηκε για μια φαινομενικό μόνο ανωμαλύα, ακριβώσ όπωσ και ςτην 

περύπτωςη        για την ακτύνα Schwarzschild. Πρϊγματι, αν αντύθετα 

ορύζαμε: 
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θα εύχαμε αυτό τη φορϊ παντού          πλην του θετικού ϊξονα   

(όπου    ). H εμφϊνιςη τϋτοιου εύδουσ ανωμαλιών εύναι φυςικό ςυνϋπεια 

του γεγονότοσ ότι      . Πρϊγματι, αν υπόρχε διανυςματικό δυναμικό 

  ϋτςι ώςτε       και χωρύσ κϊποια ιδιομορφύα, τότε θα εύχαμε: 

    ∮       
 

 
∮        

 

 
και με εφαρμογό του νόμου του Gauss:  

   ∭               
 

 

 

Οι Wu και Yang, το 1974 ανακϊλυψαν πωσ το πρόβλημα αυτό αποφεύγεται 

μόνο αν εγκαταλεύψει κανεύσ τη χρόςη ενόσ μόνου διανυςματικού δυναμικού 

για την περιγραφό ενόσ μονοπόλου. Για παρϊδειγμα, παρατόρηςαν πωσ οι 

ανωμαλύεσ μπορούν να εξαλειφθούν ολοτελώσ αν θεωρόςουμε δύο 

διανυςματικϊ δυναμικϊ αντύ για ϋνα (εδώ ςε πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ) 

       
          

     
  ̃ 

                          
          

     
  ̃  

Όπου,   ̃          ̃        ̃ , ωσ το βόρειο και νότιο ημιςφαύριο 

αντύςτοιχα που περικλεύουν το υπό μελϋτη μονόπολο, τα οπούα ςυνδυαςμϋνα 

παρϊγουν ξανϊ το μαγνητικό πεδύο   
  

  
, το οπούο όμωσ αυτό τη φορϊ εύναι 

παντού μη-ιδιϊζων. Σότε, μπορεύ κανεύσ να ςυςχετόςει τα δύο αυτϊ δυναμικϊ 

πϊνω ςτο ςύνορο που εξιςώνει τα δύο αυτϊ ημιςφαύρια μϋςω ενόσ 

μεταςχηματιςμού βαθμύδασ, ϋςτω              . Επειδό όμωσ, 

       
  

     
  ̃              όπου: 

       
  

   
  ̃    

 

 

  

  
  ̃    

 

     

  

  
  ̃ 

προκύπτει ότι:      . Να ςημειωθεύ εδώ πωσ το   δεν εύναι καλώσ 

οριςμϋνο για τισ τιμϋσ     και    , ακριβώσ όπωσ προηγουμϋνωσ. Όμωσ, 

καθώσ ο μεταςχηματιςμόσ βαθμύδασ εκτελεύται μόνο ςτο   
 

 
, αυτϋσ οι 
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ανωμαλύεσ δεν πρόκειται να εμφανιςτούν ςτην ανϊλυςη μασ. Έτςι, η 

μαγνητικό ροό θα εύναι: 

    ∮         ∫         ∫         
 

  
 

 

  

 

 
και από το θεώρημα Stokes 

προκύπτει ότι: 

   ∮   
 

       

   ∮   
 

       

   

                                                 ∮        
 

       
   

                                                 ∮          
 

       
     

ϊρα       , ςε πλόρη ςυμφωνύα με πριν. 

Ασ υποθϋςουμε τώρα πωσ ϋχουμε ϋνα ςημειακό ςωματύδιο με ηλεκτρικό 

φορτύο   και μϊζα   που κινεύται διαμϋςου ενόσ πεδύου που δημιουργεύται 

από ενα μαγνητικό μονόπολο φορτύου  . Η χρονοανεξϊρτητη εξύςωςη του 

     ̈       για το εν λόγω ςωματύδιο θα ϋχει τη μορφό: 

    
 

  
(  

 

 
 )

 
            

Παρατηρεύ λοιπόν κανεύσ πωσ κϊτω από τον μεταςχηματιςμό βαθμύδασ: 

  
 
         , η κυματοςυνϊρτηςη μεταςχηματύζεται ωσ   

 
    (

   

  
)  

ενώ εμεύσ γνωρύζουμε ότι                 . Οπότε, αν       εύναι οι 

κυματοςυναρτόςεισ που αντιςτοιχούν ςτα ημιςφαύρια       αντύςτοιχα, 

τότε θα ϋχουμε:          ( 
   

  
)     . Για   

 

 
  λοιπόν η ςυμπεριφορϊ 

των κυματοςυναρτόςεων, καθώσ το   διατρϋχει το εξιςωτικό ςύνορο από   

μϋχρι   , αναγκϊζει την κυματοςυνϊρτηςη να εύναι μονότιμη και ϊρα θα 

πρϋπει αναγκαςτικϊ:       , όπου θϋςαμε ξανϊ       και    . Η 

ςχϋςη αυτό γνωςτό και ωσ “ςυνθόκη κβϊντωςησ του Dirac” για μαγνητικϊ 

φορτύα μασ λϋει ότι: αν υπϊρχουν μαγνητικϊ μονόπολα, τότε το μαγνητικό 

φορτύο τουσ θα πρϋπει να παύρνει διακριτϋσ μόνο τιμϋσ και κατ’επϋκταςη η 

ύπαρξη ενόσ και μόνο μονοπόλου ςτο ύμπαν ςυνεπϊγεται την αυτόματη 

κβϊντωςη όλων των ηλεκτρικών φορτύων.  Μϊλιςτα, όπωσ μπορεύ να 
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διακρύνει κανεύσ, το θεμελιώδεσ (   ) κβϊντο για το μαγνητικό φορτύο   θα 

πρϋπει να εύναι αντιςτρόφωσ ανϊλογο από το αντύςτοιχο ηλεκτρικό φορτύο  . 

Πϋρα όμωσ από την εξαιρετικό ςημαςύα που ϋχει αυτό η ςυνθόκη για τη 

φυςικό, καθώσ μϋχρι τότε δεν υπόρχε ϊλλη εξόγηςη για την κβϊντωςη του 

ηλεκτρικού φορτύου (λόγω του ότι το ηλεκτρικό φορτύο δεν εύναι η ιδιοτιμό 

κανενόσ απλού τελεςτό) μπορούμε να διαπιςτώςουμε και μύα ςημαντικό 

μαθηματικό πληροφορύα: η κβϊντωςη του μαγνητικού φορτύου δεν οφεύλεται 

ςτη διακριτότητα του φϊςματοσ ενόσ τελεςτό ςε ϋναν χώρο Hilbert, αλλϊ ςε 

ξεκϊθαρα τοπολογικϊ αύτια. 

 

3.1.3. Δυόνια 
 

 Αν ϋνα ηλεκτρικό φορτύο παρϊγει ϋνα ηλεκτρικό πεδύο   τότε όπωσ 

εύναι γνωςτό, γύρω από μύα μικρό επιφϊνεια   που το περικλεύει θα ϋχουμε: 

   
 

  
∫   
 

 

κατ’αναλογύα λοιπόν για το μαγνητικό φορτύο g ενόσ μαγνητικού μονοπόλου 

ορύζουμε: 

  
 

  
∫   
 

 

Μπορούμε λοιπόν να θεωρόςουμε ςωματύδια που εύναι ταυτόχρονα και 

ηλεκτρικϊ αλλϊ και μαγνητικϊ φορτιςμϋνα. Σα ςωματύδια αυτϊ καλούνται 

δυόνια και το ςύνολο όλων των δυνατών ηλεκτρικών και μαγνητικών 

φορτύων ςυνθϋτουν ϋνα ςτρεβλό πλϋγμα που καλύπτει ολόκληρο το επύπεδο. 

Βϋβαια, τα δυόνια ϋχουν μια πολυπλοκότερη ςυνθόκη κβϊντωςησ εν 

ςυγκρύςει με τα απλϊ, ςυνηθιςμϋνα ςωματύδια που φϋρουν μόνο ϋνα εύδοσ 

φορτύου. 
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το παραπϊνω ςχόμα, αν η γωνύα   εύναι μηδενικό τότε ο ςύνδεςμοσ από 

ςτρεβλόσ γύνεται ορθογώνιοσ.  Αυτό εύναι ςυνϋπεια τησ   -ςυμμετρύασ 

(ςυμμετρύα φορτύου-ιςοτιμύασ) και επομϋνωσ η   παύζει το ρόλο ενόσ μϋτρου 

για την αυθόρμητη ρόξη τησ. Γενικϊ, τα μαγνητικϊ μονόπολα που 

προϋρχονται από μη-Αβελιανϋσ θεωρύεσ βαθμύδασ επιβϊλλεται να φϋρουν 

μαζύ τουσ και ϋνα ςυγκεκριμϋνο τοπολογικό μηχανιςμό ρόξησ αυτόσ τησ 

ςυνδυαςμϋνησ ςυμμετρύασ. Θα επανϋλθουμε όμωσ ςτο θϋμα των δυονύων 

προσ το τϋλοσ τησ εργαςύασ αυτόσ, κϊνοντασ μια παρουςύαςη των 

δυώκοτότων τησ θεωρύασ Τπερχορδών και θα αναζητόςουμε ϋναν τοπολογικό 

μηχανιςμό για τη ρόξη τησ CP-ςυμμετρύασ, καθώσ το ςπϊςιμο τησ χρόζει τησ 

ύπαρξησ ενόσ μη-Αβελιανού μονοπόλου. 

 

3.1.4. Η τοπολογύα των μαγνητικών μονοπόλων 

 
 ΄Ηρθε η ςτιγμό να χρηςιμοποιόςουμε τη γεωμετρύα τησ θεωρύασ 
βαθμύδοσ για να εξϊγουμε τα παραπϊνω αποτελϋςματα ϋτςι ώςτε να 
κατανοόςουμε καλύτερα τα τοπολογικϊ τουσ αύτια. Θυμόμαςτε ότι πλϋον τον 
ρόλο του δυναμικού βαθμύδασ θα τον παύζει μύα τοπικό ϋκφραςη μιασ μορφόσ 
ςυνοχόσ πϊνω ςε μύα κύρια δϋςμη ενώ, την ιςχύ ενόσ πεδύου Yang-Mills  θα 
την παύζει μύα αντύςτοιχη τοπικό ϋκφραςη τησ καμπυλότητασ τησ εν λόγω 
ςυνοχόσ. Όπωσ αναφϋρθηκε όδη πιο πϊνω, ςτον ηλεκτρομαγνητιςμό 
θεωρούμε ωσ δομικό ομϊδα   για τισ ύνεσ την       η οπούα εύναι Αβελιανό 
και ϊρα οι δομικϋσ ςταθερϋσ τησ    

 
 μηδενύζονται. 

 



46 
 

Έςτω λοιπόν,   ο τετραδιϊςτατοσ επύπεδοσ χωρόχρονοσ εφοδιαςμϋνοσ 
με τη μετρικό Minkowski και   μύα      δϋςμη. Αφού ο   δύναται να 
ςυςταλλεύ ςε ϋνα ςημεύο του, το   θα εύναι μύα τετριμμϋνη δϋςμη οπότε 
          και ϊρα χρειαζόμαςτε μόνο μύα τοπικό τετριμμενοπούηςη.  
τον ηλεκτρομαγνητιςμό, το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδύο αποτελούν τισ 
ςυνιςτώςεσ του τανυςτικού πεδύου Maxwell     όπου κϊτω από τη ςύμβαςη 

ϊθροιςησ του Einstein, θα ϋχουμε: 
 

               

       

   
 

 
        

 

όπου   εύναι το ςύμβολο Levi-Civita και      
 

   
  Γεωμετρικϊ, τα ςτοιχεύα 

αυτϊ του τανυςτό     αποτελούν επύςησ και τισ ςυνιςτώςεσ του τανυςτό 

καμπυλότητασ για το δυναμικό βαθμύδασ   .  Δηλαδό,  

 

    

(

 
 

    

   

      

     

     

    

   

    
)

 
   

   

 
Αυτό μασ υποχρεώνει να χρηςιμοποιόςουμε την 2-μορφό καμπυλότητασ   
και την 1-μορφό ςυνοχόσ  , για τισ οπούεσ ξϋρουμε ότι: 
 

   
 

 
           

        

     
 
Τπόψιν, ότι η   ικανοποιεύ την ταυτότητα Bianchi:             , 
καθώσ εύναι τοπικϊ ακριβόσ (ϊρα και ολικϊ ακριβόσ λόγω του λόμματοσ 
Poincaré) οπότε και κλειςτό, δηλαδό         . ε ςυνιςτώςεσ αυτό 
γρϊφεται ωσ: 
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Επειδό το μαγνητικό πεδύο   εκφρϊζεται (ςε αντύθεςη με το ηλεκτρικό  ) ωσ 
ςτροβιλιςμόσ εύναι λογικό να το αντιςτοιχύςουμε με μύα 2-μορφό. Δηλαδό,  
 

        

   
 

 
           

 
Αυτό ςημαύνει ότι η 2-μορφό καμπυλότητασ   θα εκφρϊζεται ωσ:  
 

          
 
όπου     η χρονικό ςυντεταγμϋνη. Σότε οι δύο ομογενεύσ εξιςώςεισ του 
Maxwell που μασ ενδιαφϋρουν θα εκφρϊζονται ωσ η κλειςτότητα του Hodge 
δυώκού τησ  , δηλαδό: 
 

      
 
Αυτό ουςιαςτικϊ ςημαύνει ότι οι δύο εξιςώςεισ του Maxwell που μασ 
ενδιαφϋρουν εύναι “γεωμετρικέσ” παρϊ “δυναμικέσ”. Για να βρούμε τη 
δυναμικό πρϋπει πρώτα να ορύςουμε μύα δρϊςη: 
 

  [ ]    
 

 
∫     

     
 

  

 

 

Αν εδώ θϋςουμε       
 

 
      

   , και παρατηρόςουμε ότι  

 

 
 

 
     

   
 

 
        

           

 

τότε προκύπτει:   [ ]    
 

 
∫     

 

  . Από την αρχό ελαχύςτησ δρϊςησ θα 

εύναι    [  ]     ϊρα    
     και αυτό θα εύναι η εξύςωςη κύνηςησ, που 

αντιςτοιχεύ ςτισ υπόλοιπεσ δύο εξιςώςεισ Maxwell (νόμοσ Gauss για το 
ηλεκτρικό πεδύο και νόμοσ Ampère). 
 
 Θα δεύξουμε τώρα ότι τα μαγνητικϊ μονόπολα Dirac οφεύλονται ςτην 
ύπαρξη μιασ     -δϋςμησ πϊνω ςε ϋναν μη-τετριμμϋνο χώρο βϊςησ (π.χ 
                       Πρϊγματι, ϋςτω            μια κύρια 
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δϋςμη και υποθϋτουμε ότι οι        να εύναι του ύδιου ομοτοπικού τύπου. 
Έςτω επύςησ ϋνα ανοικτό κϊλυμμα         για την    με τουσ χϊρτεσ: 
 

            *  
 

 
  +          

            *
 

 
    +          

 
Αν θεωρόςουμε   μια μορφό ςυνοχόσ Ehresmann ςτο   και       τα τοπικϊ 
τμόματα ςτα       αντύςτοιχα, τότε ορύζουμε: 
 

     
   

     
   

 
όπου τα       θα βρύςκονται ξανϊ ςτη μορφό Wu-Yang, δηλαδό: 
 

                 
                 

 
Έςτω τώρα                 η ςυνϊρτηςη μετϊβαςησ. Επειδό το 
εξιςωτικό ςύνορο       θα εύναι ύςο με κϊποια    και   (    )   , 

προκύπτει ότι:                         . Άρα,  
 

      
            

               
 
Οπότε,                   . 

Για        ςτη    λοιπόν θα ϋχουμε:    ∫     ∫         
  

 
 

Λόγω μοναδικότητασ τησ     θα πρϋπει να ιςχύει           , δηλαδό η 
γνωςτό από πριν ςυνθόκη κβϊντωςησ Dirac. Όμωσ, πλϋον φαύνεται ότι ο 

ακϋραιοσ 
  

  
      όχι μόνο αναπαριςτϊ, αλλϊ και χαρακτηρύζει την 

κλϊςη ομοτοπύασ ςτην οπούα ανόκει η δϋςμη.  Αν      , τότε       

{     } και ϊρα η          θα εύναι τετριμμϋνη δϋςμη. Αν όμωσ,      η 

     δϋςμη    θα εύναι ςυςτραμμϋνη. Έτςι, αν        και        η 
τιμό τησ ολικόσ μαγνητικόσ ροόσ θα υπολογύζεται ξανϊ ωσ: 
 

   ∫      ∫    

 

  

  ∫    

 

  

 

  

  ∫     ∫      ∫       
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και ϊρα η καμπυλότητα των         θα χαρακτηρύζει αυτό τη ςυςτροφό τησ 
δϋςμησ. Αφού, η      εύναι Αβελιανό, η δεξιϊ δρϊςη τησ πϊνω ςτισ ύνεσ τησ 
δϋςμησ θα μετατύθεται με την αριςτερό δρϊςη, οπότε οι δρϊςεισ εύναι 
ιςοδύναμεσ. Αυτό μασ επιτρϋπει να θεωρόςουμε πλϋον μύα εξ’αυτών ωσ το 
μεταςχηματιςμό βαθμύδασ και να ςυμπερϊνουμε πωσ πρϊγματι ο ακϋραιοσ   

που αντιςτοιχεύ ςε μύα κλϊςη τησ   (    )   θα χαρακτηρύζει και τον τρόπο 

με τον οπούο δύο τοπικϊ τμόματα ενώνονται μεταξύ τουσ πϊνω ςτο 
εξιςωτικό ςύνορο για να δώςουν μύα αμιγώσ τοπολογικό δομό ςτην ινώδη 
δϋςμη. 
 
 Βϋβαια, τη δομό αυτό μπορούμε να την ςυνϊγουμε και με διαφορετικό 
τρόπο και ςυγκεκριμϋνα με τη βοόθεια των χαρακτηριςτικών κλϊςεων. 
Τπενθυμούμενοι ότι βριςκόμαςτε πϊντα ςε χρονοανεξϊρτητο 
ηλεκτρομαγνητικό πεδύο, η εξύςωςη: 
 

          
  
μασ πληροφορεύ πωσ αν ο χρόνοσ απουςιϊςει (ό για παρϊδειγμα εύναι 
ςταθερόσ) τότε η μορφό   γύνεται “pull-back” ςε μύα 2-μορφό (το μαγνητικό 
πεδύο) ςτον   , δηλαδό     

    η οπούα θα δηλώνει την καμπυλότητα ςτο 

      . Όμωσ, δεν ιςχύει το ύδιο και για το ηλεκτρικό πεδύο οπότε ουςιαςτικϊ 
για ϋνα ςτατικό ηλεκτρομαγνητικό πεδύο, το μαγνητικό και το ηλεκτρικό 
πεδύο εύναι πολύ διαφορετικϊ από γεωμετρικό ϊποψη. Επειδό η μορφό 
ςυνοχόσ που αντιςτοιχεύ ςτην καμπυλότητα       εύναι αναλλούωτη κατϊ 
βαθμύδα        (όπου   ςυνϊρτηςη ςτον        και       ) 
προκύπτει πωσ θα υπϊρχει μια μορφό ςυνοχόσ ςε μύα     -δϋςμη   πϊνω 
ςτον             . Άρα, από την ιδιότητα του αναλλοιώτου κατϊ 
ομοτοπύασ, μπορούμε να θεώρηςουμε την   ωσ μύα     -δϋςμη πϊνω ςτην   . 
Η δϋςμη αυτό θα ϋχει ωσ 1η κλϊςη Chern: 
 

      ∫
 

  
  

 

  

 

 

Έτςι, ςε πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ         αν   
 

 
           τότε η 

καμπυλότητα τησ μορφόσ προκύπτει ύςη με: 
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Όμωσ,         

   ϊρα, 

  

    ∫
 

  
             

  .  

 
Δηλαδό,     και ϊρα η   υπϊρχει. Σο αποτϋλεςμα αυτό, αποτελεύ μύα ϊλλη 
θεώρηςη τησ πραγματικόσ αιτύασ που το μαγνητικό φορτύο ενόσ μονοπόλου 
Dirac εύναι κβαντιςμϋνο. 
 
 

3.2. Σο φαινόμενο Ehrenberg-Siday-Aharonov-Bohm 

 
 την κβαντομηχανικό θεώρηςη του ηλεκτρομαγνητιςμού, αναδύεται 
ϋνα εντυπωςιακό φαινόμενο κατϊ το οπούο ϋνα φορτιςμϋνο ςωματύδιο 
επηρεϊζεται από το τετραδιϊνυςμα ηλεκτρομαγνητικού δυναμικού ςε 
περιοχϋσ που όμωσ τόςο το μαγνητικό όςο και το ηλεκτρικό πεδύο καθ’εαυτϊ 
εύναι μηδενικϊ. Κατϊ αυτόν τον τρόπο, τα  διανυςματικϊ πεδύα     
απορρϋουν από το   όχι όμωσ και το αντύςτροφο. Σο γεγονόσ αυτό, 
θεωρούμενο κλαςικϊ εύναι αδιανόητο, καθώσ οι δύο περιγραφϋσ εύναι 
ιςοδύναμεσ. Αυτό ουςιαςτικϊ ςημαύνει πωσ το   εύναι πιο θεμελιώδησ ϋννοια 
από τα     και για αυτό υποχρεούται να δύνει μια πληρϋςτερη περιγραφό για 
τον ηλεκτρομαγνητιςμό. Αυτό ςημαύνει χονδρικϊ με τη ςειρϊ τού πωσ, η 
γνώςη για το ηλεκτρομαγνητικό πεδύο (δηλαδό τον τανυςτό    ) που δρα 

τοπικϊ πϊνω ςε ϋνα ςωματύδιο δεν επαρκεύ για την πρόβλεψη τησ 
κβαντομηχανικόσ του ςυμπεριφορϊσ, εκτόσ και αν γνωρύζουμε το δυναμικό 

           . Σην κατϊςταςη αυτό διϋβλεψαν για πρώτη φορϊ οι 

Ehrenberg-Siday το 1949 [14],  ενώ επανακαλύφθηκαν παρομούου αλλϊ και 
λεύαν διαφορετικού τύπου φαινόμενα λύγο αργότερα το 1959 από τουσ 
Aharonov-Bohm [15]. Έκτοτε  μϊλιςτα, το φαινόμενο αυτό για την μαγνητικό 
περύπτωςη εύναι ευρύτερα γνωςτό με τα ονόματα τουσ. Αν και ϋχουν γύνει 
διϊφορεσ προβλϋψεισ για την επανεμφϊνιςη του φαινομϋνου και ςε 
ηλεκτρικϊ πεδύα, δεν υπϊρχει ακόμα πειραματικό επιβεβαύωςη.  Σο 1998, o 
Aharonov μοιρϊςτηκε το βραβεύο Wolf ςτη Υυςικό για τισ τοπολογικϋσ αυτϋσ 
εργαςύεσ του και την ϋρευνα του ςτο φαινόμενο τησ μη-τοπικότητασ με τον 
Berry, ο οπούοσ ςυνϋβαλε και αυτόσ με την ανακϊλυψη κβαντικών 
τοπολογικών και γεωμετρικών φϊςεων που θα εξεταςτούν λεπτομερϋςτερα 
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ςτο επόμενο υποκεφϊλαιο. Προσ το παρόν, ασ εντρυφόςουμε ςε κϊποιεσ 
λεπτομϋρειεσ που αφορούν το φαινόμενο αυτό. Η μαγνητικό περύπτωςη για 
το φαινόμενο Aharonov-Bohm μπορεύ να ιδωθεύ ωσ απόρροια τησ βαςικόσ 
μασ απαύτηςησ ότι η κβαντικό φυςικό πρϋπει να εύναι αναλλούωτη κϊτω από 
την επιλογό βαθμύδασ για το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό, μϋςα ςτο οπούο 
παύζει ρόλο και το μαγνητικό διανυςματικό δυναμικό. 
 

 
 

 Γνωρύζουμε ότι ϋνα ςωματύδιο με ηλεκτρικό φορτύο   που ταξιδεύει 
πϊνω ςε μια τροχιϊ   επύ μιασ περιοχόσ με μηδενικό μαγνητικό πεδύο, αλλϊ 
μη-μηδενικό διανυςματικό δυναμικό   (δηλαδό,        ) αποκτϊ μύα 
αλλαγό φϊςησ: 
 

   
 

 
∫    

 

 

 

 
Οπότε, ςωματύδια τα οπούα ϋχουν τα ύδια ςημεύα εκκύνηςησ και πϋρατοσ αλλϊ 
ταξιδεύουν ςε δύο διαφορετικϋσ διαδρομϋσ,  θα αποκτόςουν μια διαφορϊ 
φϊςησ    που θα καθορύζεται από την μαγνητικό ροό   ανϊμεςα ςτην 
περιοχό που ορύζουν οι δύο αυτϋσ διαδρομϋσ. Οπότε, από το θεώρημα του 
Stokes θα ϋχουμε: 
 

    
  

 
 

 
Λόγω τησ ϊθροιςησ ιςτοριών, ϋνα ςωματύδιο ςτην κβαντομηχανικό 

μπορεύ να ταξιδϋψει μεταξύ δύο ςημεύων μϋςω μιασ ποικιλλύασ διαδρομών. 
Επομϋνωσ, αυτό η αλλαγό φϊςησ μπορεύ να παρατηρηθεύ τοποθετώντασ ϋνα 
ςωληνοειδϋσ ςτισ δύο οπϋσ του πειρϊματοσ τησ διπλόσ ςχιςμόσ του Young ό 



52 
 

ϊλλων παρόμοιων ιςοδυνϊμων καταςκευών. Προςθϋτοντασ ϋνα ιδανικό 
ςωληνοειδϋσ που εςωτερικϊ του περικλεύει μαγνητικό πεδύο   (ενώ 
εξωτερικϊ του μηδενύζεται) εύναι δυνατόν να παρατηρόςουμε πωσ κϊθε 
φορτιςμϋνο ςωματύδιο (π.χ ϋνα ηλεκτρόνιο) που το διαπερνϊ εξωτερικϊ δεν 
επηρεϊζεται διόλου από αυτό, δεν διαιςθϊνεται δηλαδό κανϋνα μαγνητικό 
πεδύο. Σο ερώτημα που προκύπτει εύναι: τι γύνεται με το   ;  

 
Πρϊγματι, υπϊρχει ϋνα αςτρόβιλο διανυςματικό πεδύο   ϋξω από το 

ςωληνοειδϋσ με μύα περικλεύουςα μαγνητικό ροό και ϊρα η ςχετικό φϊςη των 
ςωματιδύων που διαπερνούν τη μύα ό την ϊλλη ςχιςμό τροποποιεύται 
ςτιγμιαύα ανϊλογα με την ενεργοπούηςη του ρεύματοσ ςτο ςωληνοειδϋσ. Αυτό 
ιςοδυναμεύ με μύα δυνατό παρατηρηςιακϊ αλλαγό ςτουσ κροςςούσ ςυμβολόσ 
ςτην απϋναντι επύπεδη οθόνη παρατόρηςησ. Για να το δει αυτό κανεύσ 
αναλυτικότερα, ασ υποθϋςουμε αρχικϊ προσ χϊριν απλότητασ ότι η ακτύνα 
του (απεύρου μόκουσ) ςωληνοειδούσ εύναι απειροςτϊ μικρό ϋτςι ώςτε: 

  ∫          
 

 Αν        
  

    
 

  

    
    και      τότε: 

 
∫          

 
Οπότε, το   εύναι αςτρόβιλο για     και επομϋνωσ μη-μηδενικό ϋξω 

από το ςωληνοειδϋσ. Κλαςικϊ, το ςωληνοειδϋσ δεν επηρεϊζει τα ηλεκτρόνια 
καθώσ η δύναμη Lorentz           μηδενύζεται κατϊ την τροχιϊ των 
ηλεκτρονύων, κβαντομηχανικϊ όμωσ θα ϋχουμε: 

 

     
 

   
(

 

   
     )

 
      

 
Αν τώρα μεταφερθούμε νοητϊ ςτην ημικλαςικό περύπτωςη, για       θα 
εύναι       και ϊρα       ενώ αν     θα ϋχουμε: 

 

     
            

  ∫         
 

           
 

Οπότε, ςτην υπϋρθεςη τουσ ϋτςι ώςτε   
        

     θα εύναι: 
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          [  ∫          ]  
  

          [  ∫         ] 
  

        

    *  ∫         

  

+      [  ∮     ]
 

       

             

 
Άρα, ακόμα και αν το μαγνητικό πεδύο εύναι μηδενικό, η κυματοςυνϊρτηςη 
εξαρτϊται από το διανυςματικό δυναμικό. 
 

Σο μαγνητικό φαινόμενο Aharonov-Bohm ςυςχετύζεται επύςησ και με 
την ςυνθόκη κβϊντωςησ του Dirac που διατυπώθηκε πιο πϊνω, για τα 
μαγνητικϊ και ηλεκτρικϊ φορτύα. Πρϊγματι, ϋνα μαγνητικό μονόπολο 
ςυνεπϊγεται μια μαθηματικό ανωμαλύα ςτο διανυςματικό δυναμικό, η οπούα 
μπορεύ να εκφραςτεύ ωσ μια χορδό Dirac απειροςτϊ μικρόσ διαμϋτρου που 
περιϋχει μϋςα τησ όλη την ιςοδύναμη πληροφορύα για τη ροό     του 
μαγνητικού “φορτύου”  . Επειδό ακριβώσ μια χορδό Dirac όχι μόνο ξεκινϊ 
αλλϊ και τελειώνει ςε ϋνα μαγνητικό μονόπολο, η απαύτηςη μιασ μονότιμησ 
κυματοςυνϊρτηςησ όπωσ και πριν, οδηγεύ αναγκαςτικϊ ςτην κβϊντωςη 

φορτύου. Έτςι, η ποςότητα  
  

  
 επιβϊλλεται να εύναι ϋνασ ακϋραιοσ αριθμόσ. 

Παρϊλληλα μϊλιςτα με την χορδό Dirac που δεν εύναι αναλλούωτη κϊτω από 
μεταςχηματιςμούσ βαθμύδασ καθώσ κινεύται γύρω από τα ςταθεροποιημϋνα 
ϊκρα τησ, το ηλεκτρομαγνητικό δυναμικό βαθμύδασ   δεν εύναι εν γϋνει ϋνα 
απ’ευθεύασ μετρόςιμο μϋγεθοσ. Όμωσ, μϋςα από το φαινόμενο Aharonov-
Bohm πληροφορούμαςτε ότι η μη-τετριμμενικοποιηςιμότητα τού καθιςτϊ 
δυνατό τη μϋτρηςη ακόμα και εϊν η καμπυλότητα του πεδύου βαθμύδασ   
εύναι μηδενικό. Αυτό αντανακλϊ τϋλεια την τοπολογικό φύςη του φαινομϋνου 
και αναζητώντασ μύα τοπολογικό αναλλούωτη οδηγεύται κανεύσ ξανϊ κατϊ 
φυςικό τρόπο ςτην ανϊγκη μιασ μοντϋρνασ προςϋγγιςησ μϋςω τησ 
διαφορικόσ γεωμετρύασ, όπου θα γύνει και περιςςότερο κατανοητό το υπό 
μελϋτη φαινόμενο, θεωρούμενο αυτό τη φορϊ με όρουσ δρϊςησ τησ ομϊδασ 
μονοδρομύασ ςε μύα επύπεδη και μιγαδικό ευθύγραμμη δϋςμη. Εδώ πλϋον, τον 
ρόλο τησ     -μορφόσ ςυνοχόσ τησ ευθύγραμμησ αυτόσ δϋςμησ θα τον παύζει 
το τϋτρα-δυναμικό   θεωρούμενο ωσ μύα  -μορφό (όπου      A με   να 
αναπαριςτϊ τη μερικό παραγώγιςη ςτον χωρόχρονο Minkowski). Σότε, η 
μορφό καμπυλότητασ αυτόσ τησ ςυνοχόσ θα εύναι κατϊ τα γνωςτϊ     . 

Με αυτϊ τα δεδομϋνα, η ολονομύα τησ μορφόσ ςυνοχόσ  
 ∫  

  γύρω από μύα 
κλειςτό καμπύλη  , θα εύναι ϊμεςη ςυνϋπεια του θεωρόματοσ Stokes και ϊρα 
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θα καθορύζεται από τη μαγνητικό ροό που διαρρϋει την επιφϊνεια που 
περικλεύει η καμπύλη. Δηλαδό,  
 

∮       
 

    

 ∫         ∫      
  

 

 
Οπότε, πρϊγματι ςυνδϋοντασ τισ παραπϊνω ςχϋςεισ μεταξύ τουσ προκύπτει η 
κβϊντωςη:   (     )         . Μϊλιςτα, η εικόνα ςυμβολόσ ςτην 

παρατηρηςιακό οθόνη εύναι η ύδια και για τισ δύο ροϋσ. Σο ςημαντικό βϋβαια 
εδώ εύναι ότι εξωτερικϊ του αγωγού ϋχουμε        που ςημαύνει ότι η μορφό 
ςυνοχόσ εύναι πρϊγματι επύπεδη και η ολονομύα τησ καμπύλησ εκεύ που δεν 
υφύςταται μαγνητικό πεδύο εξαρτϊται μόνο από τον αριθμό περιϋλιξησ ο 
οπούοσ εύναι εξ’οριςμού η μονοδρομύα τησ επύπεδησ μορφόσ ςυνοχόσ. Ασ 
δούμε όμωσ καλύτερα αυτό την υποκρύπτουςα γεωμετρύα. 
 
 Έςτω           με το ςωληνοειδϋσ να βρύςκεται ςτην απαρχό των 
αξόνων. Έςτω επύςησ           μύα κύρια δϋςμη με ολικό χώρο       
(δηλαδό, ο   θα εύναι μιγαδικό ευθύγραμμη δϋςμη επύ του   με τμόμα την 
κυματοςυνϊρτηςη  ). Αν τώρα ϋχουμε ςτη διϊθεςη μασ μύα τοπικό  -μορφό 
ςυνοχόσ         εφοδιαςμϋνη με την ςυναλλούωτη παρϊγωγο που δόθηκε 

πριν θα ϋχουμε ότι        και ϊρα πρόκειται για τοπικϊ επύπεδη μορφό 
ςυνοχόσ. Αν θεωρόςουμε τώρα ϋναν κύκλο    γύρω από το ςωληνοειδϋσ, τότε 

η μορφό αυτό ςυνοχόσ πϊνω του (   ) θα εύναι:    
 

  
   και απαιτώντασ 

η κυματοςυνϊρτηςη να μεταφϋρεται παρϊλληλα δια μϋςου του    ωσ προσ 
την τοπικό αυτό μορφό ςυνοχόσ θα ϋχουμε: 
 

      (  
 

  
  )        

 

η οπούα θα ϋχει ωσ λύςη την:          
 

   . Και εύναι αυτό ακριβώσ το τμόμα 
τησ δϋςμησ, το οπούο εμποδύζει τα ςωματύδια να ειςϋλθουν ςτο μαγνητικό 
πεδύο. 
 
 Όπωσ και ςτην προηγούμενη υποενότητα, αξύζει να δει κανεύσ το 
φαινόμενο αυτό από μύα διαφορετικό ςκοπιϊ μϋςω των χαρακτηριςτικών 
κλϊςεων. Αναφϋρθηκε όδη πωσ το φαινόμενο Aharonov-Bohm εύναι τϋτοιο 
ϋτςι ώςτε η μη-τετριμμενοπούηςη του πεδύου βαθμύδασ   να εύναι φυςικώσ 
μετρόςιμη ακόμα και εϊν η καμπυλότητα   εύναι μηδενικό. Οπότε, η βαθειϊ 
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τοπολογικό φύςη του φαινομϋνου μπορεύ να εκφραςτεύ με ϋναν τοπολογικό 
αριθμό   που θα εύναι ταυτοχρόνωσ και τοπολογικό αναλλούωτη. 
Έςτω λοιπόν   ϋνα χωρύο, όχι κατ’ανϊγκη απλϊ ςυνεκτικό, με 
ηλεκτρομαγνητικό πεδύο      Πϊλι λοιπόν θα ϋχουμε,  
 

                     

  
 

 
           

 
Αφού η εικόνα ςυμβολόσ ςτο πεύραμα φαύνεται να αλλϊζει κατϊ την εκτϋλεςη 
του πειρϊματοσ, όταν τοποθετόςουμε το ςωληνοειδϋσ η κατϊςταςη αλλϊζει 
και τα ηλεκτρόνια διαςχύζουν πϊντα το χώρο με το πεδύο   να εύναι μηδενικό. 
Αυτό χονδρικϊ ςημαύνει πωσ μύα μορφό ςυνοχόσ (ό ϋνα πεδύο βαθμύδασ 
γενικότερα) εύναι πιο θεμελιώδησ ϋννοια από την καμπυλότητα   (το 
ηλεκτρομαγνητικό πεδύο) και η τοπολογικό εξόγηςη ξεκινϊ υποχρεωτικϊ από 
την ϋννοια τησ παρϊλληλησ μεταφορϊσ γύρω από κλειςτϋσ καμπύλεσ. Οι 
παρϊλληλεσ μεταφορϋσ πολυγραμμικών αντικειμϋνων (όπωσ για παρϊδειγμα 
τανυςτών, ςπινόρων, εγκαρςύων τομών δεςμών κ.τ.λ) γύνεται μϋςω του 
τελεςτό: 
 

       ∫  
  

 
όπου ςτο πεύραμα μασ θα ϋχουμε        . Εύναι όμωσ ο τελεςτόσ αυτόσ 
μη-τετριμμϋνοσ; Ναι, γιατύ ϋχουμε      και     οπότε τοπικϊ θα ϋχουμε: 
    . Άρα, ο   καθορύζει μύα κλϊςη ςυνομολογύασ deRham [ ]     

      . 
Επύςησ, ξανϊ από το θεώρημα Stokes το ∫  

 
 θα εξαρτϊται μόνο από την 

κλϊςη ομοτοπύασ του βρόχου   ο οπούοσ με τη ςειρϊ του καθορύζει μύα κλϊςη 
ομολογύασ [ ]           Οπότε τελικϊ, θα ϋχουμε το παρακϊτω δυώκό 
ζεύγοσ ςυνομολογύασ-ομολογύασ: 
 

 [ ] [ ]  ∫     
 

 

 
Και ϊρα, το ςωληνοειδϋσ μπορεύ πλϋον να θεωρηθεύ μαθηματικϊ ωσ ϋνασ 
κύλινδροσ   ϋτςι ώςτε: 
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Σϋλοσ, να ςημειωθεύ πωσ ο τελεςτόσ       δεν εύναι παρϊ ςτοιχεύο τησ 
ομϊδασ ολονομύασ που ϋχουμε αναφϋρει πιο πϊνω και θα τον ςυναντόςουμε 
ξανϊ αμϋςωσ τώρα, ςτη μελϋτη αδιαβατικών περιοδικών αλλαγών των 
παραμϋτρων ενόσ κβαντικού ςυςτόματοσ, όπου το φαινόμενο εύναι γνωςτό 
ωσ φϊςη Berry.  

 

3.3. Ο γεωμετρικόσ φαςικόσ χώροσ των 

Pancharatnam-Berry 

 
Έςτω   μύα πολλαπλότητα που αναπαριςτϊ τον χώρο φϊςησ ενόσ 

φυςικού κβαντικού ςυςτόματοσ όπου ςε κϊθε τοπικό ςυντεταγμϋνη τησ 
            θεωρούμε τη  -οςτό κανονικοποιημϋνη (δηλ. ⟨       ⟩   ) 
ιδιοκατϊςταςη τησ Φαμιλτονιανόσ     . Τποθϋτοντασ ότι η αντύςτοιχη 
ιδιοτιμό εύναι μη-εκφυλιςμϋνη θα ϋχουμε φυςικϊ:         ⟩           ⟩. 
Όμωσ, αφού μια κβαντικό κατϊςταςη     ⟩ δεν μπορεύ να διακριθεύ από την 
       ⟩, κϊθε φυςικό κατϊςταςη του υπό μελϋτη ςυςτόματοσ δύναται να 
εκφραςτεύ από μύα κλϊςη ιςοδυναμύασ: [  ⟩]      ⟩ /        . ε κϊθε 
ςημεύο   λοιπόν θα ϋχουμε      βαθμό ελευθερύασ και μύα     -δϋςμη πϊνω 
ςτον παραμετρικό χώρο  , ότοι           με προβολό      ⟩     Αντύ να 
ςταθεροποιόςουμε τη φϊςη για κϊθε   ⟩ , μπορούμε ιςοδυνϊμωσ να 
επιλϋξουμε ϋνα τοπικό τμόμα τησ δϋςμησ πϊνω από ϋναν χϊρτη  , ϋςτω 
       ⟩. Σότε, οι κανονικϋσ τοπικϋσ τετριμμενοποιόςεισ θα δύνονται ωσ 
      ⟩        ενώ η δεξιϊ δρϊςη θα δύνει        ⟩                 
Μϋνει να ορύςουμε μύα μορφό ςυνοχόσ ςτην δϋςμη που μόλισ καταςκευϊςαμε. 
Έςτω,       αλληλοεπικαλυπτόμενοι χϊρτεσ ςτο  . Σότε, τα αντύςτοιχα 

τοπικϊ τουσ τμόματα θα ςυνδϋονταν ωσ: 
 

  ⟩                    ⟩        

 

Οπότε, αν    
 

   
    η εξωτερικό παρϊγωγοσ ςτον R-χώρο, θα ϋχουμε: 

      ⟨     ⟩     
     ⟨    [   ⟩    ⟩       ]            

              

Σο ςύνολο όλων αυτών των       θα αποτελεύ ξανϊ μύα μορφό ςυνοχόσ 
Ehresmann και ϊρα ορύζουμε ωσ “μορφό ςυνοχόσ Berry” την:  
 

         ⟨      ⟩      ⟨     ⟩ 
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η οπούα θα εύναι και αντι-Ερμιτιανό καθώσ ιςχύει: 
 

    ⟨   ⟩    ⟨     ⟩   ⟨     ⟩  ⟨     ⟩  ⟨     ⟩ 
 
ενώ η ιςχύσ   του πεδύου   (καμπυλότητα Berry) θα εύναι:  
 

       ⟨        ⟩  (
 ⟨  

   
)  

   ⟩

   
        

 
Αν υποθϋςουμε πωσ το   διατρϋχει μια κλειςτό καμπύλη          ςτον 
παραμετρικό χώρο με             και επιπλϋον η εκϊςτοτε μεταβολό ςτην 
τιμό του γύνεται κατϊ ϋναν αδιαβατικό τρόπο ϋτςι ώςτε να κατϊςταςη του 
ςυςτόματοσ να παραμϋνει πϊντοτε ςτην  -οςτό ιδιοκατϊςταςη, τότε γύρω 
από ϋναν κλειςτό βρόχο  , η κατϊςταςη του ςυςτόματοσ θα ϋχει αποκομύςει 
ϋναν επιπλϋον παρϊγοντα φϊςησ: 
 

    ∮ ⟨   |
 

   
|

 

 

   ⟩    

 
που ονομϊζεται φϊςη των Pancharatnam-Berry, η απλϊ φϊςη Berry και ενϋχει 
μϋςα τησ μια βαθειϊ γεωμετρικό και τοπολογικό ερμηνεύα, καθώσ η ύπαρξη 
τόσ οφεύλεται ουςιαςτικϊ ςτην ολονομύα εςωτερικϊ του παραμετρικού 
χώρου. Εφαρμογϋσ τησ φϊςησ αυτόσ ςυναντϊει κανεύσ ςτην κλαςικό 
μηχανικό, ςτην ατομικό φυςικό και ςυγκεκριμϋνα ςτην κβαντομηχανικό, 
όπωσ για παρϊδειγμα ςτην κβαντικό παραλλαγό του (ακϋραιου και 
ςχετικιςτικϊ ημι-ακϋραιου) φαινομϋνου Hall, όπου οι ακϋραιοι που 
εμφανύζονται εκεύ παύζουν τον ρόλο τοπολογικών κβαντικών αριθμών.  
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4. Θεωρύα βαθμύδασ ςτισ 4 διαςτϊςεισ 
 

4.1. d-instantons  

 
Όπωσ εύδαμε ϋνασ ςημαντικόσ παρϊγοντασ για την ανϊπτυξη τησ 

τοπολογύασ ςτη φυςικό εύναι ο εξϋχων ρόλοσ των θεωριών βαθμύδασ. 
Πρϊγματι, μετϊ τη θεμελύωςη των θεωριών βαθμύδασ υπό όρουσ ινωδών 
δεςμών, πολλϊ ςημαντικϊ ςυνομολογιακϊ δεδομϋνα αυτών των δεςμών όταν 
πλϋον διαθϋςιμα για τουσ φυςικούσ. Ακόμη περιςςότερη πρόοδοσ ϋγινε με τη 
δημοςύευςη του Belavin[16] για τισ τοπολογικώσ μη-τετριμμϋνεσ λύςεισ των 
Ευκλειδεύων εξιςώςεων Yang-Mills ςτισ 4 διαςτϊςεισ.  Αυτϋσ ακριβώσ οι 
λύςεισ ονομϊςτηκαν αρχικϊ ψευδοςωματύδια και αργότερα instantons. Η 
Ευκλεύδεια εκδοχό τησ κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου προκύπτει από την 
αντύςτοιχη εκδοχό του χωροχρόνου Minkowski αντικαθιςτώντασ τον χρόνο   
με τον φανταςτικό χρόνο   , δηλαδό χονδρικϊ την περιςτροφό κατϊ Wick. 
Μετϊ την Ευκλειδειοπούηςη αυτό, η ςχϋςη μεταξύ των δύο θεωριών 
βαςύζεται ςτην αναλυτικό ςυνϋχεια (που αποδεικνύεται πωσ υπϊρχει) των 
αναλλοιώτων κατϊ Lorentz μιγαδικών εςωτερικών γινομϋνων    

 .  Αυτό 

που κϊνει τα instantons τόςο ξεχωριςτϊ εύναι ότι ναι μεν ϋχουν τοπολογικό 
φύςη αλλϊ ταυτόχρονα εύναι και μη-διαταραγμϋνα (από τη ςκοπιϊ τησ 
θεωρύασ διαταραχών). 
 
 Η ϋννοια ενόσ instanton δύναται να γενικευτεύ ϊμεςα και να αναφϋρεται 
πια ςε ϋνα κρύςιμο ςημεύο μιασ πεπεραςμϋνησ Ευκλεύδειασ δρϊςησ ςε 
οποιοαδόποτε κβαντικό θεωρύα πεδύου. Αυτϋσ οι λύςεισ των εξιςώςεων 
κύνηςησ (εξ ου και η ονομαςύα κρύςιμο ςημεύο) ςχετύζονται με 
κβαντομηχανικϊ φαινόμενα ςόραγγασ. Ο υπολογιςμόσ των  πλατών 
μετϊβαςησ ςε τϋτοια φαινόμενα με μη-διαταραγμϋνο τρόπο αποτϋλεςε μύα 
πραγματικό επανϊςταςη, ενώ η τοπολογύα αποδεύκτηκε για ακόμη μύα φορϊ 
το κλειδύ για την εξερεύνηςη αυτών των φαινομϋνων ςτην κβαντικό θεωρύα 
πεδύου και μϋςω αυτόσ ςτην θεωρύα των ιςχυρών αλληλεπιδρϊςεων: την 
κβαντικό χρωμοδυναμικό. Ασ δούμε όπωσ τώρα πιο αναλυτικϊ τισ ιδιότητεσ 
ενόσ instanton υπό το πρύςμα των εξιςώςεων Yang-Mills. το εξόσ, το 
εςωτερικό γινόμενο ⟨   ⟩ μεταξύ των  -μορφών   (με τιμϋσ ςτην ϊλγεβρα 
Lie) και το   (με τιμϋσ ςτην πολλαπλότητα Riemann) θα ςυμβολύζεται ωσ 
ςυνόθωσ: ⟨   ⟩   ∫         
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 Έςτω   μύα μη-Αβελιανό, ςυμπαγόσ, απλό ομϊδα Lie και   μύα κλειςτό, 
τετραδιϊςτατη, προςανατολύςιμη, Riemann-πολλαπλότητα. Ορύζουμε τη 
δρϊςη: 

        ‖ ‖   ∫         
 

 

 
ενώ θεωρούμε το δυώκό κατϊ Hodge  πϊντα ωσ προσ τη Ρημϊνεια μετρικό ςτο 
 . Επιδιώκουμε να καταλόξουμε ςτισ εξιςώςεισ κύνηςησ Euler-Lagrange, που 
θα εύναι και οι εξιςώςεισ των κρύςιμων ςημεύων. Θεωρούμε λοιπόν   μύα 
τυχαύα μορφό ςυνοχόσ από την οπούα διϋρχεται μύα οικογϋνεια μορφών 
ςυνοχόσ         και αναπτύςςουμε γύρω από το ςημεύο    : 

      ⟨         ⟩     
 

  
⟨           ⟩       

και 
 
                                                

 
Επομϋνωσ,       ‖    ‖    ⟨        ⟩  ⟨        ⟩    

                                  
 

Σο   θα εύναι κρύςιμο ςημεύο αν 
      

  
       δηλαδό αν ⟨        ⟩     

Οπότε προκύπτει ⟨  
       ⟩     και αφού το   εύναι τυχαύο: 

 
  

        
 
Όμωσ, η              ικανοποιεύ επύςησ την ταυτότητα Bianchi 
         και ϋτςι οδηγούμαςτε ςτο ζεύγοσ εξιςώςεων: 
 

         
  

         
 
κατ’αναλογύα με τη διπλό ςυνθόκη που χρειϊζεται να ικανοποιεύ μύα 
διαφορικό  -μορφό ώςτε να εύναι αρμονικό, δηλαδό: 
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Να ςημειωθεύ εδώ βϋβαια πωσ οι εξιςώςεισ Yang-Mills εύναι  μη-γραμμικϋσ και 
ϊρα ουςιαςτικϊ πρόκειται για μύα διπλό μη-γραμμικό αρμονικό ςυνθόκη. 
Η πιο ςημαντικό κλϊςη λύςεων για τισ εξιςώςεισ Yang-Mills    

        εύναι 
αυτό που αποτελεύται από όλεσ αυτϋσ τισ μορφϋσ ςυνοχόσ που η 
καμπυλότητα τουσ εύναι αυτο-δυώκό ό αντι-αυτό-δυώκό. Πρϊγματι, αυτό 
ςυμβαύνει διότι αν η   

  ϋχει (ωσ προσ το εςωτερικό γινόμενο ςτισ 2-μορφϋσ) 
την ιδιότητα   

       
   τότε οι εξιςώςεισ Yang-Mills γύνονται: 

 
          

 
Άρα, αν        οι ταυτότητεσ Bianchi ςυνεπϊγονται αμϋςωσ ότι υπϊρχει 
λύςη ςτισ εξιςώςεισ Yang-Mills και επομϋνωσ κατορθώςαμε να λύςουμε μύα 
μη-γραμμικό δευτεροτϊξια μερικό διαφορικό εξύςωςη λύνοντασ απλϊ μύα μη-
γραμμικό πρωτοβϊθμια ςυνόθη. 
 
Γύνεται εύκολα επύςησ φανερό ότι τα κρύςιμα αυτϊ ςημεύα εύναι όλα ελϊχιςτα 
τησ δρϊςησ  . Πρϊγματι, αναλύοντασ ορθογώνια την   ςτα αυτο-δυώκϊ και 
αντύ-αυτό-δυώκϊ μϋρη τησ αντύςτοιχα θα ϋχουμε: 
 

   
 

 
         

 

 
              

 
και ϊρα προκύπτει ότι: 
 

   ‖       ‖  ‖  ‖  ‖  ‖  
 
Ο τοπολογικόσ τύποσ αυτού του instanton κατηγοριοποιεύται από τη δεύτερη 
κλϊςη Chern               τησ δϋςμησ επύ τησ οπούασ ορύζεται η μορφό 

ςυνοχόσ  . Αν         τότε ϋχουμε      [ ]  
 

   ∫          
 

. 

Έτςι, ο αριθμόσ instanton     (ότοι d-instanton) ορύζεται ωσ το αρνητικό 
αυτόσ τησ ποςότητασ, δηλαδό: 
 

    
 

   
∫        
 

 

 
όπου αναπτύςςοντασ την παρϊςταςη περαιτϋρω, θα ϋχουμε: 
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∫                     

 

   
 ‖  ‖  ‖  ‖  

 

 

 
Από την τριγωνικό ανιςότητα προκύπτει ότι για κϊθε  , τα ολικϊ (απόλυτα) 
ελϊχιςτα τησ   θα πετυχαύνονται όταν          γεγονόσ που αντιςτοιχεύ 
ςτο      και ιςοδύναμα ςτο: 
 

       
 

Οι ςυνθόκεσ αυτϋσ ονομϊζονται αυτο-δυώκϋσ/αντι-αυτό-δυώκϋσ και η 
εναλλαγό μεταξύ       γύνεται αλλϊζοντασ τον προςανατολιςμό τησ 
πολλαπλότητασ  . Υυςικϊ μϋχρι τώρα θεωρόςαμε ςιωπηλϊ ότι η ςταθερϊ 
ςύζευξησ όταν ύςη με την μονϊδα. Αυτό δε ςυμβαύνει ςε οποιοδόποτε 
φαινόμενο που εύναι κατϊ βϊςη μη-διαταραγμϋνησ φύςησ, οπότε 
ςυμβολύζοντασ με   αυτό τη ςταθερϊ θα καταλόγαμε αντύςτοιχα ςτην εξόσ 
δρϊςη: 
 

       
 

  
‖ ‖   

 

  
∫         
 

  

 
όπου αν το   όταν instanton θα εύχαμε απ’ευθεύασ ότι: 
 

     
      

  
 

 
και ϊρα το κβαντομηχανικό πλϊτοσ θα όταν: 
 

               [ 
      

  
] 

 
δηλαδό μύα αντύςτροφη δυναμοςειρϊ ωσ προσ   . Και ςε αυτό το ςημεύο, η 
τοπολογύα ϋχει τον πρώτο λόγο καθώσ για να υπϊρξει αυτό η ςειρϊ ο αριθμόσ 
instanton   επιβϊλλεται να εύναι μη-μηδενικόσ. 
 
 Επιςτρϋφοντασ ςτα μονόπολα, το 1971 οι ‘t Hooft[17] και Polyakov[18] 

ειςόγαγαν ανεξϊρτητα την ϋννοια του πρώτου μαγνητικού μονοπόλου ςε μη-
Αβελιανϋσ θεωρύεσ βαθμύδασ, που πλϋον φϋρει και το όνομα τουσ:  
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μονόπολο ‘t Hooft-Polyakov. Σο μονόπολο αυτό “ζει” όπωσ και το μονόπολο 
Dirac ςτον    και ϋχει επύςησ κβαντιςμϋνο μαγνητικό φορτύο, όμωσ 
ταυτόχρονα διαφϋρει ςημαντικϊ από αυτό καθώσ δεν παρουςιϊζει καμύα 
ανωμαλύα ςτην απαρχό των αξόνων ενώ εύναι κανονικό ςε ολόκληρο τον 
χώρο. Έτςι, αποφεύγεται η αναφορϊ ςε χορδϋσ Dirac. Οι εργαςύεσ τουσ 
ςτηρύχθηκαν ςε προηγούμενεσ ιδϋεσ, όπωσ αυτϋσ του Nielsen και του Olesen 
που παρατόρηςαν πωσ οι μαγνητικϋσ δυναμικϋσ γραμμϋσ ςε υπεραγωγούσ 
ςυμπεριφϋρονται από λύγο εώσ πολύ ςαν τη χορδό Nambu. Ακριβώσ αυτϋσ οι 
ιδϋεσ (μαζύ με την απόδειξη επανακονικοποιηςιμότητασ των μη-Αβελιανών 
θεωριών βαθμύδασ) όταν αυτϋσ που οδόγηςαν γοργϊ ςτην μετ’ϋπειτα ϋρευνα 
τησ τοπολογύασ των ςυνοριακών ςυνθηκών ενόσ μονοπόλου και γενικότερα 
ςτην εμβϊθυνςη των εξιςώςεων Yang-Mills. Δεν εύναι υπερβολό να ειπωθεύ 
εδώ πωσ τότε ακριβώσ το Καθιερωμϋνο Μοντϋλο των ςτοιχειωδών 
ςωματιδύων επανϋκτηςε το παλαιόθεν κύροσ του και ϋτςι βαθμιαύα μαζύ με 
την ομϊδα βαθμύδασ             τησ όδη ενοποιημϋνησ ηλεκτραςθενούσ 
δυνϊμεωσ προςτϋθηκε και το μοντϋλο       τησ ιςχυρόσ πυρηνικόσ που 
οφειλόταν ςτη ςυμπεριφορϊ των quarks.   

 
Σα μονόπολα γενικϊ εύναι ςτατικϊ, πεπεραςμϋνησ ενϋργειασ 

αντικεύμενα που δύνουν τα κρύςιμα ςημεύα του ςυναρτηςοειδούσ ενϋργειασ 
Dirichlet ενόσ καθοριςμϋνου ςυςτόματοσ από πεδύα που ορύζονται ςε μύα μη-
ςυμπαγό, τριςδιϊςτατη πολλαπλότητα  . Πολλϋσ φορϋσ, η πολλαπλότητα 
αυτό δύναται να εύναι και Ρημϊνεια υπό κϊποιεσ επιπλϋον προώποθϋςεισ. Αν 
λοιπόν ϋχουμε μύα  -μορφό ςυνοχόσ Yang-Mills   με αντύςτοιχη 
καμπυλότητα  , ϋνα βαθμωτό πεδύο Higgs   που μεταςχηματύζει ςύμφωνα με 
την     αναπαρϊςταςη τησ ομϊδασ   και η Hodge δυώκότητα   να λαμβϊνεται 
κατϊ τα γνωςτϊ ωσ προσ την μετρικό ςτην  , τότε η ενϋργεια του 
ςυςτόματοσ θα δύνεται ωσ (με               ): 

 

  
 

 
∫                                      
 

 

 
όπου     θα εύναι η ςυναλλούωτη εξωτερικό παρϊγωγοσ του πεδύου Higgs 
και το ύχνοσ θα δρα πϊνω ςτην ϊλγεβρα Lie   τησ  . Όμωσ, οι εξιςώςεισ 
πεδύου για τα κρύςιμα ςημεύα αυτού του ςυςτόματοσ εύναι δύςκολο να 
επιλυθούν αναλυτικϊ. Κϊποιεσ λύςεισ (αν και περιςςότερεσ εύναι αριθμητικϋσ 
ςτη φύςη) εύναι γνωςτϋσ ωσ το όριο των Prasad-Sommerfield όπου εκεύ το 
βαθμωτό δυναμικό μηδενύζεται. ε αυτό το όριο για παρϊδειγμα θα ϋχουμε: 
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∫                        
 

 

Άρα, 

  
 

 
 ‖ ‖  ‖   ‖   

 

 
 ‖       ‖   ⟨      ⟩  

 
Οπότε, τα απόλυτα ελϊχιςτα τησ   θα πετυχαύνονται όταν για το ζεύγοσ 
      ικανοποιεύ την:           που ονομϊζεται εξύςωςη Bogomolny. 
To ελϊχιςτο αυτό θα εύναι τότε το: 
 

⟨      ⟩   ∫          
 

 

 
το οπούο μοιϊζει πολύ με τοπολογικό φορτίο. Αν λοιπόν υποθϋςουμε ότι 
βριςκόμαςτε ςτον    με την Ευκλεύδεια μετρικό και ομϊδα βαθμύδασ εύναι η 
        παρατηρούμε πωσ για να ϋχουμε ϋνα καλϊ-τοποθετημϋνο 
πρόβλημα κατϊ Hadamard (για την εξύςωςη πεδύου) θα πρϋπει η ενϋργεια   
να ςυγκλύνει. Αυτό μασ οδηγεύ ςτο να καθορύςουμε τισ ςυνοριακϋσ ςυνθόκεσ 
ςτο ϊπειρο για την φ.  Για παρϊδειγμα, αν   η απόςταςη από την αρχό των 
αξόνων,  τότε θϋτουμε: 
 

   
    

       (
 

  
) 

 
Τπό αυτό τη ςυνθόκη, το παραπϊνω ολοκλόρωμα εύναι μη-μηδενικό και ϋχει 
μια τοπολογικό ερμηνεύα, που το εξαναγκϊζει να πϊρει διακριτϋσ μόνο τιμϋσ. 
Δηλαδό,  

 

   
⟨      ⟩      

 
Ο ακϋραιοσ αυτόσ δε θα εύναι τύποτε ϊλλο, παρϊ το μαγνητικό φορτύο και 
όπωσ ϋγινε ςτην Αβελιανό περύπτωςη, μπορεύ να θεωρηθεύ ωσ η κλϊςη Chern 
μύασ     -δϋςμησ πϊνω ςτην   

  (την 2-ςφαύρα ςτο ϊπειρο). Για     το 
θεώρημα Stokes δύνει: 
 

  
 

  
∫           

 

  
∫       
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Η ςυνθόκη       ςτο ςύνορο όταν υπολογιςθεύ ςτο ϊπειρο ορύζει μύα    
μϋςα ςτην ϊλγεβρα Lie       ενώ το       γύνεται η     -καμπυλότητα μιασ 
δϋςμησ πϊνω ςτην   

  με το   να εύναι η κλϊςη Chern τησ. Υυςικϊ, εδώ το   
μπορεύ να ιδωθεύ ωσ ο τοπολογικόσ βαθμόσ μιασ απεικόνιςησ      

        
  

με         
 

   
 και ο ακϋραιοσ     

 

  
∫              

 

  
  θα εύναι τότε 

μύα τοπολογικό αναλλούωτη (αφού η δϋςμη       πϊνω ςτον    θα εύναι 
τοπολογικϊ τετριμμϋνη) για το υπό μελϋτη ςύςτημα μαγνητικού μονοπόλου. 
 
 Έχοντασ πλϋον μύα πρώτη γεύςη για την τοπολογικό φύςη των 
μορφών ςυνοχόσ ςτη θεωρύα Yang-Mills και τησ ςημαντικόσ δομόσ των 
ινωδών δεςμών καθώσ και την πληροφορύα που φϋρουν αυτϋσ μϋςω των 
ςυνομολογιακών χαρακτηριςτικών ομϊδων (π.χ Chern)  ςυνειδητοποιεύ 
κανεύσ πωσ οι αριθμητικϋσ αναλλούωτεσ (όπωσ ο αριθμόσ instanton  ) πρϋπει 
να αντιμετωπιςτούν περιςςότερο από μύα μαθηματικό ςκοπιϊ. Αυτό εύναι 
αναγκαύο, γιατύ ϋνα instanton   υπολογύζεται ευκολότερα από μύα μη-
γραμμικό μερικό διαφορικό εξιςώςη τύπου      . Πρϊγματι, η τελευταύα 
αυτο-δυώκό εξύςωςη αναλύεται ωσ: 
 

    
      

          
   

  
 

 
                                

 
Αυτό ακριβώσ η απομϊκρυνςη από τισ διαφορικϋσ εξιςώςεισ αποτϋλεςε 
ςημαντικό αλλαγό ςτον κλϊδο τησ θεωρητικόσ φυςικόσ τα τϋλη τησ 
δεκαετύασ του ’70.  Πλϋον, η πληροφορύα των αυτο-δυώκών πεδύων βαθμύδασ 
μπορούςε τρόπον τινϊ να κωδικοποιηθεύ ςτη δομό (π.χ τισ ςυναρτόςεισ 
μετϊβαςησ) ςυγκεκριμϋνων μιγαδικών διανυςματικών δεςμών. Ήταν εκεύνη 
ακριβώσ την εποχό που ο Penrose ανϋπτυξε τη θεωρύα των ςυςτροφϋων 
(twistοrs) ωσ ϋνα Yang-Mills ανϊλογο τησ καταςκευόσ μη-γραμμικών 
γκραβιτονύων από τισ αυτο-δυώκϋσ εξιςώςεισ πεδύου του Einstein για το κενό. 
Ήταν λοιπόν πλϋον ξεκϊθαρο πωσ τα μεγαλύτερα προβλόματα τησ φυςικόσ 
εκεύνη τη δεκαετύα εύχαν μια αξιοςημεύωτη μαθηματικό χροιϊ. Και πρϊγματι, 
ςπουδαύοι μαθηματικού όπωσ οι Atiyah, Drinfeld, Hitchin, Singer και Mannin 
μεταφϋροντασ το πλαύςιο του προβλόματοσ ςτην αλγεβρικό γεωμετρύα και 
ειςϊγοντασ την ϋννοια των χώρων moduli ωσ χώρουσ λύςεων από d-
instantons, ϋδωςαν πλόρεισ λύςεισ για     .  Και όπωσ μϊλλον εύναι 
αναμενόμενο, η επόμενη μεγϊλη ανακϊλυψη ϋμελλε να γύνει αυτό τη φορϊ 
ςτα Μαθηματικϊ από τουσ Freedman, Donaldon, Seiberg και Witten. 
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4.2. Η θεωρύα Donaldson για τισ 4-πολλαπλότητεσ 
 

Η θεωρύα Donaldson μελετϊ τισ λεύεσ 4-πολλαπλότητεσ (4-
πολλαπλότητα) χρηςιμοποιώντασ κυρύωσ εργαλεύα και μεθόδουσ από τη 
θεωρύα βαθμύδασ. Ο Donaldson[19] με το περύφημο θεώρημα του το 1983, 
κατϊφερε να περιορύςει το πλόθοσ των δυνατών τετραγωνικών μορφών ςτη 
δεύτερη ομϊδα ςυνομολογύασ μιασ ςυμπαγούσ και απλϊ ςυνεκτικόσ 
διαφορύςιμησ (και όχι τοπολογικόσ) 4-πολλαπλότητασ. Έτςι, κατϊφερε να 
αναδεύξει με ϋναν πολύ βαθύ τρόπο ϋνα ακόμη ενθαρρυντικό ςτοιχεύο για τη 
ςτενό ςχϋςη που ϋχουν τα Μαθηματικϊ με τη Υυςικό. Πριν δούμε όμωσ τη 
ςχϋςη τησ τοπολογύασ 4-πολλαπλοτότων με το υπόςτρωμα τησ τοπολογικόσ 
κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου, θα πρϋπει να ειςϊγουμε μερικϋσ ϋννοιεσ από την 
αλγεβρικό γεωμετρύα: τουσ χώρουσ moduli και τον αριθμό τομόσ. 
 
 Φονδρικϊ,  ϋνασ χώροσ moduli εύναι ϋνασ γεωμετρικόσ χώροσ του 
οπούου τα ςημεύα αναπαριςτούν ιςομορφικϋσ κλϊςεισ κϊποιων 
ενδιαφϋρουςων αλγεβρο-γεωμετρικών αντικειμϋνων (π.χ λεύεσ αλγεβρικϋσ 
καμπύλεσ γϋνουσ  , schemes, αλγεβρικϋσ ςτούβεσ κτλ). Οι χώροι αυτού, 
εμφανύζονται ςυχνϊ κατϊ φυςικό τρόπο ωσ χώροι λύςεων ςε διϊφορα 
προβλόματα κατηγοριοπούηςησ. Για παρϊδειγμα, ςτην περύπτωςη μασ η 
τοπολογύα αυτού του χώρου θα μασ βοηθόςει  ςτο πρόβλημα 
κατηγοριοπούηςησ 4-πολλαπλοτότων. Σο όνομα «moduli» το οφεύλουν ςε μύα 
παλαιότερη αντιμετώπιςη τουσ, ωσ χώροι ςυναρτόςει κϊποιασ παραμϋτρου 
(modulus), παρϊ ωσ χώροι αποτελούμενοι αυςτόρα από αντικεύμενα. Λόγω 
τησ γενικότητασ τουσ και κατ’επϋκταςη των διαφόρων οριςμών  ανϊλογα με 
το εκϊςτοτε πλαύςιο αντιμετώπιςησ τουσ, εύναι δύςκολο να δοθεύ εδώ 
κϊποιοσ ακριβόσ οριςμόσ. Όμωσ, μπορεύ να ειπωθεύ πωσ ϋνασ χώροσ   εύναι 
fine moduli χώροσ εϊν κϊθε ςημεύο του     αντιςτοιχεύ ςε ϋνα 
αλγεβρογεωμετρικό αντικεύμενο    και αντύςτροφα. Πρϊγματι, τότε 
μπορούμε να ςυγκεντρώςουμε όλα αυτϊ τα αντικεύμενα ςε μύα ενιαύα 
οικογϋνεια  , η οπούα μϊλιςτα θα ονομϊζεται «καθολικό» αν κϊθε 
υποοικογϋνεια τησ πϊνω ςε ϋνα χώρο βϊςησ   παύζει το ρόλο μιασ pull-back 
ςυνϊρτηςησ τησ   επύ μιασ μοναδικόσ απεικόνιςησ      
Μερικϊ προφανό παραδεύγματα τϋτοιων χώρων εύναι: ο πραγματικόσ 
προβολικόσ χώροσ     που μπορεύ να ιδωθεύ ωσ ο χώροσ των ευθειών ςτον 
     που διϋρχονται από την απαρχό των αξόνων, η Γκραςμανιανό       επύ 
κϊποιου ςώματοσ   ωσ ο χώροσ όλων των γραμμικών υποχώρων του 
διανυςματικού χώρου   με        και το Hilbert scheme         του 
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οπούου κϊθε κλειςτό ςημεύο αντιςτοιχεύ ςε ϋνα κλειςτό subscheme και 
αντύςτροφα.  
 

Γεγονόσ όμωσ εύναι πωσ ςτην παρούςα εργαςύα, θα μασ απαςχολόςουν 
μόνο χώροι moduli  από διανυςματικϋσ δϋςμεσ. Σο πρόβλημα ουςιαςτικϊ 
εύναι η κατανόηςη τησ γεωμετρικόσ τοπολογύασ των διαφόρων υποςτοιβών 
του           , δηλαδό του χώρου όλων των διανυςματικών δεςμών 
τϊξεωσ  , με   κϊποια αλγεβρικό ποικιλλότητα. Η περύπτωςη          
ϋχει μελετηθεύ επαρκώσ και ϋχει βρεθεύ πωσ εδώ ο (αςθενόσ) χώροσ moduli  
εύναι η γενύκευςη μιασ Ιακωβιανόσ ποικιλλότητασ, γνωςτό και ωσ ομϊδα 
Picard: 

               
   

 
Έναντι χώρων moduli από διανυςματικϋσ δϋςμεσ, μπορούμε βϋβαια να 
θεωρόςουμε και χώρουσ από κύριεσ G-δϋςμεσ. Πρϊγματι, αυτό θα μασ 
οδηγόςει μϋςω τησ θεωρύασ βαθμύδασ (και κϊποιασ ςυνομολογιακόσ θεωρύασ 
πεδύου) ςτο να εκφρϊςουμε μϋςω ολοκληρωμϊτων τροχιϊσ κατϊ Feynman 
τουσ αριθμούσ τομόσ αυτών των χώρων που ορύζονται πϊνω ςε μύα 4-
πολλαπλότητα. Σι εύναι όμωσ αυτού οι αριθμού τομόσ; 
 
 Η θεωρύα τομόσ ςτην αλγεβρικό γεωμετρύα γενικεύει κατϊ μύα ϋννοια 
την διαιςθητικό τακτικό του να μετρϊ κανεύσ το πλόθοσ των φορών που δύο 
καμπύλεσ τϋμνονται (πχ θεώρημα Bezout), αλλϊ ςε περιςςότερεσ διαςτϊςεισ. 
Αυτόσ ο αριθμόσ, αντανακλϊ πολλϋσ πληροφορύεσ για την τοπολογύα των 4-
πολλαπλοτότων και ςυγκεκριμϋνα για την ενδεχόμενη ύπαρξη λεύων δομών 
πϊνω τουσ.  
Έςτω για παρϊδειγμα,   μύα επιφϊνεια Riemann. Σότε, για κϊθε κλειςτό και 
λεύα καμπύλη        μπορούμε να αντιςτοιχόςουμε μύα διαφορικό μορφό 
  . Έτςι, ολοκληρώματα κατϊ μόκοσ τησ   μπορούν πλϋον να υπολογιςτούν 
με ολοκληρώματα επύ του    Δηλαδό, για κϊθε 1-διαφορικό μορφό  : 
 

∫     ∫∫            
 

  

 

 
Ορύζουμε λοιπόν, αριθμό τομόσ, δύο κλειςτών καμπυλών     ςτον   την 
ποςότητα: 
  

     ∫∫               
 

 

    ∫  
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 Έςτω τώρα   να εύναι μια απλϊ ςυνεκτικό, προςανατολύςιμη και 
ςυμπαγόσ διαφορύςιμη 4-πολλαπλότητα. Επιλϋγουμε, τη λεύα περύπτωςη 
καθώσ υπϊρχουν ποικύλλησ φύςεωσ εμπόδια ςτο να αποδεύξουμε την ύπαρξη 
κατϊ-τμόματα γραμμικών (PL) και διαφορικών (DIFF) δομών ςε μύα 
τοπολογικό πολλαπλότητα ςτη διϊςταςη    . Σότε λοιπόν, θα ϋχουμε 
απ’ευθεύασ ότι: 
 

           
           

 
Οπότε και θα αναζητόςουμε μη-τετριμμϋνη ομολογικό πληροφορύα ςτην 
        χρηςιμοποιώντασ φυςικϊ την ϋννοια του αριθμού τομόσ που 
ορύςαμε πιο πϊνω: 
 

                    
 

       ⟨      [ ]⟩                   
 
όπου με   εδώ ςυμβολύζουμε το γινόμενο-cup για τουσ γεννότορεσ κύκλουσ 
τησ        . Εκφρϊζοντασ τώρα, την δυώκότητα του Poincaré: 
 

                 
 

με όρουσ ομολογύασ παρϊ με όρουσ αριθμών Betti, ϋπεται ότι ο ακϋραιοσ που 
θα πϊρουμε ωσ αριθμό τομόσ θα εύναι πϊντα μη-εκφυλιςμϋνοσ ςτο   και ϊρα 
θα ϋχουμε:       . ε αυτόν την περύπτωςη ο   θα ονομϊζεται unimodular. 
ημειωτϋον δε, πωσ κϊθε θετικϊ οριςμϋνη, ςυμμετρικό, διγραμμικό και 
unimodular τετραγωνικό μορφό προκύπτει ωσ o αριθμόσ τομόσ κϊποιασ 4-
πολλαπλότητασ που δεν ϋχει διαφορύςιμη δομό. Επύςησ, ο   θα θεωρεύται 
ϊρτιοσ αν όλα τα διαγώνια ςτοιχεύα του εύναι ϊρτια και ωσ περιττόσ 
αντύςτοιχα. Όμωσ, ςε αυτό το ςημεύο πρϋπει να αναφερθούμε ςε ϋνα πολύ 
δυνατό αποτϋλεςμα του Freedman[20] που θα μασ χρειαςτεύ αργότερα: 
 
Θεώρημα: Κϊθε απλϊ ςυνεκτικό 4-πολλαπλότητα M η οπούα ϋχει   ϊρτιο 
ανόκει ςε μύα και μοναδικό κλϊςη ομοιομορφιςμού. Αν πϊλι, ο   εύναι περιττόσ 
τότε υπϊρχουν ακριβώσ δύο μη-ομοιομορφικϋσ πολλαπλότητεσ με τον   ωσ 
αριθμό τομόσ τουσ. 
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Η ιςχύσ του παραπϊνω θεωρόματοσ διαφαύνεται αμϋςωσ, καθώσ 
μπορούμε να το επικαλεςτούμε για να αποδεύξουμε μια ειδικό περύπτωςη τησ 
παςύγνωςτησ εικαςύασ του Poincaré ςτη διϊςταςη      (Η περύπτωςη 
    αποδεύκτηκε από τον Smale ενώ η     ςχετικϊ πρόςφατα από τον 

Perelman χρηςιμοποιώντασ τη γεωμετρικό ροό Ricci-Hamilton 
    

  
       

για την καμπυλότητα τησ μετρικόσ Riemann). Πρϊγματι, θϋλουμε να δεύξουμε 
ότι κϊθε ομοτοπικϊ ιςοδύναμη 4-ςφαύρα   

  εύναι ουςιαςτικϊ ομοιομορφικό 
με τη ςυνόθη ςφαύρα    (το αντύςτροφο ιςχύει πϊντα). Αφού,             
ϊρα     ςυμβολύζοντασ ϋτςι τη μηδενικό τετραγωνικό μορφό.  Όμωσ, η   

  
εύναι τησ ύδιασ ομοτοπύασ με την    και ϊρα θα ϋχει την ύδια ςυνομολογύα με 
αυτόν. Άρα, και κϊθε    

  θα ϋχει επύςησ    . Από θεώρημα Freedman τώρα, 
για κϊθε απλϊ ςυνεκτικό 4-πολλαπλότητα   με ϊρτιο  , υπϊρχει μόνο μύα 
κλϊςη ομοιομορφιςμού για το  . Επομϋνωσ, η   

  εύναι ομοιομορφικό με την 
   και τελειώςαμε.  
 

Εύναι καιρόσ όμωσ να επιςτρϋψουμε ςτην εργαςύα του Donaldson, όπου 
εδώ πλϋον θα μασ αφορϊ επύςησ και το κατϊ πόςο μια 4-πολλαπλότητα εύναι 
λεύα. Γνωρύζουμε πωσ όταν το    εύναι μύα τυχαύα τετραγωνικό μορφό, τότε 
μύα κατϊλληλη επιλογό προςανατολιςμού μπορεύ να το μετατρϋψει ςε μύα 
θετικϊ οριςμϋνη τετραγωνικό μορφό. Έχοντασ αυτό κατϊ νου, φτϊνουμε ςτο 
θεώρημα Donaldson: 
 
Θεώρημα:  Έςτω   μύα λεύα, απλϊ ςυνεκτικό 4-πολλαπλότητα με   θετικϊ 
οριςμϋνη τετραγωνικό μορφό αριθμού τομόσ. Τότε, η   εύναι πϊντα 
διαγωνιοποιόςιμη επύ του   ςτον I. π.χ                 
 
Ένα ϊμεςο πόριςμα εδώ θα εύναι ότι δεν υπϊρχει απλϊ ςυνεκτικό 4-
πολλαπλότητα για την οπούα το   εύναι ϊρτια και θετικϊ οριςμϋνη 
τετραγωνικό μορφό, η οπούα δύναται να μετατραπεύ ςε λεύα. Έςτω για 
παρϊδειγμα ο πύνακασ Cartan για την εξαιρετϋα (exceptional) ϊλγεβρα Lie 
         : 

   

(

 
 
 
 
 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  )
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Άρα, από το θεώρημα Freedman, εξαςφαλύζεται η ύπαρξη μιασ 
πολλαπλότητασ   με          Από την ϊλλη όμωσ, το θεώρημα Donaldson 
απαγορεύει την ύπαρξη μιασ τϋτοιασ πολλαπλότητασ και ϊρα κϊθε 
προςπϊθεια καταςκευόσ (μϋςω χειρουργικών μεθόδων) μιασ λεύασ 
πολλαπλότητασ   με τϋτοιο   εύναι καταδικαςμϋνη να αποτύχει. Έτςι, ςε 
αντύθεςη πϊντα με το θεώρημα Freedman που επιτρϋπει ςε όλεσ τισ 
unimodular τετραγωνικϋσ μορφϋσ να προκύψουν ωσ μορφϋσ τομόσ κϊποιασ 
τοπολογικόσ πολλαπλότητασ, το θεώρημα Donaldson μασ πληροφορεύ πωσ 
ςτην περύπτωςη μιασ θετικϊ οριςμϋνησ μορφόσ (και   λεύα) μόνο μύα 
τετραγωνικό μορφό επιτρϋπεται: η μοναδιαύα  . Ο λόγοσ που αγνοόςαμε την 
φαινομενικϊ απλούςτερη περύπτωςη     , εύναι γιατύ αντιςτοιχεύ ςε μύα 
μη-λεύα πολλαπλότητα. Σο θεώρημα Rokhlin[21] δύνει μύα αναγκαύα ςυνθόκη 
για τη λειότητα αλλϊ χωρύσ και την ικανό ςυνθόκη το θεώρημα δεν εύναι 
εύχρηςτο. 
 
 Σϋλοσ, ασ δούμε πωσ περύπου χρηςιμοποιούνται οι εξιςώςεισ Yang-Mills 
ςε μύα ςκιαγρϊφηςη τησ απόδειξησ του θεωρόματοσ Donaldson: Έςτω   μύα 
μορφό ςυνοχόσ ςε μύα κύρια      -δϋςμη πϊνω ςε μύα απλϊ ςυνεκτικό 4-
πολλαπλότητα   η οπούα ϋχει θετικϊ οριςμϋνη τετραγωνικό μορφό αριθμού 
τομόσ. Αν   εύναι η ςυνόθησ Ευκλεύδεια YM δρϊςη τότε: 
 

  ‖ ‖    ∫         
 

 

 
Αφού λοιπόν ϋνα instanton   ελαχιςτοποιεύ την  , μπορούμε να 
προκαλϋςουμε μύα διαταραχό γύρω από το   ϋτςι ώςτε να βρούμε 
περιςςότερα instantons. Σότε, ςυγκεντρώνουμε όλα αυτϊ τα instantons ςε 
ϋνα χώρο ο οπούοσ θα αποτελϋςει ϋναν ολικό χώρο moduli πεπεραςμϋνησ 
διϊςταςησ. Παραδεύγματοσ χϊριν, για το instanton με     που αντιςτοιχεύ 
ςτο απόλυτο ελϊχιςτο τησ   ϋχουμε το χώρο moduli   , που ασ υποθϋςουμε 
χϊριν απλότητοσ εδώ ότι εύναι ϋνασ μη-ςυμπαγόσ χώροσ με διϊςταςη 5 και 
περιϋχει ιδιομορφύεσ. Σο κρύςιμο ςημεύο εδώ που αντιλόφθηκε ο Donaldson 
και εκμεταλλεύτηκε ςτη ςυνϋχεια εύναι ότι υπϊρχουν πολύ ςτενϋσ ςχϋςεισ 
μεταξύ τησ   και του   . Για παρϊδειγμα, ϋςτω ότι το   εύναι ϋνασ  
τετραγωνικόσ πύνακασ       με ακριβώσ    μοναδιαύεσ ιδιοτιμϋσ, όπου 
προφανώσ      Σότε, ο    ϋχει ακριβώσ   ιδιϊζουςα ςημεύα τα οπούα θα 
μοιϊζουν με κώνουσ ςτον μιγαδικό προβολικό χώρο    . Άρα, η 4-
πολλαπλότητα   θα ϋχει την ύδια τοπολογικό «υπογραφό»          με 
αυτόν που ϋχουν οι    αντιγραφϋσ του    . Όμωσ, αυτϋσ με τη ςειρϊ τουσ 
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ϋχουν υπογραφό     (όπου οι       ϋχουν αντύθετουσ προςανατολιςμούσ 
ςτο    ) ϊρα τελικϊ              Εξ’οριςμού το         εύναι η 
υπογραφό      τησ τετραγωνικόσ μορφόσ αριθμού τομόσ   τησ  . Όμωσ, 
εξ’υποθϋςεωσ αυτό εύναι ϋνασ θετικϊ οριςμϋνοσ τετραγωνικόσ πύνακασ, ϊρα: 
                Έτςι,       και αφού         ϋπεται ότι 
      δηλαδό    , που δεν εύναι τύποτε ϊλλο παρϊ ο ιςχυριςμόσ του 
θεωρόματοσ Donaldson.  
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5. Σοπολογικό Κβαντικό Θεωρύα Πεδύου 
 
 

5.1. υναρτηςιακϊ ολοκληρώματα τροχιϊσ Feynman  
 

Η κινητόριοσ δύναμη για την Κβαντικό Θεωρύα Πεδύου εύναι το 
ολοκλόρωμα τροχιϊσ κατϊ Feynman. Τπϊρχουν τρεισ διαφορετικϋσ μορφϋσ 
αυτού του ςυναρτηςιακού ολοκληρώματοσ, ονομαςτικϊ: 
 

 Άθροιςη ιςτοριών που αναπτύχθηκε από τον Feynman για μύα 
εναλλακτικό περιγραφό τησ Κβαντομηχανικόσ. 

 Άθροιςη πεδύων για την Κβαντικό Ηλεκτροδυναμικό την οπούα 
βελτύωςαν κατϊ πολύ αργότερα οι Faddeev-Poppov. 

 Άθροιςη γεωμετριών/τοπολογιών για την Κβαντικό Βαρύτητα που 
αναπτύχθηκε κυρύωσ από τον Hawking και χρηςιμοποιεύται κατϊ κόρον 
ςτη θεωρύα Αιτιώδη Δυναμικού Σριγωνιςμού. 
 

Και ςτισ τρεισ εκδοχϋσ όμωσ, υπϊρχει κοινόσ ο φορμαλιςμόσ τησ δρϊςησ-
πλϊτουσ που αποτελεύται από δύο ςυνιςτώςεσ: 

 
Πρώτον, ϋνα πραγματικό, κλαςικό ςυναρτηςοειδϋσ δρϊςησ Hamilton: 

 

 [ ]  ∫  [ ]  
  

  

 

 
όπου η Λαγκρανζιανό ςυνϊρτηςη ενϋργειασ ορύζεται πϊνω ςτην 
Λαγκρανζιανό πυκνότητα, δηλαδό: 

 

 [ ]  ∫         
  

  
  

 
Σο ςυναρτηςοειδϋσ δρϊςησ υπακούει φυςικϊ ςτην Αρχό Ελαχύςτησ 

Δρϊςησ του Hamilton   [ ]     που δύνει τισ γνωςτϋσ μεταβολικϋσ εξιςώςεισ 
Euler-Lagrange για την ελϊχιςτη τροχιϊ, το ακρότατο πεδύο και τη γεωμετρύα 
μιασ ελαχιςτικόσ επιφϊνειασ χωρύσ οπϋσ για κϊθε εκδοχό αντύςτοιχα. 
Δεύτερον, ϋνα κβαντικό πλϊτοσ μετϊβαςησ με μιγαδικϋσ τιμϋσ: 
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⟨          ⟩  ∫ [ ]   [ ]

 

 

 
όπου  [ ] ϋνα κατϊλληλο μϋτρο τύπου Lebesgue, που όπωσ θα δούμε 
ορύζεται ωσ: 

 [ ]     
   

∏   
 

 

   
              

 
Πριν αναφερθεύ οποιαδόποτε τοπολογικό ιδιότητα, ασ παρατηρόςουμε 

αναλυτικότερα τη μϋθοδο με την οπούα κατϋληξε ο Feynman ςτο περύφημο 
ολοκλόρωμα τροχιϊσ. Τπϊρχουν τρεισ βαςικϋσ «εικόνεσ» ςτην 
Κβαντομηχανικό. Σου Schrödinger, του Heisenberg και του Dirac. Ασ δούμε 
κϊθε μύα ξεχωριςτϊ. 
 
την εικόνα του Schrödinger, ϋχουμε ανεξαρτηςύα τησ Φαμιλτονιανόσ   από 
τον χρόνο ενώ η κυματοςυνϊρτηςη   ⟩ παραμϋνει ουςιαςτικϊ εξαρτημϋνη. 
Οπότε, το πλϊτοσ μετϊβαςησ από τη μύα κατϊςταςη ςτην ϊλλη θα δύνεται ωσ:  
 

                       
 

 

 
          

 
Άρα,  
 

(  
 

   
  )                     

 
και ϋτςι ο τελεςτόσ   ωσ ςυνϊρτηςη Green θα αποτελεύ τον μεταδότη τησ 
εξιςώςεωσ Schrödinger.  Έτςι, θα εύναι: 
 

    ⟩     ⟩  ⟨              ⟩                 
 

         ∫                           
 
Γύνεται ϋτςι προφανϋσ ότι ςε αυτό την εικόνα, δεν υπϊρχει εξϊρτηςη από τισ 
τιμϋσ των ενδιϊμεςων καταςτϊςεων. 
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Αντύςτροφα, ςτην εικόνα του Heisenberg, ϋχουμε εξϊρτηςη την 
Φαμιλτονιανόσ από τον χρόνο αλλϊ ανεξαρτηςύα τησ κυματοςυνϊρτηςησ. 
Οπότε,  
 

  ⟩         ⟩         ⟩    ⟩   
 
 
       ⟩   

 
 
       ⟩  

 
Άρα,  
 

         
 

 
     

 
 

 
            ⟩  

 

Οπότε,        θα εύναι:   ⟨           ⟩  ⟨  |  
 

 
    

 

 
   |   ⟩  

 

 ⟨  |  
 
 
        |   ⟩   ⟨              ⟩                   

 
Έτςι, ο τελεςτόσ πλϊτουσ μετϊβαςησ θα δύνεται ωσ ϋνασ τελεςτόσ χρονικόσ 
εξϋλιξησ ςε μορφό πύνακα, όπου τα ςτοιχεύα του θα αποτελούν τα πλϊτη 
μετϊβαςησ μεταξύ των καταςτϊςεων των ςυντεταγμϋνων τησ βϊςησ. 
 
την εικόνα Dirac (γνωςτό και ωσ εικόνα αλληλεπύδραςησ) τόςο η 
Φαμιλτονιανό όςο και η κυματοςυνϊρτηςη θα εξαρτώνται από τον χρόνο ενώ 
ο υπολογιςμόσ του πλϊτουσ μετϊβαςησ θα γύνετα κατϊ παρόμοιο τρόπο. 
 

 Έςτω τώρα       και    (           )    ⟨     |     ⟩ 
 

Κϊνουμε μύα διαμϋριςη του χρόνου                         με 

  
     

 
  Σότε,  

 
 

    
   
   

∫     ∫        ⟨     |         ⟩ 
  ⟨                   ⟩    ⟨           ⟩  

 

όπου   ⟨               ⟩  ⟨  |  
 

 
    

 

 
     |     ⟩  

= ⟨  |  
 

 
          |     ⟩ = ⟨  |  

 

 
  |     ⟩  
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και από τον τύπο Baker-Campbell-Hausdorff και τη διϊταξη κατϊ Weyl θα 
ϋχουμε: 
 

∫
  

   
 

 
 
[                (

       
 

     )]
 

 
Επομϋνωσ,για       και       προκύπτει: 

 
 (           )

     
   
   

∫     ∫       
   

   
 

   

   
 

 
 
∑ [ 

                   (
       

 
     ) 

 

  

Για          
   
   

 

 
∑ [ 

                   (
       

 
     )  

    
   
   

  

 
∑[

 

   

               (
       

 
     ) 

 
Και ϊρα για τετραγωνικϋσ ωσ προσ την ορμό Λαγκρανζιανϋσ (και κατ’ 

επϋκταςη Φαμιλτονιανϋσ          
  

  
     ) θα ϋχουμε: 

 
 

    
   
   

∫     
  

  

  

  

              ∫    
  

  

 

 

Άρα, καταλόγουμε ςτην παρϊςταςη:   
 

 
∫    
  

   
Οπότε, επιςτρϋφοντασ ςτην αρχικό ποςότητα φϋρνουμε το ολοκλόρωμα ςε 
μορφό Γκαουςιανόσ: 
 

 (           )

     
   
   

∫     ∫       
   

   
 

   

   
 

  
 

∑ [ 
               

  
 

  
   

       
 

 ]  

 
Όμωσ,  

∫
   

   
 

 
  
 
[
  

 

  
 
  
 

         ]   



75 
 

∫
   

   
  

  
   

[  
               ]    

 

∫
   

   
 

 
  
 
[   

  
 
 
         )

 

  (
          

 
)
 

]
  

 
 

   
√
    

 
    [

   

  
  (

       

 
)
 

]   

 

√
 

     
     [

   

  
  (

       

 
)
 

] 

 
 

Άρα,         
   
   

(
 

     
)

 

 
∫     ∫       

  

 
∑ [

 

 
(
       

 
)   

       
 

 ]  
     

και ιςοδύναμα:      ∫     
 

 
∫   [

 

 
 (

  

  
)
 
     ]

  

    ∫     
 

 
 [ ]  

 
Ο τελευταύοσ αυτόσ τύποσ θα δύνει και το πλϊτοσ μετϊβαςησ, όπου 
παρατηρούμε πωσ το ςύςτημα «αθρούζει» όλεσ τισ δυνατϋσ διαδρομϋσ από τη 
μύα κατϊςταςη ςτην ϊλλη και λόγω φϊςησ αλληλοαναιρούνται όλεσ εκτόσ 

από μύα, που θα εύναι η ςυνόθησ κλαςικό τροχιϊ (       
  [ ]

  [ ]
  ) που θα 

ακολουθόςει το ςύςτημα. ημειωτϋον, πωσ οι τροχιϋσ αυτϋσ εύναι ςυνεχεύσ 
αλλϊ όχι κατ’ανϊγκην διαφορύςιμεσ. 
 

 

5.2. Πολυωνυμικϋσ αναλλούωτεσ και θεωρύα Seiberg-

Witten 

 
 Η θεωρύα βαθμύδασ των Seiberg-Witten εύναι ϋνα ςύνολο εξιςώςεων 
που καθορύζουν τη φυςικό των χαμηλών ενεργειών κϊποιου κβαντικού 
ςυςτόματοσ. Ειδικότερα, χρηςιμοποιώντασ την ϋννοια ενόσ χώρου moduli, 
δύναται να καθορύςουμε τισ μϊζεσ ηλεκτρικϊ και μαγνητικϊ φορτιςμϋνων 
υπερςυμμετρικών ςωματιδύων. Αυτόσ ο υπολογιςμόσ εύναι μη-τετριμμϋνοσ 
γιατύ ςτη θεωρύα βαθμύδασ με     επεκτεταμϋνη υπερςυμμετρύα, οι 
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διϊφοροι παρϊμετροι τησ Λαγκρανζιανόσ εύναι ολομορφικϋσ ςυναρτόςεισ.  Η 
κομψότητα τησ θεωρύασ οφεύλεται ςτο γεγονόσ πωσ κωδικοποιεύ πολύ 
χρόςιμεσ πληροφορύεσ ςε μερικϊ αναλλούωτα πολυώνυμα. Θα δούμε 
αργότερα, πωσ η θεωρύα Donaldson-Witten εύναι μια ειδικό (αλλϊ μϊλλον πιο 
δύςκολη) περύπτωςη αυτόσ τησ γενικότερησ θεωρύασ. 
 
 To 1990 o Donaldson απϋδειξε ϋνα δεύτερο θεώρημα χρηςιμοποιώντασ 
εξιςώςεισ από τη θεωρύα βαθμύδασ και μϋςω των εξιςώςεων YM βρόκε 
πολυωνυμικϋσ αναλλούωτεσ για τισ 4-πολλαπλότητεσ.  
Εύδαμε, προηγουμϋνωσ   πωσ ο χώροσ moduli     αποτελούμενοσ μόνο από 1-
instantons (   ) αποδεύχθηκε αναγκαύοσ για την απόδειξη αποτελεςμϊτων 
ςχετικϊ με το κατϊ πόςο λεύα εύναι μύα 4-πολλαπλότητα. Φρηςιμοποιώντασ 
όμωσ όλεσ τισ τιμϋσ         ςε μύα Ρημϊνεια πολλαπλότητα ϋχουμε 
αντύςτοιχα και ϊλλουσ χώρουσ moduli     με d-instantons. Οι πολυωνυμικϋσ 
αναλλούωτεσ που βρόκε μετϋπειτα ο Donaldson μϋςω όλων αυτών των 
χώρων ϋμελλε να αποτελϋςουν πολύ ιςχυρϋσ αναλλούωτεσ τησ διαφορικόσ 
τοπολογύασ για τισ απλϊ ςυνεκτικϋσ 4-πολλαπλότητεσ. Έτςι, με τη βοόθεια 
των εξιςώςεων YM ανούξε οριςτικϊ και ο δρόμοσ προσ την κατηγοριοπούηςη 
όλων των λεύων 4-πολλαπλοτότων. Οι χώροι moduli  θα εύναι πεπεραςμϋνησ 
διϊςταςησ και ουςιαςτικϊ θα αποτελούνται από μορφϋσ ςυνοχόσ για τισ 
πρωτοβϊθμιεσ εξιςώςεισ YM. Αναμφιςβότητα λοιπόν, οι εξιςώςεισ αυτϋσ θα 
εξαρτώνται από την ελλειπτικό γεωμετρύα τησ  . Όμωσ, ςε ομολογικό 
επύπεδο βρύςκουμε ιδιότητεσ των    που δεν αλλϊζουν όταν η μετρικό 
τροποποιηθεύ κατϊ ςυνεχό τρόπο. Και αφού οποιεςδόποτε δύο μετρικϋσ 
μπορούν να ενωθούν από μύα ςυνεχό διαδρομό, οι ιδιότητεσ αυτϋσ θα 
εξαρτώνται κατ’επϋκταςη μόνο από την τοπολογύα τησ  . Φρηςιμοποιώντασ 
λοιπόν, ϊπειρεσ οικογϋνειεσ από χώρουσ moduli  (ϊρα και ϊπειρο πλόθοσ 
πολυωνυμικών αναλλοιώτων για μύα μόνο πολλαπλότητα!) και   

  
         περιττό μεγαλύτερο τησ μονϊδασ, βρύςκουμε διακεκριμμϋνεσ 
μεταξύ τουσ αναλλούωτεσ ωσ ςτοιχεύα ςτον δακτύλιο ςυνομολογύασ 
πολυωνύμων           για τα οπούα όμωσ, εύναι ϊγνωςτο αν και κατϊ πιο 
βαθμό παραμϋνουν ανεξϊρτητα μεταξύ τουσ. Ασ δούμε τώρα μερικϊ 
παραδεύγματα: 
 
 Έςτω   μύα λεύα, απλϊ ςυνεκτικό, προςανατολύςιμη, 4-πολλαπλότητα 
Riemann χωρύσ ςύνορο και   μύα       μορφό ςυνοχόσ η οπούα εύναι αντύ-
αυτοδυώκό ϋτςι ώςτε      . Σότε, θα ϋχουμε:  
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Ορύζουμε μύα αναλλούωτη κατϊ Donaldson       να εύναι ϋνα ακϋραιο, 
ςυμμετρικό πολυώνυμο βαθμού   ςτην        : 
 

      ∐     

 

 

     

 
Αν πϊρουμε μύα απεικόνιςη                τότε μπορούμε να 
εκφρϊςουμε το       μϋςω διαφορικών μορφών ςτη ςυνομολογύα deRham. 

Δηλαδό, για   
       

 
 ορύζουμε (όπου     μια ςυμπαγοπούηςη του χώρου 

moduli): 

      ∐       

 

 

 

   με         ∫                 
 

 

Παρατηρούμε εδώ ότι:           (     )           , όπου        το 

ςύνολο των ςυμμετρικών, ακϋραιων πολυωνύμων με       ςτη 2η ομϊδα 

ςυνομολογύασ τησ  . Άρα θα ϋχουμε,   
    (    

 )

 
  και ϋτςι η απαύτηςη ο 

  
  να εύναι περιττόσ γύνεται ξεκϊθαρη (π.χ θεώρημα Donaldson). Εκ των 

προτϋρων όμωσ, τα πολυώνυμα Donaldson εύναι δυςκόλωσ υπολογύςιμα για 
το λόγο ότι χρόζουν λεπτομερϋςτατησ περιγραφόσ των χώρων moduli. Όμωσ, 
αν για παρϊδειγμα η   εύναι μύα μιγαδικό αλγεβρικό επιφϊνεια, τότε ιςχύει 
ότι:                    . Δηλαδό, για επαρκώσ μεγϊλο  , τα 
πολυώνυμα       εύναι μη-μηδενικϊ. Αντύςτροφα τώρα, αν το Μ γρϊφεται 
ωσ το ςυνεκτικό ϊθροιςμα         δύο πολλαπλοτότων με   

      
          τότε             
 

Σα       εύναι αναλλούωτεσ διαφορικόσ τοπολογικόσ φύςησ και όχι 
απλϊ τοπολογικϋσ αναλλούωτεσ. Η διαφορϊ αυτό εύναι ςημαντικό, καθώσ 
ςημαύνει πωσ δύναται να διακρύνουν ομοιομορφικϋσ πολλαπλότητεσ που 
όμωσ ϋχουν διαφορετικϋσ διαφορομορφικϋσ δομϋσ. Δηλαδό, πολλαπλότητεσ 
που εύναι μεν ομοιομορφικϋσ μεταξύ τουσ αλλϊ όχι και διαφορομορφικϋσ. 
Παρϊδειγμα μιασ τϋτοιασ πολλαπλότητασ εύναι η εξωτικό ςφαύρα του Milnor 
ςτισ επτϊ διαςτϊςεισ, που προκύπτει ωσ μύα   -δϋςμη επύ τησ   . Παρϊλληλα, 
ο ύδιοσ ϋδειξε πωσ ςτη ςφαύρα αυτό υπϊρχουν τουλϊχιςτον επτϊ 
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διαφορετικϋσ διαφορικϋσ δομϋσ ενώ αργότερα ο Kervaire απϋδειξε πωσ ο 
ςυνολικόσ αριθμόσ τουσ εύναι 28. 

 
Η θεωρύα Seiberg-Witten μασ παρϋχει όπωσ προεύπαμε μύα δυνατότητα 

υπολογιςμού των Donaldson αναλλοιώτων. υγκεκριμϋνα, ςτη θεωρύα αυτό 
καταςκευϊζεται μύα δυώκότητα που καταλόγει να εξιςώνει το ιςχυρό όριο 
ςύζευξησ μιασ     (ςυςτραμμϋνησ όπωσ θα δούμε παρακϊτω) 
υπερςυμμετρικόσ YM θεωρύασ με το αςθενϋσ όριο ςύζευξησ μιασ θεωρύασ 
Αβελιανών μονοπόλων, ςτην οπούα μϊλιςτα οι υπολογιςμού θα εύναι και 
ςημαντικϊ ευκολότεροι από μαθηματικό ςκοπιϊ. 

 
Έςτω πϊλι   μύα απλϊ ςυνεκτικό, κλειςτό, ςυμπαγόσ, 

προςανατολύςιμη Riemann πολλαπλότητα,   μια Αβελιανό     -μορφό 
ςυνοχόσ (ϊρα     )ςε μύα ευθύγραμμη δϋςμη   πϊνω ςτο   και   ϋνα 
τοπικό πεδύο ςπινόρων. Σο πεδύο πρϋπει να εύναι αναγκαςτικϊ τοπικό καθώσ 
ενδϋχεται να μην υπϊρχουν απαραύτητα ολικού ςπύνορεσ ςτο  . Ιςχύει όμωσ 
λόγω προςανατολιςιμότητασ ότι υπϊρχει τουλϊχιςτον μύα       δομό με το  
  να εύναι η κατϊλληλη μορφό τμόματοσ για αυτό τη δομό. Κϊτω από αυτό 
την παρατόρηςη, οι εξιςώςεισ Seiberg-Witten θα εύναι οι εξόσ: 

 

{

     

  
   

 

 
     

 

 

όπου    ο τελεςτόσ Dirac και   
 

 
[     ]        με    οι πύνακεσ γϊμμα 

του Dirac. Αυτϋσ οι εξιςώςεισ θα δύνουν επομϋνωσ τα απόλυτα ελϊχιςτα τησ 
δρϊςησ: 
 

  ∫         
 

 
 

 

   
 

 
        

 
Από την ταυτότητα τώρα του Weitzenböck, ςυςχετύζουμε τη Λαπλαςιανό 

  
    με το   

    ςυν κϊποιουσ όρουσ καμπυλότητασ και ϋχουμε διαδοχικϊ: 

  ∫ ,       
 

 
|   

 

 
    |

 

-
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 ∫          
 

 
      

 

 
     

 

 
      

 

 

  ∫   
 

      
 

 
     

 

 
     

 

 
           

     

Αυτό η δρϊςη μοιϊζει πλϋον ςαν μύα εξύςωςη μονοπόλου! Ασ υποθϋςουμε 

προσ ςτιγμό ότι η βαθμωτό καμπυλότητα τησ πολλαπλότητασ    εύναι θετικό 

και ότι το ζεύγοσ       εύναι μύα λύςη των εξιςώςεων S-W. Σότε, το δεξύ 

μϋλοσ τησ εξύςωςησ μηδενύζεται, ενώ ςτο αριςτερό, κϊθε ολοκληρώςιμη 

ποςότητα εύναι θετικό. Άρα, θα πρϋπει να ιςχύει για τη λύςη:     και 

      Αποδεικνύεται μϊλιςτα, πωσ αν η   ϋχει   
    τότε μύα διαταραχό 

τησ μετρικόσ θα διατηρόςει μεν το θετικό πρόςημο τησ  , αλλϊ θα αλλϊξει το 

αυτο-δυώκό μϋροσ τησ      ςε      Όμωσ, αυτό ςημαύνει πωσ η μορφό 

ςυνοχόσ   εύναι επύπεδη. Επομϋνωσ, κϊτω από αυτϋσ τισ ςυνθόκεσ, η λύςη 

      εύναι η τετριμμϋνη. Ορύζοντασ τισ αναλλούωτεσ S-W ωσ        που 

ςχετύζονται μϋςω κϊποιασ πολύπλοκησ ςχϋςησ με τισ αναλλούωτεσ του 

Donaldson       μπορούμε να κωδικοποιόςουμε την παραπϊνω 

ςυλλογιςτικό διαδικαςύα, ςτο ακόλουθο θεώρημα του Witten: 

Θεώρημα:  Δεν υπϊρχει 4-πολλαπλότητα με   
    και με μη-τετριμμϋνεσ 

αναλλούωτεσ Seiberg-Witten, η οπούα να ϋχει μετρικό θετικόσ βαθμωτόσ 

καμπυλότητασ. 

Σο θεώρημα αυτό βρύςκει πολλϋσ εφαρμογϋσ ςτη ςυμπλεκτικό γεωμετρύα 

(π.χ πολλαπλότητα Kähler-Εinsten) και κατ’επϋκταςη ςτα Φαμιλτονιανϊ 

δυναμικϊ ςυςτόματα.  Σϋλοσ αξύζει να μνημονευθούν εδώ και οι αναλλούωτεσ 

Gromov-Witten οι οπούοι εύναι πϊλι ρητού αριθμού που μετρούν υπό κϊποιεσ 

προώποθϋςεισ ψευδο-ολομορφικϋσ καμπύλεσ πϊνω ςε ςυμπλεκτικϋσ 

πολλαπλότητεσ (ςυγκεκριμϋνα ςτο χώρο moduli Deligne-Mumford       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). 

χετύζονται επύςησ με την κβαντικό ςυνομολογύα και τη θεωρύα χορδών 

τύπου         ςτισ οπούεσ δύνανται να κατηγοριοποιόςουν πολύπλοκεσ 

πολλαπλότητεσ που προηγουμϋνωσ όταν αδιαχώριςτεσ από τοπολογικό 

ϊποψη.   
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5.3. Θεωρύα Chern-Simons  
 

 Αν θεωρόςουμε τώρα ϋνα ςύνολο από πεδύα      πϊνω ςε μύα  -

διϊςτατη Ρημϊνεια πολλαπλότητα   εφοδιαςμϋνη με μύα μετρικό     και ϋνα 

ςύνολο από πραγματικϊ ςυναρτηςοειδό ςε αυτϊ τα πεδύα  [  ] που θα 

παύζουν τον ρόλο τησ δρϊςησ ςε αυτό τη θεωρύα. Επύςησ, θεωρούμε ϋνα 

ςύνολο τελεςτών        που ουςιαςτικϊ θα εύναι αυθαύρετα ςυναρτηςοειδό 

των πεδύων. Σότε ϋχουμε τον εξόσ οριςμό: 

Οριςμόσ:  Η αναμενόμενη τιμό κενού (VEV) του γινομϋνου μιασ οικογϋνειασ 

από τϋτοιουσ τελεςτϋσ ορύζεται ωσ το παρακϊτω ολοκλόρωμα τροχιϊσ: 

⟨   
   

    
⟩  ∫  [  ]   

       
        

     
  [  ] 

Τπό το πρύςμα του παραπϊνω οριςμού, μύα κβαντικό θεωρύα πεδύου 

θεωρεύται τοπολογικό αν ϋχει την εξόσ χαρακτηριςτικό ιδιότητα: 

 

    
⟨   

   
    

⟩    

Δηλαδό, αν οι αναμενόμενεσ τιμϋσ ενόσ ςυνόλου επιλεγμϋνων τελεςτών 

παραμϋνουν αναλλούωτεσ κϊτω από τισ μεταβολϋσ τησ μετρικόσ     ςτο  . 

την περύπτωςη αυτό, οι τελεςτϋσ καλούνται παρατηρηςιακού.  Τπϊρχουν δύο 

τρόποι ςτην οπούα μπορεύ να οδηγηθεύ κανεύσ ςτην ικανοπούηςη τησ 

παραπϊνω ςυνθόκησ. Ασ τισ δούμε πιο αναλυτικϊ:  

Η πρώτη αντιςτοιχεύ ςτην περύπτωςη όπου τόςο η δρϊςη   όςο και οι 

τελεςτϋσ    εύναι ανεξϊρτητοι τησ μετρικόσ και ονομϊζεται τοπολογικό 

κβαντικό θεωρύα πεδύου τύπου-Schwarz. Μια ειδικό περύπτωςη αυτόσ τησ 

κατηγορύασ θεωριών αποτελεύ και η θεωρύα θαθμύδασ Chern-Simons  όπου μασ 

βοηθϊ μεταξύ ϊλλων να καταςκευϊςουμε  και μύα ανεξϊρτητη τησ μετρικόσ 

δρϊςη. ε αυτό τη θεωρύα ϋχουμε μύα διαφορύςιμη,  -διϊςτατη, ςυμπαγό 

πολλαπλότητα  , μύα απλό και ςυμπαγό ομϊδα βαθμύδασ   και μύα ακϋραιη 

παρϊμετρο  . Σότε, η δρϊςη που αντιςτοιχεύ ςε μύα μορφό ςυνοχόσ βαθμύδασ 

  (ωσ προσ την ομϊδα   πϊντα) θα δύνεται ωσ: 
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   [ ]  ∫         
 

 
      

 

 

 

Οι παρατηρηςιακού τελεςτϋσ καταςκευϊζονται απλούςτερα, όπωσ για 

παρϊδειγμα από τελεςτϋσ που δεν εμπεριϋχουν την μετρικό    .  Ένα 

ςημαντικό ςύνολο τϋτοιων παρατηρηςιακών τελεςτών ςτην θεωρύα αυτό 

αποτελεύται από το ύχνοσ τησ ολονομύασ μιασ μορφόσ ςυνοχόσ βαθμύδοσ  , ςε 

κϊποια αναπαρϊςταςη   γύρω από ϋναν  -βρόχο   (ο κύκλοσ Wilson που 

ορύςαμε πιο πϊνω): 

   (       )          ∫ 
 

 

Σότε, οι αναμενόμενεσ τιμϋσ κενού θα απαριθμούνται μϋςω των 

αναπαραςτϊςεων    και των εμφυτεύςεων     
   . Δηλαδό,  

 

⟨    
  

∫  
       

  
∫  
  ⟩  ∫ [  ]    

  
∫  
       

  
∫  
   

  
  

   [ ] 

 

Η μη-διαταραγμϋνη ανϊλυςη τησ θεωρύασ βαθμύδοσ Chern-Simons δεύχνει ότι 

οι αναλλούωτεσ των παρατηρηςιακών τελεςτών        εύναι ουςιαςτικϊ 

αναλλούωτεσ κόμβων και μϊλιςτα πολυωνυμικού τύπου (όπωσ το πολυώνυμο 

Jones), ενώ η αντύςτοιχη διαταραγμϋνη θεώρηςη οδηγεύ ςε ϋνα πλαύςιο που 

ςχετύζεται με τισ αναλλούωτεσ Vassiliev, με τισ οπούεσ θα αςχοληθούμε και 

αργότερα. 

 

 Η δεύτερη περύπτωςη τοπολογικόσ κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου 

ονομϊζεται ςυνομολογιακό θεωρύα τύπου Witten. Εδώ ϋχουμε την ύπαρξη μιασ 

απειροςτόσ ςυμμετρύασ   που ικανοποιεύ τισ παρακϊτω ιδιότητεσ: 
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όπου         θα εύναι ο γνωςτόσ από την Γενικό χετικότητα τανυςτόσ τϊςησ 

ενϋργειασ-ορμόσ και εδώ θα δύνεται ωσ: 

        
 

    
 [  ] 

Σο γεγονόσ ότι η   εύναι βαθμωτό και ολικό ςυμμετρύα για τισ παραπϊνω 

εξιςώςεισ οδηγεύ ςτο ςυμπϋραςμα ότι οι μεταςχηματιςμού των πεδύων εύναι 

τϋτοιοι ϋτςι ώςτε   [  ]    και     
      . Σότε όμωσ για τισ 

αναμενόμενεσ τιμϋσ κενού θα ϋχουμε: 

 

    
⟨   

   
    

⟩   ∫  [  ]   
       

        
        

  [  ] 

  ∫  [  ] (   
       

        
        

  [  ])     

και αυτό ακριβώσ το γεγονόσ (δεδομϋνου ότι το μϋτρο  , η δρϊςη   εύναι  -

αναλλούωτη και οι παρατηρηςιακού τελεςτϋσ εύναι ανεξϊρτητοι τησ μετρικόσ) 

καθιςτϊ την θεωρύα τοπολογικό ςύμφωνα με τον οριςμό ςτην αρχό τησ 

ενότητασ. Επύςησ, θα μπορούςαμε να θεωρόςουμε μια πιο ευρεύα κλϊςη 

τελεςτών που ικανοποιούν την εξόσ ςχϋςη: 

 

    
          

  
     

Ο κύριοσ αντιπρόςωποσ των θεωριών τύπου Witten, εύναι η θεωρύα 

Donaldson-Witten,  η οπούα μπορεύ να θεωρηθεύ ωσ μια εκδοχό ςυςτραμμϋνησ 

    υπερςυμμετρικόσ θεωρύασ Yang-Mills. Οι περιςςότερεσ από αυτϋσ τισ 

τοπολογικϋσ κβαντικϋσ θεωρύεσ πεδύου αυτού του ςυνομολογιακού τύπου, 

πρϋπει να ικανοποιούν τη ςχϋςη: 

 [  ]          

όπου   κϊποιο ςυναρτηςοειδϋσ.  Η ςχϋςη αυτό ςημαύνει ότι οι τοπολογικού 

παρατηρηςιακού τελεςτϋσ τησ θεωρύασ (και ςυγκεκριμϋνα η ςυνϊρτηςη 
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διαμεριςμού καθ’ευατό) θα εύναι ανεξϊρτητεσ τησ τιμόσ τησ ςταθερϊσ 

ςυζεύξεωσ. Για παρϊδειγμα, ασ θεωρόςουμε την εξόσ VEV: 

⟨   
    

      
⟩  ∫  [  ]   

       
        

     
 

 
   [  ]

 

Αν εκτελϋςουμε ϋναν μεταςχηματιςμό για τη ςταθερϊ ςύζευξησ, ϋςτω: 

 

  
 

 
 

 

  
   

Σότε, μϋχρι την πρώτη τϊξη του Δ, θα εύναι: 

⟨   
    

      
⟩   ∫  [  ]    

       
        

          
 

 
   [  ]

  

Οπότε, οποιοςδόποτε παρατηρηςιακόσ τελεςτόσ δύναται να υπολογιςτεύ 

τόςο ςτο αςθενϋσ όριο τησ ςταθερϊσ ςύζευξησ       όςο και ςτο ιςχυρό 

   .  

 Σο 1988, ο Witten ϋδειξε πωσ μπορεύ κανεύσ να ςυνϊγει τα πολυώνυμα 

Donaldson       ωσ ςυναρτόςεισ ςυςχετιςμού (correlation functions) ςε μύα 

BRST (Becchi-Rouet-Stora-Tyutin) υπερςυμμετρικό τοπολογικό κβαντικό 

θεωρύα πεδύου. Η δρϊςη ςε αυτό τη θεωρύα θα εύναι: 

  ∫    √     
 

 
    

  

 

 
 

 
   

     
 

 
    

         
        

 

 
 

 
 [     

   ]  
 

 
 [    

 ]  
 

 
 [   ]  

 

 
[   ]   

όπου     η καμπυλότητα τησ μορφόσ ςυνοχόσ   ,       πεδύα χωρύσ 

ιδιοςτροφορμό τα οπούα μηδενύζονται για μη-αναγώγιμεσ μορφϋσ ςυνοχόσ 

και            τα πεδύα που περιϋχουν τισ ςυνιςτώςεσ των 0-μορφών, 1-

μορφών και αυτο-δυώκών 2-μορφών αντύςτοιχα. 

 

Η επιλογό των πεδύων εύναι εξαιρετικϊ ςημαντικό καθώσ η anti-

instanton εκδοχό ενόσ ελλειπτικού instanton ςυμπλόκου παραμόρφωςησ 
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(που χρηςιμοποιεύται για τον υπολογιςμό του      ) ςυμβαύνει να περιϋχει 

ακριβώσ αυτϊ τα πεδύα. Δηλαδό, ακόμα και αν η   περιϋχει μια μετρικό  , οι 

ςυναρτόςεισ ςυςχετιςμού τησ (όπου       οι BRST μεταθϋτεσ): 

        

  

  
         

θα εύναι ανεξϊρτητεσ αυτόσ τησ μετρικόσ. Δεν εύναι τυχαύο που εδώ 

ςχετύζονται και με τον τανυςτό ενϋργειασ-ορμόσ. Η ανεξαρτηςύα αυτό, εύναι 

που καθιςτϊ και την   τοπολογικό ωσ θεωρύα πεδύου. Με τη θεωρύα αυτό 

μπορούμε να αποδεύξουμε ότι αυτϋσ οι ςυναρτόςεισ ςυςχετιςμού εύναι 

ανεξϊρτητεσ από τη ςύζευξη βαθμύδασ και ϊρα υπολογύςιμεσ ςε κϊποιο μικρό 

όριο ςύζευξησ ςτο οπούο τα ςυναρτηςιακϊ ολοκληρώματα κυριαρχούνται 

από τα (κλαςικϊ) ελϊχιςτα τησ  , όπου για το    δεν εύναι τύποτε αλλό από τα 

instantons:          
 . Αναπτύςςοντασ τα πεδύα γύρω από τα ελϊχιςτα 

αυτϊ (εώσ κϊποιουσ τετραγωνικούσ όρουσ) και εκτελώντασ μερικούσ 

υπολογιςμούσ Γκαουςιανών ολοκληρωμϊτων, υπολογύζουμε τισ ςυναρτόςεισ 

ςυςχετιςμού. Πιο αναλυτικϊ, εϊν ⟨ ⟩  ∫           εύναι μύα ςυνϊρτηςη 

ςυςχετιςμού, όπου   μια ςυλλογό από πεδύα ςτην   και      κϊποιο 

πολυώνυμο ςε αυτϊ τα πεδύα. Σότε, οι μηδενικϋσ καταςτϊςεισ ςτο ανϊπτυγμα 

παραπϊνω θα εύναι εφαπτομϋνεσ ςτο χώρο moduli    ! Άρα, αν η κατϊ    

ολοκλόρωςη εκφραςτεύ ωσ ολοκλόρωμα επύ των καταςτϊςεων, όλεσ οι μη-

μηδενικϋσ καταςτϊςεισ ολοκληρώνονται πρώτεσ αφόνοντασ πύςω μύα 

πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ ολοκλόρωςη επύ      . Η Γκαουςιανό 

ολοκλόρωςη αυτό θα εύναι απλϊ ϋνα πηλύκο οριζουςών μεταξύ 

μποζονύων/φερμιονύων που η υπερςυμμετρύα αναγκϊζει να εύναι    (καθώσ 

οι ιδιοτιμϋσ μποζονύων και φερμιονύων εύναι ύςεσ κατϊ ζεύγη).  Άρα τελικϊ, 

⟨ ⟩  ∫   
  

 

με    μύα  -διαφορικό μορφό ςτο    με        , και ϋτςι οδηγούμαςτε 

κατϊ φυςικό τρόπο ξανϊ ςτα πολυώνυμα Donaldson. 
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5.4. Ομολογύα Floer και πολυώνυμο Jones  
 

 Έχουμε όδη δει ςτην πρώτη ενότητα για τισ εφαρμογϋσ τησ θεωρύασ 

κόμβων ςτη Υυςικό του 19ου αιώνα. Κϊναμε επύςησ μύα νύξη για το 

πολυώνυμο Jones       ωσ πολυωνυμικό αναλλούωτη κόμβων και κρύκων 

αλλϊ και για τη θριαμβευτικό χρόςη του προσ απόδειξη των εικαςιών Tait. Σο 

πολυώνυμο αυτό οφεύλει την ύπαρξη του ςε ςυγκεκριμϋνεσ αναπαραςτϊςεισ 

πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ αλγεβρών von Neumann   . Υαύνεται μϊλιςτα, πωσ 

οι ϊλγεβρεσ αυτϋσ εύχαν ερευνηθεύ από φυςικό ςκοπιϊ πολύ πριν τον Jones, 

για παρϊδειγμα ςτα μοντϋλα Potts (πολυώνυμο Tutte-Whitney), ςτα μοντϋλα 

6-κόμβων (ice-type model) αλλϊ και ςτην ανϊδειξη τοπολογικών μοντϋλων 

προσ τη διαςύνδεςη ςτατιςτικόσ μηχανικόσ και ιδιοςτροφορμόσ μϋςα ςε ϋνα 

πλαύςιο τησ κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου. Σο τελευταύο επιτυγχϊνεται με τη 

μελϋτη ανιονύων (anyons) και τη μεταςτοιχεύωςη τουσ (transmutation) ςε 

επιφϊνειεσ τύπου Dirac (πρβλ. λόμμα ελαςτικόσ λωρύδασ των Dirac-

Finkelstein-Rubinstein). Όλα αυτϊ αποδεικνύουν περύτρανα για ακόμη μύα 

φορϊ, πωσ η ςυνδυαςτικό δομό πολλών μοντϋλων ςτη ςτατιςτικό μηχανικό 

ϋχει τοπολογικϋσ απαρχϋσ. 

 Ο Witten το 1988 κατϊφερε να γενικεύςει το πολυώνυμο Jones και να 

το διατυπώςει με όρουσ από το βαρύ οπλοςτϊςιο τησ τοπολογικόσ κβαντικόσ 

θεωρύασ πεδύου. ημαντικό κύνητρο για αυτό την ανακϊλυψη, όταν μύα νϋα 

αναλλούωτη ομολογύασ για 3-πολλαπλότητεσ από τον Floer λύγο ενωρύτερα, ο 

οπούοσ χρηςιμοπούηςε και αυτόσ instantons και θεωρύα βαθμύδασ. Φονδρικϊ, ο 

Floer θεώρηςε τη ςυμπεριφορϊ μιασ ςυνϊρτηςησ   (που εξαρτϊται από μια 

      μορφό ςυνοχόσ  ) κοντϊ ςτα κρύςιμα ςημεύα τησ. Ουςιαςτικϊ όμωσ, 

αυτό η    εύναι απλϊ μύα ςυνϊρτηςη Chern-Simons που προκύπτει 

ολοκληρώνοντασ τη 2η χαρακτηριςτικό κλϊςη    πϊνω ςε μύα κλειςτό τρι-

πολλαπλότητα  . Έτςι, αν   εύναι ο απειροδιϊςτατοσ χώροσ όλων των 

μορφών ςυνοχόσ  , τότε θα ϋχουμε: 
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∫         

 

 
      

 

 

Φρηςιμοποιώντασ εδώ τη θεωρύα Morse για την  , ο Floer καταλόγει ςε νϋεσ 

ομϊδεσ ομολογύασ       για τη  .  Λόγω τησ αμφότερησ ςχϋςησ που εύχαν 

αυτϋσ οι ομϊδεσ με τη Υυςικό προϋκυψε γρόγορα το εξόσ ερώτημα:  

Άραγε υπϊρχει κϊποια ςύνδεςη ανϊμεςα ςτην ομολογύα Floer και το 

πολυώνυμο Jones; 

Ο Atiyah[22] τότε διαπύςτωςε τισ εξόσ κύριεσ ομοιότητεσ: 

 Και οι δύο ϋννοιεσ αποτελούν τριςδιϊςτατεσ αναλλούωτεσ 

 Εξαρτώνται από ομϊδεσ Lie (π.χ εν γϋνει        ) 

 Εξαρτώνται από τον προςανατολιςμό του τριςδιϊςτατου χώρου 

(ενώ για παρϊδειγμα το πολυώνυμο Alexander, όχι) 

 Σο πολυώνυμο Jones ςχετύζεται ςτενϊ με την     
    , τον τόπο 

γϋννηςησ των d-instantons. 

(ενώ το πολυώνυμο Alexander με την     
      

Έτςι, ο Witten προςπαθώντασ να δώςει μια φυςικό ερμηνεύα ςτα 

αποτελϋςματα του Donaldson, απϊντηςε καταφατικϊ ςτο παραπϊνω 

ερώτημα. Ασ δούμε περύπου πωσ: 

Λόγω ανεξαρτηςύασ τησ δρϊςησ από τη μετρικό ςε μια ΣΚΘΠ, η Φαμιλτονιανό 

ενόσ ςυςτόματοσ θα ϋχει μόνο μηδενικϋσ ιδιοκαταςτϊςεισ και ο χώροσ Hilbert 

θα εύναι ςυνόθωσ πεπεραςμϋνησ διϊςταςησ. Γνωρύζουμε επύςησ πωσ δεν 

υπϊρχουν κατ’εξοχόν δυνϊμεισ (και ϊρα οι ςυμβατικϋσ θεωρύεσ δυναμικόσ 

ςτερούνται εδώ νοόματοσ) αλλϊ ούτε και μετρόςεισ εξ’αποςτϊςεωσ.  ε 

αντιδιαςτολό όμωσ με τα παραπϊνω, η ύπαρξη φαινομϋνων ςόραγγασ μεταξύ 

κενών και ψευδοκενών, δεν εύναι τετριμμϋνη. Έςτω τώρα,   μύα      -μορφό 

ςυνοχόσ και   μύα κλειςτό, ςυμπαγόσ 3-πολλαπλότητα. Η δρϊςη που επϋλεξε 

ο Witten για να καταλόξει ςτο πολυώνυμο Jones δεν όταν ϊλλη από τη δρϊςη 

Chern-Simons, δηλαδό (όπου   η ςταθερϊ ςύζευξησ): 

  
  

    
∫   (     

 

 
     )     
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και ϊρα, η ςυνϊρτηςη διαμεριςμού για αυτό την ΚΘΠ θα εύναι: 

     ∫    
 

  
    ∫   (     

 
 
     )

  

η οπούα θα εύναι από μόνη τησ αναλλούωτη για την   και καλεύται αναλλούωτη 

κατϊ Witten. Για να περϊςουμε τώρα ςτη μελϋτη των κόμβων πρϊττουμε τα 

εξόσ: Έςτω   μύα κλειςτό καμπύλη εμφυτευμϋνη ςτη   ϋτςι ώςτε να 

ςχηματύζει ϋναν κόμβο  . Κϊνοντασ τότε μια παρϊλληλη μεταφορϊ τησ 

μορφόσ ςυνοχόσ   γύρω από τη  , καταςκευϊζουμε τον τελεςτό ολονομύασ 

     , όπωσ ακριβώσ κϊναμε και ςτο φαινόμενο Aharonov-Bohm 

προηγουμϋνωσ. Με τη διαφορϊ όμωσ ότι πλϋον ϋχουμε μύα μη-Αβελιανό 

μορφό ςυνοχόσ και ϊρα για να προκύψει ϋνασ τελεςτόσ αναλλούωτοσ κατϊ 

βαθμύδα πρϋπει να πϊρουμε τον βρόχο Wilson για μύα ςυγκεκριμϋνη 

αναπαρϊςταςη   του  : 

           ∫  
  

Σότε, προκύπτει κατϊ φυςικό τρόπο η εξόσ ςυνϊρτηςη ςυςχετιςμού για τον 

κόμβο  : 

          
 

    
∫           

 
  

    ∫   (     
 
 
     )

  

η οπούα αποδεικνύεται πωσ πρϊγματι καθορύζει το πολυώνυμο Jones       

για τον κόμβο. Επιπρόςθετα, αν εύχαμε παραπϊνω από μύα καμπύλη  , π.χ 

        τότε θα εύχαμε μύα   ςυνιςτώςα κρύκου  , του οπούου το πολύωνυμο 

Jones θα καθοριζόταν από όλεσ εκεύνεσ τισ ςυναρτόςεισ ςυςχετιςμού των #  

βρόχων Wilson: 

           (     )   

 
 

    
∫                      

 
  

    ∫   (     
 
 
     )

  

 

Ενδιαφϋρον εδώ παρουςιϊζει το γεγονόσ, πωσ αν επιςτρϋψει κανεύσ 

ςτην Αβελιανό περύπτωςη, μπορεύ να ανακτόςει τον αριθμό περιϋλιξησ του 
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Gauss! Αν για παρϊδειγμα, η   εύναι απλϊ μύα     -μορφό ςυνοχόσ, τότε η 

     θα εύναι τετραγωνικό ωσ προσ την  , δηλαδό (για   1): 

     
  

  
∫         
 

 

επομϋνωσ, 

           (     )   

 
 

    
∫                      

 
  
    ∫

        
  

Σο τελευταύο ολοκλόρωμα τώρα μπορεύ πλϋον να γραφτεύ με ςυμπλόρωςη 

τετραγώνου (λόγω τησ εκθετικόσ εξϊρτηςησ μιασ «γραμμόσ» Wilson ςτο  ) 

ωσ ϋνα Γκαουςιανό ολοκλόρωμα. Έτςι, υπολογύζοντασ το ςυναρτηςιακό αυτό 

ολοκλόρωμα μϋςω μιασ ςυνϊρτηςησ Green για      πλϋον, παύρνουμε: 

           (     )     
 

  
    ∑      ∫    ∫    

  
 
      

        

 
      

του οπούου πρϊγματι ο λογϊριθμοσ δύνει τον αριθμό περιϋλιξησ Gauss, 

αποδεικνύοντασ ξανϊ το βαθύ φυςικό του περιεχόμενο. Από την ϊλλη 

πλευρϊ,  ςτη μη-Αβελιανό περύπτωςη, μελετώντασ το αςθενϋσ όριο ςύζευξησ 

  (ό ιςοδύναμα το όριο μεγϊλου  ) καταλόγουμε ξανϊ ςε ϋνα τετραγωνικό 

ςυναρτηςιακό ολοκλόρωμα Feynman. Από εδώ μπορούμε πλϋον να 

ςυνϊγουμε μύα νϋα διαφορικό τοπολογικό αναλλούωτη τησ μορφόσ ςυνοχόσ   

ςτην  , γνωςτό και ωσ αναλυτικό ςτρϋψη Ray-Singer ό πιο απλϊ R-torsion 

από τον Reidemeister που την χρηςιμοποιόςε αρχικϊ για να 

κατηγοριοποιόςει όλουσ τουσ τριςδιϊςτατουσ φακοειδόσ χώρουσ (lens 

spaces). Πλϋον, λόγω ςυμπαγούσ εμφύτευςησ, η αναζότηςη αναλλοιώτων για 

3-πολλαπλότητεσ θα εύναι ιςοδύναμη με την αναζότηςη αναλλοιώτων για 

κόμβουσ.  
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6. Θεωρύα Morse και Θεωρύα Τπερχορδών 
 

6.1. Ανιςότητεσ Morse 

 
 Αν ϋχουμε μια ςυμπαγό πολλαπλότητα   χωρύσ ςύνορο και μύα λεύα 
ςυνϊρτηςη       τότε ανϊλογα με το εύδοσ των κρύςιμων ςημεύων, η 
θεωρύα Morse επιτυγχϊνει να τα ςυςχετύςει με την τοπολογύα τησ    Αυτό 
ϋχει ωσ ςυνϋπεια την εύρεςη πολλών ςυνομολογιακών δεδομϋνων που 
δύναται να χρηςιμοποιηθούν ωσ τοπολογικϋσ αναλλούωτεσ. Με ϊλλα λόγια, 
χρηςιμοποιώντασ απλϋσ ςυναρτόςεισ για τισ οπούεσ τα κρύςιμα ςημεύα 
μπορούν να βρεθούν, παύρνουμε πληροφορύεσ για την τοπολογύα του   αλλϊ 
και αντύςτροφα, αν η ςυνϊρτηςη   τυγχϊνει να εύναι πολύπλοκη και η 
τοπολογύα τησ   επαρκώσ κατανοόςιμη μπορούμε να χρηςιμοποιόςουμε την 
τοπολογύα για να βρούμε τα κρύςιμα ςημεύα. Ασ ρύξουμε τώρα όμωσ μύα πιο 
αναλυτικό ματιϊ: Έςτω   μύα ςυνϊρτηςη Morse. Αυτό ςημαύνει ότι κϊθε 
κρύςιμο ςημεύο τησ εύναι μη-εκφυλιςμϋνο. Δηλαδό, υπϊρχει για αυτό το 
ςημεύο ο αντύςτροφοσ πύνακασ Hesse των δευτϋρων παραγώγων, δηλαδό: 
 

                                  
   

      
      

 
Κϊθε τϋτοιο κρύςιμο ςημεύο   φϋρει μαζύ του ϋναν δεύκτη    που ορύζεται να 

εύναι το πλόθοσ των αρνητικών ιδιοτιμών του πύνακα Hesse. Σότε, 
αντιςτοιχούμε ςτην   την λεγόμενη ςειρϊ Morse: 
 

      ∑   
  

        

 ∑   
 

 

 

 
ενώ η τοπολογύα τησ   θα προκύπτει από τη ςειρϊ Poincaré: 
 

      ∑              ∑   
 

 

   

 

   

 

 
Tότε, το θεμελιώδεσ θεώρημα Morse ιςχυρύζεται ότι: 
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Σο γεγονόσ αυτό ϋχει πολλϋσ και εκπληκτικϋσ ςυνϋπειεσ. Η απλούςτερη εύναι 
οι ςχϋςεισ:          που εύναι γνωςτϋσ και ωσ ανιςότητεσ Morse. Δηλαδό, 
το πλόθοσ των κρύςιμων ςημεύων με δεύκτη   εύναι κϊτω φραγμϋνο από τουσ 
αριθμούσ Betti! 

 

6.2. Τπερςυμμετρικό Κβαντομηχανικό μϋςω θεωρύασ 

Morse 

 
 To 1982, o Witten καταςκεύαςε μύα κβαντομηχανικό εκδοχό τησ 
θεωρύασ Morse χρηςιμοποιώντασ τη θεωρύα ομολογύασ κατϊ Floer και το 
πολυώνυμο Jones, δύνοντασ ϋτςι μύα εναλλακτικό κβαντομηχανικό απόδειξη 
των ανιςοτότων του Morse. Ασ δούμε χονδρικϊ πωσ: 
  
 Έςτω ότι η Φαμιλτονιανό εύναι η Λαπλαςιανό κατϊ Hodge ςτισ μορφϋσ: 
 

                        

 
Σότε, τα μποζόνια και οι υπερςυμμετρικού φερμιονικού τουσ ςύντροφοι θα 
εύναι οι χώροι       αντύςτοιχα, που δημιουργούνται από τισ ϊρτιεσ και 
περιττϋσ μορφϋσ: 
 

              

         
        

 
ενώ η υπερςυμμετρικό ϊλγεβρα θα ϋχει ωσ γεννότορεσ τουσ τελεςτϋσ: 
 

        
           

 
Σότε, μπορούμε να ειςϊγουμε μύα ςυνϊρτηςη Morse   ςτο μοντϋλο χωρύσ να 
αλλϊξει η ϊλγεβρα αντικαθιςτώντασ όπου   το ςυζυγϋσ            . Πλϋον, 
η απόδειξη των ανιςοτότων του Morse βαςύζεται ςτην ανϊλυςη του 
φϊςματοσ τησ καινούργιασ Φαμιλτονιανόσ: 
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Για να ςυμβεύ όμωσ αυτό, χρειϊζεται περιςςότερη “φυςικό” πληροφορύα. Και 
εδώ ακριβώσ μπορούν να χρηςιμοποιηθούν κβαντικϊ φαινόμενα ςόραγγασ 
μεταξύ των κρύςιμων ςημεύων τησ  . Έπειτα, θεωρούμε το       ωσ 
διανυςματικό πεδύο ςτη   και μελετϊμε τισ ολοκληρωτικϋσ καμπύλεσ του, 

δηλαδό τισ λύςεισ      τησ διαφορικόσ εξύςωςησ 
 

  
            (    )  

 
 Όμωσ, για τη γενύκευςη των αποτελεςμϊτων ςε χώρουσ απεύρων 
διαςτϊςεων (όπωσ μασ επιβϊλλει μια ΚΘΠ), χρειϊζεται κανεύσ την ομολογύα 
Floer. Έςτω λοιπόν μύα ςυνϊρτηςη τύπου Chern-Simons: 
 

        
 

        
 

   
∫         

 

 
      

 

 

 
Σότε, επειδό τα κρύςιμα ςημεύα τησ   θα δύνονται μϋςω τησ εξωτερικόσ 
παραγώγου που δρα ςτο χώρο   των      -μορφών ςυνοχόσ ςτη  , ϋπεται 
ότι αν το   εύναι κρύςιμο ςημεύο τότε: 
  

        
 
ϊρα 

              
 

   ∫             
 

  

 
οπότε,  

            
    

   
  

 
Αυτό ςημαύνει ότι τα κρύςιμα ςημεύα τησ ςυνϊρτηςησ εύναι οι επύπεδεσ μορφϋσ 
ςυνοχόσ ςτη   και αφού          οι μορφϋσ αυτϋσ ςτη   θα εύναι μη-
τετριμμϋνεσ, αφού θα ϋχουν μη-μηδενικό ολονομύα γύρω από μύα μη-
τετριμμϋνη κλειςτό καμπύλη. Η ολονομύα κϊθε επύπεδησ μορφόσ ςυνοχόσ θα 
εύναι επομϋνωσ ϋνα ςτοιχεύο τησ       που παραμετροποιεύται από μύα 
καμπύλη ςτη  . Και ϊρα, θα αποτελϋςει μύα αναπαρϊςταςη τησ       ςτη 
     , ενώ ο χώροσ όλων των μη-ιςοδυνϊμων τϋτοιων αναπαραςτϊςεων θα 
εύναι ο χώροσ πηλύκο: 
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       (           )             

 
Έχοντασ βρει πλϋον ϋνα κρύςιμο ςημεύο, η θεωρύα Morse απαιτεύ να 
υπολογύςουμε το δεύκτη του και κατϊ ςυνϋπεια πρϋπει να υπολογύςουμε την 
Φεςςιανό τησ    Όμωσ, επειδό βριςκόμαςτε ςε ϊπειρεσ διαςτϊςεισ, ο δεύκτησ 
πιθανόν να εύναι ϊπειροσ αφού ο τελεςτόσ θα εύναι μη-φραγμϋνοσ από κϊτω. 
ε αυτό το ςημεύο, ο Floer, ςκϋφτηκε ότι ουςιαςτικϊ χρειαζόμαςτε μόνο ϋναν 
“ςχετικό δεύκτη” που μπορεύ να υπολογιςτεύ από τη φαςματικό ροό και το 
θεώρημα δεύκτη των Atiyah-Singer τησ θεωρύασ-Κ. 
 
 Έςτω δύο κρύςιμα ςημεύα    και    ςτο    Σα ενώνουμε τότε με μύα 

διαδρομό      μϋςω τησ μεθόδου καθόδου: 
 

  
                  όπου ο 

τελεςτόσ      θα δρα ςτον χώρο    Έτςι, μπορούμε να καταςκευϊςουμε ϋνα 
ομολογικό ςύμπλοκο αλλϊ και τισ ομολογικϋσ ομϊδεσ        ακολούθωσ. 

Όμωσ, η τοπολογύα εδώ μασ δεύχνει πωσ ο ςχετικόσ δεύκτησ Morse τησ   εύναι 
καλϊ οριςμϋνοσ μόνο για       Σο γεγονόσ ότι οι        εύναι graded      

ςυνεπϊγεται ότι υπϊρχουν μόνο οκτώ ομολογιακϋσ ομϊδασ με   [   ]  
 
 Επιςτρϋφοντασ τώρα για λύγο ςτουσ κόμβουσ, αναφϋρουμε πωσ ο 
Vassiliev το ϋτοσ 1990, καταςκεύαςε μύα τερϊςτια κλϊςη από αναλλούωτεσ 
κόμβων χρηςιμοποιώντασ τη θεωρύα ιδιομορφιών. Αρχικϊ, πρϋπει να 
θυμηθούμε ότι ϋνασ κόμβοσ εύναι απλϊ μύα λεύα εμφύτευςη         και 
επομϋνωσ,                 Όμωσ, αφού μύα απεικόνιςη κόμβου δεν 
επιτρϋπεται να εύναι ούτε ιδιϊζουςα ούτε να τϋμνει τον εαυτό τησ, ϋπεται ότι 
δεν εύναι και κϊθε ςτοιχεύο του χώρου   κόμβοσ. Έςτω λοιπόν,     o 
υπόχωροσ που περιϋχει εύτε τισ τομϋσ εύτε τισ ιδιϊζουςεσ αυτϋσ απεικονύςεισ. 
Σότε, το ςυμπλόρωμα     θα εύναι ο υπόχωροσ των κόμβων. Επειδό τώρα, 
κϊθε ςτοιχεύο του   μπορεύ μϋςω μύασ μονοπαραμετρικόσ παραμόρφωςησ να 
γύνει λεύο, η   θα εύναι μύα υπερεπιφϊνεια ςτο   η οπούα ονομϊζεται 
διακρύνουςα. 
Άρα, η διακρύνουςα θα τϋμνει το     ςε διαφορετικϋσ ςυνεκτικϋσ 
ςυνιςτώςεσ. Προφανώσ, όλοι οι κόμβοι ςτην ύδια ςυνεκτικό ςυνιςτώςα 
δύνανται να παραμορφωθούν ο ϋνασ ςτον ϊλλο και ϊρα εύναι ιςοτοπικού . 
Έτςι, κϊτω από αυτό την ϋννοια ιςοδυναμύασ, κϊθε αναλλούωτη κόμβου 
ορύζεται να εύναι μύα ςυνϊρτηςη η οπούα θα εύναι ςταθερό ςε κϊθε ςυνεκτικό 
ςυνιςτώςα του    . Καθύςταται ϋτςι ςαφϋσ ότι η καταςκευό όλων των 
αριθμητικών αναλλοιώτων κόμβων ιςοδυναμεύ με την ανύχνευςη όλων αυτών 
των ςυναρτόςεων ςτο     που ϋχουν την παραπϊνω ιδιότητα. Όμωσ, λόγω 
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τησ τοπολογύασ, η δεύτερη διαδικαςύα δεν εύναι τύποτε ϊλλο παρϊ η μηδενικό 
ςυνομολογύα τησ    , δηλαδό: 
 
                                                                 
 
Έτςι, ο Vassiliev δύνει ϋναν τρόπο υπολογιςμού των περιςςοτϋρων από 
αυτών -αν όχι όλων- ςε πλαύςια ςτενϊ ςυνυφαςμϋνα με τη φυςικό των 
κβαντικών αναλλοιώτων πλεξύδων. 
 
 

6.3. Δυώκότητεσ, κατοπτρικό ςυμμετρύα και 

πολλαπλότητεσ Calabi-Yau 

 
 Η τοπολογύα διειςδύει ςτη θεωρύα Φορδών κατϊ ϋνα μϊλλον προφανό 
τρόπο, καθώσ μύα κινούμενη χορδό “ςαρώνει” ςτο πϋραςμα τησ μύα 
διδιϊςτατη κοςμικό επιφϊνεια. υμβαύνει δε, ςτην κβαντομηχανικό όλεσ 
αυτϋσ οι επιφϊνειεσ να πρϋπει να προςτεθούν μαζύ ανεξαρτότωσ τησ 
τοπολογύασ τουσ. Αυτό οδηγεύ ςε μύα ϋκφραςη του Polyakov, για τη 
ςυνϊρτηςη διαμεριςμού μιασ μποζονικόσ χορδόσ (όπου ό αθροιςη γύνεται 
πϊνω ςε όλα τα γϋνη   των επιφανειών Riemann  : 
 

   ∑∫ 
 

       
 
 ∫ ⟨     ⟩   ∑   

 

    

 

 
με                          η θϋςη τησ χορδόσ ωσ εμφύτευςη του   ςτο 
 -διϊςτατο χωρόχρονο  .  
Εύναι πλϋον γνωςτό (χϊρη ςτην παρατόρηςη του Veneziano για τη ςχϋςη τησ 
ςυναρτόςεωσ Βότα του Euler με το πεδύο dilaton) πωσ η θεωρύα αυτό εύναι 
ςυμμορφικϊ αναλλούωτη μόνο για     . Αν βϋβαια, προςτεθούν  και τα 
φερμιόνια τότε η “κρύςιμη” αυτό διϊςταςη αλλϊζει λόγω υπερςυμμετρύασ ςε 
    . Η θεωρύα Φορδών εύναι επύςησ μύα διδιϊςτατη και ςυμμορφικϊ 
αναλλούωτη θεωρύα πεδύου (CFT) και από τον καιρό τησ αξιωματικοπούηςησ 
τησ από τον Segal, ςχετύζεται με πολλϋσ ςημαντικϋσ δομϋσ από τη θεωρύα 
αναπαραςτϊςεων απειροδιϊςτατων όμαδων όπωσ τισ               και 
        , τισ ϊλγεβρεσ Kac-Moody και τισ κβαντικϋσ ομϊδεσ.  
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Με την ειςαγωγό τησ Τπερςυμμετρύασ ςτισ εξιςώςεισ τησ, το 1980 χϊρη 
ςτισ εργαςύεσ των Green, Schwarz και Witten, η θεωρύα χορδών απϋκτηςε μύα 
ιδιαύτερη θϋςη ςτη ςύγχρονη φυςικό υποατομικών ςωματιδύων. Και αυτό 
γιατύ κατϊφεραν να διακρύνουν μόλισ   από τα απειρϊ δυνατϊ εύδη θεωριών 
χορδών (πρόβλημα του τοπύου) μϋςω ενόσ μηχανιςμού διαγραφόσ 
ανωμαλιών βαθμύδασ. Εδώ ωσ ανωμαλύα εννοεύται ϋνα αυθαύρετο ςπϊςιμο 
ςυμμετρύασ βαθμύδοσ όταν επιχειρηθεύ η ςύζευξη ενόσ πεδύου βαθμύδασ με 
χειρόςτροφα φερμιόνια. Αυτϋσ οι υπερςυμμετρικϋσ,   -διϊςτατεσ θεωρύεσ 
ονομϊζονται αντύςτοιχα:                                           . 
Σο χαμηλό ενεργειακό όριο τησ θεωρύασ Τπερχορδών πλϋον, αυτοςκοπεύ ςτο 
να αποτελϋςει μύα ςυμβατικό ΚΘΠ που θα δύναται να περιγρϊψει όλεσ τισ 
γνωςτϋσ μϋχρι τώρα αλληλεπιδρϊςεισ του ύμπαντοσ, ςυμπεριλαμβανομϋνου 
και τησ βαρύτητασ (π.χ κβαντικό βαρύτητα), οδηγούμενοι ϋτςι ςτη Μεγϊλη 
Ενοποιημϋνη Θεωρύα, κοινώσ GUT. Από αυτϋσ τισ    διαςτϊςεισ, μόνο οι   
εύναι ϊμεςα παρατηρόςιμεσ, ενώ οι υπόλοιπεσ   φαύνεται να αποτελούν ϋνα 
μικρό (μικρό ωσ προσ τη κλύμακα των χορδών) και ςυμπαγό  -διϊςτατο 
χώρο, ϋςτω      

 

 
 
Σην επιλογό για αυτόν τον χώρο αποτελεύ μύα  -διϊςτατη μιγαδικό 
πολλαπλότητα Calabi-Yau, η οπούα εύναι μύα πολλαπλότητα Kähler με ομϊδα 
ολονομύασ που περιϋχεται ςτην      . Σϋτοιου εύδουσ πολλαπλότητεσ, 
ςχετύζονται ϊμεςα με μύα ςημαντικό ϋννοια τησ αλγεβρικόσ γεωμετρύασ που 
καλεύται “κατοπτρικό ςυμμετρύα”. Η κατοπτρικό ςυμμετρύα αναφϋρεται ςτην 
ιδιότητα των πολλαπλοτότων Calabi-Yau να υπϊρχουν ωσ δυώκϊ ζεύγη, για τα 
οπούα αρχικϊ δημιουργόθηκε η υπόθεςη πωσ δύνουν αμιγώσ ιςοδύναμεσ 
θεωρύεσ χορδών. Σα ζεύγη αυτϊ καλούνται αντύςτοιχα κατοπτρικϋσ 
πολλαπλότητεσ (mirror manifolds) και η ςυμμετρύα μεταξύ τουσ μπορεύ να 
εννοηθεύ εύκολα ωσ η διαδικαςύα ενόσ ςυγκεκριμϋνου μεταςχηματιςμού. 
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Μϊλιςτα, εύναι δυνατόν ϋνα πρόβλημα (για παρϊδειγμα η ανεύρεςη του 
πλόθουσ   καμπυλών ςυγκεκριμϋνου βαθμού   και γϋνουσ  ) πϊνω ςε μύα 
πολλαπλότητα Calabi-Yau, να επιλύεται ευκολότερα και ιςοδυνϊμωσ ςτη 
δυώκό. Έςτω     Calabi-Yau μιγαδικϋσ πολλαπλότητεσ με       
        και αριθμούσ Hodge τησ  : 

 

               
 ̅

     
                

 
όπου  

 ̅

     
 οι ομϊδεσ ςυνομολογύασ Dolbeault και    οι ολομορφικϋσ  -

μορφϋσ φυλλοποιόςεων ςτη Μ. Σότε, ςυμβαύνει να ϋχουμε ανϊκλαςη ωσ προσ 

τη διαγώνιο του “διαμαντιού” Hodge που παρϊγεται από τουσ       , δηλαδό: 
 

                      
 
Όμωσ, αυτό η ανακλαςτικό ιδιότητα των αριθμών Hodge, δεν επαρκεύ για να 
χαρακτηρύςουμε τα     δυώκϊ. Πρϋπει επύςησ να αποδειχθεύ ότι οι 
αντύςτοιχεσ ςύμμορφεσ θεωρύεσ πεδύου τουσ εύναι ύδιεσ.  Κατϊ το 1994,  
βρϋθηκαν και ϊλλα εύδη δυώκοτότων. Οι Montonen και Olive εμπνευςμϋνοι 
από την ημικλαςικό ανϊλυςη των δυονύων ςε πεδύα βαθμύδασ, πρότειναν μύα 
δυώκότητα ανϊμεςα ςτα μαγνητικϊ μονόπολα και ςτα πεδύα βαθμύδασ. Έςτω 
  η ςύζευξη του πεδύου βαθμύδασ και V η αναμενόμενη τιμό κενού για ϋνα 
πεδύο Higgs. Σότε, ϋνα δυόνιο με κβαντικούσ αριθμούσ       θα ϋχει μϊζα: 
 

         
    

  
    

 
Αν τώρα εκτελϋςουμε τουσ μεταςχηματιςμούσ: 
 

   
 

 
 

  
 
↔  

   
   

  
 

      (την ομϊδα βαθμύδασ με δυώκό βϊροσ πλϋγματοσ) 
 

τότε η πολλαπλότητα   παρϊμενει αναλλούωτη! Οι Montonen-Olive τότε 
εύκαςαν πωσ οι δύο ΚΘΠ αποτελούςαν απλϊ δυώκϋσ όψεισ μιασ ενιαύασ 
κβαντικόσ θεωρύασ για τα δυόνια. Αυτό όταν πολύ ελκυςτικό ωσ ςκϋψη, 
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καθώσ η εναλλαγό μεταξύ   και 
 

 
 εύναι ουςιαςτικϊ μια εναλλαγό ιςχυρούσ και 

αςθενούσ ςύζευξησ. Οπότε, ο εύκολοσ υπολογιςμόσ ςτο αςθενϋσ όριο θα 
ςυνεπαγόταν αυτόματα την πλόρη γνώςη για το αντύςτοιχο ιςχυρό. Έτςι, ςε 
μύα υποψόφια θεωρύα όπωσ η     SUSY θεωρύα βαθμύδασ, το ηλεκτρικό και 
μαγνητικό φορτύο καθώσ και η γωνύα διϊςπαςησ    τησ ςυνδυαςμϋνησ 
ςυμμετρύασ φορτύου-χωροαντιςτροφόσ    για το πλϋγμα του δυονύου, 
μπορούν να ςυγχωνευθούν ςαν μύα μιγαδικό μεταβλητό, ωσ εξόσ: 
 

              
 

όπου   
 

  
 

   

  
. Επιπροςθϋτωσ, η γωνύα   επιτρϋπει την εναλλαγό τησ    

ςυμμετρύασ να γενικευτεύ ςτην         με τουσ μεταςχηματιςμούσ Möbius. 
Εν γϋνει, ςτη θεωρύα υπερχορδών θεωρεύ κανεύσ πωσ η τελευταύα αυτό 
ςυμμετρύα μαζύ με την κατοπτρικό εύναι απλϊ εκφϊνςεισ χαμηλόσ ενϋργειασ 
μιασ τρόπον τινϊ πλουςιότερησ ςυμμετρύασ. υγκεκριμϋνα ζεύγη από τισ 
πϋντε βαςικϋσ θεωρύεσ Τπερχορδών υποχρεώνονται να εύναι δυώκϋσ η μύα ωσ 
προσ την ϊλλη. Ίςωσ μϊλιςτα αυτϋσ οι πϋντε θεωρύεσ να αποτελούν 
διαφορετικϋσ εκδοχϋσ μιασ ενιαύασ  -διϊςτατησ θεωρύασ υπερεπιφανειών  -
βρανών (ϊρα ςύνολο   -διϊςταςεισ), γνωςτό και ωσ θεωρύα  .  Η θεωρύα 
αυτό παρουςιϊζει εξαιρετικό ενδιαφϋρον από ϊποψη Μαθηματικών καθώσ 
εδώ η τοπολογικό φύςη του χωροχρόνου ςχετύζεται ςτενϊ με τον κλϊδο τησ 
μη-μεταθετικόσ γεωμετρύασ του Connes.  
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7. Επύλογοσ 

 
Σον αιώνα που μασ πϋραςε, αμϋςωσ μετϊ τισ επιτυχύεσ τησ 

κβαντομηχανικόσ και τησ ςχετικότητασ, η κβαντικό θεωρύα πεδύου 
αντιμετώπιςε μερικϊ μαθηματικϊ εμπόδια εξαιρετικόσ δυςκολύασ. Η 
προςπϊθεια τησ επιςτημονικόσ κοινότητασ να τα υπερβεύ οδόγηςε ςτη 
δημιουργύα του κλϊδου τησ αξιωματικόσ κβαντικόσ θεωρύασ πεδύου. Η 
κεντρικό ιδϋα ςε αυτό την κατεύθυνςη όταν να προςεγγιςτεύ κϊθε πρόβλημα 
με τα πιο ςύγχρονα εργαλεύα που όταν διαθϋςιμα ςτο οπλοςτϊςιο των 
Μαθηματικών και δη και τησ ανϊλυςησ. Εύναι πλϋον αδιαμφιςβότητο το 
γεγονόσ πωσ τα προβλόματα αυτϊ φωτύζονται ακόμη περιςςότερο αν 
χρηςιμοποιηθούν επιπροςθϋτωσ ϋννοιεσ τησ διαφορικόσ τοπολογύασ.  ΄Ενα 
παρϊδειγμα εύναι οι εφαρμογϋσ των τοπολογικών αναλλοιώτων ςτισ 
υποψόφιεσ θεωρύεσ κβαντικόσ βαρύτητασ που ενδεχομϋνωσ να οδηγόςουν τη 
Υυςικό ςε μύα Μεγϊλη Ενοποιημϋνη Θεωρύα (GUT) πϋρα από το Καθιερωμϋνο 
Μοντϋλο. Σο πραγματικϊ αξιοςημεύωτο όμωσ εδώ εύναι πωσ δεν 
επωφελόθηκε μόνο η Υυςικό από τα Μαθηματικϊ αλλϊ και το αντύςτροφο, 
πρϊγμα ςπϊνιο για την ιςτορικϊ παρϊλληλη πορεύα των δύο κλϊδων. 
Πρϊγματι, η θεωρύα Yang-Mills αποτϋλεςε τα τελευταύα χρόνια την πηγό για 
μύα πληθώρα αποτελεςμϊτων ςτην τετραδιϊςτατη διαφορικό γεωμετρύα και 
τοπολογύα. Πρϋπει λοιπόν η υγειόσ αυτό αλληλεπύδραςη προσ την από κοινού 
επύλυςη των προβλημϊτων τησ επιςτόμησ να ςυνεχιςτεύ ςε όλα τα επύπεδα 
και γιατύ όχι, να εύναι αυτό η ςυλλογικό προςπϊθεια ςε πεύςμα τησ 
εξειδύκευςησ που θα παύξει τον κυρύαρχο ρόλο ςε κϊθε μελλοντικό μασ 
ϋρευνα.  
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