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Σηµειώσεις στη Θεωρία Κόµβων 

∆ιαµαντής Ιωάννης 

 

 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Έστω 3,A B ⊆ ℝ  και :f A B→  συνάρτηση. Ο f  καλείται οµοιοµορφισµός 

αν είναι ένα προς ένα, συνεχής και έχει συνεχή αντίστροφη εικόνα. Τα σύνολα Α και Β 

καλούνται τότε οµοιοµορφικά. 

 

ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

 

1.  1I D= ⊂ ℝ . 

2.  2 2I I D× = ⊂ ℝ . 

 

 
 

3.  3 3 3 ή I D B∼ . 

 
 

4.  

 
 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Ένας κόµβος Κ είναι µια εµφύτευση του κύκλου 1S  στον χώρο 3
ℝ  ή στην 

σφαίρα 3S . 
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ΟΡΙΣΜΟΣ  Ένας κρίκος L είναι µια εµφύτευση από n  αντίγραφα του 1S  στον χώρο 3
ℝ  

ή στην σφαίρα 3S . 

 

 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ  ∆ύο κόµβοι 1 2,K K  θα ονοµάζονται ισοτοπικοί, όταν υπάρχει 

οµοιοµορφισµός ( ) ( )3 3

1 2 : , ,h S K S K→  τέτοιος ώστε ( )1 2h K K= . Συµβολικά 

γράφουµε 1 2K K∼ . 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Ο τετριµµένος κόµβος και ο κόµβος trefoil είναι οµοιοµορφικοί, όµως 

δεν είναι ισοτοπικοί. Ισοτοπικοί θα ήταν αν το ζεύγος 3
ℝ  µε τον τετριµµένο ήταν 

οµοιοµορφικό µε το ζεύγος 3
ℝ  και τον κόµβο trefoil. 

 

ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ  Να ταξινοµηθούν οι κόµβοι ως προς την έννοια της 

ισοτοπίας. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  Ένας tame κόµβος είναι ισοτοπικός µε µια κλειστή πολυγωνική γραµµή. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

□  
 

  

ΟΡΙΣΜΟΣ  Κινήσεις ∆  στο χώρο (ισοτοπία επιπέδου) καλούνται οι κινήσεις της µορφής 

που παρουσιάζονται στο παρακάτω σχήµα.  

 

 
 

  Έστω ,A B  δύο κοντινά σηµεία ενός κόµβου K . Εισάγουµε ένα σηµείο Γ στο χώρο, 

ώστε η επιφάνεια του ΑΒΓ
△

 να µην τέµνει τον κόµβο. Αντικαθιστούµε το τόξο ( )ΑΒ  

από το ( )ΑΓ+ΓΒ . 
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ΘΕΩΡΗΜΑ  Μία ισοτοπία κόµβων µπορεί να πραγµατοποιηθεί από µία αλληλουχία 

κινήσεων ∆ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

□  

 

 Από τον ορισµό ενός κόµβου προκύπτει ότι οι κόµβοι «ζουν» στις τρεις διαστάσεις. Για 

τη µελέτη τους όµως είναι βολικό να χρησιµοποιούµε την κάθετη προβολή τους σε ένα 

επίπεδο έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω: 

 

1. Οι εφαπτόµενες ευθείες σε όλα τα σηµεία του κόµβου θα πρέπει να προβάλλονται 

πάνω σε ευθείες του επιπέδου προβολής (δηλαδή οι προβολές των εφαπτοµένων 

δεν εκφυλίζονται ποτέ σε σηµείο). 

2. ∆εν προβάλλονται παραπάνω από δύο σηµεία του κόµβου σε ένα σηµείο του 

επιπέδου. 

3. ∆ύο διαφορετικά σηµεία του κόµβου µπορούν να προβληθούν στο ίδιο σηµείο 

του επιπέδου µόνο αν οι προβολές των εφαπτοµένων τους δεν συµπίπτουν. 

4. Το σύνολο των σηµείων διασταύρωσης, στα οποία προβάλλονται δύο σηµεία 

είναι πεπερασµένο. 

 

Για παράδειγµα, δεν επιτρέπονται οι δύο καταστάσεις που φαίνονται στο παρακάτω 

σχήµα. 

 
 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Μία προβολή κόµβου στο επίπεδο, τέτοια ώστε να υπάρχουν µόνο διπλά 

σηµεία (όχι τριπλά) και σε κάθε διασταύρωση να υπάρχει η πληροφορία «πάνω», 

«κάτω», να µην υπάρχουν εφαπτοµενικά σηµεία και να µην υπάρχουν σηµεία 

αναδροµής, ονοµάζεται διάγραµµα κόµβου. 

 

  Το σύνολο των παθολογικών προβολών είναι µέτρου µηδέν στο σύνολο όλων των 

προβολών, όπως φαίνεται από το παρακάτω: 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Μπορεί πάντα να βρεθεί κατάλληλο επίπεδο προβολής ενός κόµβου έτσι 

ώστε να ικανοποιούνται οι παραπάνω συνθήκες. 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

∆ιόρθωση τριπλής διασταύρωσης: 

 
 

∆ιόρθωση εφαπτοµενικού σηµείου: 

 

 
 

∆ιόρθωση σηµείου αναδροµής (cusp): 

 

 
 

□  
 

  Η ισοτοπία στο χώρο µπορεί να µεταφραστεί σε ισοτοπία διαγραµµάτων µέσω του 

παρακάτω θεωρήµατος. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Reidemeister; 1935)  ∆ύο κόµβοι 1 2,K K  είναι ισοτοπικοί αν και µόνο αν 

οποιαδήποτε δύο διαγράµµατά τους ( ) ( )1 2,D K D K  διαφέρουν κατά πεπερασµένο 

πλήθος κινήσεων Reidemeister και ισοτοπιών επιπέδου. 
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  Για την απόδειξη ο Reidemeister χρησιµοποίησε τις κινήσεις ∆ . 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ  Οι κινήσεις που παρουσιάζονται στο παρακάτω σχήµα δεν µπορούν να 

αποτελούν κινήσεις Reidemeister διότι δεν µπορούν να προέρχονται από κινήσεις ∆ . 

 

                                                           
 

 

ΆΣΚΗΣΗ 1. Να δείξετε ότι κάθε κίνηση Reidemeister µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε µία 

κίνηση ∆ . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Η κατοπτρική εικόνα (mirror image) K  ενός κόµβου K  προκύπτει µε 

αλλαγή όλων των διασταυρώσεων σε ένα διάγραµµά του. Ένας κόµβος που είναι 

ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα καλείται αµφίχειρας (achiral). 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Ο κόµβος figure-8 είναι ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα. 

 

 
 

 



 6 

ΆΣΚΗΣΗ 2. Είναι ισοτοπικοί οι παρακάτω κόµβοι; 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Ένας κρίκος λέγεται προσανατολισµένος όταν επιλέγεται ένας προσανατολισµός για 

κάθε συνιστώσα του. Τα παραπάνω περί ισοτοπίας ισχύουν και για προσανατολισµένους 

κρίκους, όπου στις κινήσεις ισοτοπίας εννοούνται όλοι οι πιθανοί προσανατολισµοί. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ Ένας προσανατολισµένος κρίκος L  καλείται αµφίχειρας όταν είναι 

ισοτοπικός µε τον όµοια προσανατολισµένο κατοπτρικό του, ενώ ένας κρίκος καλείται  

αντιστρέψιµος (invertible) αν υπάρχει ισοτοπία που απεικονίζει τον L  στον εαυτό του, µε 

αντίθετο όµως προσανατολισµό. 

 

  Για παράδειγµα ο κόµβος trefoil είναι αντιστρέψιµος και µη αµφίχειρας, ενώ ο κόµβος 

178  είναι αµφίχειρας, αλλά δεν είναι αντιστρέψιµος. 

 

  Ως προς την αµφιχειρία προσανατολισµένων ή µη κρίκων έχουµε τα παρακάτω: 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ Έστω L  κρίκος και έστω L′  µία επιλογή προσανατολισµού του L . Τότε: 
 L L L L∗ ∗′ ′′⇒∼ ∼ , για κάποιο προσανατολισµό L′′  του L . Ισοδύναµα, αν L′  µη 

ισοτοπικός µε τον  L ∗′′  για κάθε επιλογή προσανατολισµού L′′  του L , τότε και ο µη 

προσανατολισµένος κρίκος L  δεν είναι ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω L′  µη ισοτοπικός µε τον  L ∗′′  για κάθε δυνατές επιλογές 

προσανατολισµού. Όµως, L L∗∼ , άρα υπάρχει πεπερασµένη ακολουθία κινήσεων 

Reidemeister από τον κρίκο L  στον L∗  και επιλέγοντας προσανατολισµό για τον L , 

έστω τον L′ , θα καταλήξουµε στον L∗  µε κάποιον (άλλο πιθανώς) προσανατολισµό 
 L ∗′′ , δηλαδή  L L ∗′ ′′∼ , άτοπο.                                                                                            

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Αν υπάρχουν προσανατολισµοί ,L L′ ′′  του κρίκου L  τέτοιοι ώστε 
 L L L L∗ ∗′ ′′ ⇒∼ ∼ . Ισοδύναµα, αν L  µη ισοτοπικός µε την κατοπτρική του εικόνα L∗ , 

τότε για κάθε δυνατή επιλογή προσανατολισµών ,L L′ ′′  θα είναι και ο L′  µη ισοτοπικός 

µε τον  L ∗′′ . Συγκεκριµένα, για L L′ ′′=  αν L  µη ισοτοπικός µε την κατοπτρική του 

εικόνα L∗ , τότε και ο L′  θα είναι µη ισοτοπικός µε τον  L ∗′ . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Εφόσον  L L ∗′ ′′∼ , θα υπάρχει µία πεπερασµένη ακολουθία 

προσανατολισµένων κινήσεων Reidemeister από τον κρίκο L′  στον  L ∗′′ . Τότε, 

ξεχνώντας τον προσανατολισµό, η ίδια ακολουθία κινήσεων είναι µία ισοτοπία από τον 

κρίκο L  στον κατοπτρικό του L∗ .                                                                                       
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1.2 ΚΛΑΣΣΙΚΕΣ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΕΣ 
 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Μία συνάρτηση { }:I ό Lκ µβοι → , όπου το σύνολο L  µπορεί να 

αποτελείται από σύµβολα, αριθµούς, πολυώνυµα κλπ, λέγεται αναλλοίωτη κόµβων αν 

ισχύει: ( ) ( )1 2 1 2K K I K I K⇒ =∼ . 

 

 Τοπολογικό Συµπλήρωµα: 
.

3

1 2K K S
ισοτ

⇒∼
.

3

1K S
οµοιοµ

∼ 2K . 

 

 

Τριχρωµατισιµότητα: Χρωµατίζουµε τον κόµβο έτσι ώστε να χρησιµοποιηθούν τρία 

χρώµατα και σε κάθε διασταύρωση να συναντιούνται και τα τρία χρώµατα ή µόνο ένα 

χρώµα. 

 

  Ο κόµβος trefoil είναι τριχρωµατίσιµος ενώ ο τετριµµένος κόµβος δεν είναι. 

 

 
 

 

ΆΣΚΗΣΗ 3. ∆.ό. ο κόµβος figure-8 δεν είναι τριχρωµατίσιµος; 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Η τριχρωµατισιµότητα αποτελεί αναλλοίωτη ισοτοπίας. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Αρκεί να εξετάσουµε την ιδιότητα «τριχρωµατισιµότητα» ως προς όλες τις 

δυνατές περιπτώσεις των κινήσεων Reidemeister. ∆ηλαδή αν ένας κόµβος είναι 

τριχρωµατίσιµος, τότε µέσω των κινήσεων Reidemeister παραµένει τριχρωµατίσιµος. 

 

RΙ. Παρατηρήστε ότι δύο τόξα εµπλέκονται στη διασταύρωση που αφαιρείται ή 

προστίθεται από την κίνηση αυτή. Αν λοιπόν προσθέσουµε µία διασταύρωση τότε 

αφήνουµε τα δύο τόξα µε το ίδιο αρχικό χρώµα και οµοίως όταν αφαιρούµε µία 

διασταύρωση µε κίνηση R1. 

 

RΙΙ.  Η πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα. 
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RΙΙΙ.  Πέρα από την τετριµµένη περίπτωση, όπου όλα τα τόξα είναι χρωµατισµένα µε το 

ίδιο χρώµα και διακρίνουµε άλλες δύο περιπτώσεις. Είτε και τα τρία χρώµατα 

συναντώνται και στις τρεις διασταυρώσεις, είτε υπάρχει ακριβώς µία διασταύρωση που 

συναντάται ακριβώς ένα χρώµα. 

 

 
 

 

□  
 

  Εποµένως, από αναλλοίωτη τριχρωµατισιµότητας, ο κόµβος trefoil δεν είναι ισοτοπικός 

µε τον τετριµµένο και µε τον κόµβο figure-8, αφού κόµβος trefoil είναι τριχρωµατίσιµος, 

ενώ οι άλλοι όχι. ∆εν µπορούµε όµως να αποφανθούµε αν είναι ισοτοπικοί ή όχι ο 

τετριµµένος και ο κόµβος figure-8. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 4. Ποιοι κόµβοι µέχρι και 7 διασταυρώσεων είναι τριχρωµατίσιµοι; 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ  Έστω ότι έχουµε 2p ≠  χρώµατα µε ίδιους κανόνες (τρία ή ένα χρώµατα 

σε κάθε διασταύρωση). Έστω { }0,1,..., 1p −  χρώµατα και έστω { }, , 0,1,..., 1x y z p∈ −  

τέτοια ώστε  

 

 
 

Τότε ο K  είναι p − χρωµατίσιµος αν και µόνο αν:  ( )2 0 modx y z p− − ≡ . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  Αν κάποιο διάγραµµα ( )D K  ενός κόµβου K  είναι p − χρωµατίσιµο, τότε 

κάθε διάγραµµά του είναι p − χρωµατίσιµο. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Εξετάζοντας κινήσεις Reidemeister. 

□  
 

ΆΣΚΗΣΗ 5.   Ποιοι κόµβοι µέχρι 6 διασταυρώσεις είναι 5-χρωµατίσιµοι; 
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ΆΣΚΗΣΗ 6.  Ν.∆.Ο. οι κόµβοι 1 1 164 ,7 ,8  ξεχωρίζονται µε χρωµατισµούς ( )mod 5  και 

( )mod 7 . 

 

 

Αριθµός ∆ιασταυρώσεων (crossing number), ( )c K : Είναι ο ελάχιστος αριθµός 

διασταυρώσεων στο σύνολο όλων των διαγραµµάτων της κλάσεως ισοτοπίας του K . 

 

ΆΣΚΗΣΗ 7. Ν.δ.ό. υπάρχει πεπερασµένος αριθµός κόµβων µε ( ) ,c K n n= ∀ ∈ℕ . 

 

Αριθµός Λύσεως (unknotting number), ( )u K : Είναι ο ελάχιστος αριθµός αλλαγής 

διασταυρώσεων για να µεταβούµε από ένα κόµβο στο τετριµµένο. 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ  ( ) 0u K K= ⇔ ∼○ . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ( ) 1u trefoil = . Άρα ο κόµβος trefoil δεν είναι ισοτοπικός µε τον 

τετριµµένο κόµβο. 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ  Προφανώς, αν αλλάξουµε µία διασταύρωση στον κόµβο K , µπορεί να 

καταλήξουµε σε µη ισοτοπικό κόµβο. 

 

Οι αριθµοί ( )c K  και ( )u K  είναι προφανώς αναλλοίωτες ισοτοπίας για τον κόµβο K . 

Είναι όµως πολύ δύσκολο να υπολογιστούν. 

 

 

Αριθµός Συνέλιξης (linking number): Έστω προσανατολισµένος κρίκος L  και 1 2,c c  δύο 

συνιστώσες του L . Ορίζουµε: ( )1 2 1 2

1
, (  µεταξύ , )

2
lk c c sign ώ c cδιασταυρ σεων= ∑  

Όπου 

 

. 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
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ΠΡΟΤΑΣΗ  Ο αριθµός συνέλιξης αποτελεί αναλλοίωτη ισοτοπίας. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Με κινήσεις Reidemeister στον προσανατολισµένο κρίκο L  έχουµε: 

 

RI. Η κίνηση Reidemeister I δηµιουργεί ή εξαλείφει µία διασταύρωση µεταξύ µιας 

συνιστώσας του κρίκου και του εαυτού της. Άρα η τιµή του αριθµού συνέλιξης δεν 

αλλάζει. 

 

 

RII.   

 
 

RIII.    

 
□  

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  

 

Αριθµός Γεφυρών (bridge number) ( )b K : Το κοµµάτι AB  ονοµάζεται γέφυρα ή 

maximal overpass (bridge). Ο ελάχιστος αριθµός γεφυρών (τετριµµένα τόξα) πάνω σε 

όλα τα διαγράµµατα ενός κόµβου K  λέγεται bridge number του K . 

 

Παραδείγµατα 

1. Ο τετριµµένος έχει ( ) 0b K = . 

2. Ο κόµβος trefoil έχει ( ) 2b K = . 
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3. Οι ρητοί κόµβοι (ή two-bridge knots) έχουν ( ) 2b K = . 

 

 

ΆΣΚΗΣΗ 8.  Ν.δ.ό. αν ένας κόµβος K  έχει ( ) 1b K = , τότε θα πρέπει να είναι ο 

τετριµµένος. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 9.  Ν.δ.ό. ο κόµβος 25  έχει ( )25 2b = . 

 

ΆΣΚΗΣΗ 10.  Ν.δ.ό. για κάθε µη τετριµµένο κόµβο K  ισχύει ότι ο αριθµός ( )b K  είναι 

µικρότερος ή ίσος από τον ελάχιστο αριθµό διασταυρώσεων σε κάθε διάγραµµα του K . 

(Υπόδειξη: ∆είτε χωριστά τις περιπτώσεις ο K  να είναι εναλλασσόµενος ή µη 

εναλλασσόµενος.) 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Ένας κόµβος καλείται εναλλασσόµενος (alternating) αν στην προβολή του οι 

διασταυρώσεις εναλλάσσονται πάνω και κάτω, καθώς κανείς κινείται πάνω στον κόµβο 

µε µια συγκεκριµένη φορά. 

 

 
 

 

 

1.3 Το πολυώνυµο Kauffman bracket και το πολυώνυµο Jones (1984) 

 
  Θεωρούµε µη προσανατολισµένους κόµβους (ή κρίκους). Θα κατασκευάσουµε την 

απεικόνιση   (bracket) που να είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας και να ικανοποιεί τους 

παρακάτω κανόνες. 

{ }:  διαγραµµάτων  Laurent µεταβλητής ύ ώσ νολο πολυ νυµο→ Α  

 

 

ΚΑΝΟΝΕΣ 

 

1.  1=○  

2.   

 
3.  L C L∪ =○  

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
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  Από τους κανόνες υπολογίζεται το K , µε επαγωγή στον αριθµό των διασταυρώσεων. 

Πράγµατι, έστω ότι γνωρίζουµε το  όλων των διαγραµµάτων µε n  διασταυρώσεις και 

έστω K  ένα διάγραµµα µε 1n +  διασταυρώσεις. Τότε εξοµαλύνουµε µία διασταύρωση 

βάσει των κανόνων (2- γραµµικές σχέσεις) και καταλήγουµε σε δύο διαγράµµατα µε n  

διασταυρώσεις. Άρα εξ’ επαγωγής υπολογίζουµε το . Επίσης το  για 0n =  

διασταυρώσεις υπολογίζεται από τον (1) και (3) κανόνα. 

 

Για να γίνει το  αναλλοίωτη ισοτοπίας κόµβων θα πρέπει να µην αλλάζει η τιµή του 

µε κινήσεις Reidemeister. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Ισοδυναµία διαγραµµάτων ως προς τις RII και RIII λέγεται κανονική 

ισοτοπία (regular isotopy). 

 

Θα κάνουµε το  αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας: 

 

Εξετάζουµε κατ’ αρχάς το  ως προς την κίνηση RII: 

Θέλουµε: 

   
 

Έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Και άρα θα πρέπει: 

{ } { } { }1 1

2 2 2 2 2 2

1

0 0

AB B A B A

A ABC B A A C C A A

− −

− −
= = =

+ + = + + = =− −
⇔ ⇔

 

 

Ως προς την κίνηση RΙΙΙ έχουµε: 
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Άρα το  είναι αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας µε κανόνες: 

 

 
 

Ως προς την κίνηση RΙ έχουµε: 

 

 
 

Για να ικανοποιείται η κίνηση RΙ, θα έπρεπε 3 1A− =  (πράγµα που δε θέλουµε), και 

εποµένως το πολυώνυµο  δεν αποτελεί αναλλοίωτη πλήρους ισοτοπίας. 

 

Θα χρησιµοποιήσουµε το , το οποίο θεωρούµε ως πολυώνυµο Laurent 

µεταβλητής A  για να ορίσουµε ένα άλλο πολυώνυµο που να είναι αναλλοίωτη 

πλήρους ισοτοπίας. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Έστω K  διάγραµµα προσανατολισµένου κόµβου ή κρίκου. Ορίζουµε τον 

αριθµό συστροφής του K  (writhe), συµβολικά ( )w K , ως: 

( )
  

( )
ό ώ

w K sign ύ
λες τις διασταυρ σεις

διαστα ρωσης= ∑ . 

 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

Ο κόµβος figure-8 έχει 0w = . 
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Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η θετική και αρνητική διασταύρωση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1. Ο αριθµός συστροφής µεταβάλλεται από την κίνηση RΙ κατά 1± . 

2. Ο αριθµός συστροφής είναι αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας. 

 

Πράγµατι, για την RΙΙ έχουµε ότι: 

 
Και για την RΙΙΙ έχουµε: 

 

+1 

-1 

+1 

-1 

+1 

-1 

+1 
+1 
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ΟΡΙΣΜΟΣ  Ορίζουµε τη συνάρτηση  

{ } { }:  διαγράµµατα  Laurent ως προς ΑX έ ώπροσανατολισµ να πολυ νυµα→  

Τέτοια ώστε ( ) ( ) ( )3:
w L

X L A L
−

= −  (πολυώνυµο Jones του L ). 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  Το πολυώνυµο Jones είναι αναλλοίωτη (πλήρους) ισοτοπίας. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Το ( )X L  είναι αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας (αφού και το  

και το ( )w L  δεν µεταβάλλονται από κινήσεις RII και RIII). Θα δείξουµε ότι το 

( )X L  δεν µεταβάλλεται ως προς την RI. Πράγµατι: 

 

 
 

Εποµένως ( ) ( )X L X L′= . 

□  
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Θα υπολογίσουµε το πολυώνυµο bracket του κόµβου trefoil, T . 

 

 
 

 

ΆΣΚΗΣΗ 11.  Να υπολογιστεί το bracket του κρίκου Hopf. 

 

 

Θέτοντας 
4A t− =  : ( )
�

( )
�

 πολυώνυµο Jones πολυώνυµο όX

X A V t

αρχικ−

= , όπως το κατασκεύασε ο 

V.F.R. Jones το 1984 χρησιµοποιώντας operator algebras, Von Neumann algebras και 
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subfactor indices σε συνδυασµό µε το θεώρηµα Markov για κοτσίδες (και αυτό του 

έδωσε το fields medal). 

 

 

ΙΣΤΟΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1. Το ( )V t  ήταν η πρώτη ισχυρή αναλλοίωτη κόµβων (από το πολυώνυµο 

Alexander που θα αναλύσουµε παρακάτω). 

2. 1989: Ο E. Witten χρησιµοποίησε το πολυώνυµο Jones για να κατασκευάσει 

µία αναλλοίωτη τρισδιάστατων πολλαπλοτήτων (3-maniflods) 

χρησιµοποιώντας Feynman path integrals και gauge theory (Fields medal).       

Οι N. Reshetikhen και V. Turaer έδωσαν µαθηµατική απόδειξη των Witten 

invariants χρησιµοποιώντας θεωρία αναπαραστάσεων σλγεβρών Hopf. 

3. Απειρία από κβαντικές αναλλοίωτες (quantum invariants, N. Reshetikhen και 

V. Turaer). 

4. Συνάφεια µε Στατιστική Μηχανική και τα µοντέλα Ising και Potts (λιώσιµο 

πάγου, Jones και Kauffman). 

5. Εφαρµογές της Θεωρίας Κόµβων στη τοπολογία του DNA (1989, K. Ernst, 

D.W. Sumners). 

 

ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ: Υπάρχει µη τετριµµένος κόµβος K  µε ( ) 1V K = ; 

 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ JONES ΚΑΙ BRACKET 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Το πολυώνυµο ( )V t  ικανοποιεί την παρακάτω σχέση skein: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 2
0 0        t V L tV L t t V L

−−
+ −− + − = ∗  

Όπου 0, ,L L L+ −  είναι προσανατολισµένα διαγράµµατα κρίκων που είναι παντού ίδια 

εκτός από µία διασταύρωση, όπου διαφέρουν κατά µία θετική, αρνητική και µηδενική 

διασταύρωση αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω L  κρίκος. ∆ίνουµε προσανατολισµό στον L L+=  και θα δ.ό. τα 

( )V L+ , ( )V L−  και ( )0V L  ικανοποιούν την ( )∗ . 

  Ξεκινώντας από το L  και αγνοώντας τον προσανατολισµό έχουµε 
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Επειδή ο όρος   δεν είναι συµβατός µε τον προσανατολισµό του L , θα 

απαλείψουµε τον όρο από τις παραπάνω σχέσεις. Αφαιρούµε κατά µέλη και έχουµε 

( )1 2 2

0A L A L A A L− −
+ −− = − . Έστω ( )0 0w w L= . Τότε ( ) 0 1  (2)w L w+ = +  και 

( ) 0 1  (3)w L w− = − . Από τις (1), (2), (3)  έπεται ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1 1
4 4 2 2 1 2 2

0 0

t A

A X L A X L A A X L t V L tV L t t V L

−↔ −− − −
+ − + −− + = − ⇔ + = −

□  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Η σχέση ( ) ( ) ( )3
w L

X L A L
−

= −  και η σχέση ( )∗  δείχνουν ότι το 

πολυώνυµο Jones δεν µεταβάλλεται αλλάζοντας τους προσανατολισµούς. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Η σχέση ( )∗  µαζί µε την αρχική συνθήκη ( ) 1V =○  αρκούν για να 

υπολογιστεί το ( )V K , για κάθε κόµβο K . 

 

  Σηµειώνουµε ότι η αλλαγή µίας διασταύρωσης µπορεί να οδηγήσει σε πιο 

πολύπλοκο διάγραµµα. Για την απόδειξη της Πρότασης έχουµε το παρακάτω: 

 

ΛΗΜΜΑ  Κάθε διάγραµµα προσανατολισµένου κόµβου γίνεται ισοτοπικό µε τον 

τετριµµένο µετά από πεπερασµένες αλλαγές διασταυρώσεων. Αντίστοιχα, κάθε 

κρίκος γίνεται ισοτοπικός µε τον τετριµµένο κρίκο µετά από πεπερασµένες αλλαγές 

διασταυρώσεων. 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Στον κόµβο K  επιλέγουµε αρχικό σηµείο και βαδίζουµε κατά µήκος 

του K  σύµφωνα µε τον προσανατολισµό του. Κάθε φορά που συναντάµε µία 

διασταύρωση για πρώτη φορά, αν βρεθούµε στο κάτω τόξο της την αλλάζουµε. Αν 

βρεθούµε στο πάνω, την αφήνουµε ως έχει. Όταν ολοκληρωθεί η βόλτα έχουµε ένα 

«κατιόν» διάγραµµα (σαν ελατήριο), που είναι ισοτοπικό µε τον τετριµµένο. 

  Σε περίπτωση κρίκου, αριθµούµε τις συνιστώσες και ακολουθούµε την παραπάνω 

διαδικασία, ώστε η i -συνιστώσα να βρίσκεται πάνω από την 1i + -συνιστώσα και 

καταλήγουµε στον τετριµµένο κρίκο. 

□  
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΠΡΟΤΑΣΗΣ  Έστω διάγραµµα K  το οποίο µε αλλαγή n -

διασταυρώσεων οδηγεί στον τετριµµένο. Έστω ακόµα N  το πλήθος των 

διασταυρώσεων του K . Με επαγωγή υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε το ( )V L  για κάθε 

L  µε λιγότερες από N  διασταυρώσεις. Σε κάθε µία από τις n -διασταυρώσεις του 

Λήµµατος κάνουµε αλλαγή και εξοµάλυνση. 

  Έστω τώρα 1,..., nK K  τα n -διαγράµµατα που προκύπτουν από την εξοµάλυνση µίας 

διασταύρωσης. Αυτά έχουν 1N −  διασταυρώσεις το καθένα και άρα γνωρίζουµε το 

( )iV K , 1, 2,...,i n∀ = , από υπόθεση. 

  Ξεκινώντας από το τελικό ζευγάρι, ,  nK○ , γνωρίζουµε τα ( ) ( )1,  nV V K=○  από 

επαγωγή. Άρα, εφαρµόζοντας σ’ αυτούς την σχέση ( )∗ , θα υπολογίσουµε το 

πολυώνυµο Jones του κόµβου της ( )1n − στής αλλαγής. 

  Πηγαίνοντας προς τα πίσω βρίσκουµε τελικά το ( )V K . 
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□  
 

 

 

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Θα υπολογίσουµε το πολυώνυµο Jones του κόµβου figure-8. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
31 1 1

1 22 2 2 2
0 0t V L tV L t t V L V L t t t V

−−
+ + += − − ⇔ = − − ○○     ( )1 . 

Για το ( )V ○○  έχουµε: 

 

 
 

 

 

Και εποµένως: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
1 2 2

1 1
2 2

0
t t

t V L tV L t t V V
t t

−
−−

+ − −

−
− + − = ⇔ = ⇔

−
○○ ○○  

( ) ( )1 1
2 2V t t

−
⇔ = − +○○ . 

 

Παρατήρηση: Γενικότερα ισχύει ότι � ( )
1

1 1
2 2...

n

n

V t t
−

−   = − +     
○ ○ . 

 

Άρα, από ( )1  έχουµε: ( ) ( ) ( )31 1 1
2 2 2 2 2V L t t t t t

−

+ = + − + , και εποµένως: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 2
0

γνωστό από προηγούµενο βήµα ζητούµενο γνωστό από επαγωγή

0t V L tV L t t V L
−−

+ −− + − =
�		
		� �		
		� �		
		�

. 

□  
 

ΆΣΚΗΣΗ 12.  Υπολογίστε ότι:  

( ) 4 3 1)  a V ό trefoil t t tδεξι στροφου − − −= − + +   και 

( ) 4 3)  b V ό trefoil t t tαριστερ στροφου = − + + . 

Εποµένως, οι δύο αυτοί κόµβοι είναι µη ισοτοπικοί. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 13.  Υπολογίστε τα πολυώνυµα Jones του κόµβου 47  και του κρίκου 2

36 . 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  ( ) ( )1

K K
V t V t− =  και ( ) ( )1K A K A− = . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Έστω ότι για τον κόµβο K  ισχύει σε µία διασταύρωση η σχέση: 
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. 

 

 

 

 

Τότε για τον κόµβο K  θα ισχύει η σχέση: 

 

. 

 

Εποµένως, ( ) ( )1K A K A− = . 

 

  ∆ίνουµε τώρα προσανατολισµό στον κόµβο K  και ίδιο προσανατολισµό στον 

κατοπτρικό του K  και εξετάζουµε την αλλαγή του writhe: Όπως αναφέραµε 

παραπάνω, η κατοπτρική εικόνα K  ενός κόµβου K  προκύπτει µε αλλαγή όλων των 

διασταυρώσεων του K  και εποµένως ( ) ( )w K w K= − . Άρα, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
3 3 1 1 1 1

w K w K w K

KK
X A A K A A K A A K A X A

− −− − − −= − = − = − =  

και για ( ) ( )4 1

KK
A t V t V t−− → ⇒ = . 

□  
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Από την παραπάνω πρόταση συµπεραίνουµε ότι αν το ( )KV t  δεν 

είναι συµµετρικό ως προς τους εκθέτες του t , τότε ο κόµβος K  είναι µη αµφίχειρας. 

Αν όµως το ( )KV t  είναι συµµετρικό, δηλαδή K K
V V= , τότε δεν µπορούµε να 

αποφανθούµε αν ο κόµβος K  είναι αµφίχειρας ή όχι. 

 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Έστω K ′  ο κόµβος µε προσανατολισµό αντίθετο του κόµβου K . Τότε 

( ) ( )V K V K′ = . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Για µία θετική διασταύρωση του κόµβου K  µετά από εξοµάλυνση έχουµε: 
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Ενώ για µία θετική διασταύρωση του κόµβου K ′  µετά από εξοµάλυνση έχουµε: 

 

 
 

Από τα παραπάνω παρατηρούµε ότι K K′ =  (εξ’ ορισµού του K ′ ) και 

( ) ( )w K w K′ = . Εποµένως και ( ) ( ) ( ) ( )
4A t

K K K KX A X A V t V t

− →

′ ′= ⇒ = . 

□  
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Εν γένει οι κόµβοι K  και K ′  δεν είναι ισοτοπικοί, όµως το 

πολυώνυµο Jones δεν τους ξεχωρίζει. 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Έστω L  κρίκος. Ένας άλλος κρίκος θα καλείται µεταλλαγµένος (mutant) 

του L , συµβολικά ( )m L , αν προκύπτει από τον L  ως εξής: 

  Οι L , ( )m L  έχουν διαγράµµατα που ταυτίζονται έξω από έναν κυκλικό δίσκο, του 

οποίου τα σύνορα το τέµνουν σε 4 ακριβώς σηµεία, ενώ τα τµήµατα των 

διαγραµµάτων µέσα στο δίσκο διαφέρουν κατά στροφή 180�  στο χώρο ή στο 

επίπεδο, η οποία διατηρεί συνολοθεωρητικά τα 4 σηµεία. 

 

  Οι δύο κόµβοι που παρουσιάζονται παρακάτω είναι το πιο γνωστό παράδειγµα 

µεταλλαγµένων κόµβων µε 11 διασταυρώσεις και ανακαλύφθηκε από τους Conway, 

Kinoshita-Terasaka. 

 

 
 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ  Το τµήµα του διαγράµµατος µέσα στο δίσκο λέγεται 2-tangle (2-

συµπλοκή). 
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ΠΡΟΤΑΣΗ  ( )m L L=  και ( )( ) ( )V m L V L= . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Περιστρέφουµε το δίσκο κατά 180�  διατηρώντας συνολοθεωρητικά τα 

4 σηµεία και παρατηρούµε ότι ενώ αλλάζουν θέση τα άκρα των διασταυρώσεων, ο 

τύπος της κάθε διασταύρωσης δεν αλλάζει. Εποµένως: ( )m L L= . Επίσης, ένας 

προσανατολισµός του L  επάγει έναν προσανατολισµό στον ( )m L , οι οποίοι 

συµφωνούν µέσα και έξω από το δίσκο. Εποµένως, έχουµε και ότι ( )( ) ( )w m L w L=  

και άρα και ( )( ) ( )V m L V L= . 

□  
 

 

ΆΣΚΗΣΗ 14.  ∆είξτε ότι µετάλλαξη σε έναν κόµβο δίνει πάλι κόµβο και όχι κρίκο. 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ  Έστω 1 2,K K  προσανατολισµένοι κόµβοι. Ορίζουµε το συνεκτικό 

άθροισµα των 1 2,K K , συµβολικά 1 2#K K  ή 1 2K K+  ως εξής: 

 

i) Ορίζουµε στον καθένα µία σφαίρα που να περιέχει ένα ακριβώς 

τετριµµένο τόξο του κόµβου. Σε επίπεδο διαγραµµάτων ορίζουµε δίσκους. 

ii) Αφαιρούµε τις σφαίρες µε τα τετριµµένα τµήµατα των 1 2,K K . 

iii) Ταυτίζουµε τα 4 συνοριακά σηµεία ανά δύο έτσι ώστε να είναι συµβατοί 

οι προσανατολισµοί. 

 

 
 

  Όµοια ορίζεται το συνεκτικό άθροισµα µη προσανατολισµένων κόµβων (χωρίς να 

µας ενδιαφέρει ποια συνοριακά σηµεία θα ταυτιστούν). 
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Ανεπιθύµητες διασταυρώσεις στο συνδετικό άθροισµα 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 

1. Συρρικνώνοντας τον 1K  και στη συνέχεια τον 2K  µπορούµε να εµφανίσουµε 

το 1 2K K+  σε οποιεσδήποτε περιοχές των 1 2,K K . Άρα το 1 2K K+  είναι καλά 

ορισµένο. 

2. Προφανώς η Παρατήρηση 1 δεν ισχύει για κρίκους εν γένει (για µη 

συµµετρικούς κρίκους). 

3. Ουδέτερο στοιχείο είναι ο τετριµµένος κόµβος όπως φαίνεται και παρακάτω: 

 

 
 

4. ( ) ( )1 2 3 1 2 3K K K K K K+ + = + +  (προσεταιριστική ιδιότητα). 

 

Εποµένως, ( ),L +  είναι ένα µονοειδές. 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

 

1. Υπάρχει αντίθετο στοιχείο ως προς την πράξη αυτή: 

2. Είναι το +  καλά ορισµένο για µη προσανατολισµένους κόµβους; 

3. Επεκτείνεται τον ορισµό του #  σε 2 ή 3 διαστάσεις. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ  Ισχύει ότι 1 2 1 2K K K K+ =  και ( ) ( ) ( )1 2 1 2V K K V K V K+ = . 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ  Για τον υπολογισµό του 1 2K K+  εξοµαλύνουµε πρώτα όλες τις 

διασταυρώσεις του 1K  και εφαρµόζοντας τον κανόνα 3 βγάζουµε όλες τις 

τετριµµένες συνιστώσες που εµφανίζονται. Άρα θα ισχύουν τα παρακάτω: 

1 2 2 2 2 1i iK K K K K Kλ λ+ = = =∑ ∑  

( ) ( ) ( )1 2 1 2w K K w K w K+ = + . 

Εποµένως, ( ) 1 21 2
K KK K

X X X+ = . 

□  
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ  Το  χρησιµοποιήθηκε από τους Murasugi, Kauffman και άλλους για 

να αποδειχθούν κάποιες εικασίες του Tait για εναλλασσόµενους κόµβους. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 15.  Βρείτε τύπους για 1 2L L∪  και 
1 2L LX ∪  ως προς τα 1L , 2L , 

1LX , 

2LX , όπου 1 2L L∪  η ξένη ένωση των 1 2,L L , δηλαδή τα 1 2,L L  µπορούν να 

διαχωριστούν από µία σφαίρα. 

 

 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ ΓΙΑ ΤΟ BRACKET 

 

  Εξοµαλύνοντας όλες τις διασταυρώσεις καταλήγουµε σε 2n  διαγράµµατα χωρίς 

διασταυρώσεις.  

 

  Σε κάθε διασταύρωση συναντιούνται 4 περιοχές, τις οποίες ονοµάζουµε ως εξής: 

 

  Σαρώνοντας τη διασταύρωση κατά τη θετική φορά 

του επιπέδου, ονοµάζουµε A  τις περιοχές που 

σαρώνονται από το πάνω τόξο και B  τις άλλες δύο. 

 

 

 

  Η µία εξοµάλυνση ενώνει τις περιοχές A  και στον κανόνα του bracket παίρνει 

συντελεστή A  (Α-εξοµάλυνση), ενώ η άλλη εξοµάλυνση ενώνει τις περιοχές B  και 

στον κανόνα του bracket παίρνει συντελεστή B  (Β-εξοµάλυνση). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Η γραµµική σχέση του bracket λοιπόν είναι: 

 

 
 

και καταλήγουµε: �
1,...2 #

...i i

n
i

s r

i l

K A B
=

= ∑ ○ ○ , όπου �
1

#

... i

i

l

l

C
−=○ ○  και 

2 2C A A−= − − . 

 

  Η επιλογή µιας συγκεκριµένης εξοµάλυνσης για κάθε διασταύρωση του κόµβου K  

λέγεται κατάσταση του K . Ο K  έχει λοιπόν 2n  καταστάσεις, οι οποίες εµφανίζονται 

στα 2n  τελικά διαγράµµατα της ανάλυσής του. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Ο κόµβος trefoil και µία κατάστασή του. 

 

 
 

  Έστω S  το σύνολο όλων των καταστάσεων του κόµβου K  και έστω s S∈  και s  ο 

αριθµός των τετριµµένων συνιστωσών της κατάστασης s . Τότε: 
( ) ( )a s b s

s S

K A B s
∈

=∑ , όπου ( )a s  ο αριθµός Α-εξοµαλύνσεων στην s S∈ , ( )b s  ο 

αριθµός Β-εξοµαλύνσεων στην s S∈  και 
1s

s C
−= . Εποµένως: 

( ) ( ) 1sa s b s

s S

K A B C
−

∈

=∑ , όπου 1B A−=  και 2 2C A A−= − − . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Για τον κόµβο trefoil έχουµε 32 8=  καταστάσεις. 

 

 
 

∆είξτε ότι 7 3 5trefoil A A A−= − − . 

 

ΆΣΚΗΣΗ 16.  Βρείτε µε τον παραπάνω τύπο το  του κόµβου figure-8. 

 

 

ΤΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ ALEXANDER ∆(Κ)   (1928,1969) 

 

  Το πολυώνυµο Alexander ορίζεται σε διαγράµµατα από τους κανόνες: 

 

1. ( ) 1∆ =○ . 

2. ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
0 0L L t t L

−

+ −∆ −∆ + − ∆ = , όπου  

 

 

 

 

 

 

ΆΣΚΗΣΗ 17.  Ν.δ.ό. το ( )L∆  είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας για τον L . 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  Θα υπολογίσουµε αρχικά το ( )∆ ○○ . 

 
 

Υπολογίζουµε τώρα το         και έχουµε: 

 

 
 

Θα υπολογίσουµε τέλος το πολυώνυµο Alexander του κόµβου trefoil Κ. Σύµφωνα µε 

τον κανόνα 2 θα είναι: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
1 2 0K K t t K

−
∆ −∆ + − ∆ = , όπου 1K  και 2K : 

 

 
 

  Γνωρίζουµε από τον κανόνα 1 ότι ( ) ( )1 1K∆ = ∆ =○  και  δείξαµε ότι 

( )
1 1

2 2
2K t t

−
∆ = − . Εποµένως, ( ) ( )

21 1
2 21trefoil t t

−
∆ = + − . 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  Θα δείξουµε ότι ( )1 2 0L L∆ ∪ = , όπου µε 1 2L L∪  εννοούµε την ξένη 

ένωση των 1L  και 2L . 

 

  Υπάρχει διάγραµµα του 1 2L L∪  τέτοιο ώστε οι 1L  και 2L  να αποµονώνονται από 

ένα δίσκο στο επίπεδο. 
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  Βρίσκουµε κατάλληλα τόξα στα διαγράµµατα των 1L  και 2L  τέτοια ώστε ο 1 2L L∪  

να θεωρηθεί ως 0K  και να έχουµε επίσης τα διαγράµµατα ,K K+ −  εισάγοντας 

κατάλληλες διασταυρώσεις: 

 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 21 1

2 2
0 0 1 20 0

K L L K K K

L L t t L K L L
+ − + −∪ ⇒∆ =∆−

+ −∆ −∆ + − ∆ = ⇒ ∆ = = ∆ ∪
∼ ∼

 

 

ΆΣΚΗΣΗ 18.  Υπολογίστε το πολυώνυµο Alexander του κόµβου figure-8. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Υπάρχουν (άπειροι) µη τετριµµένοι κόµβοι µε 1∆ = . Για 

παράδειγµα ο (-3,5,7)-κόµβος pretzel. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 19.  Εξετάστε τη συµπεριφορά του πολυωνύµου ∆  ως προς: 

i) Κατοπτρικές εικόνες, 

ii) Αλλαγές προσανατολισµών, 

iii) Συνδετικά αθροίσµατα. 

 

 

ΤΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ HOMFLYPT P(Κ)   (1984) 

 

  Το πολυώνυµο HOMFLYPT είναι µια πολυωνυµική αναλλοίωτη κόµβων δύο 

µεταβλητών ,m l  και γενικεύει τα πολυώνυµα Alexander και Jones (δείξτε το). 

  Ορίζεται από τους κανόνες: 

 

1. Αν K  ο τετριµµένος κόµβος, τότε ( ) 1P K = . 

2.  ( ) ( ) ( )1

0 0.l P L l P L m P L−
+ −⋅ + ⋅ + ⋅ =  
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ΆΣΚΗΣΗ 20.  Ν.δ.ό. το πολυώνυµο HOMFLYPT είναι αναλλοίωτη ισοτοπίας. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  Έστω L  προσανατολισµένος τετριµµένος κρίκος αποτελούµενος από 

δύο συνιστώσες. Τότε, όπως φαίνεται και στο σχήµα παρακάτω, τα ,L L+ −  είναι 

ισοτοπικά µε τον τετριµµένο κόµβο και άρα θα ισχύει ότι 

( ) ( ) ( )
1ο Αξίωµα

1P L P L P unknot+ −= = = . 

 

 
 

Από το δεύτερο αξίωµα τώρα προκύπτει ότι: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

0

1 1 1

0 0

0

1 1 0 .
L L

l P L l P L m P L

l l m P L P L m l l P L

−
+ −

=
− − −

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒

⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ = − ⋅ + =
 

 

Αν και ο κρίκος L  είναι η ένωση δύο τετριµµένων κόµβων, το πολυώνυµό του δεν 

ισούται µε δύο. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 21.  Υπολογίστε τα πολυώνυµα HOMFLYPT του κόµβου trefoil και του 

κρίκου Hopf. 

 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ HOMFLYPT 

 

ΆΣΚΗΣΗ 22.  ∆.ό. ( ) ( )P K P K ∗= , όπου ο κόµβος K ∗  είναι ο κόµβος K  µε 

αντίθετο προσανατολισµό. 

 

ΆΣΚΗΣΗ 23. 

i) ∆.ό. ( ) ( ) ( )1 1P L l l m P L− −∪ = − +○ . 

ii) Έστω 1 2L L∪  ξένη ένωση. ∆.ό. ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 2 1 2P L L l l m P L P L− −∪ = − +  και 

συνάγετε ότι � ( )
1

1 1...
n

n

P l l m
−

− −   = − +    
○ ○ . 

 

ΆΣΚΗΣΗ 24.  ∆.ό. ( ) ( ) ( )1 2 1 2P L L P L P L+ = . 


