
ALGEBRA I - ERGASIA 1

SEMFE, 7o Ex�mhno, ak. ètoc 2012-13

1. 'Estw sun�rthsh f : IR → IR èna proc èna kai epÐ, kai tètoia ¸ste
f−1(0) = 1. To sÔnolo IR to efodi�zoume me pr�xh ∗ pou orÐzetai wc ex c:
a ∗ b = f [f−1(a) + f−1(b)− 1]. DeÐxte ìti (IR, ∗) eÐnai antimetajetik  om�da.

2. i) DeÐxte ìti k�je om�da me trÐa stoiqeÐa eÐnai antimetajetik .
ii) DeÐxte ìti k�je om�da me tèssera stoiqeÐa eÐnai antimetajetik .

3. i) 'Estw (Un, ·) h pollaplasiastik  om�da twn n-ost¸n riz¸n thc mon�dac.
DeÐxte ìti (∪nUn, ·) eÐnai om�da, upoom�da thc (U, ·), thc pollaplasiastik c
om�dac twn migadik¸n arijm¸n mètrou èna.
ii) DeÐxte ìti ìla ta stoiqeÐa thc ∪nUn eÐnai peperasmènhc t�xhc en¸ h ∪nUn

eÐnai �peirhc t�xhc.

4. 'Estw G antimetajetik  om�da. DeÐxte ìti to sÔnolo, T , twn stoiqeÐwn
peperasmènhc t�xhc thc G eÐnai upoom�da thc G (torsion subgroup).

5. 'Estw G om�da kai èstw a, b ∈ G. DeÐxte ìti ta stoiqeÐa ab kai ba èqoun
thn Ðdia t�xh. (Upìdeixh: ba = a−1(ab)a.)

6. i) 'Estw G om�da. To sÔnolo Z(G) = {z ∈ G | zg = gz ∀ g ∈ G} lègetai
kèntro thc G. DeÐxte ìti to Z(G) eÐnai upoom�da thc G.
ii) BreÐte to kèntro thc om�dac S3.

7. Estw H upoom�da miac (pollaplasiastik c) om�dac G. Sthn G orÐzoume
th sqèsh

x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H.

i) DeÐxte ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac. Se poi� shmeÐa qrhsimopoi sate
to ìti H upoom�da thc G?
ii) DeÐxte ìti h kl�sh isodunamÐac enìc stoiqeÐou g ∈ G eÐnai to sÔnolo
gH = {gh | h ∈ H}.
iii) DeÐxte ìti gia k�je g ∈ G up�rqei mÐa amfimonos manth kai epÐ apeikìnish
φ : H −→ gH.
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8. i) 'Estw n jetikìc akèraioc. DeÐxte ìti oi genn torec thc kuklik c om�dac
ZZn eÐnai akrib¸c ìla ta stoiqeÐa k ìpou o k eÐnai pr¸toc proc ton n.
ii) 'Estw sth sunèqeia φ(n) to pl joc twn jetik¸n akeraÐwn pou eÐnai mikrìteroi
tou n kai pr¸toi proc ton n. DeÐxte ìti∑

d|n
φ(d) = n

gia ìlouc touc diairètec d = d1, . . . , dk tou n. (Upìdeixh: Jewr ste ìlec tic
upoom�dec H1, . . . ,Hk thc ZZn kai to pl joc twn gennhtìrwn thc kajemi�c.)

Par�dosh: Pèmpth 6 DekembrÐou 2012.
S. LampropoÔlou
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