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1. Se èna EukleÐdeio dianusmatikì q¸ro V jewroÔme ta grammik¸c anex�rthta dia-
nÔsmata u, v, w. Na deiqjeÐ ìti up�rqoun arijmoÐ κ, λ ∈ R tètoioi ¸ste to di�nusma
u + κv + λw na eÐnai orjog¸nio proc ta v, w.

2. 'Estw V ènac peperasmènhc di�stashc EukleÐdeioc dianusmatikìc q¸roc kai V1, V2

duo upìqwroÐ tou. Na apodeiqjoÔn oi sqèseic:

(i) (V1 + V2)
⊥ = V ⊥

1 ∩ V ⊥
2 (ii) (V1 ∩ V2)

⊥ = V ⊥
1 + V ⊥

2

3. Se èna EukleÐdeio dianusmatikì q¸ro V jewroÔme th b�sh ε : {ε1 = (1, 2, 1), ε2 =
(1, 1, 2), ε3 = (1, 1, 0), wc proc thn opoÐa ènac grammikìc metasqhmatismìc T : V → V

èqei pÐnaka ton A =




1 1 3
0 5 −1
2 7 −3


 . An oi sunist¸sec twn stoiqeÐwn thc b�shc ε eÐnai

wc proc mia orjokanonik  b�sh u = {u1, u2, u3} tou V , na brejeÐ o pÐnakac tou T ∗

wc proc th b�sh ε.

4. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai T : V → V ènac
grammikìc metasqhmatismìc.

(i) An M eÐnai ènac upìqwroc tou V tètoioc ¸ste T (M) ⊆ M na deiqjeÐ ìti eÐnai
kai T ∗(M⊥) ⊆ M⊥.

(ii) An V = R3 kai o grammikìc metasqhmatismìc T : R3 → R3 èqei pÐnaka wc proc

mia orjokanonik  b�sh ton A =




4 −23 17
11 −43 30
15 −54 37


, na brejeÐ èna epÐpedo (π) tètoio

¸ste T (π) ⊆ (π).

5. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai T, S : V → V
grammikoÐ metasqhmatismoÐ. An sumbolÐzoume me N (T ) ton pur na tou T kai me
R(T ) to sÔnolo tim¸n tou T , na deÐxete tic parak�tw sqèseic:

(i) (T ∗)∗ = T (ii) (TS)∗ = S∗T ∗ (iii) N (T ∗T ) = N (T )

(iv) R(T ∗)⊥ = N (T ) (v) R(T ∗) = N (T )⊥.
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