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Περιεχόµενα 
  Εισαγωγή στη Στατιστική 
  Εισαγωγή στο Στατιστικό Πακέτο R 
  Περιγραφική Στατιστική 
  Προσοµοίωση 
  Στατιστική Συµπερασµατολογία 

  Ένα Δείγµα 
  Δύο Ανεξάρτητα Δείγµατα 
  Δείγµατα κατά Ζεύγη 
  Ποσοστά 
  Έλεγχος καλής προσαρµογής 
  Πίνακες Συνάφειας 2×2 

  Ανάλυση Παλινδρόµησης 
  Ανάλυση Διασποράς 
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Κατανοµές στην R 
  Στην R υπάρχουν πολλές συναρτήσεις που σχετίζονται 

µε γνωστές κατανοµές και υπολογισµό ποσοτήτων από 
αυτές. Κάθε συνάρτηση έχει ένα όνοµα που αρχίζει µε 
ένα από τα ακόλουθα γράµµατα, τα οποία καθορίζουν 
το είδος της συνάρτησης: 

  r: Γεννήτρια τυχαίων αριθµών. 
  p: Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας (σ.κ.π.) F(x). 
  d: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (σ.π.π.) ή  
Συνάρτηση Μάζας Πιθανότητας (σ.µ.π.), f(x). 

  q: Υπολογισµός Ποσοστιαίων σηµείων ή ισοδύναµα 
αντίστροφη Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας F-1(x) 
(δηλαδή το µικρότερο x: F(x)>=α για καθορισµένο α).  
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Κατανοµές στην R 
Εντολή Κατανοµή Εντολή Κατανοµή 

beta Βήτα hyper Υπεργεωµετρική 
norm Κανονική unif Οµοιόµορφη 
pois Poisson cauchy Cauchy 

nbinom Αρνητική Διωνυµική weibull Weibull 
gamma Γάµµα chisq X2 

t Student exp Εκθετική 
binom Διωνυµική geom Γεωµετρική 

f Snedecor mvnorm Πολυµεταβλητή Κανονική 

  Με την βοήθεια του help µπορείτε να δείτε τι παραµέτρους 
παίρνουν οι εν λόγω συναρτήσεις, π.χ. > help("dnorm") 
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Κατανοµές στην R 

 Παραδείγµατα: 
> pnorm(3,2,2) 
[1] 0.6914625 

> qgamma(0.3,1,1) 
[1] 0.3566749 

> dt(2,3) 
[1] 0.06750966 

> runif(5,-2,2) 
[1]  1.3448055 -0.4691324  1.2517269  1.5576504  0.9563447 

Δηµιουργεί 5 τυχαίους αριθµούς από την οµοιόµορφη στο (-2,2). 

Υπολογίζει την σ.π.π. της Student κατανοµής µε  
3 βαθµούς ελευθερίας στο σηµείο 2. 

Υπολογίζει την σ.κ.π. της Κανονικής κατανοµής µε  
µέσο 2 και τυπική απόκλιση (ΟΧΙ διασπορά) 2 στο  
σηµείο 3. 

 Βρίσκει το 0.3 ποσοστιαίο σηµείο της Γάµµα 
 κατανοµής µε παραµέτρους 1 και 1. 



Δηµήτρης Φουσκάκης Προσοµοίωση 6 

Κατανοµές στην R 
  Τα ορίσµατα των συναρτήσεων µπορεί να είναι και 
διανύσµατα, π.χ. 

  Υπάρχουν για πολλές κατανοµές προκαθορισµένες 
τιµές στις παραµέτρους, π.χ. η εντολή rnorm(50) 
(λείπουν οι τιµές για τις 2 παραµέτρους) γεννάει 50 
τιµές από την Κανονική κατανοµή µε µέσο 0 και τυπική 
απόκλιση 1 (0 και 1 αντίστοιχα οι προκαθορισµένες 
τιµές).  

> dexp(1:5,2) 
[1] 2.706706e-01 3.663128e-02 4.957504e-03 6.709253e-04 

9.079986e-05 

Υπολογίζει την σ.π.π. της Εκθετικής κατανοµής µε  
παράµετρο 2 στα σηµεία 1,2,3,4 και 5. 
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Κατανοµές στην R 

 Μπορούµε να βρούµε και την 1-F. 
Π.χ. αν Χ~Student(10) τότε για να 
βρούµε την P(X≤2) πληκτρολογούµε 

 ενώ για να βρούµε την P(X>2) 
πληκτρολογούµε 

> pt(2,10) 
[1] 0.963306 

> pt(2,10, lower.tail=FALSE) 
[1] 0.03669402 
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Κατανοµές στην R 

  Υπάρχει η δυνατότητα οι 
προηγούµενες συναρτήσεις (µε αρχικά 
p και d) να είναι σε λογαριθµική 
κλίµακα > pnorm(3,2,2) 

[1] 0.6914625 
> pnorm(3,2,2, log=T) 
[1] -0.3689464 
> dt(2,3) 
[1] 0.06750966 
> dt(2,3, log=T) 
[1] -2.695485 
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Γραφικές Παραστάσεις Κατανοµών 

  Για να δούµε την γραφική παράσταση 
µιας σ.π.π. ή σ.µ.π. δηµιουργούµε µια 
ακολουθία τιµών και παίρνουµε το 
γράφηµα της σ.π.π. ή σ.µ.π. 
υπολογισµένης στην ακολουθία τιµών. 
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Γραφικές Παραστάσεις Κατανοµών 

 Παράδειγµα: 
> x<-seq(0,10, 0.01) 
> plot(x, dgamma(x,1,1), type='l') 

Γάµµα κατανοµή µε  
παραµέτρους (1,1) 
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Γραφικές Παραστάσεις Κατανοµών 
> n<-6 
> p<-0.1 
> x<-0:6 
> pr<-dbinom(x,n,p) 
>plot(x,pr,type="h",xlim=c

(0,6),ylim=c(0,1), 
col="blue",ylab="p") 

>points(x,pr,pch=20,col="dark 
red") 

Διωνυµική κατανοµή µε 
παραµέτρους n=6 και 
p=0.1  
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 

  Όπως αναφέραµε και στην εισαγωγή στην 
παραµετρική στατιστική υποθέτουµε ότι 
γνωρίζουµε την κατανοµή του υπό µελέτη 
χαρακτηριστικού του πληθυσµού. Μπορούµε 
να ελέγξουµε γραφικά αυτήν την υπόθεση. 

  Ο πιο απλός τρόπος είναι να κάνουµε το 
ιστόγραµµα των τιµών του δείγµατός µας 
και να το συγκρίνουµε µε την γραφική 
παράσταση της υποτιθέµενης κατανοµής.  
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 

  Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι 
έχουµε τα εξής δεδοµένα 

  Το ιστόγραµµά τους µας λέει ότι η 
υπόθεση της κανονικότητας των εν 
λόγω δεδοµένων δεν είναι παράλογη.  

> x 
     1.2126793   0.1811545  12.6740008 12.1543243 18.2933201 

8.3776755  11.7624305 14.6615550 21.3756432  3.1409630  
8.7359266  13.5479024 10.9576792 17.4204680  7.3268606 
13.8451238  8.7802663 34.4452373 -6.7201282 -5.2785726 
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 

 Αντί για ιστόγραµµα µπορούµε να 
απεικονίσουµε την µη παραµετρική 
εκτιµήτρια της σ.π.π., µε βάση τις 
παρατηρήσεις και µε την βοήθεια της 
εντολής density στην R 

> plot(density(x)) 
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 
  Ειδικά για να ελέγξουµε αν τα δεδοµένα µας 
προέρχονται από την Κανονική κατανοµή κάνουµε 
µια γραφική παράσταση των δειγµατικών 
ποσοστηµορίων ως προς τα θεωρητικά 
ποσοστηµόρια της Κανονικής Κατανοµής (QQ - 
PLOT). Όσο πιο κοντά στην γραµµή, που 
αναπαριστά τα θεωρητικά ποσοστηµόρια, είναι τα 
σηµεία, που µε την σειρά τους αναπαριστούν τα 
δειγµατικά ποσοστηµόρια,  τόσο καλύτερη 
προσαρµογή έχουµε.  

> qqnorm(x) 
> qqline(x) 
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Γραφικός έλεγχος καταλληλότητας 
κατανοµής 
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Ασθενής Νόµος των Μεγάλων 
Αριθµών (ΑΝΜΑ) 

 Με βάση τον Ν.Μ.Α. αν Χ1,...,Χn είναι 
ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες 
µεταβλητές µε πεπερασµένη µέση τιµή 
µ, τότε µε πιθανότητα 1 

  Εφαρµογή: Έστω Χi~Be(p). Τότε µ= 
P(Xi=1)=p, άρα από τον Ν.Μ.Α., ο 
δειγµατικός µέσος τείνει στο p. 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 

  Για να δούµε γραφικά τον Ν.Μ.Α. ας 
υποθέσουµε ότι p=0.2, n=500 και ας 
τρέξουµε τον παρακάτω κώδικα: 

> x<-rbinom(500,1,0.2) 
>  xbar<-cumsum(x)/(1:500) 
> plot(xbar) 
> abline(h=0.2) 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 

 Με την πρώτη εντολή 
προσοµοιώνουµε (γεννάµε) τυχαίο 
δείγµα µεγέθους n=500 από την 
Bernoulli(0.2). Εν συνεχεία θεωρούµε 
την συνάρτηση του δειγµατικού µέσου 
ως ακολουθία και απεικονίζουµε το 
γράφηµά της εν λόγω ακολουθίας 
µαζί µε την ευθεία y=0.2 για να 
ελέγξουµε την σύγκλιση.  
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 

  Για να ελέγξουµε την σύγκλιση 
επαναλαµβάνουµε την διαδικασία 4 
φορές.  

> par(mfrow=c(2,2)) 
> i<-1 
> for(i in 1:4) 
 { 
 x<-rbinom(500,1,0.2) 
 xbar<-cumsum(x)/(1:500) 
 plot(xbar) 
 abline(h=0.2) 
 i<-i+1 
 } 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 
  Όταν η µέση τιµή της θεωρητικής κατανοµής δεν 
υπάρχει τότε ο Α.Ν.Μ.Α. δεν ισχύει προφανώς. 
Παράδειγµα κατανοµής της οποίας δεν υπάρχει η 
µέση τιµή είναι η Cauchy. Με την βοήθεια της R 
βλέπουµε ότι δεν υπάρχει σύγκλιση.  

> par(mfrow=c(2,2)) 
> i<-1 
> for(i in 1:4) 
 { 
 x<-rcauchy(500) 
 xbar<-cumsum(x)/(1:500) 
 plot(xbar) 
 i<-i+1 
 } 
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Νόµος των Μεγάλων Αριθµών 
(ΝΜΑ) 
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Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 
  Με βάση το Κ.Ο.Θ. αν Χ1,...,Χn είναι 
ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες 
µεταβλητές µε πεπερασµένη µέση τιµή µ 
και διασπορά σ2, τότε  

  Προσεγγιστικά, για µεγάλα n έχουµε 
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Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 
  Εφαρµογή: Έστω τυχαίο δείγµα µεγέθους 150 από την 

κατανοµή Poisson παραµέτρου λ=2 (τότε λ=µ=σ2=2).  
> poisson.clt<-function(k,n,l) 
 { 
 Sn<-rep(NA,k) 
 i<-1 
 for(i in 1:k) 
 { 
 x<-rpois(n,l) 
 Sn[i]<-(sum(x)-n*l)/(sqrt(n*l)) 
 } 
 return(Sn) 
 } 
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Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 
  Στην παραπάνω συνάρτηση δηµιουργούµε k 
δείγµατα µεγέθους n από την Poisson µε 
παράµετρο l, και για κάθε δείγµα υπολογίζουµε 
το Sn. Ας ελέγξουµε, µε βάση τις k τιµές για το 
Sn, αν πράγµατι η κατανοµή του είναι Κανονική. 
Επιλέγουµε k=300. 

   > run<-poisson.clt(300,150,2) 
   > par(mfrow=c(1,2)) 
   > hist(run) 
   > qqnorm(run) 
   > qqline(run) 
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Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 


