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Εισαγωγή

Το βιβλίο αυτό απευθύνεται σε φοιτητές που έχουν παρακολουθήσει κάποιο εισαγωγικό �άθη�α Θεωρίας
Πιθανοτήτων και ενδιαφέρονται να γνωρίσουν τη �αθη�ατική θεωρία των Χρη�ατοοικονο�ικών.

Η �αθη�ατική �οντελοποίηση χρη�ατοοικονο�ικών αγορών είναι ένα δύσκολο εγχείρη�α, καθώς οι αγορές
δεν υπόκεινται σε νό�ους της φύσης, αλλά �άλλον σε χαρακτηριστικά της ανθρώπινης συ�περιφοράς. ΄Οπως
σε κάθε �οντελοποίηση, χρειάζεται να βρει κανείς �ια ικανοποιητική το�ή ανά�εσα σε �οντέλα που είναι
απλά και �πορεί κανείς να τα κατανοήσει και να τα αναλύσει, και σε �οντέλα που είναι ρεαλιστικά, αλλά
είναι συχνά δύσκολο ή αδύνατο να αναλυθούν. Ο Στοχαστικός Λογισ�ός επιτρέπει σή�ερα την κατανόηση
αρκετά πολύπλοκων οικονο�ικών �οντέλων, απαιτεί ό�ως εξοικείωση �ε στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς
χρόνου, όπως η κίνηση Brown και προχωρη�ένες τεχνικές για την ανάλυση αυτών των διαδικασιών, όπως
το Λή��α του Itô και το Θεώρη�α αναπαράστασης των martingale. Αυτό αναστέλλει την εισαγωγή στη
Μαθη�ατική Χρη�ατοοικονο�ία �έχρι το προχωρη�ένο προπτυχιακό ή το �εταπτυχαικό επίπεδο σπουδών.

Στις ση�ειώσεις αυτές παρουσιάζονται πολύ απλά υποδείγ�ατα αγορών σε διακριτό χρόνο. Για την ανάλυσή
τους αρκούν οι γνώσεις που αποκτά ένας προπτυχιακός φοιτητής �αθη�ατικών από ένα εισαγωγικό �άθη�α
Θεωρίας Πιθανοτήτων, χωρίς να απαιτείται γνώση της Θεωρίας Μέτρου. Σε αυτά τα �οντέλα παρουσιάζον-
ται οι βασικές αρχές της Μαθη�ατικής Χρη�ατοοικονο�ίας, αλλά �ε τέτοιο τρόπο που η γενίκευσή τους σε
πολυπλοκότερα �οντέλα να προκύπτει αβίαστα

Το τελευταίο κεφάλαιο αυτών των ση�ειώσεων αφορά το υπόδειγ�α Black & Scholes και τον τρόπο �ε τον
οποίον τα διακριτά �οντέλα που θα �ελετήσου�ε το προσεγγίζουν οριακά, καθώς η λεπτότητα της δια�έρι-
σης του χρόνου τείνει στο �ηδέν. Με αυτόν τον τρόπο ο αναγνώστης εισάγεται στα υποδείγ�ατα συνεχούς
χρόνου και �πορεί στη συνέχεια να �ελετήσει τη σχετική βιβλιογραφία.

Τα �οντέλα που παρουσιάζονται σε αυτές τις ση�ειώσεις έχουν προκύψει �ε πολλές παραδοχές που συχνά
δεν ικανοποιούνται στον πραγ�ατικό κόσ�ο. Ο αναγνώστης θα πρέπει λοιπόν να τα αντι�ετωπίσει �ε προ-
σοχή. Είναι κατάλληλα για να κατανοήσει κανείς τις βασικές αρχές της Μαθη�ατικής Χρη�ατοοικονο�ίας
και να φωτίσουν κάποια αδρά, ποιοτικά χαρακτηριστικά των πραγ�ατικών αγορών, αλλά σε κα�ία περίπτωση
δεν είναι ένα εργαλείο στο οποίο �πορεί να βασίσει κανείς την επενδυτική του στρατηγική.

Το κεί�ενο αυτό ξεκίνησε να γράφεται όταν δίδασκα τα �αθή�ατα Μαθη�ατική Χρη�ατοοικονο�ία Ι & ΙΙ
στο Τ�ή�α Εφαρ�οσ�ένων Μαθη�ατικών του Πανεπιστη�ίου Κρήτης. Ευχαριστώ όλους τους φοιτητές
που παρακολούθησαν το �άθη�α και βοήθησαν �ε τα σχόλιά τους στην οργάνωση της ύλης και ιδιαίτερα
την Ελένη �ρα�ουντάνη, τη Μαρίνα Μωραΐτη και τον Νίκο Ροδουσάκη. Ευχαριστώ επίσης τον συνάδελ-
φο Ιωάννη Αθανασόπουλο για τις πολλές συζητήσεις που είχα�ε σχετικά �ε την οργάνωση αυτών των
�αθη�άτων. Ευχαριστώ τέλος τον γλωσσικό επι�ελητή Θεόφιλο Τρα�πούλη και τον κριτικό αναγνώστη
�η�ήτρη Χελιώτη για τα σχόλιά τους και τον φοιτητή της Σχολής Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχα-
νικών Υπολογιστών του ΕΜΠ Μανώλη Γκαραγκούνη-Βλατάκη, που είναι υπεύθυνος για την ηλεκτρονική
υπόσταση αυτών των ση�ειώσεων.
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Κεφάλαιο 1

Τα βασικά χρη�ατοοικονο�ικά
παράγωγα και η αρχή της �η
επιτηδειότητας

1.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο θα �ιλήσου�ε για την αξία του χρή�ατος στον χρόνο, θα γνωρίσου�ε τα βασικότερα
χρη�ατοοικονικά παράγωγα, τα οποία θα αποτελέσουν το κεντρικό αντικεί�ενο του βιβλίου. Θα γνωρίσου�ε
επίσης το αξίω�α της Μαθη�ατικής Χρη�ατοοικονο�ίας που είναι η αρχή της �η επιτηδειότητας (principle
of no arbitrage). Αυτό το αξίω�α είναι το βασικό εργαλείο που θα χρησι�οποιήσου�ε στη �ελέτη των
παραγώγων. Για παρό�οιο υλικό �πορείτε να δείτε και την αναφορά [5].

1.2 Η αξία του χρή�ατος στον χρόνο

Γνωρίζου�ε από την ε�πειρία �ας ότι οι τράπεζες πληρώνουν τόκους στους καταθέτες τους και χρεώνουν
τόκους σε όσους δανείζονται από αυτές. Κατά �ια έννοια, ο τόκος είναι το ενοίκιο που εισπράττει κάποιος
προκει�ένου να παραχωρήσει ένα κεφάλαιο που του ανήκει για κάποια χρονική περίοδο. Στο τέλος της
περιόδου, το κεφάλαιο του επιστρέφεται και γι΄ αυτό λέ�ε ότι η συγκεκρι�ένη επένδυση είναι χωρίς κίνδυνο
(risk-free). Ο τόκος είναι το κέρδος που αποφέρει αυτή η επένδυση και το επιτόκιο (interest rate) είναι ο
ρυθ�ός απόδοσής της. Προκει�ένου να συγκρίνου�ε διαφορετικές επενδύσεις, το επιτόκιο αναφέρεται πάντα
σε ετήσια βάση.

Παράδειγ�α 1 Πριν από έξι �ήνες ανοίξατε λογαριασ�ό σε �ια τράπεζα και καταθέσατε €500. Σή�ερα
ο λογαριασ�ός σας πιστώθηκε �ε €5 τόκο. Ο ρυθ�ός απόδοσης της επένδυσής σας είναι 1% ανά έξι �ήνες,
δηλαδή 2% ανά έτος. Επο�ένως, το επιτόκιο που σας πρόσφερε η τράπεζά σας ήταν 2%. ΄Ενας φίλος
σας τοποθέτησε σή�ερα €1.000 κλειστά, σε ένα προθεσ�ιακό λογαριασ�ό και σε δύο χρόνια θα έχει στον
λογαριασ�ό του €1.060. Ο ρυθ�ός απόδοσης της επένδυσής του είναι 6% ανά 2 έτη, δηλαδή 3% ανά έτος.
Επο�ένως, το επιτόκιο που του πρόσφερε η τράπεζά του ήταν 3%.

Στο προηγού�ενο παράδειγ�α, προσέξτε ότι, αν δεν αποσύρετε τους τόκους που πιστώθηκαν στον λογα-
ριασ�ό σας, σε έξι �ήνες θα εισπράξετε τόκο και γι΄ αυτό το ποσόν. Ο λογαριασ�ός σας θα πιστωθεί σε
αυτήν την περίπτωση �ε τόκο €505× 2%/έτος × 0,5 έτος =€5,05 και τελικά θα έχετε €510,05. Βλέπου�ε
ότι, παρότι το επιτόκιο είναι 2%, η επένδυσή σας απέφερε κέρδος περισσότερο από 2% στη διάρκεια ενός
έτους. Αυτό συνέβη γιατί ο τόκος που εισπράξατε στο εξά�ηνο ανατοκίστηκε. Επο�ένως, προκει�ένου
να αξιολογήσου�ε �ακροπρόθεσ�α την απόδοση �ιας κατάθεσης, χρειάζεται να λάβου�ε υπόψιν και πόσο
συχνά αποφέρει τόκους.

Ας υποθέσου�ε λοιπόν ότι �ια τράπεζα προσφέρει επιτόκιο r και πληρώνει τόκους n φορές τον χρόνο.
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΄Ενα αρχικό κεφάλαιο A(0) θα αποφέρει τόκους A(0) × r
n την πρώτη φορά που θα πληρωθούν τόκοι. Το

συνολικό κεφάλαιο που θα βρίσκεται τότε στον λογαριασ�ό είναι

A
� 1
n

�
= A(0)

�
1 +

r

n

�
.

Αυτό θα λειτουργήσει ως αρχικό κεφάλαιο για τη δεύτερη περίοδο διάρκειας 1
n του έτους. Στο τέλος της

δεύτερης περιόδου, �αζί �ε τους τόκους που θα πληρωθούν σε αυτήν την περίοδο, το κεφάλαιο θα έχει γίνει

A
� 2
n

�
= A

� 1
n

�
×

�
1 +

r

n

�
= A(0)

�
1 +

r

n

�2
.

Εύκολα βλέπου�ε ότι, αν ο χρόνος t, �ετρη�ένος σε έτη, είναι πολλαπλάσιο της περιόδου ανατοκισ�ού 1/n,
τότε το αρχικό κεφάλαιο θα έχει ανατοκιστεί nt φορές �έχρι το χρόνο t και το κεφάλαιο στον λογαριασ�ό
θα είναι

A(t) = A(0)
�
1 +

r

n

�nt
.

Αν επιχειρούσατε να αποσύρετε τα χρή�ατα σας κάποια χρονική στιγ�ή t που δεν είναι πολλαπλάσιο του 1
n ,

το κεφάλαιό σας θα είχε ανατοκιστεί [nt] φορές. Μαζί �ε τους τόκους που αναλογούν �έχρι τη στιγ�ή t,
τα χρή�ατα που θα παίρνατε θα ήταν

A(t) = A(0)
�
1 +

r

n

�[nt]�
1 + r(t− [nt]

n
)
�
. (1.1)

Η ακολουθία n �→
�
1+ r

n

�nt�
1+ r(t− [nt]

n )
�
είναι αύξουσα. Αυτό δεν είναι ιδιαίτερα εύκολο να αποδειχθεί,

αλλά διαισθητικά ση�αίνει ότι όσο πιο συχνά ανατοκίζεται η κατάθεσή �ας, τόσο �εγαλύτερη απόδοση έχει.
Υπάρχει ό�ως ένα όριο στην αύξηση αυτής της απόδοσης. ΄Οταν n → ∞, όταν δηλαδή ο ανατοκισ�ός είναι
συνεχής, η αρχική �ας επένδυση A(0) θα έχει αξία

A(t) = A(0)ert

τη χρονική στιγ�ή t. Παρότι ο συνεχής ανατοκισ�ός (continuous compounding) είναι πρακτικά ανέφικτος,
πρόκειται για ένα χρήσι�ο θεωρητικό εργαλείο που οδηγεί στην απλοποίηση εκφράσεων όπως η (1.1).
Επιπλέον, για οποιοδήποτε σχή�α ανατοκισ�ού �ε επιτόκιο r1, υπάρχει ένα ισοδύνα�ο επιτόκιο r, το οποίο
�ε συνεχή ανατοκισ�ό δίνει την ίδια απόδοση στο τέλος κάθε περιόδου ανατοκισ�ού. Προκει�ένου να βρού�ε
το επιτόκιο r αρκεί να λύσου�ε την εξίσωση

�
1 +

r1
n

�
= e

r
n ⇔ r = n log(1 +

r1
n

�
.

Για το λόγο αυτό, θα ακολουθήσου�ε σε όλο το βιβλίο τη σύ�βαση ότι ο ανατοκισ�ός είναι συνεχής. ΄Ενας
καταθετικός λογαριασ�ός �ε συνεχή ανατοκισ�ό που προσφέρει επιτόκιο r είναι το παράδειγ�α που �πορείτε
να έχετε στο �υαλό σας για την έννοια του προϊόντος χωρίς κίνδυνο �ε σταθερό επιτόκιο.

Ορισ�ός 1 Ονο�άζου�ε προϊόν χωρίς κίνδυνο (risk-free asset) �ε σταθερό επιτόκιο r ένα προϊόν η αξία
του οποίου �εταβάλλεται στον χρόνο σύ�φωνα �ε τη σχέση

A(t) = A(0)ert.

΄Ενα βασικό χαρακτηριστικό του προϊόντος χωρίς κίνδυνο είναι ότι γνωρίζου�ε σή�ερα την αξία που θα
έχει στο �έλλον. Μπορού�ε �ε αυτόν τον τρόπο να συγκρίνου�ε ποσά που καταβάλλονται σε διαφορετικές
χρονικές στιγ�ές, αν �πορού�ε να δανείζου�ε και να δανειζό�αστε χωρίς κίνδυνο �ε επιτόκιο r. ΄Ενα ευρώ
σή�ερα θα πρέπει να έχει την ίδια αξία �ε erT ευρώ, τα οποία πρόκειται να καταβληθούν κάποια �ελλοντική
χρονική στιγ�ή T . Αυτό συ�βαίνει γιατί, αν είχατε ένα ευρώ σή�ερα, θα �πορούσατε να το επενδύσετε
χωρίς κίνδυνο και να εισπράξετε erT ευρώ τη χρονική στιγ�ή T . Αντίστοιχα, ένα ποσόν A, το οποίο θα
πληρωθεί κάποια �ελλοντική χρονική στιγ�ή T , είναι ισοδύνα�ο �ε ένα ποσόν Ae−rT σή�ερα. Για το λόγο
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αυτό, όταν �πορού�ε να δανείζου�ε και να δανειζό�αστε �ε σταθερό επιτόκιο r, λέ�ε ότι η παρούσα αξία
(present value) ενός ποσού A, το οποίο πρόκειται να καταβληθεί τη χρονική T , είναι Ae−rT .

΄Ενα απλό ο�όλογο (zero-coupon bond), �ε χρόνο ωρί�ανσης (maturity) T και τι�ή όψεως A, δίνει
στον κάτοχό του το δικαίω�α να εισπράξει από τον εκδότη του ο�ολόγου το ποσόν A, στον χρόνο T . Ο
κάτοχος του ο�ολόγου λέ�ε ότι έχει τη θετική θέση (long position) σε αυτή τη συ�φωνία, ενώ ο εκδότης
του ο�ολόγου λέ�ε ότι έχει την αρνητική θέση (short position).

Είναι προφανές ότι ο εκδότης του ο�ολόγου δεν έχει κανένα λόγο να πάρει την αρνητική θέση σε αυτήν
τη συ�φωνία, αν δεν εισπράξει σή�ερα ένα ποσόν από τον κάτοχο του ο�ολόγου. Η τι�ή που συ�φωνείται
να καταβληθεί σή�ερα, για ένα ο�όλογο �ε ωρί�ανση T και τι�ή όψεως 1, είναι η παρούσα αξία αυτού του
ο�ολόγου και τη συ�βολίζου�ε �ε B(0, T ). Αντίστοιχα, ένα ο�όλογο �ε την ίδια ωρί�ανση και τι�ή όψεως
A έχει παρούσα αξία A×B(0, T ).

Στην ουσία, ο εκδότης ενός απλού ο�ολόγου δανείζεται σή�ερα ένα ποσόν A×B(0, T ) από τον αγοραστή
του ο�ολόγου και αναλα�βάνει την υποχρέωση να επιστρέψει στον κάτοχο του ο�ολόγου το ποσόν A, τη
συ�φωνη�ένη χρονική στιγ�ή T . Αυτός είναι και ο τρόπος που συνήθως δανείζονται χρή�ατα τα κράτη
και κάποιοι �εγάλοι οικονο�ικοί οργανισ�οί. Αυτή η πράξη δανεισ�ού υποννοεί ένα συ�φωνη�ένο σταθερό
επιτόκιο r για τη χρονική περίοδο (0, T ), που �πορεί να υπολογιστεί από τη σχέση

A×B(0, T ) = AerT ⇔ r = − 1

T
lnB(0, T ).

Τα απλά ο�όλογα �ας επιτρέπουν επο�ένως να συγκρίνου�ε ποσά που καταβάλλονται σε διαφορετικές
χρονικές στιγ�ές, χωρίς να κάνου�ε την υπόθεση ότι το επιτόκιο παρα�ένει σταθερό ή ότι είναι εκ των
προτέρων γνωστό. Πράγ�ατι, αν στην αγορά υπάρχουν προς διαπραγ�άτευση ο�όλογα �ε ωρί�ανση T , η
παρούσα αξία ενός ποσού A που θα καταβληθεί τη χρονική στιγ�ή T είναι A×B(0, T ).

Τα ο�όλογα είναι προϊόντα που �πορεί κανείς να διαπραγ�ατευτεί και η αξία τους αλλάζει στον χρόνο, �ε
τρόπο που δεν �πορού�ε εν γένει να προβλέψου�ε. Αν 0 < t < T , συ�βολίζου�ε �ε B(t, T ) την αξία ενός
ο�ολόγου �ε ωρί�ανση T και τι�ή όψεως 1 κατά τη χρονική στιγ�ή t. Αυτή δεν �πορεί να είναι γνωστή
σή�ερα, σε κάθε περίπτωση ό�ως υποννοεί ότι το ισοδύνα�ο σταθερό επιτόκιο δανεισ�ού r(t, T ) για την
περίοδο (t, T ) είναι τέτοιο ώστε

B(t, T ) = er(t,T )(T−t) ⇔ r(t, T ) = − 1

T − t
lnB(t, T ).

Για τις ανάγκες αυτών των εισαγωγικών ση�ειώσεων, στις αγορές που θα θεωρήσου�ε θα υπάρχει πάντα
ένα προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε σταθερό επιτόκιο r, το οποίο �πορού�ε είτε να αγοράζου�ε είτε να πουλά�ε.
Ο προσεκτικός αναγνώστης θα παρατηρήσει ό�ως ότι στα περισσότερα επιχειρή�ατα �πορεί κανείς να αν-
τικαταστήσει τον προεξοφλητικό παράγοντα (discounting factor) e−rT από τον B(0, T ).

Κλείνου�ε αυτήν την παράγραφο �ε �ια ση�είωση. Στην πραγ�ατικότητα, τα προϊόντα χωρίς κίνδυνο και τα
ο�όλογα είναι προϊόντα �ε κίνδυνο. Υπάρχει πάντα ο κίνδυνος να �ην σας επιστραφεί ποτέ ένα ποσόν που
δανείσατε ή ένα απλό ο�όλογο να �ην πληρώσει την τι�ή όψεως (να κουρευτεί). Ο κίνδυνος αυτός είναι το
αντικεί�ενο �ελέτης της Θεωρίας Κινδύνου και συνήθως αντανακλάται στο ύψος του επιτοκίου δανεισ�ού.
Σε αυτές τις ση�ειώσεις θα προσποιηθού�ε ότι δεν υπάρχει, γιατί σκοπός �ας είναι να �ελετήσου�ε τις
αγορές των παραγώγων.

1.3 Τα βασικά χρη�ατοοικονο�ικά παράγωγα

Τα παράγωγα προϊόντα (derivative securities) είναι συ�βόλαια που καθορίζουν �ια συ�φωνία, η οποία
πρόκειται να υλοποιηθεί στο �έλλον και η αξία της οποίας εξαρτάται από κάποιο άλλο προϊόν, που θα το
ονο�άζου�ε πρωτογενές (underlying asset). Για το λόγο αυτό ονο�άζονται και εξαρτώ�ενες απαιτήσεις
(contingent claims). Το πρωτογενές προϊόν (από το οποίο εξαρτάται η αξία του παραγώγου) �πορεί να είναι
�ια �ετοχή, ένα ξένο νό�ισ�α, ένα αγαθό (π.χ. πετρέλαιο), ένας χρη�ατιστηριακός δείκτης, ένα ο�όλογο,
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ακό�α κι ένα άλλο παράγωγο προϊόν.

Ας δού�ε �ερικά παραδείγ�ατα παραγώγων.

΄Ενα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο (forward contract), �ε χρόνο ωρί�ανσης T και τι�ή παράδοσης (delivery
price) K, είναι �ια συ�φωνία για την αγορά του πρωτογενούς προϊόντος στον χρόνο T έναντι τι�ή�ατος
K. Ο αγοραστής λέ�ε ότι έχει τη θετική θέση (long position), ενώ ο πωλητής την αρνητική θέση (short
position). Η αξία της συ�φωνίας αυτής στην ωρί�ανση εξαρτάται από την αξία ST που θα έχει τότε το
πρωτογενές προϊόν. Η απόδοση του προθεσ�ιακού συ�βολαίου στην ωρί�ανση για τον κάτοχο της θετικής
θέσης είναι ST −K και �πορεί να είναι θετική ή αρνητική.

΄Ενα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς (european call option), �ε χρόνο ωρί�ανσης T και τι�ή άσκησης
(strike price) K, δίνει στον κάτοχό του (θετική θέση) το δικαίω�α να αγοράσει από τον αντισυ�βαλλό�ενο
(αρνητική θέση) το πρωτογενές προϊόν στον χρόνο T έναντι τι�ή�ατος K. Ο λογικός επενδυτής �ε θετική
θέση θα ασκήσει το δικαίω�α αγοράς �όνο όταν η τι�ή ST του πρωτογενούς προϊόντος στην ωρί�ανση
είναι �εγαλύτερη του K. Επο�ένως, η απόδοση για τον κάτοχο ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς στην
ωρί�ανση είναι (ST −K)+ = max{ST −K, 0} και είναι πάντοτε �η αρνητική.

΄Ενα α�ερικανικό δικαίω�α αγοράς (american call option) διαφέρει από το αντίστοιχο ευρωπα-
ϊκό στο ότι �πορεί να ασκηθεί οποιαδήποτε στιγ�ή �έχρι και την ωρί�ανσή του.

΄Ενα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης (european put option), �ε χρόνο ωρί�ανσης T και τι�ή άσκη-
σης K, δίνει στον κάτοχό του (θετική θέση) το δικαίω�α να πουλήσει στον αντισυ�βαλλό�ενο (αρνητική
θέση) το πρωτογενές προϊόν στον χρόνο T έναντι τι�ή�ατος K. Ο λογικός επενδυτής �ε θετική θέση θα
ασκήσει το δικαίω�α πώλησης �όνο όταν η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος στην ωρί�ανση είναι �ικρότερη
του K. Επο�ένως η απόδοση για τον κάτοχο ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης στην ωρί�ανση είναι
(K − ST )+ και είναι πάντοτε �η αρνητική.

΄Οπως και στην περίπτωση των δικαιω�άτων αγοράς, ένα α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης διαφέρει
από το αντίστοιχο ευρωπαϊκό στο ότι �πορεί να ασκηθεί οποιαδήποτε στιγ�ή �έχρι και την ωρί�ανσή του.
Περισσότερα παραδείγ�ατα θα δού�ε στην πορεία του �αθή�ατος.

Η διαπραγ�άτευση των παραγώγων γίνεται είτε �έσω Χρη�ατιστηρίων είτε απ΄ ευθείας (over the coun-
ter) �εταξύ των ενδιαφερό�ενων πλευρών (συνήθως αξιόπιστων χρη�ατοοικονο�ικών οργανισ�ών). Στην
Ελλάδα, η αγορά παραγώγων λειτουργεί από το 1997. Στις Ηνω�ένες Πολιτείες Α�ερικής, ο τζίρος της
αγοράς παραγώγων �ετοχών ξεπερνά αυτόν της αγοράς των ίδιων των �ετοχών. Τι είναι λοιπόν αυτό που
κάνει έναν επενδυτή να στραφεί στην αγορά παραγώγων; Η συνηθισ�ένη απάντηση σε αυτήν την ερώτηση
είναι ‘η κερδοσκοπία και η αντιστάθ�ιση του κινδύνου’ (speculation and hedging.) Ας προσπαθήσου�ε να
το καταλάβου�ε �έσα από τα ακόλουθα δύο παραδείγ�ατα.

Παράδειγ�α 2 ΄Ενας επενδυτής πιστεύει ότι η αξία της �ετοχής �ιας εταιρείας X πρόκειται να ανέβει
ση�αντικά �έσα στον επό�ενο �ήνα και θέλει να επενδύσει στη �ετοχή αυτή. Η τι�ή της �ετοχής σή�ερα
είναι €10, ενώ στην αγορά διατίθεται προς €2 ένα α�ερικανικό δικαιώ�α αγοράς της �ετοχής της εταιρείας
X, �ε ωρί�ανση σε ένα �ήνα και τι�ή άσκησης €10. Ο επενδυτής αποφασίζει να διαθέσει €1.000 και
εξετάζει δύο εναλλακτικές επενδυτικές στρατηγικές. Είτε θα αγοράσει 100 �ετοχές της εταιρείας είτε θα
αγοράσει το δικαιώ�α αγοράς 500 �ετοχών.

Ας δού�ε τώρα τι θα συ�βεί στις δύο περιπτώσεις, ανάλογα �ε το αν η πεποίθηση του επενδυτή επαληθευτεί ή
όχι. Αν η τι�ή της �ετοχής παρα�είνει διαρκώς κάτω από τα €10, τότε στην πρώτη περίπτωση θα διατηρήσει
την αξία των �ετοχών του, ενώ στη δεύτερη θα χάσει όλη του την επένδυση, αφού δεν θα �πορέσει να
ασκήσει το δικαίω�α που έχει αγοράσει. Αυτή ακριβώς η �εγαλύτερη έκθεση σε κίνδυνο είναι και ο λόγος
που ένα δικαίω�α αγοράς της �ετοχής κοστίζει πάντα λιγότερο από ότι η ίδια η �ετοχή.
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Αν από την άλλη πλευρά η αξία της �ετοχής όντως ανέβει, τότε κάθε επιπλέον ευρώ ανόδου στην αξία
της �ετοχής θα αποφέρει στον επενδυτή €100, αν έχει επενδύσει στη �ετοχή, και €500, αν έχει επενδύσει
στο παράγωγό της. Αν για παράδειγ�α η τι�ή της �ετοχής ανέβει στα €15, τότε στην πρώτη περίπτωση η
αξία των �ετοχών του επενδυτή θα είναι €1500, αποφέροντάς του κέρδος 50%. Στη δεύτερη περίπτωση,
χρησι�οποιώντας το δικαίω�α, �πορεί να αγοράσει 500 �ετοχές της εταιρείας προς €10 και να τις πουλήσει
ά�εσα στην τι�ή διαπραγ�άτευσής τους (€15). Αυτό θα του αποφέρει €5/�ετοχή× 500 �ετοχές=€2500 και
κέρδος 150% επί της αρχικής του επένδυσης. Βλέπου�ε ότι, ενώ η επένδυση στο δικαίω�α αγοράς ενέχει
�εγαλύτερο κίνδυνο, αφήνει �εγαλύτερο περιθώριο κέρδους, αν η πεποίθηση του επενδυτή επαληθευτεί.
Αυτό είναι ένα παράδειγ�α χρήσης παραγώγων για κερδοσκοπία. Θα πρέπει ό�ως κανείς να έχει κατά νου
ότι τα παράγωγα είναι όπως τα παίγνια �ηδενικού αθροίσ�ατος. Το κέρδος του ενός συ�βαλλό�ενου είναι
η ζη�ιά του άλλου. Στην αγορά των παραγώγων, συνήθως οι άλλοι είναι �εγάλοι οργανισ�οί που �πορούν
�ε τις κινήσεις τους να επηρεάσουν την αγορά.

Παράδειγ�α 3 Μια ελληνική εταιρεία υπογράφει ένα συ�βόλαιο για την αγορά ενός �ηχανή�ατος από
�ια α�ερικανική κατασκευάστρια. Η τελευταία αναλα�βάνει να παραδώσει το �ηχάνη�α σε ένα χρόνο, έναντι
$100.000. Η τρέχουσα ισοτι�ία είναι €1=$ 1,10112. Η ελληνική εταιρεία βρίσκει την τι�ή του �ηχανή�ατος
συ�φέρουσα, αλλά ανησυχεί για την ισοτι�ία $/€ που θα ισχύει σε ένα χρόνο. Προκει�ένου να καταρτίσει
τον προϋπολογισ�ό της, θα ήθελε να εξασφαλίσει ότι δεν θα πληρώσει πάνω από €90.000 για το �ηχάνη�α.
΄Ενα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς $100.000, �ε ωρί�ανση σε ένα χρόνο και τι�ή άσκησης €90.000, θα
�πορούσε να φανεί πολύ χρήσι�ο. Αν σε ένα χρόνο η ισοτι�ία $/€έχει υπερβεί τα 0,90€/$, η εταιρεία θα
�πορεί να ασκήσει το δικαίω�α αγοράς και να λάβει $100.000 έναντι €90.000. Αν πάλι η ισοτι�ία έχει �είνει
κάτω από 0,90€/$, η εταιρεία �πορεί να ανταλλάξει ευρώ προς α�ερικανικά δολλάρια στην τρέχουσα ισοτι�ία.
Αυτό είναι ένα παράδειγ�α χρήσης παραγώγων για την αντιστάθ�ιση του κινδύνου από τις �εταβολές της
αξίας του πρωτογενούς προϊόντος, το οποίο στο συγκεκρι�ένο παράδειγ�α είναι ένα ξένο συνάλλαγ�α.

Είναι σαφές ότι ένα προϊόν, όπως το δικαίω�α αγοράς ή πώλησης, �όνο θετικό �πορεί να αποβεί στον κάτοχό
του. Είναι λοιπόν εύλογο ότι ο κάτοχος του δικαιώ�ατος θα πρέπει να καταβάλει στον αντισυ�βαλλό�ενό
του ένα αρχικό τί�η�α προκει�ένου να το αποκτήσει. Το αν υπάρχει κάποιο τί�η�α που �πορεί να θεωρηθεί
δίκαιο και το ποιο ακριβώς είναι αυτό είναι ένα �η τετρι��ένο πρόβλη�α. Στο �εγαλύτερο �έρος των
ση�ειώσεων θα ασχοληθού�ε �ε την τι�ολόγηση χρη�ατοοικονο�ικών παραγώγων. Το βασικό εργαλείο
που χρησι�οποιού�ε είναι η αρχή της �η επιτηδειότητας (principle of no arbitrage), η οποία αποτελεί το
αντικεί�ενο της επό�ενης παραγράφου.

1.4 Η αρχή της �η επιτηδειότητας

Η αρχή της �η επιτηδειότητας αξιώνει ότι δεν �πορεί να υπάρξει δυνατότητα κέρδους χωρίς την ανάληψη
ρίσκου. Μπορεί κανείς να επιχειρη�ατολογήσει γιατί είναι εύλογο να έχουν αυτήν την ιδιότητα οι πραγ-
�ατικές αγορές, τουλάχιστον όταν αυτές βρίσκονται σε ισορροπία. Ας υποθέσου�ε για παράδειγ�α ότι,
στη διατραπεζική αγορά οι τρέχουσες ισοτι�ίες �εταξύ ευρώ, α�ερικανικού δολλαρίου και στερλίνας είναι $
1=€0,90817, €1 = £0,70095 και £1 = $ 1,60211. Αυτός ο συνδυασ�ός ισοτι�ιών συνιστά �ια δυνατότητα
κέρδους χωρίς ρίσκο. Μια ευρωπαϊκή τράπεζα θα �πορούσε αρχικά να αγοράσει £700,95 προς €1.000. Στη
συνέχεια θα �πορούσε να ανταλλάξει τις στερλίνες �ε 700, 95× 1, 60211 = 1123 α�ερικανικά δολλάρια. Με
αυτά θα �πορούσε να αγοράσει €1.019,87, εξασφαλίζοντας κέρδος €19,87 για κάθε €1.000 επένδυσης.
Καθένας που θα αντιλα�βανόταν αυτή την ευκαιρία θα ήθελε φυσικά να την εκ�εταλλευτεί. Θα δη�ιουρ-
γείτο έτσι αυξη�ένη ζήτηση για την αγορά στερλινών �ε ευρώ, για την αγορά δολλαρίων �ε στερλίνες και
για την αγορά ευρώ �ε δολλάρια, οδηγώντας στη �είωση των αντίστοιχων ισοτι�ιών �έχρι την εξάλειψη
αυτής της δυνατότητας κέρδους, οπότε θα είχα�ε αποκατάσταση της ισορροπίας. Στα Χρη�ατοοικονο�ικά
Μαθη�ατικά δεχό�αστε την αρχή της �η επιτηδειότητας ως αξίω�α.

Συνήθως �ια αγορά �οντελοποιείται από ένα χώρο πιθανότητας, τα ση�εία του οποίου αντιπροσωπεύουν
τα δυνατά σενάρια εξέλιξης της αγοράς. Οι τι�ές των διαφόρων προϊόντων είναι στοχαστικές διαδικασίες,
ορισ�ένες σε αυτόν τον χώρο πιθανότητας. Οι στατιστικές ιδιότητες που τους αποδίδου�ε αντανακλούν
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την πεποίθηση που υπάρχει για τη δυνα�ική τους. Τέτοια υποδείγ�ατα έχουν προταθεί πολλά και θα δού�ε
αρκετά. Κάποια από αυτά είναι εύχρηστα αλλά �άλλον απλοϊκά, άλλα είναι περισσότερο ρεαλιστικά αλλά
τεχνικά δυσκολότερα στην ανάλυσή τους. Η τι�ολόγηση παραγώγων βασίζεται στην αρχή της �η επιτηδει-
ότητας, αλλά εξαρτάται εν γένει και από τις λεπτο�έρειες του υποδείγ�ατος αγοράς που υιοθετού�ε. Θα
αναβάλου�ε για το επό�ενο κεφάλαιο την αυστηρή �αθη�ατική περιγραφή τέτοιων υποδειγ�άτων και θα
ασχοληθού�ε εδώ �ε τους περιορισ�ούς που επιβάλλονται από την αρχή της �η επιτηδειότητας, χωρίς να
κάνου�ε κα�ία υπόθεση για τη δυνα�ική της αγοράς.

Η ακόλουθη πρόταση είναι ά�εση συνέπεια της αρχής της �η επιτηδειότητας και θα �ας φανεί χρήσι�η.

Πρόταση 1 α) Αν τη στιγ�ή T ≥ 0 ένα χαρτοφυλακίο A έχει σε κάθε πιθανό ενδεχό�ενο �η αρνητική
αξία, τότε η αρχική του αξία πρέπει να είναι �η αρνητική. Συγκεκρι�ένα,

VT (A) ≥ 0 =⇒ V0(A) ≥ 0.

β) Αν τη στιγ�ή T ≥ 0 η αξία ενός χαρτοφυλακίου A είναι σε κάθε πιθανό ενδεχό�ενο τουλάχιστον όση
η αξία ενός χαρτοφυλακίου B, τότε η αρχική αξία του A πρέπει να είναι τουλάχιστον όση αυτή του B.
Συγκεκρι�ένα,

VT (A) ≥ VT (B) =⇒ V0(A) ≥ V0(B).

γ) Αν τη στιγ�ή T ≥ 0 η αξία ενός χαρτοφυλακίου A ταυτίζεται �ε την αξία ενός χαρτοφυλακίου B σε
κάθε πιθανό ενδεχό�ενο, τότε η αρχική αξία των A και B πρέπει να είναι η ίδια. Συγκεκρι�ένα,

VT (A) = VT (B) =⇒ V0(A) = V0(B).

Παρατήρηση 1 Στη διατύπωση της Πρότασης 1 θα πρέπει να δώσου�ε προσοχή στη ση�ασία της φράσης
‘σε κάθε πιθανό ενδεχό�ενο’ . Εν γένει, ένα χαρτοφυλάκιο αποτελείται από τίτλους, η αξία των οποίων
στον χρόνο T δεν �ας είναι σή�ερα γνωστή, αλλά εξαρτάται από το τι θα συ�βεί στην αγορά �έχρι τη στιγ�ή
T . Για να χρησι�οποιήσου�ε την παραπάνω πρόταση θα πρέπει να εξασφαλίσου�ε ότι οι προϋποθέσεις της
ικανοποιούνται ανεξάρτητα από τι �πορεί να συ�βεί στην αγορά �έχρι τον χρόνο T . Αυτό θα γίνει πιο
κατανοητό στο επό�ενο κεφάλαιο, όταν θα �οντελοποιήσου�ε τα δυνατά σενάρια εξέλιξης της αγοράς ως
ση�εία ενός χώρου πιθανότητας, οπότε η VT (A) θα είναι �ια τυχαία �εταβλητή. Λέγοντας VT (A) ≥ 0 θα
εννοού�ε ότι αυτή η τυχαία �εταβλητή είναι �η αρνητική �ε πιθανότητα 1. Αν αυτό συ�βαίνει, η αρχή της
�η επιτηδειότητας επιβάλλει στην αρχική αξία του χαρτοφυλακίου, η οποία είναι ένα συγκεκρι�ένο ποσό, να
είναι �η αρνητική.

Παρατήρηση 2 Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει. Για παράδειγ�α, ας υποθέσου�ε ότι
στην αγορά υπάρχει �ια �ετοχή αξίας €10 και ότι η αξία ενός δικαιώ�ατος αγοράς της �ετοχής, �ε ωρί�ανση
T και τι�ή άσκησης €12, είναι €2. Αν θεωρήσου�ε ένα χαρτοφυλάκιο που περιλα�βάνει τη �ετοχή και
αρνητική θέση σε πέντε δικαιώ�ατα αγοράς της �ετοχής, τότε η αρχική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου είναι
�ηδενική. Η αξία ό�ως του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή T θα είναι VT = ST − 5(ST−€12)+. Είναι φανερό
ότι το πρόση�ο της VT εξαρτάται από την αξία ST της �ετοχής στον χρόνο T .

Ας δού�ε τώρα πώς, χρησι�οποιώντας την Πρόταση 1, �πορού�ε να εξαγάγου�ε χρήσι�α συ�περάσ�ατα για
την αρχική αξία των παραγώγων που γνωρίσα�ε στην προηγού�ενη παράγραφο.

Πρόταση 2 Η αξία F (S0, T,K) ενός προθεσ�ιακού συ�βολαίου �ε ωρί�ανση T και τι�ή παράδοσης K
είναι

F (S0, T,K) = S0 −KB(0, T ) = S0 −Ke−rT .
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Απόδειξη: Η απόδοση ενός προθεσ�ιακού συ�βολαίου στην ωρί�ανση είναι ST −K. Θεωρού�ε ένα χαρ-
τοφυλάκιο A που αποτελείται από το πρωτογενές προϊόν και αρνητική θέση σε ένα ο�όλογο όψεως K και
ωρί�ανσης T . Θεωρού�ε επίσης χαρτοφυλάκιο B που αποτελείται από ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο �ε χρόνο
ωρί�ανσης T και τι�ή παράδοσης K. Η αξία του χαρτοφυλακίου A στην ωρί�ανση είναι ST −K. Επο�ένως,
είναι ίση �ε την αξία του B, ανεξάρτητα από την τι�ή που �πορεί να έχει η ST . Σύ�φωνα �ε την αρχή της
�η επιτηδειότητας τα δύο χαρτοφυλάκια πρέπει να έχουν την ίδια αρχική αξία. Η τρέχουσα αξία του A ό�ως
είναι S0 −KB(0, T ). ✷

Παρατήρηση 3 Η αρχική αξία του προθεσ�ιακού συ�βολαίου είναι �ηδενική, όταν η τι�ή παράδοσης είναι
Kf = S0erT . Αν σε ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο συ�φωνηθεί η Kf ως τι�ή παράδοσης, οι συ�βαλλό�ενοι
δεν χρειάζεται να ανταλλάξουν χρή�ατα κατά την υπογραφή του. Η Kf ονο�άζεται προθεσ�ιακή τι�ή
(forward price) του συ�βολαίου και είναι η τι�ή παράδοσης που συνήθως χρησι�οποιείται στην πράξη.

Ας εξετάσου�ε τώρα την περίπτωση ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς.

Πρόταση 3 Η αξία c(S0, T,K) ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης
K ικανοποιεί τις ανισότητες �

S0 −KB(0, T )
�+ ≤ c(S0, T,K) ≤ S0.

Απόδειξη: Θεωρού�ε χαρτοφυλάκιο A, αποτελού�ενο από ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε χρόνο ω-
ρί�ανσης T και τι�ή άσκησης K. Είδα�ε ότι η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου στην ωρί�ανση είναι
VT (A) = (ST − K)+ ≥ 0. Θα συ�βολίζου�ε την αρχική του αξία �ε c(S0, T,K). Από την Πρόταση 1,
θα πρέπει c(S0, T,K) ≥ 0. ΄Εστω τώρα χαρτοφυλάκιο B που αποτελείται από ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο
για την αγορά του πρωτογενούς προϊόντος �ε χρόνο ωρί�ανσης T και τι�ή παράδοσης K. Η απόδοση του
χαρτοφυλακίου B στην ωρί�ανση είναι VT (B) = ST −K ≤ (ST −K)+ = VT (A), ανεξάρτητα από την τι�ή
που �πορεί να έχει η ST . Επο�ένως, η αρχική αξία του B δεν �πορεί να υπερβαίνει την αρχική αξία του A.
΄Εχου�ε λοιπόν ότι c(S0, T,K) ≥ S0 −KB(0, T ) και τελικά

c(S0, T,K) ≥ max{S0 −KB(0, T ), 0} =
�
S0 −KB(0, T )

�+
.

΄Εστω τώρα χαρτοφυλάκιο B� που περιλα�βάνει �όνο το πρωτογενές προϊόν. Η αξία του χαρτοφυλακίου B�

στην ωρί�ανση είναι ST και είναι �εγαλύτερη από (ST −K)+. Από την Πρόταση 1 η αρχική αξία του B�

είναι τουλάχιστον όση του δικαιώ�ατος αγοράς, επο�ένως c(S0, T,K) ≤ S0. ✷

�ιαισθητικά περι�ένου�ε ότι όσο �εγαλύτερη είναι η τι�ή άσκησης ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγο-
ράς τόσο �ικρότερη θα πρέπει να είναι η αρχική του αξία. Αυτό είναι ά�εση συνέπεια της αρχής της �η
επιτηδειότητας. Πράγ�ατι, εφόσον η συνάρτηση K �→ (x−K)+ είναι φθίνουσα, έχου�ε ότι

K1 ≤ K2 =⇒ (ST −K1)
+ ≥ (ST −K2)

+, ∀ST ≥ 0 =⇒ c(S0, T,K1) ≥ c(S0, T,K2).

Περισσότερες σχέσεις που επιβάλλει η αρχή της �η επιτηδειότητας στη ‘δίκαιη’ τι�ή των ευρωπαϊκών δι-
καιω�άτων αγοράς θα δού�ε στις ασκήσεις.

Πρόταση 4
�
Ισοτι�ία ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης (put-call parity)

�
. Οι αρχικές αξίες

c(S0, T,K) και p(S0, T,K) των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης συνδέονται �ε τη σχέση

F (S0, T,K) = S0 −KB(0, T ) = c(S0, T,K)− p(S0, T,K). (1.2)

Απόδειξη: Από την ταυτότητα x = x+ − x− = x+ − (−x)+, η οποία ισχύει για κάθε x ∈ R, έχου�ε ότι:

ST −K = (ST −K)+ − (K − ST )
+, ∀ST ≥ 0.

Θεωρού�ε χαρτοφυλάκιο A, το οποίο αποτελείται από ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο, και χαρτοφυλάκιο B,
το οποίο αποτελείται από ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς και �ια αρνητική θέση σ΄ ένα ευρωπαϊκό δικα-
ίω�α πώλησης. ΄Ολα τα παραπάνω παράγωγα έχουν χρόνο ωρί�ανσης T και τι�ή άσκησης K. Από την
παραπάνω ισότητα οι αποδόσεις των δύο χαρτοφυλακίων στην ωρί�ανση συ�πίπτουν. Από την αρχή της �η
επιτηδειότητας οι αρχικές τους αξίες πρέπει επο�ένως να είναι ίσες. ✷
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Παρατήρηση 4 Με βάση την ισοτι�ία ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης, οι εκτι�ήσεις
που κάνα�ε για την c(S0, T,K) στην Πρόταση (3) αυτό�ατα οδηγούν σε αντίστοιχες εκτι�ήσεις για την
p(S0, T,K). Συγκεκρι�ένα,

(KB(0, T )− S0)
+ ≤ p(S0, T,K) ≤ KB(0, T ).

Υποθέσα�ε παραπάνω ότι η κατοχή του πρωτογενούς προϊόντος (στο χαρτοφυλάκιο A) δεν συνεπάγεται
κάποιο κόστος ή όφελος. Σε κάποιες περιπτώσεις αυτό δεν είναι ακριβές. Για παράδειγ�α, �ια �ετοχή �πορεί
να πληρώσει �έρισ�α στους κατόχους της κάποια στιγ�ή πριν την ωρί�ανση, ένα αγαθό �πορεί να επιφέρει
κάποιο κόστος αποθήκευσης ή ένα ξένο συνάλλαγ�α �πορεί να αποφέρει τόκους. Τα επιπλέον έσοδα ή
έξοδα από την κατοχή του πρωτογενούς προϊόντος δεν αφορούν φυσικά τους κατόχους παραγώγων, γι΄
αυτό και η αξία ενός παραγώγου σε �ια τέτοια περίπτωση είναι διαφορετική.

Ας δού�ε για παράδειγ�α πώς αλλάζει η αξία ενός προθεσ�ιακού συ�βολαίου, αν το πρωτογενές προϊόν είναι
η �ετοχή �ιας εταιρείας, η οποία αποδίδει στους κατόχους της �έρισ�α D ανά �ετοχή στον χρόνο t < T . Με
τη διανο�ή του �ερίσ�ατος, η αξία της εταιρείας θα �ειωθεί κατά το κεφάλαιο που �οίρασε στους �ετόχους
της. Επειδή η αξία �ιας �ετοχής αντιπροσωπεύει ένα �έρος της αξίας της εταιρείας, αυτό�ατα η αξία κάθε
�ετοχής θα �ειωθεί κατά D. ΄Ετσι, ο κάτοχος �ιας �ετοχής, ακριβώς πριν τη διανο�ή του �ερίσ�ατος θα έχει
�ια �ετοχή αξίας St−, ενώ ακριβώς �ετά θα έχει �ια �ετοχή αξίας St+ = St−−D και �ετρητά D. Αν λοιπόν
το χαρτοφυλάκιο A περιέχει αρχικά τη �ετοχή, αρνητική θέση σε ένα ο�όλογο όψεως K και ωρί�ανσης T ,
καθώς και αρνητική θέση σ΄ ένα ο�όλογο όψεως D και ωρί�ανσης t, το �έρισ�α που θα λάβου�ε θα καλύψει
ακριβώς την υποχρέωσή �ας στο ο�όλογο που ωρι�άζει τη στιγ�ή t. Η αξία του χαρτοφυλακίου �ας στον
χρόνο T θα είναι επο�ένως VT (A) = ST − K. Από την αρχή της �η επιτηδειότητας, η αρχική αξία ενός
προθεσ�ιακού συ�βολαίου �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης K είναι ίση �ε αυτήν του χαρτοφυλακίου A.
Επο�ένως,

F (S0, T,K) = S0 −KB(0, T )−DB(0, t) = S0 −De−rt −Ke−rT .

Ο�οίως, η σχέση ισοτι�ίας των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης γίνεται

c(S0, T,K)− p(S0, T,K) = S0 −DB(0, t)−KB(0, T ).

1.5 Σύνθεση παραγώγων ευρωπαϊκού τύπου

΄Ενα παράγωγο ονο�άζεται ευρωπαϊκού τύπου, αν η αξία του στην ωρί�ανση T εξαρτάται �όνο από την τι�ή
που λα�βάνει το πρωτογενές προϊόν στην ωρί�ανση. Επο�ένως, η αξία ενός παραγώγου ευρωπαϊκού τύπου
είναι της �ορφής f(ST ), για κάποια συνάρτηση f : R+ → R. ΄Ενας επενδυτής που επιθυ�εί να επενδύσει σε
παράγωγα του πρωτογενούς προϊόντος θα ήθελε να επιλέξει τη συνάρτηση απόδοσης f που ταιριάζει στις
ανάγκες του. Από την άλλη, είναι κατανοητό ότι δεν �πορούν να υπάρχουν στην αγορά έτοι�α παράγω-
γα για κάθε συνάρτηση απόδοσης f . Στην παράγραφο αυτή θα δού�ε πώς �πορού�ε να συνθέσου�ε ένα
παράγωγο, να κατασκευάσου�ε δηλαδή ένα χαρτοφυλάκιο �ε την επιθυ�ητή απόδοση f , χρησι�οποιώντας
απλά παράγωγα όπως αυτά που είδα�ε στην Παράγραφο 1.3.

Αν και τα ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα αγοράς ή πώλησης είναι απλά χρη�ατιστηριακά προϊόντα, εντούτοις αρκούν
για να συνθέσου�ε πρακτικά οποιοδήποτε ευρωπαϊκό παράγωγο �ε τον ίδιο χρόνο ωρί�ανσης. Μπορείτε
εύκολα να δείτε ότι, αν η f έχει παραγώγους �έχρι και δεύτερης τάξης, τότε για κάθε x ≥ 0 έχου�ε:

f(x) = f(0) + f �(0)x+

� ∞

0
(x− y)+f ��(y) dy. (1.3)

Επο�ένως, για οποιαδήποτε τι�ή ST του πρωτογενούς προϊόντος έχου�ε

f(ST ) = f(0) + f �(0)ST +

� ∞

0
(ST − y)+f ��(y) dy. (1.4)
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Βλέπου�ε ότι η απόδοση του παραγώγου στην ωρί�ανση είναι ίδια �ε αυτήν ενός χαρτοφυλακίου που
αποτελείται από ένα ο�όλογο όψεως f(0), f �(0) �έρη του πρωτογενούς προϊόντος και ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα
αγοράς όλων των δυνατών τι�ών άσκησης. Αν γνωρίζου�ε την αρχική αξία των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων
αγοράς, �πορού�ε να υπολογίσου�ε και την αρχική αξία του παραγώγου, ως

V0(f) = f(0)B(0, T ) + f �(0)S0 +

� ∞

0
c(S0, T, y)f

��(y) dy.

Είναι ενδιαφέρον ότι, όταν η f είναι �ια κυρτή συνάρτηση η (1.4) παρα�ένει σε ισχύ, αν ερ�ηνεύσου�ε
την f �� �ε την έννοια των κατανο�ών. Μπορού�ε έτσι να συνθέσου�ε παράγωγα, των οποίων η απόδοση
είναι γρα��ικός συνδυασ�ός κυρτών συναρτήσεων, όπως είναι για παράδειγ�α κάθε τ�η�ατικά γρα��ική
συνάρτηση. Σε αυτήν την περίπτωση η (1.4) γίνεται

f(ST ) = f(0) + f �
+(0)ST +

�

y>0

(ST − y)+
�
f �
+(y)− f �

−(y)
�
. (1.5)

Παράδειγ�α 4 Θέλου�ε να σχεδιάσου�ε ένα ευρωπαϊκό παράγωγο του οποίου η απόδοση έχει ως εξής.

f(ST ) =






ST , 0 ≤ ST ≤ K

K, K ≤ ST ≤ 9K

10K − ST , 9K ≤ ST ≤ 10K

0, ST ≥ 10K.

Η απόδοση του παραγώγου είναι τ�η�ατικά γρα��ική. ΄Εχου�ε f(0) = 0, f �
+(0) = 1 και για y > 0

f �
+(y) �= f �

−(y) �όνο αν y ∈ {K, 9K, 10K}. Από την 1.5 έχου�ε

f(ST ) = ST − (ST −K)+ − (ST − 9K)+ + (ST − 10K)+.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι το παράγωγο που θέλου�ε να συνθέσου�ε είναι ουσιαστικά ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο
αποτελείται από το πρωτογενές προϊόν, ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε τι�ή άσκησης 10K και αρνητική
θέση σε ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα αγοράς �ε τι�ές άσκησης K και 9K. Από την αρχή της �η επιτηδειότητας,
η αρχική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου θα είναι

V0 = S0 + c(S0, T, 10K)− c(S0, T,K)− c(S0, T, 9K).

Παράδειγ�α 5 Θεωρήστε ένα παράγωγο �ε συνάρτηση απόδοσης

f(ST ) =

�
0, ST < K

1, ST ≥ K.

Η απόδοση δεν είναι συνεχής συνάρτηση, επο�ένως δεν �πορεί να γραφεί ως γρα��ικός συνδυασ�ός κυρτών
συναρτήσεων. Οι κυρτές συναρτήσεις είναι συνεχείς, αν παίρνουν πεπερασ�ένες τι�ές. Θα προσεγγίσου�ε
την f �ε συνεχείς, τ�η�ατικά γρα��ικές συναρτήσεις. Μπορού�ε εύκολα να ελέγξου�ε την ακόλουθη
ανισότητα, που ισχύει για κάθε h > 0.

(x− (K − h))+ − (x−K)+

h
≤ f(x) ≤ (x−K)+ − (x− (K + h))+

h
.

Από την αρχή της �η επιτηδειότητας θα πρέπει να έχου�ε:

c(S0, T,K − h)− c(S0, T,K)

h
≤ V0(f) ≤

c(S0, T,K)− c(S0, T,K + h)

h
.
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Αν �πορού�ε να υπολογίσου�ε την αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς και αυτή είναι παραγωγίσι�η
ως προς την τι�ή άσκησης, παίρνοντας h → 0, έχου�ε

V0(f) = −∂c(S0, T,K)

∂K
.

Η αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς c(S0, T,K) εξαρτάται από το υπόδειγ�α που θα χρησι�οποι-
ήσου�ε για την τι�ολόγηση. Ανεξάρτητα από το υπόδειγ�α ό�ως, η ση�ερινή αξία του παραγώγου του
παραδείγ�ατος θα δίνεται από την παράγωγο της c ως προς την τι�ή άσκησης.

1.6 Συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης (future contracts)

΄Ενα συ�βόλαιο �ελλοντικής εκπλήρωσης, όπως και ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο, είναι �ια συ�φωνία για
την αγοραπωλησία καθορισ�ένης ποσότητας ενός προϊόντος, σε καθορισ�ένο χρόνο, έναντι καθορισ�ένου
τι�ή�ατος.

Η βασικότερη διαφορά �εταξύ προθεσ�ιακών συ�βολαίων και συ�βολαίων �ελλοντικής εκπλήρωσης είναι
ότι, ενώ στα προθεσ�ιακά συ�βόλαια το συ�φωνηθέν τί�η�α καταβάλεται εξ΄ ολοκλήρου στην ωρί�ανση,
στα συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης το τί�η�α καταβάλλεται σταδιακά, όσο το συ�βόλαιο είναι σε ισχύ,
και στην ωρί�ανση το προϊόν πωλείται στην τι�ή διαπραγ�άτευσής του. Θα εξηγήσου�ε τον τρόπο �ε ένα
παράδειγ�α, καλό είναι ό�ως να διαβάσετε από τα βιβλία [3] ή [4] τις λεπτο�έρειες.

΄Εστω ότι στις 12 Οκτωβρίου ο Α συ�φωνεί να αγοράσει από τον Β ποσότητα Υ του προϊόντος Χ. Η
αγορά θα γίνει στις 30 Νοε�βρίου έναντι τι�ή�ατος f0. Τα συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης είναι τυ-
ποποιη�ένα. ΄Ετσι, συ�βόλαια για την ίδια ποσότητα και τον ίδιο χρόνο παράδοσης συνάπτονται και �εταξύ
άλλων επενδυτών. Ας υποθέσου�ε λοιπόν ότι στις13 Οκτωβρίου η τελευταία τι�ή που συ�φωνήθηκε για ένα
τέτοιο συ�βόλαιο είναι f1 > f0. Τότε ο Α, του οποίου η θέση απέκτησε αξία σε σχέση �ε την προηγού�ενη
�έρα, λα�βάνει από τον Β τη διαφορά f1 − f0. Ο�οίως, αν f0 > f1 ο Β λα�βάνει από τον Α f0 − f1. Η
διαδικασία αυτή καλείται καθη�ερινή αποτί�ηση (marking-to-market) και οι πληρω�ές πραγ�ατοποιούνται
�έσω λογαριασ�ών πίστωσης (margin accounts), που οι συ�βαλλό�ενοι είναι υποχρεω�ένοι να διατηρούν
πάνω από κάποιο καθορισ�ένο υπόλοιπο. Αυτή η διαδικασία επαναλα�βάνεται καθη�ερινά. Στο τέλος της
n−οστής η�έρας, ποσόν fn−1 − fn (θετικό ή αρνητικό) �εταφέρεται από το λογαριασ�ό του Α σ΄ αυτόν
του Β, ώσπου στην η�ερο�ηνία παράδοσης ο Α αγοράζει το προϊόν από τον Β στην τρέχουσα τι�ή του
προϊόντος SN . Το άθροισ�α των ενδιά�εσων πληρω�ών από τον Α στον Β είναι τηλεσκοπικό και ισούται
�ε f0 − fN , όπου N είναι το πλήθος των η�ερών �έχρι την ωρί�ανση. Από την αρχή της �η επιτηδειότητας
θα πρέπει fN = SN . Μαζί �ε την τελική πληρω�ή SN , ο Α θα έχει καταβάλλει στον Β συνολικά ποσό
f0 − fN + SN = f0, το οποίο είναι και το συ�φωνηθέν τί�η�α.

Ο λόγος ύπαρξης αυτής της διαδικασίας καθη�ερινής καταβολής της διαφοράς στη �ελλοντική τι�ή, είναι
η ελαχιστοποίηση του κινδύνου από την πτώχευση ενός από τους δύο συ�βαλλό�ενους. Γι΄ αυτό και τα
συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης είναι προσβάσι�α σε ιδιώτες επενδυτές, σε αντίθεση �ε τα προθεσ�ιακά
συ�βόλαια που συνάπτονται συνήθως �όνο στη διατραπεζική αγορά.

Εδώ θα ασχοληθού�ε περισσότερο �ε την τι�ολόγηση των συ�βολαίων �ελλοντικής εκπλήρωσης βάσει της
αρχής της �η επιτηδειότητας. Οι στρατηγικές επιτηδειότητας που έχου�ε θεωρήσει ως τώρα συνίστανται
στη σύνθεση αρχικά ενός χαρτοφυλακίου �ε �ηδενική αξία που σε �ια �ελλοντική στιγ�ή T θα έχει θετική
απόδοση, ανεξάρτητα από την κίνηση του πρωτογενούς προϊόντος. Αυτή είναι �ια απλοϊκή στρατηγική
ό�ως, αφού δεν αξιοποιού�ε τη δυνατότητα να �εταβάλλου�ε το χαρτοφυλάκιό �ας, χρησι�οποιώντας την
πληροφορία που παρέχει η τι�ή του υποκεί�ενου προϊόντος �έχρι εκείνη τη στιγ�ή. Θα �πορούσα�ε για
παράδειγ�α, την πρώτη στιγ�ή που η τι�ή �ιας �ετοχής πέσει κάτω από ένα προκαθορισ�ένο επίπεδο, να
αλλάξου�ε τη θέση �ας, αγοράζοντας τη �ετοχή �ε χρή�ατα από το λογαριασ�ό �ετρητών του χαρτοφυ-
λακίου �ας. Μια τέτοια συναλλαγή προφανώς δεν �εταβάλλει την αξία του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή που
διεκπεραιώνεται.
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Ορισ�ός 2 ΄Ενα χαρτοφυλάκιο που εξελίσσεται στον χρόνο �ε �ια σειρά από συναλλαγές, οι οποίες εξαρ-
τώνται �όνο από την πληροφορία που είναι διαθέσι�η ως τη στιγ�ή που συντελούνται και δεν �εταβάλουν την
αξία του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή που συντελούνται, ονο�άζεται αυτοχρη�ατοδοτού�ενο (self-financing).

΄Ενα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο �ε �ηδενική αρχική αξία και θετική απόδοση στον χρόνο T ,
προσφέρει �ια στρατηγική επιτηδειότητας. Θεωρώντας αυτοχρη�ατοδοτού�ενα χαρτοφυλάκια, η αρχή της
�η επιτηδειότητας επιβάλλει περισσότερους περιορισ�ούς στην τι�ολόγηση παραγώγων. Χρησι�οποιώντας
ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο, θα δείξου�ε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5 Αν το επιτόκιο είναι σταθερό, τότε η θεωρητικά δίκαιη �ελλοντική τι�ή f0 που συ�φωνείται
σε ένα συ�βολαίο �ελλοντικής εκπλήρωσης ταυτίζεται �ε την αντίστοιχη προθεσ�ιακή τι�ή.

Απόδειξη: ΄Εστω r ο τόκος που αντιστοιχεί σε κεφάλαιο 1 το οποίο έχει επενδυθεί χωρίς κίνδυνο για �ία
η�έρα. Θέτου�ε Λ = 1 + r. Συνθέτου�ε ένα χαρτοφυλάκιο που αρχικά αποτελείται από θετική θέση σε Λ
συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης �ε ωρί�ανση έπειτα από N �έρες και �ελλοντική τι�ή f0, από αρνητική
θέση σε ΛN προθεσ�ιακά συ�βόλαια στην προθεσ�ιακή τι�ή Kf �ε την ίδια ωρί�ανση και από ένα λογαρια-
σ�ό χωρίς κίνδυνο και αρχικά χωρίς χρή�ατα. Η αρχική αξία ενός τέτοιου χαρτοφυλακίου είναι 0. Στο τέλος
κάθε �έρας, τα κέρδη ή οι ζη�ιές από τη �εταβολή της �ελλοντικής τι�ής επενδύονται στον λογαριασ�ό
ή καλύπτονται από αυτόν. Επιπλέον, αυξάνου�ε τη θέση �ας στα συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης, �ε
συ�φωνίες στην τρέχουσα �ελλοντική τι�ή, ώστε να έχου�ε συνολικά Λ φορές περισσότερα από όσα την
προηγού�ενη �έρα. Αυτή η αλλαγή θέσης δεν �εταβάλλει την αξία του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή που συν-
τελείται, αφού τα συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης έχουν �ηδενική αξία, όταν υπογράφονται. Επο�ένως
το χαρτοφυλάκιό �ας είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενο.

Στο τέλος της πρώτης �έρας θα �εταφέρου�ε ποσό Λ(f1 − f0) στον άνευ κινδύνου λογαριασ�ό. Επιπλέον,
θα έχου�ε θετική θέση σε Λ2 συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης και αρνητική θέση σε ΛN προθεσ�ιακά
συ�βόλαια.

Στο τέλος της δεύτερης �έρας το ποσό στον άνευ κινδύνου λογαριασ�ό θα τοκιστεί, ενώ θα �εταφέρου�ε
σε αυτόν και τα κέρδη (ζη�ιές) από τα Λ2 συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης που κατέχου�ε. Το χαρτο-
φυλάκιό �ας θα αποτελείται λοιπόν από Λ2(f2− f0) στον λογαριασ�ό χωρίς κίνδυνο, αρνητική θέση σε ΛN

προθεσ�ιακά συ�βόλαια, ενώ τώρα θα έχου�ε αυξήσει τη θέση �ας στα συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης
σε Λ3.

Στην η�ερο�ηνία ωρί�ανσης θα έχου�ε λοιπόν ΛN (fN − f0) = ΛN (SN − f0) σε �ετρητά, αρνητική θέση
σε ΛN προθεσ�ιακά συ�βόλαια (�ε απόδοση −ΛN (SN −Kf )) και ΛN συ�βόλαια �ελλοντικής εκπλήρωσης
χωρίς αξία, αφού στην παράδοση του προϊόντος καταβάλεται η τρέχουσα τι�ή του. Η συνολική απόδοση
του χαρτοφυλακίου �ας θα είναι λοιπόν VT = ΛN (Kf − f0) και συνεπώς, αν Kf �= f0, το χαρτοφυλάκιό
�ας (ή αρνητική θέση σε αυτό) θα συνιστούσε στρατηγική επιτηδειότητας. ✷

Παρατήρηση 5 Με το ίδιο ουσιαστικά επιχείρη�α, �πορού�ε να δείξου�ε ότι η θεωρητικά δίκαιη �ελλον-
τική τι�ή ταυτίζεται �ε την προθεσ�ιακή τι�ή και στην περίπτωση που το επιτόκιο �εταβάλλεται καθη�ερινά,
αλλά �ε τρόπο που είναι γνωστός εξ΄ αρχής και δεν εξαρτάται από τις �εταβολές της �ελλοντικής τι�ής.
Αποδείξτε το.

1.7 Α�ερικανικά δικαιώ�ατα αγοράς/πώλησης

Θα προσπαθήσου�ε τώρα να εξαγάγου�ε περιορισ�ούς που η αρχή της �η επιτηδειότητας επιβάλλει στην
αρχική αξία C(S0, T,K) ενός α�ερικανικού δικαιώ�ατος αγορας. Οι παρακάτω ανισότητες είναι εύκολο να
αποδειχθούν από την πρόταση 1.

T1 ≤ T2 =⇒ C(S0, T1,K) ≤ C(S0, T2,K).

K1 ≤ K2 =⇒ C(S0, T,K1) ≥ C(S0, T,K2).
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Είναι φανερό ότι ένα α�ερικανικό δικαίω�α θα πρέπει να αξίζει τουλάχιστον όσο το αντίστοιχο ευρωπαϊκό,
αφού το α�ερικανικό �πορεί να ασκηθεί οποιαδήποτε στιγ�ή �έχρι την ωρί�ανση, ενώ το ευρωπαϊκό �όνο
στην ωρί�ανση. Είναι ενδιαφέρον ότι �πορού�ε να αποδείξου�ε το ακόλουθο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 1 Αν η κατοχή του πρωτογενούς προϊόντος δεν έχει κόστος και δεν αποφέρει έσοδα, οι αξίες
ενός ευρωπαϊκού και ενός α�ερικανικού δικαιώ�ατος αγοράς είναι ίσες. �ηλαδή

C(S0, T,K) = c(S0, T,K). (1.6)

Απόδειξη: ΄Εχου�ε όπως είπα�ε ότι

C(S0, T,K) ≥ c(S0, T,K).

Η απόδειξη του άνω φράγ�ατος στην (1.6) είναι πολύ ενδιαφέρουσα. Συνήθως αποδεικνύου�ε ανισότητες
επιτηδειότητας κατασκευάζοντας ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο που έχει σε κάθε πιθανό ενδε-
χό�ενο �η αρνητική τελική αξία, συ�περαίνοντας έτσι ότι η αρχική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου πρέπει
να είναι �η αρνητική. Εδώ θέλου�ε ένα άνω φράγ�α για την αρχική αξία του α�ερικανικού δικαιώ�ατος
αγοράς. Θα θέλα�ε λοιπόν να κατασκευάσου�ε ένα δυνα�ικό αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο που
αρχικά περιέχει (ανά�εσα σε άλλα προϊόντα) και �ια αρνητική θέση στο α�ερικανικό δικαίω�α αγοράς και του
οποίου η τελική αξία είναι οπωσδήποτε �η αρνητική. Τώρα ό�ως τα πιθανά ενδεχό�ενα εξέλιξης της αγοράς
�έχρι τη στιγ�ή T περιλα�βάνουν όλους τους τρόπους που ο κάτοχος της θετικής θέσης στο α�ερικανικό
δικαίω�α �πορεί να επιλέξει να το ασκήσει. Θα πρέπει λοιπόν το αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο που
θα κατασκευάσου�ε να έχει �η αρνητική τελική αξία, όπως κι αν ασκηθεί το δικαίω�α.

Θεωρού�ε χαρτοφυλάκιο Α που αποτελείται αρχικά από �ια αρνητική θέση σε ένα α�ερικανικό δικαίω�α
αγοράς, από το πρωτογενές προϊόν, από ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης
K και από �ία αρνητική θέση σε ένα ο�όλογο όψεως K και ωρί�ανσης T . Στο ενδεχό�ενο που το α�ερι-
κανικό δικαιώ�α ασκηθεί σε κάποιο χρόνο τ ≤ T , θα πουλήσου�ε το προϊόν του χαρτοφυλακίου �ας έναντι
ποσού K. Η αξία του ποσού αυτού στον χρόνο T υπερκαλύπτει την αρνητική θέση στο ο�όλογο, οπότε
στην ωρί�ανση το χαρτοφυλάκιό �ας θα έχει �η αρνητικό υπόλοιπο σε �ετρητά και το δικαίω�α πώλησης,
συνεπώς θα έχει �η αρνητική αξία.
Αν το α�ερικανικό δικαίω�α δεν ασκηθεί ποτέ (και αφού δεν ασκείται ούτε στην ωρί�ανσή του αυτό συνε-
πάγεται ότι ST ≤ K), τότε στην ωρί�ανση ασκού�ε το ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης, πουλά�ε το προϊόν
του χαρτοφυλακίου �ας έναντι K και καλύπτου�ε την αρνητική θέση στο ο�όλογο, οπότε η αξία της θέσης
�ας είναι �ηδενική. Σε κάθε περίπτωση λοιπόν η αξία του χαρτοφυλακίου �ας στην ωρί�ανση είναι �η
αρνητική. Από την άλλη το χαρτοφυλάκιό �ας είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενο, συνεπώς �η αρνητική θα είναι
και η αρχική του αξία. ΄Ετσι,

C(S0, T,K) ≤ p(S0, T,K) + S0 −KB(0, T ) = c(S0, T,K),

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την ισοτι�ία των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης
(1.2) που έχου�ε αποδείξει. ✷

Παρατήρηση 6 Από την 1.6 προκύπτει ότι, για ένα προϊόν που η κατοχή του δεν αποφέρει έσοδα και
δεν έχει κόστος, η βέλτιστη στρατηγική για ένα κάτοχο α�ερικάνικου δικαιώ�ατος αγοράς είναι να ΜΗΝ
το ασκήσει πρώι�α.

Είναι πολύ διδακτικό να δοκι�άσετε την περίπτωση που το πρωτογενές προϊόν αποδίδει �έρισ�α D στον
χρόνο t < T . Μπορείτε να αποδείξετε τότε ότι το χαρτοφυλάκιο της παραπάνω απόδειξης έχει αυστηρά
θετική αξία. Η ιδέα είναι η εξής. Αν το α�ερικανικό δικαίω�α ασκηθεί πριν πληρωθεί το �έρισ�α, τα έσοδα
�ας από την πώληση (επενδυ�ένα χωρίς κίνδυνο �έχρι το χρόνο T ) υπερκαλύπτουν την αρνητική �ας θέση
στο ο�όλογο. Αν πάλι το δικαίω�α ασκηθεί �ετά το χρόνο πληρω�ής του �ερίσ�ατος, �ε την ίδια στρατηγική
θα έχου�ε στην ωρί�ανση τουλάχιστον το �έρισ�α και τους τόκους επ΄ αυτού. Χρησι�οποιήστε τώρα την
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σχέση ισοτι�ίας των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης στην περίπτωση που έχου�ε �έρισ�α
και συ�περάνετε ότι

D ≤ K(1− e−r(T−t)) =⇒ C(S0, T,K) = c(S0, T,K).

Ας δού�ε τώρα τι γίνεται στην περίπτωση των α�ερικανικών δικαιω�άτων πώλησης. Οι επό�ενες ανισότητες
για την αρχική αξία P (S0, T,K) ενός α�ερικανικού δικαιώ�ατος πώλησης είναι εύκολο να αποδειχθούν:

T1 ≤ T2 =⇒ P (S0, T1,K) ≤ P (S0, T2,K).

K1 ≤ K2 =⇒ P (S0, T,K1) ≤ P (S0, T,K2).

P (S0, T,K) ≥ p(S0, T,K). (1.7)

Σε αντίθεση �ε όσα είδα�ε για το α�ερικανικό δικαίω�α αγοράς, στην περίπτωση του α�ερικανικού δικαι-
ώ�ατος πώλησης είναι δυνατόν η πρώι�η εξάσκησή του να είναι καλύτερη στρατηγική από την ανα�ονή
�έχρι την ωρί�ανση. Αν ένας κάτοχος α�ερικανικού δικαιώ�ατος πώλησης ενός προϊόντος �ε τρέχουσα
τι�ή S0 < K το ασκήσει α�έσως, η θέση του στην ωρί�ανση θα έχει αξία (K − S0)erT . Αν πάλι δεν
το ασκήσει πριν την ωρί�ανση, η τελική του θέση θα έχει αξία (K − ST )+ ≤ K. Αν λοιπόν το S0 είναι
κατάλληλα �ικρό [S0 ≤ K(1 − e−rT )], τότε σίγουρα η ά�εση άσκηση είναι προτι�ότερη από την ανα�ονή
�έχρι την ωρί�ανση.

Θεώρη�α 2 Στην περίπτωση των α�ερικανικών δικαιω�άτων η ισοτι�ία αγοράς πώλησης (για προϊόντα
που η κατοχή τους δεν επιφέρει κόστος ή έσοδα) εκφράζεται �έσω της ακόλουθης διπλής ανισότητας:

S0 −K ≤ C(S0, T,K)− P (S0, T,K) ≤ S0 −Ke−rT . (1.8)

Απόδειξη: Το δεξί �έλος προκύπτει ά�εσα από τις σχέσεις (1.6), (1.7) και τη σχέση ισοτι�ίας των αντίστοι-
χων ευρωπαϊκών δικαιω�άτων. Για το αριστερό �έλος, θεωρήστε ένα χαρτοφυλάκιο που αρχικά περιέχει ένα
α�ερικανικό δικαίω�α αγοράς, αρνητική θέση σ΄ ένα α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης, ένα ποσόν K επενδε-
δυ�ένο χωρίς κίνδυνο και αρνητική θέση στο πρωτογενές προϊόν. Ακολουθού�ε τώρα την εξής στρατηγική.
Αν το α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης (στο οποίο έχου�ε αρνητική θέση) ασκηθεί (στον χρόνο τ ≤ T ),
χρησι�οποιού�ε �έρος από τα �ετρητά �ας για να κάνου�ε την αγορά στην παραδοτέα τι�ή K και �ε την
αγορά αυτή καλύπτου�ε την αρνητική �ας θέση στο προϊόν. ΄Ετσι η θέση �ας στην ωρί�ανση θα αποτελείται
από το δικαίω�α αγοράς και ένα ποσόν KerT (1− e−rτ ) ≥ 0, συνεπώς θα έχει �η αρνητική αξία.

Αν το α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης δεν ασκηθεί ποτέ, αυτό συνεπάγεται ότι ST > K. Σ΄ αυτήν την
περίπτωση ασκού�ε το δικαίω�α αγοράς που κατέχου�ε στην ωρί�ανση, καλύπτου�ε την αρνητική �ας θέση
στο πρωτογενές προϊόν και �ας �ένουν K(erT − 1) σε �ετρητά.
Σε κάθε περίπτωση η αξία του (αυτοχρη�ατοδοτού�ενου) χαρτοφυλακίου �ας στον χρόνο T είναι �η αρνη-
τική, οπότε και η αρχική του αξία πρέπει να είναι �η αρνητική και λα�βάνου�ε το αριστερό �έλος της (1.8) .✷

Από την (1.8) προκύπτουν ά�εσα εκτι�ήσεις για την P (S0, T,K). ΄Εχου�ε λοιπόν:

(S0 −Ke−rT )− ≤ P (S0, T,K) ≤ K.

Κλείνοντας αυτό το κεφάλαιο αξίζει να υπενθυ�ίσου�ε ότι στα �έχρι τώρα αποτελέσ�ατά �ας δεν έχου�ε
κάνει κάποια υπόθεση για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος. Τα αποτελέσ�ατα αυτά παρα�ένουν
συνεπώς σε ισχύ οποιοδήποτε υπόδειγ�α αγοράς κι αν υιοθετήσου�ε. Στο επό�ενο κεφάλαιο θα εξετάσου�ε
τέτοια υποδείγ�ατα και θα δού�ε πώς, �ε αυτή την επιπλέον υπόθεση, �πορού�ε να εξαγάγου�ε ακριβέστερα
συ�περάσ�ατα για την τι�ολόγηση παραγώγων.
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1.8 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Πριν από 90 η�έρες αγοράσα�ε ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο για την αγορά �ιας �ετοχής. Η
ωρί�ανση του συ�βολαίου είναι σε 10 η�έρες και η παραδοτέα τι�ή είναι €50,25, αλλά δεν επιθυ�ού�ε πια να
αποκτήσου�ε τη �ετοχή. Για την πώλησή της εισερχό�αστε σ΄ ένα νέο προθεσ�ιακό συ�βόλαιο, παίρνοντας
αρνητική θέση. ΄Εστω €45 η τρέχουσα τι�ή της �ετοχής και 4,75% το ετήσιο επιτόκιο (�ε συνεχή απόδοση).
Είναι γνωστό ότι η �ετοχή δεν αποδίδει �έρισ�α.
α) Ποια είναι η προθεσ�ιακή τι�ή για το νέο συ�βόλαιο;
β) Ποια είναι η τελική �ας θέση, όταν ωρι�άσουν τα δυο συ�βόλαια;
γ) Ποια είναι η ση�ερινή αξία της θέσης �ας;

΄Ασκηση 2 Τα παράγωγα προϊόντα βασίζονται σε πρωτογενή προϊόντα που είναι ανταλλάξι�α και αυτό έχει
ση�ασία όπως δείχνει το ακόλουθο σενάριο. Ο διευθυντής �ιας ξενοδοχειακής �ονάδας στην Κορνουάλη
έχει παρατηρήσει ότι οι επισκέπτες του ξενοδοχείου �ειώνονται, όταν ο καιρός είναι βροχερός. Για να
αντισταθ�ίσει τον κίνδυνο �ειω�ένου τζίρου εξ΄ αιτίας ενός βροχερού καλοκαιριού θέλει να συνάψει την 1η
Μαΐου �ια συ�φωνία �ε ωρί�ανση την 31η Αυγούστου και απόδοση VT = A(hT − k), όπου hT είναι το
ύψος της ετήσιας βροχόπτωσης στις 31 Αυγούστου, k είναι ένα προσυ�φωνη�ένο ύψος και A �ια σταθερά
(�ε �ονάδες £/cm). ΄Ετσι, αν βρέξει πολύ θα έχει να λάβει χρή�ατα από το συ�βόλαιο. ΄Εχοντας διαβάσει
λίγο Χρη�ατοοικονο�ία, παρατηρεί ότι η συ�φωνία είναι ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο επί του ύψους της
βροχόπτωσης, και σκέφτεται ότι η αξία της την 1η Μαΐου θα πρέπει να είναι V0 = A

�
h0−kB(0, T )

�
. Εσείς

συ�φωνείτε �΄ αυτό και γιατί;

΄Ασκηση 3 Μια �ετοχή έχει τρέχουσα τι�ή €50,25 και πρόκειται να αποδώσει �έρισ�α €2 ανά �ετοχή
σε 2 �ήνες. Το ετήσιο επιτόκιο είναι σταθερό 5% υπολογισ�ένο �ε συνεχή απόδοση. Για ποια τι�ή του K
είναι ίσες οι ση�ερινές αξίες των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης �ε ωρί�ανση σε 6 �ήνες και
τι�ή άσκησης K;

΄Ασκηση 4 ΄Ενα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο ενός έτους συνάπτεται επί �ιας �ετοχής. Η τρέχουσα τι�ή της
�ετοχής είναι €62 και είναι γνωστό ότι η �ετοχή πληρώνει �ερίσ�ατα €1 ανά �ετοχή σε ένα �ήνα και €2
ανά �ετοχή σε 7 �ήνες. Οι τι�ές ο�ολόγων όψεως €1.000 είναι €996,7 για 1 �ήνα, €974,1 για 7 �ήνες και
€951,2 για 12 �ήνες. Ποια είναι η προθεσ�ιακή τι�ή της �ετοχής;

΄Ασκηση 5 Την 1η Σεπτε�βρίου �ια εταιρεία Α σύναψε προθεσ�ιακό συ�βόλαιο για την αγορά από την
εταιρεία Β 1000 βαρελιών πετρελαίου την 30η �εκε�βρίου του ίδιου έτους. Η τρέχουσα τι�ή του πετρελαίου
είναι €60 το βαρέλι και το �ηνιαίο επιτόκιο είναι σταθερό και ίσο �ε 0,4% (�ε �ηνιαίο ανατοκισ�ό.)
α) Υπολογίστε την προθεσ�ιακή τι�ή του συ�βολαίου χωρίς να λάβετε υπ΄ όψιν το κόστος αποθήκευσης
του πετρελαίου.
β) Υπολογίστε την προθεσ�ιακή τι�ή του συ�βολαίου, αν για την αποθήκευση του πετρελαίου απαιτείται
�ηνιαίο ενοίκιο €1.000 πληρωτέο την 1η κάθε �ήνα.

΄Ασκηση 6 Η ση�ερινή συναλλαγ�ατική ισοτι�ία ευρώ και ελβετικού φράγκου είναι 0,6676 €/CHF. Η
τι�ή ενός ο�ολόγου 180 η�ερών �ε τι�ή όψεως €100 είναι €98,0199. Η τι�ή του αντίστοιχου ελβετικού
ο�ολόγου όψεως 100 CHF είναι 98,5631CHF.
α) Βρείτε την προθεσ�ιακή τι�ή του ελβετικού φράγκου για συ�βόλαια �ε ωρί�ανση σε 180 η�έρες.
β) Αν �πορείτε να συνάψετε συ�βόλαια �ε προθεσ�ιακή τι�ή 0,67 €/CHF, περιγράψτε �ια στρατηγική
επιτηδειότητας. Πόσα ευρώ θα κερδίζατε για ένα συ�βόλαιο 1000CHF;

΄Ασκηση 7 Σε �ια αγορά διατίθενται: α) �ια �ετοχή προς €20, β) ένα ετήσιο ο�όλογο όψεως €1.000,
προς €960, γ) ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε 1 έτος και τι�ή άσκησης €25,
προς €4,40 και δ) ένα δικαίω�α πώλησης της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα έτος και τι�ή άσκησης €25, προς
€6. Κατασκευάστε �ια στρατηγική επιτηδειότητας.
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΄Ασκηση 8 ΄Ενας επενδυτής περι�ένει �ια �εγάλη πληρω�ή σε δυο �ήνες και θα ήθελε να χρησι�οποιήσει
τα χρή�ατα αυτά για να αγοράσει �ετοχές �ιας εταιρείας. Η τρέχουσα τι�ή της �ετοχής είναι €25 αλλά ο
επενδυτής ανησυχεί �ήπως ανέβει �έσα στους επό�ενους δυο �ήνες. Η τράπεζά του προτείνει το ακόλουθο
συ�βόλαιο. Σε δυο �ήνες, αν η �ετοχή τι�άται πάνω από €30, η τράπεζα θα του πληρώσει την διαφορά της
τι�ής της από τα €30. Αν ό�ως η τι�ή της �ετοχής είναι κάτω από €22, τότε ο επενδυτής θα πληρώσει στην
τράπεζα τη διαφορά της τι�ής της από τα €22. Περιγράψτε ένα χαρτοφυλάκιο από ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα
που υλοποιεί το παραπάνω συ�βόλαιο.

΄Ασκηση 9 Υπολογίστε την αξία ενός προθεσ�ιακού συ�βολαίου, �ε ωρί�ανση T και τι�ή παράδοσης K,
επί �ιας �ετοχής που πληρώνει �ερίσ�ατα D1, . . . , Dk τις χρονικές στιγ�ές t1, . . . , tk, �ε t1, . . . , tk ≤ T .

΄Ασκηση 10 ΄Ενα ευρωπαϊκό παράγωγο έχει απόδοση στην ωρί�ανση που δίνεται από τη συνάρτηση

f(ST ) =






0, ST ≤ K1 ή ST ≥ K4

M ST−K1
K2−K1

, K1 ≤ ST ≤ K2

M, K2 ≤ ST ≤ K3

M K4−ST
K4−K3

, K3 ≤ ST ≤ K4.

Συνθέστε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα �όνο και έχει την ίδια απόδοση.
Στη συνέχεια υπολογίστε την αρχική αξία του παραγώγου και αποδείξτε ότι:

c(S0, T,K1)− c(S0, T,K2)

K2 −K1
≥ c(S0, T,K3)− c(S0, T,K4)

K4 −K3
.

΄Ασκηση 11 Στο διευθύνοντα σύ�βουλο �ιας εταιρείας προτείνεται να αναλάβει υπουργικό αξίω�α. ΄Οταν
αυτός είχε προσληφθεί ως διευθύνων σύ�βουλος, η εταιρεία του πρόσφερε ως κίνητρο απόδοσης ευρωπαϊκά
δικαιώ�ατα αγοράς της �ετοχής της εταιρείας �ε χα�ηλή τι�ή άσκησης, τα οποία �πορεί �όνο να ασκήσει
και όχι να πουλήσει. Τα δικαιώ�ατα αυτά δεν έχουν φτάσει ακό�η στην ωρί�ανση. ΄Ετσι τώρα έχει
προσωπικό συ�φέρον στην εταιρεία, αφού όσο υψηλότερη είναι η τι�ή της �ετοχής της στην ωρί�ανση τόσο
�εγαλύτερο θα είναι το κέρδος του. Τίθεται λοιπόν ένα ηθικό ζήτη�α σε συνδυασ�ό �ε την πρόθεσή του να
αναλάβει υπουργικά καθήκοντα. Από την άλλη είναι παράλογο να του ζητηθεί να απε�πολήσει τα δικαιώ�ατα
αγοράς που κατέχει και που ήδη έχουν αποκτήσει �εγάλη αξία. Κάποιος σύ�βουλός του του προτείνει να
υπογράψει ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο ώστε να πουλήσει τις �ετοχές που θα πάρει στην ωρί�ανση ασκώντας
τα δικαιώ�ατα έναντι της προθεσ�ιακής τι�ής S0erT . Ο σύ�βουλος ισχυρίζεται ότι έτσι θα είναι σαν να
έχει πουλήσει τις �ετοχές σή�ερα και να έχει καταθέσει τη ση�ερινή τους αξία σε έναν λογαριασ�ό χωρίς
κίνδυνο. Εσείς τι γνώ�η έχετε; Αν ακολουθήσει τη συ�βουλή, θα πάψει να έχει συ�φέροντα στην αξία της
�ετοχής; Αν όχι, τι θα τον συνέφερε οικονο�ικά να συ�βεί;

΄Ασκηση 12 α) Αποδείξτε ότι, αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσι�η συνάρτηση στο [0,∞), τότε για
κάθε x ≥ 0

f(x) = f(0) + f �(0)x+

� ∞

0
(x− y)+f ��(y) dy.

β) Θεωρώντας γνωστή την τι�ή όλων των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς �ε ωρί�ανση στο χρόνο T ,
τι�ολογήστε ένα ευρωπαϊκό παράγωγο �ε απόδοση στον χρόνο T ίση �ε ST (2S0 − ST ).

΄Ασκηση 13 ΄Ενας επενδυτής συνάπτει ένα συ�βόλαιο �ελλοντικής εκλπήρωσης για την αγορά ενός προ-
ϊόντος προς €29.200. Η �ελλοντική τι�ή του συ�βολαίου τις επό�ενες πέντε �έρες κυ�αίνεται ως εξής:
29.250, 29.300, 29.275, 29.225 και 29.250 (οι τι�ές σε ευρώ.) Αν το υπόλοιπο στον λογαριασ�ό περιθωρίου
του επενδυτή είναι αρχικά €2.000, περιγράψτε την κίνηση του λογαριασ�ού περιθωρίου τις επό�ενες πέντε
�έρες.
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΄Ασκηση 14
΄Ενας επενδυτής επιθυ�εί να αγοράσει από εσάς ένα
παράγωγο �ιας �ετοχής �ε ωρί�ανση σε 6 �ήνες και
τη διπλανή συνάρτηση απόδοσης. Η ση�ερινή τι�ή της
�ετοχής είναι €12, η αξία ενός 6�ηνου ο�ολόγου όψεως
€100 είναι €97,5 και στην αγορά διατίθενται και τα
ακόλουθα ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα επί της �ετοχής.

8

100

13

Τύπος �ικαιώ�ατος �ρί�ανση (�ήνες) Τι�ή ΄Ασκησης (€) Τι�ή διαπραγ�άτευσης (€)
Αγοράς 6 13 0,2
Αγοράς 6 8 4,30
Πώλησης 6 8 0,10
Πώλησης 6 13 0,875

α) Συνθέστε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από προϊόντα που είναι διαθέσι�α στην αγορά και έχει την
ίδια απόδοση �ε το παραπάνω παράγωγο.
β) Μόλις πουλήσατε το παράγωγο προς €17. Περιγράψτε πώς �πορείτε να πραγ�ατοποιήσετε �ια στρατη-
γική επιτηδειότητας και βρείτε το χωρίς κίνδυνο κέρδος σας από �ια τέτοια συ�φωνία.

΄Ασκηση 15 Αποδείξτε ότι

p(S0, T,K) ≤ P (S0, T,K) ≤ p(S0, T,K) +K(1− e−rT ).

΄Ασκηση 16 Αποδείξτε ότι, αν K1 ≤ K2, τότε:

P (S0, T,K1) ≤ P (S0, T,K2) ≤ P (S0, T,K1) + (K2 −K1).

΄Ασκηση 17 Είδα�ε ότι, για �ια �ετοχή που δεν δίνει �έρισ�α, η αξία c(S0, T,K) ενός ευρωπαϊκού δικαι-
ώ�ατος αγοράς είναι ίση �ε την αξία C(S0, T,K) του αντίστοιχου α�ερικανικού δικαιώ�ατος. Επο�ένως,
αν T1 ≤ T2 τότε

c(S0, T1,K) ≤ c(S0, T2,K).

Μπορείτε να αποδείξετε αυτόν τον ισχυρισ�ό χωρίς να κάνετε χρήση της έννοιας των α�ερικανικών δικαιω-
�άτων, αλλά �ε ά�εση εφαρ�ογή της αρχής της �η επιτηδειότητας σε ένα κατάλληλο αυτοχρη�ατοδοτού�ενο
χαρτοφυλάκιο; Αποδείξτε το ίδιο αν η �ετοχή πρόκειται να δώσει �έρισ�α D τη στιγ�ή t �ε T1 < t < T2.

΄Ασκηση 18 �είξτε ότι η αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης είναι κυρτή συνάρτηση της τι�ής
άσκησης, δηλαδή, αν 0 ≤ K1 ≤ K2 και 0 ≤ λ ≤ 1, τότε:

p(S0, T,λK1 + (1− λ)K2) ≤ λ p(S0, T,K1) + (1− λ) p(S0, T,K2).
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Κεφάλαιο 2

Υποδείγ�ατα αγορών �ιας περιόδου

2.1 Εισαγωγή

Θα αρχίσου�ε τώρα να κάνου�ε υποθέσεις για τη δυνα�ική των πρωτογενών προϊόντων και θα ερευνήσου�ε
αν �ε αυτές τις επιπλέον υποθέσεις �πορού�ε να εξαγάγου�ε ακριβέστερα συ�περάσ�ατα για την τι�ο-
λόγηση παραγώγων βάσει της αρχής της �η επιτηδειότητας. Σκοπός �ας είναι να φτάσου�ε στην ανάλυση
υποδειγ�άτων που θεωρούνται ρεαλιστικά για τις πραγ�ατικές αγορές. Θα φτάσου�ε σε αυτήν βή�α βή�α,
ξεκινώντας από ένα πολύ απλό υπόδειγ�α που θα χρησι�οποιήσου�ε στη συνέχεια σαν δο�ικό στοιχείο για
την κατασκευή πιο σύνθετων. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε εδώ και στις αναφορές [8], [5], [6], [7] και
[2].

2.2 Το διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου

Κάθε ρεαλιστικό υπόδειγ�α θα πρέπει να ενέχει την τυχαιότητα ως προς την χρονική εξέλιξη της αξίας
του πρωτογενούς προϊόντος και να λα�βάνει υπ΄ όψιν την �εταβολή της αξίας του χρή�ατος �ε τον χρόνο.
Το διωνυ�ικό υπόδειγ�α (binomial model) �ιας περιόδου έχει αυτά τα χαρακτηριστικά στην απλούστερη
δυνατή �ορφή. Η αγορά �ας αποτελείται �όνο από το πρωτογενές προϊόν και ένα ο�όλογο. Η τρέχουσα
τι�ή του προϊόντος είναι S0 = s0 και �ας ενδιαφέρει �όνο �ια �εταγενέστερη χρονική στιγ�ή T . Η ST θα
είναι �ια τυχαία �εταβλητή που �πορεί να λάβει �όνο δύο τι�ές: την τι�ή s1 �ε πιθανότητα p (0 < p < 1)
ή την τι�ή s2 �ε πιθανότητα 1 − p. Ας υποθέσου�ε ότι s1 > s2. Είναι εύκολο να δείτε ότι η αρχή της �η
επιτηδειότητας επιβάλλει κάποιους περιορισ�ούς στις τι�ές που �πορεί να πάρει η ST . Συγκεκρι�ένα,

s2 < s0e
rT < s1. (2.1)

Η αρχική αξία του ο�ολόγου θα είναι e−rT , ενώ η αξία του στον χρόνο T θα είναι 1.

Η απόδοση f(ST ) ενός ευρωπαϊκού παραγώγου επί αυτού του προϊόντος �ε χρόνο ωρί�ανσης T είναι
κι αυτή �ια τυχαία �εταβλητή, η οποία �πορεί να πάρει �όνο δύο τι�ές: f1 = f(s1) �ε πιθανότητα p και
f2 = f(s2) �ε πιθανότητα 1 − p. Θα θέλα�ε να τι�ολογήσου�ε ένα τέτοιο παράγωγο. Μια απλοϊκή προ-
σέγγιση θα ήταν να το τι�ολογήσου�ε όσο είναι η ση�ερινή αξία της ανα�ενό�ενης απόδοσής του στην
ωρί�ανση. �ηλαδή,

A0 = e−rTEp[f(ST )] := e−rT (pf1 + (1− p)f2). (2.2)

Κάτι τέτοιο ό�ως �πορεί να επιτρέψει στρατηγικές επιτηδειότητας, όπως φαίνεται στο ακόλουθο παρά-
δειγ�α: ΄Εστω s0 = $80, s1 = $100, s2 = $70, p = 1

2 , r = 0. Η αξία που θα δίνει ο παραπάνω
τρόπος υπολογισ�ού σε ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς στην τι�ή $90 (�ε απόδοση f1 = $(100− 90)+ =
$10, f2 = $(70 − 90)+ = 0) είναι A0 = 1

2$10 + 1
20 = $5. Ας δού�ε τώρα πώς �πορού�ε να κατασκευ-

άσου�ε �ια στρατηγική επιτηδειότητας, αν η τι�ή διαπραγ�άτευσης αυτού του παραγώγου στην αγορά ήταν
$5. Φτιάχνου�ε ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από αρνητική θέση σε 3 παράγωγα, θετική θέση στο
προϊόν και δανεισ�ό (αρνητική θέση στο ο�όλογο) $65. Η αρχική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου είναι:
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−3× $5+$80− $65 = 0. Αν στον χρόνο T το προϊόν πάρει την τι�ή s1 = $100, η αξία του χαρτοφυλακίου
�ας θα είναι: −3 × $10 + $100 − $65 = $5. Αν πάλι το προϊόν πάρει την τι�ή s2 = $70, τότε η αξία του
χαρτοφυλακίου �ας θα είναι: −3 × 0 + $70 − $65 = $5. ΄Εχου�ε δηλαδή κέρδος $5 χωρίς κίνδυνο. Αυτό
συ�βαίνει γιατί, όπως θα δού�ε, η αρχή της �η επιτηδειότητας επιβάλλει �ια τι�ή για κάθε παράγωγο στα
πλαίσια του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος που στο παράδειγ�ά �ας δεν είναι $5. Στο τέλος αυτού του κεφα-
λαίου θα ξέρου�ε πώς να υπολογίσου�ε την θεωρητικά δίκαιη αυτή τι�ή και πώς να κατασκευάσου�ε �ια
στρατηγική επιτηδειότητας, αν η τι�ή διαπραγ�άτευσης είναι διαφορετική.

Για να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο �ε απόδοση f θα κατασκευάσου�ε ένα χαρτοφυλάκιο αποτελού�ενο
από φ �έρη του πρωτογενούς προϊόντος και ψ ο�όλογα έτσι ώστε η αξία του χαρτοφυλακίου στον χρόνο T
να ταυτίζεται �ε την αξία του παραγώγου, ανεξάρτητα από την τι�ή της (τυχαίας �εταβλητής) ST . �ηλαδή,
φST + ψ = f(ST ). Στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α που �ελετά�ε αυτό ισοδυνα�εί �ε το ακόλουθο σύστη�α
εξισώσεων: �

φs1 + ψ = f1

φs2 + ψ = f2.

Το σύστη�α αυτό λύνεται για κάθε (f1, f2) και η λύση του δίνεται από τις

φ =
f1 − f2
s1 − s2

, ψ =
s1f2 − s2f1
s1 − s2

. (2.3)

Αφού το χαρτοφυλάκιο αυτό έχει την ίδια αξία �ε το παράγωγο στον χρόνο T , από την αρχή της �η επιτη-
δειότητας θα πρέπει να έχουν και την ίδια αρχική αξία. Επο�ένως η θεωρητικά δίκαιη τι�ή του παραγώγου
είναι

f0 = φs0 + ψe−rT ,

και αντικαθιστώντας τα φ,ψ από την (2.3) παίρνου�ε

f0 = e−rT (qf1 + (1− q)f2) = e−rTEq[f(ST )], (2.4)

όπου

q =
erT s0 − s2
s1 − s2

. (2.5)

Εδώ αξίζει να κάνου�ε �ερικές ση�αντικές παρατηρήσεις.

Παρατήρηση 7 Από την (2.1), η οποία είναι συνέπεια της αρχής της �η επιτηδειότητας, έχου�ε ότι
0 < q < 1.

Παρατήρηση 8 Προσέξτε την ο�οιότητα της (2.4) �ε την (2.2). Μπορεί η δίκαιη αρχική αξία του
παραγώγου να είναι η παρούσα αξία της ανα�ενό�ενης απόδοσής του, αυτή ό�ως η ανα�ενό�ενη απόδοση
πρέπει να υπολογιστεί ως προς το �έτρο που αποδίδει πιθανότητα q στο ενδεχό�ενο το πρωτογενές προϊόν
να πάρει την τι�ή s1 και 1− q στο ενδεχό�ενο το πρωτογενές προϊόν να πάρει την τι�ή s2. ΄Οπως φαίνεται
από την (2.5), το q αυτό δεν εξαρτάται από την πιθανότητα p που το �οντέλο �ας αποδίδει στο ενδεχό�ενο
το πρωτογενές προϊόν να πάρει την τι�ή s1.

Παρατήρηση 9 Το ίδιο το πρωτογενές προϊόν �πορεί να εκληφθεί σαν παράγωγο �ε συνάρτηση απόδοσης
f(ST ) = ST . Εφαρ�όζοντας την (2.4) σε αυτήν την περίπτωση έχου�ε ότι

S0 = e−rTEq[ST ]. (2.6)

Είναι εύκολο να δείτε ότι η παραπάνω σχέση είναι ισοδύνα�η �ε την (2.5) και επο�ένως ορίζει το �έτρο
πιθανότητας ως προς το οποίο υπολογίζεται η ανα�ενό�ενη τι�ή στην (2.4). Η ιδιότητα αυτή διέπει όλα
τα υποδείγ�ατα που θα �ελετήσου�ε και είναι το ση�είο αφετηρίας της σύγχρονης προσέγγισης στην τι-
�ολόγηση παραγώγων. Θα καλού�ε τα �έτρα πιθανότητας που ικανοποιούν την (2.6) αδιάφορα κινδύνου
(risk-neutral).
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Συνοψίζοντας όσα είδα�ε στα πλαίσια του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος �ιας περιόδου έχου�ε:

• Κάθε παράγωγο �πορεί να τι�ολογηθεί βάσει της αρχής της �η επιτηδειότητας. ΄Οταν συ�βαίνει αυτό,
λέ�ε ότι η αγορά που περιγράφεται από το υπόδειγ�ά �ας είναι πλήρης (complete).

• Υπάρχει ένα �οναδικό q ∈ (0, 1) για το οποίο ισχύει η (2.6).

• Για το συγκεκρι�ένο q η θεωρητικά δίκαιη τι�ή ενός παραγώγου δίνεται από την (2.4).

Ας δού�ε τέλος πώς �πορού�ε να κατασκευάσου�ε �ια στρατηγική επιτηδειότητας, αν η τι�ή διαπραγ�άτευ-
σης ενός παραγώγου F0 είναι διαφορετική από τη θεωρητικά δίκαιη f0. Συνθέτου�ε ένα χαρτοφυλάκιο
X που αποτελείται από το παράγωγο, αρνητική θέση στο χαρτοφυλάκιο που το αναπαράγει και �ετρητά
f0 − F0. Η αρχική αξία του X είναι �ηδενική. Από την κατασκευή του χαρτοφυλακίου αυτού, η αξία του
X στον χρόνο T θα είναι

VT (X) = f(ST )− f(ST ) + (f0 − F0)e
rT = (f0 − F0)e

rT

Παίρνοντας θετική ή αρνητική θέση στο X, ανάλογα αν η f0 είναι �εγαλύτερη ή �ικρότερη της F0, έχου�ε
�ια στρατηγική επιτηδειότητας.

Το χαρακτηριστικό του χαρτοφυλακίου του προηγού�ενου παραδείγ�ατος είναι ότι, αν και περιέχει το
παράγωγο, η απόδοσή του δεν εξαρτάται από την έκβαση της τι�ής του προϊόντος �ε κίνδυνο. Μια τέτοια
στρατηγική ονο�άζεται αντιστάθ�ιση του κινδύνου (hedging) και το χαρτοφυλάκιο που την υλοποιεί αντι-
σταθ�ιστικό (replicating portfolio).

2.3 Το υπόδειγ�α Arrow-Debreu

Στο γενικότερο υπόδειγ�α �ιας περιόδου θα θεωρήσου�ε N προϊόντα, εκ των οποίων το πρώτο είναι
πάντα ο�όλογο. Οι αρχικές τι�ές των προϊόντων θα περιγράφονται από ένα διάνυσ�α p ∈ RN , p� =
(p1, p2, . . . , pN ), όπου pα = Sα(0) είναι η αρχική αξία του προϊόντος α για α = 1, . . . , N . Και πάλι �ας
ενδιαφέρει �όνο �ια �εταγενέστερη στιγ�ή T στην οποία η αγορά �ας �πορεί να βρεθεί σε M δυνατές
καταστάσεις. Οι καταστάσεις αυτές περιγράφονται από ένα N ×M πίνακα D. Κάθε �ια από τις M στήλες
του D περιγράφει τις τι�ές των N προϊόντων στην αντίστοιχη κατάσταση. ΄Ετσι,

D =





1 1 . . . 1
D21 D22 . . . D2M
...

...
. . .

...
DN1 DN2 . . . DNM





όπου D�
k = (D1k, D2k, . . . , DNk) είναι οι τι�ές των N προϊόντων στην κατάσταση k. Επειδή η τελική αξία

του ο�ολόγου είναι 1 σε όλες τις τελικές καταστάσεις, έχου�ε πάντοτε D1k = 1, για κάθε k = 1, . . . ,M .
Αντίστοιχα, επειδή η αρχική του ο�ολόγου είναι e−rT , έχου�ε p1 = e−rT .

Μπορού�ε να αποδώσου�ε πιθανότητα πk > 0, k = 1, . . . ,M στο ενδεχό�ενο η αγορά �ας να βρεθεί
στην k-οστή κατάσταση στον χρόνο T , οπότε η αξία των προϊόντων S(T ) θα είναι ένα τυχαίο διάνυσ�α
στον RN που παίρνει την τι�ή Dk �ε πιθανότητα πk.

Υποθέτου�ε επιπλέον ότι �πορού�ε να πάρου�ε θετική ή αρνητική θέση σε κάθε προϊόν της αγοράς χωρίς
περιορισ�ούς ως προς το �έγεθος της θέσης. ΄Ετσι, ένα χαρτοφυλάκιο περιγράφεται από ένα διάνυσ�α
θ ∈ RN τα στοιχεία του οποίου είναι η θέση �ας σε κάθε προϊόν. Η αρχική αξία ενός χαρτοφυλακίου θ
είναι επο�ένως θ · S(0) =

�
α θαpα, ενώ η αξία του στον χρόνο T (=θ · S(T )) είναι �ια τυχαία �εταβλητή.

Στο ενδεχό�ενο που το σύστη�α βρεθεί στην κατάσταση k (k = 1, . . . ,M), η αξια του χαρτοφυλακίου θ
είναι (D�θ)k :=

�
α θαDαk.
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Για παράδειγ�α, στο διωνυ�κό υπόδειγ�α που �ελετήσα�ε έχου�ε p� = (e−rT , s0),

D =

�
1 1
s1 s2

�
,

π1 = p, π2 = 1 − p, ενώ ένα χαρτοφυλάκιο από φ �έρη του πρωτογενούς προϊόντος και ψ ο�όλογα περι-
γράφεται από το διάνυσ�α θ = (ψ,φ).

Παρακάτω θα γράφου�ε u ≥ 0 (αντίστοιχα > 0) για ένα διάνυσ�α u, αν όλες οι συνιστώσες του είναι
�η αρνητικές (αντίστοιχα θετικές).

Η αρχή της �η επιτηδειότητας αξιώνει ότι δεν �πορεί να υπάρξει δυνατότητα κέρδους χωρίς την ανάληψη
κινδύνου. Με τον συ�βολισ�ό που αναπτύξα�ε η αρχή της �η επιτηδειότητας στο υπόδειγ�α Arrow-Debreu
�πορεί να διατυπωθεί ως

(D�θ) ≥ 0 και θ · p = 0 =⇒ (D�θ) = 0. (2.7)

Στις Ασκήσεις θα δού�ε ότι η (2.7) συνεπάγεται την ακόλουθη προτάση, την οποία χρησι�οποιήσα�ε στο
προηγού�ενο κεφάλαιο:

Πρόταση 6 ΄Εστω ότι ο πίνακς D και το διάνυσ�α p ικανοποιούν την (2.7). Τότε,
α. Αν (D�θ) ≥ 0, τότε θ · p ≥ 0.
β. Αν (D�θ) = 0, τότε θ · p = 0.

Μια ενδιαφέρουσα ισοδύνα�η διατύπωση της αρχής της �η επιτηδειότητας προσφέρει το ακόλουθο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 3 Η συνθήκη (2.7) ικανοποιείται τότε και �όνο, όταν το γρα��ικό σύστη�α Du = p έχει λύση
u ∈ RM �ε u > 0.

Απόδειξη: Ας υποθέσου�ε πρώτα ότι το παραπάνω σύστη�α έχει λύση u > 0 και ας θεωρήσου�ε ένα
χαρτοφυλάκιο θ ∈ RN τέτοιο ώστε (D�θ) ≥ 0 και θ · p = 0. Τότε,

0 = θ · p = θ · (Du) = (D�θ) · u.

Εφόσον ό�ως (D�θ) ≥ 0 και u > 0, ο �όνος τρόπος ώστε (D�θ) · u = 0 είναι να έχου�ε D�θ = 0.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση θα υποθέσου�ε ότι η (2.7) ικανοποιείται και θα αποδείξου�ε ότι το σύστη-
�α Du = p έχει λύση u > 0. Η ύπαρξη λύσης του παραπάνω συστή�ατος είναι σχετικά εύκολο να δειχθεί.
Πράγ�ατι, αν N (D�) είναι ο πυρήνας του D� και �p� είναι ο γρα��ικός χώρος διάστασης 1 που παράγει
το διάνυσ�α p τότε η πρόταση (6β) δίνει ότι

N (D�) ⊂ � p �⊥ και άρα p ∈ N (D�)⊥ = Im(D).

Είναι ση�αντικά δυσκολότερο να δείξου�ε ότι υπάρχει θετική λύση. Αυτό απαιτεί την επίκληση του Θε-
ωρή�ατος του διαχωρίζοντος υπερεπιπέδου (separating hyperplane theorem) (6) που αποδεικνύεται στην
Παράγραφο 2.4. ΄Εστω λοιπόν L η εικόνα του � p �⊥ κάτω από τον �ετασχη�ατισ�ό D�, δηλαδή

L = {D�θ | θ ∈ RN ; θ · p = 0},

και

C = {w ∈ RM | w ≥ 0 και
M�

k=1

wk = 1}.

Είναι εύκολο να δού�ε ότι ο L είναι ένας γρα��ικός υπόχωρος του RM , ενώ το C είναι ένα �η κενό,
κυρτό και συ�παγές υποσύνολο του RM . Επιπλέον, από την (2.7) έχου�ε ότι L ∩ C = ∅. Το Θεώρη�α 6
εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός x∗ ∈ RM τέτοιου ώστε

x∗ · y = 0, για κάθε y ∈ L και

20



x∗ · u > 0, για κάθε u ∈ C.

Εφόσον για k = 1, 2, . . . ,M , το �οναδιαίο διάνυσ�α ek ανήκει στο C, έχου�ε x∗k = x∗ · ek > 0. Επιπλέον,
κάθε διάνυσ�α κάθετο στο p είναι και κάθετο στο Dx∗, αφού αν θ · p = 0 τότε

(Dx∗) · θ = x∗ · (D�θ) = 0, διότι D�θ ∈ L.

Επο�ένως, Dx∗ = λp για κάποιο λ ∈ R. Το λ αυτό �πορεί να υπολογιστεί ως εξής. Σύ�φωνα �ε την
παραδοχή που έχου�ε κάνει, το πρώτο προϊόν είναι ο�όλογο �ε αρχική αξία p1 = e−rT και τελική αξία 1 σε
όλες τις δυνατές καταστάσεις. Εξισώνοντας τις πρώτες συντεταγ�ένες των Dx∗ και λp λα�βάνου�ε

λp1 = λe−rT = (Dx∗)1 =
M�

k=1

D1kx
∗
k =

M�

k=1

xk =: �x∗�1 .

Συνεπώς λ = �x∗�1 erT και άρα το διάνυσ�α

u =
e−rT

�x∗�1
x∗

είναι λύση του γρα��ικού συστή�ατος Du = p �ε u > 0. ✷

Αν ορίσου�ε qk := ukerT , έχου�ε ότι
M�

k=1

qk = 1.

Εφόσον u > 0, �πορού�ε να φανταστού�ε ότι τα qk ορίζουν ένα νέο �έτρο πιθανότητας q, το οποίο
αποδίδει πιθανότητα qk στο ενδεχό�ενο που η αγορά βρεθεί στην κατάσταση k στον χρόνο T . ΄Οπως
και στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου, οι πιθανότητες αυτές δεν έχουν κα�ιά σχέση και δεν πρέπει
να συγχέονται �ε τις πιθανότητες πk που αποδίδει το �οντέλο �ας σε αυτά τα ενδεχό�ενα. Επιπλέον, οι
υπόλοιπες εξισώσεις του γρα��ικού συστή�ατος (α = 2, 3, . . . , N) γράφονται ως εξής:

M�

k=1

Dαkuk = pα ⇔ e−rT
M�

k=1

qkDαk = pα ⇔ e−rTEq[Sα(T )] = Sα(0), α = 2, 3, . . . , N.

Το q είναι λοιπόν ένα αδιάφορο κινδύνου �έτρο πιθανότητας. Εφόσον u > 0, έχου�ε ακό�α ότι qk > 0 ⇔
πk > 0. ΄Οταν συ�βαίνει αυτό, λέ�ε ότι τα �έτρα πιθανότητας π και q είναι ισοδύνα�α και γράφου�ε q ∼ π.
Μπορού�ε τώρα να επαναδιατυπώσου�ε το Θεώρη�α 3 ως εξής.

Θεώρη�α 4 Η αρχή της �η επιτηδειότητας ικανοποιείται τότε και �όνο, όταν υπάρχει ένα αδιάφορο κιν-
δύνου �έτρο πιθανότητας q τέτοιο ώστε q ∼ π.

Γιατί να προτι�ήσου�ε αυτήν τη διατύπωση; Οι έννοιες του αδιάφορου κινδύνου �έτρου πιθανότητας και
της ισοδυνα�ίας δυο �έτρων �πορούν να οριστούν για κάθε υπόδειγ�α που θα εξετάσου�ε. ΄Ετσι, η δια-
τύπωση στο Θεώρη�α 4 είναι καθολική για όλα τα υποδείγ�ατα, ενώ αντίθετα η διατύπωση στο θεώρη�α 3
αναφέρεται αποκλειστικά στο υπόδειγ�α Arrow-Debreu.

΄Εχοντας προσδιορίσει σαφώς τους περιορισ�ούς που οφείλει να πληροί το �οντέλο �ας ώστε να ικανο-
ποιείται η αρχή της �η επιτηδειότητας, θα στρέψου�ε τώρα την προσοχή �ας στην τι�ολόγηση παρα-
γώγων των προϊόντων της αγοράς �ας. Η απόδοση ενός τέτοιου παραγώγου στον χρόνο T θα είναι
συνάρτηση των τι�ών των πρωτογενών προϊόντων στον χρόνο T και θα περιγράφεται από ένα διάνυσ�α
f ∈ RM : f� = (f1, . . . , fM ), όπου fk θα είναι η απόδοση του παραγώγου, αν η αγορά βρεθεί στην
κατάσταση k. Αν θέλου�ε να αναπαραγάγου�ε την απόδοση του παραγώγου αυτού, πρέπει να βρού�ε ένα
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χαρτοφυλάκιο, δηλαδή ένα θ ∈ RN , που η αξία του σε κάθε �ια από τις M καταστάσεις ταυτίζεται �ε την
αξία του χαρτοφυλακίου, δηλαδή

N�

α=1

θαDαk = fk, k = 1, . . . ,M. (2.8)

Αυτό είναι ένα γρα��ικό σύστη�α (D�θ = f) �εM εξισώσεις και N αγνώστους. Αν το σύστη�α αυτό έχει
λύση θ ∈ RN , τότε η αρχική αξία του παραγώγου επιβάλλεται από την αρχή της �η επιτηδειότητας και πρέπει
να ταυτίζεται �ε την αρχική αξία του χαρτοφυλακίου που αναπαράγει την απόδοσή του, δηλαδή V0(f) = θ ·p.

Παράδειγ�α 6 Θεωρήστε ένα υπόδειγ�α αγοράς �ιας περιόδου �ε

p =




0, 9
8
6



 και D =




1 1 1 1
10 10 6 6
8 5 8 5



 .

Παρατηρήστε ότι έχου�ε δύο προϊόντα �ε κίνδυνο καθένα από τα οποία ακολουθεί το διωνυ�ικό υπόδειγ�α.
Για παράδειγ�α, το δεύτερο προϊόν της αγοράς έχει ση�ερινή αξία 8, ενώ στον χρόνο T η αξία του είναι
είτε 10 (καταστάσεις 1 και 2) είτε 6 (καταστάσεις 3 και 4). Θέλου�ε να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο
για το οποίο f� = (13, 16, 5, 8). Είναι εύκολο να δείτε ότι το σύστη�α D�θ = f έχει �οναδική λύση �ε
θ� = (1, 2,−1), άρα η αρχική αξία αυτού του παραγώγου είναι V0 = 1 × 0, 9 + 8 × 2 + 6 × (−1) = 10, 9.
Προσέξτε και πάλι ότι οι πιθανότητες πk δεν παίζουν ρόλο στην τι�ολόγηση του παραγώγου.

Παρατήρηση 10 Το γρα��ικό σύστη�α D�θ = f ενδέχεται να �ην έχει �ονοσή�αντη λύση. Επο�ένως
είναι δυνατόν να υπάρχουν διαφορετικά χαρτοφυλάκια που αναπαράγουν την απόδοση του παραγώγου. Σε
αυτήν την περίπτωση δεν έχει ση�ασία ποιο από αυτά θα χρησι�οποιήσου�ε για να ορίσου�ε την αρχική
αξία του παραγώγου, καθώς όλα τα χαρτοφυλάκια που αναπαράγουν την απόδοση του παραγώγου έχουν
την ίδια αρχική αξία. Αυτός ο ισχυρισ�ός είναι συνέπεια της αρχής της �η επιτηδειότητας και �πορού�ε
να τον αποδείξου�ε ως εξής. Γνωρίζου�ε ότι από την αρχή της �η επιτηδειότητας υπάρχει u ∈ RM ώστε
Du = p. Επο�ένως, αν D�θ1 = D�θ2 = f , έχου�ε:

(θ1 − θ2) · p = (θ1 − θ2) · (Du) = D�(θ1 − θ2) · u = 0.

Παράδειγ�α 7 Θεωρήστε ένα υπόδειγ�α αγοράς �ιας περιόδου �ε

p =





0, 9
8
6

10, 9



 και D =





1 1 1 1
10 10 6 6
8 5 8 5
13 16 5 8



 .

Παρατηρήστε τώρα ότι η αγορά �ας είναι η ίδια του προηγού�ενου παραδείγ�ατος �ε την προσθήκη του παρα-
γώγου που τι�ολογήσα�ε στα προς διαπραγ�άτευση προϊόντα. Κάθε παράγωγο που �πορεί να αναπαραχθεί
�ε ένα χαρτοφυλάκιο θ, όπου θ� = (θ1, θ2, θ3, θ4), �πορεί επίσης να αναπαραχθεί και από το χαρτοφυλάκιο θ̃
�ε θ̃� = (θ1+θ4, θ2+2θ4, θ3−θ4, 0). Αυτό συ�βαίνει γιατί το παράγωγο του προηγού�ενου παραδείγ�ατος
�πορεί, όπως είδα�ε, να συντεθεί από τα άλλα προϊόντα. Προσέξτε επίσης ότι

θ̃ · p = 0, 9× (θ1 + θ4) + 8× (θ2 + 2θ4) + 6× (θ3 − θ4) + 10, 9× 0

= 0, 9× θ1 + 8× θ2 + 6× θ3 + 10, 9× θ4

= θ · p.
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Από τη Γρα��ική ΄Αλγεβρα γνωρίζου�ε ότι το γρα��ικό σύστη�α D�θ = f έχει λύση θ ∈ RN για κάθε
f ∈ RM , αν και �όνο αν η τάξη του πίνακα D είναι M. Σε αυτήν την περίπτωση κάθε παράγωγο �πορεί
να αναπαραχθεί και να τι�ολογηθεί, οπότε η αγορά που περιγράφει το �οντέλο �ας είναι πλήρης. Στην
αντίθετη περίπτωση, υπάρχουν παράγωγα για τα οποία το σύστη�α (2.8) δεν έχει λύση και η αρχή της �η
επιτηδειότητας δεν αρκεί για να προσδιορίσου�ε την αξία του παραγώγου. Και πάλι ό�ως η αρχή της �η
επιτηδειότητας �πορεί να δώσει εκτι�ήσεις για την αρχική αξία του παραγώγου. Πιο συγκεκρι�ένα, αν ένα
χαρτοφυλάκιο έχει σε όλες τις δυνατές τελικές καταστάσεις �εγαλύτερη αξία από αυτήν του παραγώγου,
τότε η αρχική αξία του παραγώγου δεν �πορεί να ξεπερνά αυτή του χαρτοφυλακίου:

N�

α=1

θαDαk ≥ fk, ∀k ∈ {1, 2, . . . ,M} =⇒ V0(f) ≤ θ · p.

Επο�ένως, ανM+ = {θ ∈ RN :
�N

α=1 θαDαk ≥ fk, ∀k ∈ {1, 2, . . . ,M}} = {θ ∈ RN : D�θ ≥ f}, τότε

V0(f) ≤ min
θ∈M+

θ · p. (2.9)

min
θ∈M+

θ · p = min
θ∈RN

max
u≥0

θ · p+
M�

k=1

uk

�
fk −

N�

α=1

θαDαk

�

= max
u≥0

min
θ∈RN

θ · p+
M�

k=1

uk

�
fk −

N�

α=1

θαDαk

�

= max
u≥0

min
θ∈RN

M�

k=1

ukfk +
N�

α=1

θα

�
pα −

M�

k=1

ukDαk

�

= max
u≥0,Du=p

M�

k=1

ukfk

= e−rT max
q∈I

q · f,

όπου
I = {q ∈ RM : q ≥ 0, Dq = erT p}. (2.10)

Η πρώτη ισότητα παραπάνω ισχύει γιατί

max
uk≥0

uk

�
fk −

N�

α=1

θαDαk

�
=

�
0, αν fk ≤

�N
α=1 θαDαk

+∞, διαφορετικά.

Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από εφαρ�ογή του θεωρή�ατος δυϊσ�ού του γρα��ικού προγρα��ατισ�ού. Η
προτελευταία ισότητα προκύπτει όπως και η πρώτη, αφού

min
θ∈RN

N�

α=1

θα

�
pα −

M�

k=1

ukDαk

�
=

�
0, αν Du = p,

−∞, διαφορετικά.

Παρατηρήστε ότι το εφικτό σύνολο Ι του δυϊκού προγρά��ατος είναι ακριβώς τα αδιάφορα κινδύνου �έτρα
πιθανότητας, ενώ η αντικει�ενική συνάρτηση q · f είναι η ανα�ενό�ενη (κάτω από το q) απόδοση του
παραγώγου στον χρόνο T . Επιπλέον, το σύνολο I είναι �η κενό και συ�παγές. Επο�ένως, το ελάχιστο
στην (2.9) λα�βάνεται για κάποιο θ ∈ M+ και ισούται �ε τη λύση του δυϊκού προβλή�ατος,

V0(f) ≤ V max
0 := max

q∈I
e−rTEq[f(S(T ))].
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Με τον ίδιο τρόπο �πορού�ε να πάρου�ε ένα κάτω φράγ�α για την αρχική αξία του παραγώγου:

V0(f) ≥ V min
0 := e−rT min

q∈I
Eq[f(S(T ))].

Βλέπου�ε λοιπόν ότι, ακό�η και σε �ια �η πλήρη αγορά, η αρχή της �η επιτηδειότητας επιβάλλει περιορισ�ούς
στην αρχική αξία ενός παραγώγου. Είναι εύλογο να διερευνήσου�ε αν οι παραπάνω εκτι�ήσεις είναι οι
ακριβέστερες που �πορεί να πάρει κανείς. Η απάντηση σε αυτό το ερώτη�α είναι θετική.

Πρόταση 7 Αν το αρχικό �ας υπόδειγ�α αγοράς ικανοποιεί την αρχή της �η επιτηδειότητας και V min
0 �=

V max
0 , τότε οποιαδήποτε αρχική αξία v0 του παραγώγου στο διάστη�α (V min

0 , V max
0 ) αποκλείει την ύπαρξη

στρατηγικής επιτηδειότητας.

Απόδειξη: �ιευρύνου�ε την αγορά �ας συ�περιλα�βάνοντας και το παράγωγο στα προϊόντα που είναι δια-
θέσι�α προς διαπραγ�άτευση �ε αρχική τι�ή v0. Η διευρυ�ένη αυτή αγορά έχει διάνυσ�α αρχικών τι�ών και
πίνακα τελικής κατάστασης

p̃ =





e−rT

p2
...
pN
v0




∈ RN+1 και D̃ =





1 1 . . . 1
D21 D22 . . . D2M
...

...
. . .

...
DN1 DN2 . . . DNM

f1 f2 . . . fM




∈ Π(N+1)×M ,

αντίστοιχα. Θα δείξου�ε ότι υπάρχει u ∈ RM τέτοιο ώστε u > 0 και D̃u = p̃, οπότε από το Θεώρη�α 3 δεν
�πορεί να κατασκευαστεί στρατηγική επιτηδειότητας χρησι�οποιώντας τα προϊόντα της διευρυ�ένης αυτής
αγοράς.

Πράγ�ατι, εφόσον το I είναι συ�παγές υποσύνολο του RM , το �έγιστο και το ελάχιστο στα δυϊκά προ-
βλή�ατα που θεωρήσα�ε παραπάνω λα�βάνονται, υπάρχουν δηλαδή x, y ∈ RM τέτοια ώστε x, y ≥ 0,
Dx = Dy = p και

V min
0 = x · f, V max

0 = y · f.
Επιπλέον, από την αρχή της �η επιτηδειότητας για το αρχικό �ας υπόδειγ�α, υπάρχει w ∈ RM �ε w > 0 και
Dw = p. Αν λοιπόν v0 ∈ (V min

0 , V max
0 ), υπάρχουν θετικές σταθερές α,β, γ τέτοιες ώστε α + β + γ = 1

και
v0 = αV min

0 + βV max
0 + γ(w · f) = (αx+ βy + γw) · f.

Ορίζου�ε τώρα u = αx+ βy + γw. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι Du = p και u > 0. Επιπλέον,

D̃u =

�
Du
f · u

�
=

�
p
v0

�
= p̃,

άρα στη διευρυ�ένη αγορά δεν υπάρχουν ευκαιρίες επιτηδειότητας. ✷

Πόρισ�α 1 Η αρχική αξία ενός παραγώγου καθορίζεται από την αρχή της �η επιτηδειότητας, αν και �όνο
αν η Eq[f(S(T ))] έχει την ίδια τι�ή για όλα τα αδιάφορα κινδύνου �έτρα πιθανότητας q ∈ I.

Θεώρη�α 5 Η αγορά που περιγράφει το υπόδειγ�α Arrow-Debreu είναι πλήρης, αν και �όνο αν υπάρχει
�οναδικό αδιάφορο κινδύνου �έτρο πιθανότητας.

Απόδειξη: Σύ�φωνα �ε το προηγού�ενο πόρισ�α η αγορά είναι πλήρης, αν και �όνο αν τα supq∈I Eq[f(ST )]

και infq∈I Eq[f(ST )] ταυτίζονται για κάθε f ∈ RM . ΄Ο�ως

M�

k=1

qkfk =
M�

k=1

q̃kfk, ∀f ∈ RM ⇔ q = q̃.

Επο�ένως, είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη, προκει�ένου η τι�ή κάθε παραγώγου f να καθορίζεται από
την αρχή της �η επιτηδειότητας, να είναι �ονοσύνολο το σύνολο I. ✷
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Παράδειγ�α 8 (Τριωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου). Θεωρήστε ένα υπόδειγ�α αγοράς �ιας περιόδου
�ε

p =

�
0, 9
9

�
και D =

�
1 1 1
12 10 8

�
.

Ας βρού�ε πρώτα τα αδιάφορα κινδύνου �έτρα πιθανότητας q. Θα πρέπει:
�

q1 + q2 + q3 = 1

(12q1 + 10q2 + 8q3)× 0, 9 = 9

Η γενική λύση αυτού του συστή�ατος είναι (q1, q2, q3) = (1−t
2 , t, 1−t

2 ) �ε t ∈ R. Για να έχου�ε q ≥ 0 θα
πρέπει t ∈ [0, 1]. Επο�ένως,

I =
�



(1− t)/2

t
(1− t)/2



 : t ∈ [0, 1]
�
.

Η αγορά αυτού του υποδείγ�ατος ικανοποιεί την αρχή της �η επιτηδειότητας και δεν είναι πλήρης. ΄Εστω
τώρα ένα παράγωγο �ε διάνυσ�α απόδοσης f ∈ R3. Τότε, αν q ∈ I έχου�ε

Eq[f ] =
1− t

2
f1 + tf2 +

1− t

2
f3 =

f1 + f3
2

+ t(f2 −
f1 + f3

2
).

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να τι�ολογείται ένα παράγωγο από την αρχή της �η επιτηδειότητας είναι
να �ην εξαρτάται από το t η παραπάνω έκφραση. Επο�ένως, ένα παράγωγο �ε απόδοση f �πορεί να τι�ο-
λογηθεί, αν και �όνο αν f1 + f3 = 2f2 και τότε η αρχική του αξία θα είναι V0(f) = 0, 9× f2.

΄Εστω τώρα ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε τι�ή άσκησης 9, δηλαδή f� = (3, 1, 0). Τότε

max
q∈I

Eq[f ] = max
t∈[0,1]

3− t

2
=

3

2

και
min
q∈I

Eq[f ] = min
t∈[0,1]

3− t

2
= 1.

Επο�ένως στο υπόδειγ�α αυτό έχου�ε τις εκτι�ήσεις: 0, 9 ≤ c(9, T, 9) ≤ 1, 35.

Συνοψίζοντας όσα είδα�ε στο πλαίσιο του γενικού υποδείγ�ατος �ιας περιόδου των Arrow & Debreu
έχου�ε:

• Η αρχή της �η επιτηδειότητας ικανοποιείται τότε και �όνο, όταν υπάρχει αδιάφορο κινδύνου �έτρο
πιθανότητας (q ∈ I) ώστε q ∼ π.

• Η αγορά που περιγράφει το υπόδειγ�α είναι πλήρης, όταν υπάρχει �οναδικό τέτοιο �έτρο.

• Σε κάθε περίπτωση, αν η απόδοση ενός παραγώγου στον χρόνο T είναι f(S(T )), τότε η αρχή της �η
επιτηδειότητας επιβάλλει τις παρακάτω ανισότητες για την αρχική του αξία:

min
q∈I

e−rTEq[f(S(T ))] ≤ V0(f) ≤ max
q∈I

e−rTEq[f(S(T ))].

Τα παραπάνω συ�περάσ�ατα που αποδείξα�ε για υποδείγ�ατα �ιας περιόδου παρα�ένουν (στην ουσία τους)
σε ισχύ και για πολύ γενικότερα υποδείγ�ατα και αναφέρονται συνήθως ως το Θε�ελιώδες Θεώρη�α της
τι�ολόγησης παραγώγων (fundamental theorem of asset pricing).

Είδα�ε στην Πρόταση 7 ότι, σε �ια αγορά που δεν είναι πλήρης η αξία ενός παραγώγου δεν �πορεί να
καθοριστεί από την αρχή της �η επιτηδειότητας, αλλά υπάρχει εν γένει ένα ολόκληρο διάστη�α από τι�ές
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που είναι συ�βατές �ε την αρχή της �η επιτηδειότητας. ΄Εχουν προταθεί διάφοροι τρόποι για τη συστη�α-
τική επιλογή �ίας από τις δυνατές τι�ές του παραγώγου. ΄Ενας από τους πιο διαδεδο�ένους είναι χρήση
των συναρτήσεων ωφέλειας (utility functions). Ο ενδιαφερό�ενος αναγνώστης �πορεί να αναζητήσει πε-
ρισσότερες πληροφορίες σε εισαγωγικό επίπεδο στο βιβλίο [2].

Είπα�ε στην αρχή του κεφαλαίου ότι σκοπός �ας είναι να αναλύσου�ε υποδείγ�ατα που θεωρούνται ρε-
αλιστικά. Τα υποδείγ�ατα �ιας περιόδου που �ελετήσα�ε έχουν δυο βασικά �ειονεκτή�ατα. Αφενός, τα
προϊόντα που �οντελοποιού�ε �πορούν να καταλήξουν �όνο σε ένα διακριτό σύνολο καταστάσεων. Α-
φετέρου, τα υποδείγ�ατα �ιας περιόδου δεν επιτρέπουν συναλλαγές �εταξύ της αρχικής και της τελικής
κατάστασης. ΄Ετσι, δεν �πορού�ε να εξετάσου�ε παράγωγα α�ερικανικού τύπου, αλλά ούτε και να χρησι�ο-
ποιήσου�ε δυνα�ικά αυτοχρη�ατοδοτού�ενα χαρτοφυλάκια ώστε να αναπαραγάγου�ε αποδόσεις ευρωπαϊκών
παραγώγων. Στο επό�ενο κεφάλαιο θα δού�ε πώς �πορού�ε να άρου�ε τον τελευταίο περιορισ�ό.

2.4 Το Θεώρη�α του διαχωρίζοντος υπερεπιπέδου

Θεώρη�α 6 ΄Εστω C �η κενό, κυρτό και συ�παγές υποσύνολο του Rn. Αν L είναι ένας γρα��ικός
υπόχωρος του Rn και L ∩ C = ∅, τότε υπάρχει ένα διάνυσ�α x∗ ∈ Rn τέτοιο ώστε:

y · x∗ = 0 για κάθε y ∈ L

και
u · x∗ > 0 για κάθε u ∈ C.

Επο�ένως, το υπερεπίπεδο H = {u ∈ RN : u · x∗ = 0} περιέχει τον L, ενώ το κυρτό σύνολο C βρίσκεται
εξ΄ ολοκλήρου στον έναν από τους δύο η�ιχώρους που αφορίζονται από το H.

Απόδειξη: Θεωρού�ε το σύνολο G = C−L = {x ∈ Rn : x = u−y, �ε u ∈ C, y ∈ L}. Το G είναι �η κενό
και κυρτό (εύκολο), ενώ είναι και κλειστό. Πράγ�ατι, έστω xn = un− yn είναι �ια ακολουθία στο G τέτοια
ώστε xn → x. Η un είναι �ια ακολουθία στο συ�παγές σύνολο C, επο�ένως υπάρχει συγκλίνουσα υπακο-
λουθία της unk → u ∈ C. Η ακολουθία ynk στον L θα συγκλίνει επίσης, αφού ynk = unk − xnk → u− x,
ενώ u− x ∈ L, αφού ο L ως υπόχωρος του Rn είναι κλειστό σύνολο. Επο�ένως x = u− (u− x) ∈ G και
άρα το G είναι κλειστό.

΄Εστω x∗ εκείνο το ση�είο του G �ε την ελάχιστη απόσταση από το �ηδέν. L ∩ C = ∅ =⇒ �x∗� > 0.
Από την κυρτότητα του G, αν x ∈ G, τότε για κάθε α ∈ (0, 1) έχου�ε αx+ (1− α)x∗ ∈ G. Επο�ένως,

�x∗�2 ≤ �αx+ (1− α)x∗�2

= α2�x�2 + (1− α)2�x∗�2 + 2α(1− α)x · x∗
= �x∗�2 + α2�x− x∗�2 + 2α(x · x∗ − �x∗�2).

Από την παραπάνω (εφόσον α > 0) έχου�ε

2(�x∗�2 − x · x∗) ≤ α�x− x∗�2, ∀α ∈ (0, 1).

Παίρνοντας α → 0 λα�βάνου�ε την

x · x∗ ≥ �x∗�2 > 0, ∀x ∈ G. (2.11)

Αν u ∈ C τότε u = u− 0 ∈ G, επο�ένως από την (2.11) έχου�ε u · x∗ > 0.
Επιπλέον, αν y ∈ L τότε για κάθε λ ∈ R έχου�ε u− λy ∈ G οπότε

λy · x∗ < u · x∗, ∀λ ∈ R.

Αυτό ό�ως �πορεί να συ�βεί �όνο αν y · x∗ = 0. ✷
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2.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 19 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι €50, ενώ η τι�ή ενός ο�ολόγου έξι �ηνών όψεως €100
είναι €96. Υποθέτου�ε ότι σε έξι �ήνες η τι�ή της �ετοχής θα είναι είτε €60 είτε €42. Βάσει του παραπάνω
υποδείγ�ατος:
α) Τι�ολογήστε ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς εκατό �ετοχών �ε ωρί�ανση σε έξι �ήνες και τι�ή άσκησης
€48 ανά �ετοχή.
β) Συνθέστε ένα χαρτοφυλάκιο από �ετοχές και εξά�ηνα ο�όλογα, το οποίο έχει την ίδια απόδοση �ε το
παραπάνω δικαίω�α.
γ) Τι�ολογήστε ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης εκατό �ετοχών �ε την ίδια ωρί�ανση και τι�ή άσκησης.
δ) Αν η τι�ή διαπραγ�άτευσης ενός δικαιώ�ατος πώλησης όπως αυτό του ερωτή�ατος (γ) είναι €23, κατα-
σκευάστε �ια στρατηγική επιτηδειότητας.

΄Ασκηση 20 Θεωρού�ε την εξής αγορά �ιας περιόδου �ε τρία προϊόντα και τέσσερις καταστάσεις. Το
προϊόν 1 είναι ένα άνευ κινδύνου ο�όλογο �ε r = 0, το προϊόν 2 είναι �ια �ετοχή �ε αρχική τι�ή 1, το προϊόν
3 είναι �ια άλλη �ετοχή �ε αρχική τι�ή 1. Ας αριθ�ήσου�ε τις 4 δυνατές τελικές καταστάσεις ως εξής:
1) και οι δυό �ετοχές αξίζουν 1 + � για κάποιο � > 0
2) το προϊόν 2 αξίζει 1 + � και το προϊόν 3 αξίζει 1− �
3) το προϊόν 3 αξίζει 1 + � και το προϊόν 2 αξίζει 1− �
4) και οι δυο �ετοχές αξίζουν 1− �.

α. Γράψτε τον πίνακα D των δυνατών τελικών καταστάσεων σύ�φωνα �ε το υπόδειγ�α Arrow-Debreu.
β. Βρείτε όλα τα �έτρα πιθανότητας π στον χώρο των τελικών καταστάσεων για τα οποία

Eπ[Xi(T )] = erTXi(0), i = 1, 2, 3.

Με Xi(0) (αντίστοιχα Xi(T )) συ�βολίζου�ε την αρχική (αντίστοιχα τελική) αξία του προϊόντος i.
γ. ΄Εστω ένα παράγωγο �ε απόδοση fk στην τελική κατάσταση k, k = 1, 2, 3, 4. Ποια είναι η ελάχιστη και
ποια η �έγιστη αρχική αξία που επιτρέπεται από την αρχή της �η επιτηδειότητας;
δ. Ποια παράγωγα �πορούν να τι�ολογηθούν ακριβώς;
ε. Ποια είναι η ‘δίκαιη’ αρχική αξία του παραγώγου �ε απόδοση fk = 0, 1k στην κατάσταση k;
στ. Βρείτε το χαρτοφυλάκιο που αναπαράγει την απόδοση αυτού του παραγώγου.

΄Ασκηση 21 Το κουπόνι στοιχή�ατος του ΟΠΑΠ της 24ης Οκτωβρίου δίνει τις ακόλουθες αποδόσεις
για τον ποδοσφαιρικό αγώνα ΑΕΚ -Παναθηναϊκός. 1: 2,65- Χ: 3,05- 2: 2,45. Αυτό ση�αίνει ότι στοίχη�α
€1 σε νίκη της ΑΕΚ πληρώνει €2,65 σε ενδεχό�ενη νίκη της ΑΕΚ και 0 διαφορετικά, στοίχη�α €1 σε
ισόπαλο αποτέλεσ�α πληρώνει €3,05 σε περίπτωση ισοπαλίας και 0 διαφορετικά, ενώ στοίχη�α €1 σε νίκη
του Παναθηναϊκού πληρώνει €2,45 σε ενδεχό�ενη νίκη του Παναθηναϊκού και 0 διαφορετικά.
Θεωρήστε �ια αγορά �ε τα εξής τρία προϊόντα: στοίχη�α €1 σε νίκη της ΑΕΚ, στοίχη�α €1 σε νίκη του
Παναθηναϊκού και στοίχη�α €1 στην ισοπαλία. Γράψτε τον πίνακα D των τελικών καταστάσεων κατά το
υπόδειγ�α Arrow-Debreu. Κατασκευάστε τώρα ένα χαρτοφυλάκιο �ε αρνητικές θέσεις σε όλα τα προϊόντα
και αρχική αξία -€100 τέτοιο ώστε η τελική του αξία να �ην εξαρτάται από το αποτέλεσ�α του αγώνα. Ποια
είναι η τελική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου; Είναι αυτό το χαρτοφυλάκιο �ια στρατηγική επιτηδειότητας
για το γραφείο στοιχη�άτων;

΄Ασκηση 22 Σαν γενίκευση της προηγού�ενης άσκησης, θεωρήστε �ια αγορά που περιλα�βάνει ένα προ-
ϊόν χωρίς κίνδυνο �ε τελική αξία 1 και ση�ερινή αξία 1 (την αποχή από το στοίχη�α) και τα τρία στοιχή�ατα
�ε αποδόσεις: 1 : p1, Χ: p2, 2 : p3. Βρείτε �ια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε στην αγορά αυτή να �ην
υπάρχει στρατηγική επιτηδειότητας.

΄Ασκηση 23 Στο υπόδειγ�α Arrow-Debreu δείξτε ότι, αν για κάθε θ ∈ RN τέτοιο ώστε θ · p = 0 και
D�θ ≥ 0, έχου�ε D�θ = 0, τότε

D�θ ≥ 0 =⇒ θ · p ≥ 0
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΄Ασκηση 24 Σε �ια αγορά υπάρχουν τρία προϊόντα. Το πρώτο είναι χωρίς κίνδυνο και έχει ση�ερινή αξία
p1 = 0, 8. Τα άλλα δύο είναι �ετοχές �ε ση�ερινή αξία p2 = 8 και p3 = 4, 8. Υποθέτου�ε ότι �ετά από
κάποιο χρόνο η αγορά �πορεί να βρεθεί σε �ια από τις ακόλουθες τέσσερις καταστάσεις.

Κατάσταση Αξία προϊόντος 1 Αξία προϊόντος 2 Αξία προϊόντος 3
Α 1 10 8
Β 1 12 8
Γ 1 10 4
� 1 6 4

α) Είναι η αγορά πλήρης;
β) Ποια παράγωγα �πορούν να τι�ολογηθούν ακριβώς από την αρχή της �η επιτηδειότητας;
γ) Τι�ολογήστε το παράγωγο �ε απόδοση 3, 5, 7 και 3, στις καταστάσεις Α, Β, Γ και �, αντίστοιχα.
δ) Ποια είναι η ελάχιστη και η �έγιστη αρχική αξία που είναι συ�βατή �ε την αρχή �ε της �η επιτηδειότητας,
για ένα δικαίω�α αγοράς του προϊόντος 2 �ε τι�ή άσκησης 9;
ε) �ιευρύνου�ε την προηγού�ενη αγορά, προσθέτοντας στα διαθέσι�α προϊόντα το δικαίω�α του προηγο-
ύ�ενου ερωτή�ατος �ε τι�ή διαπραγ�άτευσης 1,2. �είξτε ότι η διευρυ�ένη αυτή αγορά είναι πλήρης και
βρείτε την αρχική αξία ενός παραγώγου που έχει απόδοση 0, 2, 0 και 2, στις καταστάσεις Α, Β, Γ και �,
αντίστοιχα.
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Κεφάλαιο 3

Το διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών
περιόδων

3.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσου�ε ένα διακριτό αλλά περισσότερο ρεαλιστικό υπόδειγ�α αγοράς, το
διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων. Θα δια�ερίσου�ε το χρονικό διάστη�α αναφοράς [0, T ] σε �ικρότερα
διαστή�ατα, σε καθένα από τα οποία η δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος ακολουθεί την απλή δυνα�ική
του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος �ιας περιόδου. Με τον τρόπο αυτό, καθώς η λεπτότητα της δια�έρισης
�ικραίνει, οι τροχιές της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος πλησιάζουν περισσότερο στην ιδέα που έχου�ε
για το πώς �εταβάλλονται π.χ. οι τι�ές των �ετοχών, ενώ ταυτόχρονα διατηρού�ε τη δυνατότητα να
�ελετήσου�ε αναλυτικά το �οντέλο. Επιπλέον, καθόσον το υπόδειγ�α είναι διακριτό, προσφέρεται εύκολα
για αριθ�ητικούς υπολογισ�ούς. Μια πολύ καλή αναφορά για το περιεχό�ενο αυτού του Κεφαλαίου είναι η
[8].

3.2 Το διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων

Στο υπόδειγ�α αυτό η αγορά που θα �ελετήσου�ε αποτελείται από δύο προϊόντα, το ένα από τα οποία είναι
χωρίς κίνδυνο, ενώ το άλλο είναι ένα προϊόν �ε κίνδυνο. Επειδή συνήθως θέλου�ε να τι�ολογήσου�ε και
να αντισταθ�ίσου�ε παράγωγα του προϊόντος �ε κίνδυνο, θα αναφερό�αστε σε αυτό ως πρωτογενές προϊόν
και θα θεωρήσου�ε ένα χρονικό ορίζοντα T ως τον χρόνο ωρί�ανσης του παραγώγου που θέλου�ε να ανα-
λύσου�ε. Το χρονικό διάστη�α [0, T ] δια�ερίζεται από τους χρόνους 0 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = T
σε N �ικρότερα διαστή�ατα τα οποία θα θεωρήσου�ε για απλότητα ίσα. Επο�ένως, κάθε τέτοιο διάστη�α
έχει εύρος h = T/N ενώ tk = kh, k = 0, 1, . . . , N.

Θα υποθέσου�ε ότι η ση�ερινή αξία του άνευ κινδύνου προϊόντος είναι B0 = 1, ενώ �εταβάλλεται στον
χρόνο �ε ένα σταθερό ρυθ�ό, δηλαδή Btk+1/Btk = Λ. Εδώ θα ακολουθήσου�ε τη σύ�βαση ότι το προϊόν
χωρίς κίνδυνο είναι ένας λογαριασ�ός �ε συνεχή ανατοκισ�ό και σταθερό επιτόκιο r, οπότε Λ = erh.

Η ση�ερινή αξία του πρωτογενούς προϊόντος είναι S0 > 0, ενώ η εξέλιξη της στο χρόνο είναι στοχαστική.
Αν τη στιγ�ή tk η αξία του πρωτογενούς προϊόντος είναι Stk , τότε

Stk+1 = Stkξk+1, (3.1)

όπου η {ξk}k∈{1,2,...,N} είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές. Η κατανο�ή
των ξk είναι η ακόλουθη:

ξk =

�
u, �ε πιθανότητα p

d, �ε πιθανότητα 1− p.
(3.2)
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Για παράδειγ�α, αν πιστεύου�ε ότι σε κάθε διάστη�α η τι�ή �ιας �ετοχής είτε θα ανέβει κατά 5% είτε θα
πέσει κατά 4% �ε ίσες πιθανότητες, αυτό αντιστοιχεί στην επιλογή u = 1, 05, d = 0, 96 και p = 1

2 στο
�οντέλο �ας. Παρατηρήστε ότι σε κάθε διάστη�α η δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος είναι ίδια �ε
αυτή του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος �ιας περιόδου, όπου s0 = Stk , s1 = Stku και s2 = Stkd. ΄Οπως είδα�ε
στο αντίστοιχο υπόδειγ�α �ιας περιόδου, προκει�ένου να �ην παρουσιάζονται ευκαιρίες επιτηδειότητας, θα
πρέπει τα u, d να ικανοποιούν τον περιορισ�ό

d < erh < u. (3.3)

Επιπλέον, θα απαιτήσου�ε d > 0, ώστε η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος να είναι πάντα αυστηρά θετική.
Αυτό το �οντέλο για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος ονο�άζεται διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών
περιόδων (multiperiod binomial model) ή υπόδειγ�α των Cox, Ross & Rubinstein (CRR). Η δυνα�ική
του πρωτογενούς προϊόντος στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων �πορεί να παρασταθεί διαγρα��ατικά
�ε το ακόλουθο ανασυνδυασ�ένο δέντρο.

...S0

S0u

S0d

S0u2

S0ud

S0d2

· · ·

· · ·

S0uN−1

S0uN−2d

S0udN−2

S0dN−1

S0uN

...

S0udN−1

S0dN

S0uN−1d· · ·

Σε κάθε κό�βο του δέντρου το ενδεχό�ενο να �ετακινηθού�ε προς τα πάνω έχει πιθανότητα p.

Από την σχέση (4.8) βλέπου�ε ότι

Stk = S0

k�

j=1

ξj . (3.4)

Οι πιθανές τροχιές της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος στο διάστη�α [0, T ] είναι 2N , όσες και οι συν-
δυασ�οί τι�ών που �πορούν να πάρουν οι τυχαίες �εταβλητές {ξk}k=1,...,N .

Η αφετηρία της σύγχρονης θεωρίας της Μαθη�ατικής Χρη�ατοοικονο�ίας είναι να θεωρήσου�ε (όπως και
στα υποδείγ�ατα �ιας περιόδου) το �οντέλο �ας σαν ένα χώρο πιθανότητας Ω, κάθε ση�είο του οποίου αν-
τιστοιχεί σε ένα από τα πιθανά σενάρια εξέλιξης της αγοράς. Επο�ένως, στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών
περιόδων, κάθε ση�είο του Ω είναι ένα �ονοπάτι N βη�άτων στο παραπάνω δέντρο που ξεκινά από την S0

και καταλήγει σε �ια από τις N + 1 δυνατές τι�ές της ST .

Για παράδειγ�α, αν N = 3, τότε το �οντέλο �ας είναι ένας χώρος πιθανότητας Ω = {ω1, . . . ,ω8} όπου

ω1 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (u, u, u),

ω2 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (u, u, d),

ω3 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (u, d, u),

ω4 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (u, d, d),

ω5 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (d, u, u),

ω6 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (d, u, d),

ω7 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (d, d, u),

ω8 �→ (ξ1, ξ2, ξ3) = (d, d, d).
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Οι {ξk} είναι απεικονίσεις από τον Ω (δηλαδή τυχαίες �εταβλητές) στο σύνολο {u, d}. ΄Ετσι στο παραπάνω
παράδειγ�α έχου�ε ξ1(ω1) = · · · ξ1(ω4) = u και ξ1(ω5) = · · · = ξ1(ω8) = d. ΄Οπως φαίνεται από την (4.8),
η αξία Stk του προϊόντος �ε κίνδυνο τη χρονική στιγ�ή tk είναι και αυτή �ια τυχαία �εταβλητή, επο�ένως
η αξία του προϊόντος �ε κίνδυνο είναι �ια στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου ορισ�ένη στον Ω.

Το �οντέλο �ας καθορίζει επίσης πόσο πιθανή είναι η ε�φάνιση καθενός από αυτά τα σενάρια. Μαθη�ατικά
αυτό ση�αίνει ότι εφοδιάζου�ε τον Ω �ε ένα �έτρο πιθανότητας P. Η πιθανότητα P κάθε ενδεχο�ένου αν-
τικατοπτρίζει τις πεποιθήσεις �ας για την εξέλιξη της αγοράς. ΄Ετσι στο προηγού�ενο παράδειγ�α έχου�ε
P({ω2}) = p2(1− p).

Αξίζει τον κόπο να ξεκαθαρίσου�ε στο ση�είο αυτό ένα λεπτό ζήτη�α. Μια τυχαία �εταβλητή, καθώς
είναι απλά �ια απεικόνιση από τον Ω σε κάποιο σύνολο, δεν έχει ανάγκη από κάποιο �έτρο πιθανότητας
στον Ω για να οριστεί. Αυτό που καθορίζεται από το �έτρο πιθανότητας είναι το πόσο πιθανή είναι κάθε
τι�ή της τυχαίας �εταβλητής, δηλαδή η κατανο�ή της τυχαίας �εταβλητής. Για παράδειγ�α, η από κοινού
κατανο�ή των {ξk} κάτω από το P τις καθιστά ανεξάρτητες ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε την κοινή
τους κατανο�ή να δίνεται από την (3.2). Αν στον Ω θεωρήσου�ε ένα άλλο �έτρο πιθανότητας, οι ίδιες
τυχαίες �εταβλητές θα έχουν διαφορετική κατανο�ή. Π.χ. αν µ είναι ένα �έτρο πιθανότητας στον Ω ώστε
µ({ω1}) = µ({ω2}) = 1

2 , τότε κάτω από το µ οι ξ1, ξ2 παίρνουν την τι�ή u �ε πιθανότητα 1, ενώ η ξ3
παίρνει τις τι�ές u και d �ε πιθανότητα 1

2 την καθε�ία.

Αυτό που λείπει από το �οντέλο �ας είναι �ια έννοια που να προσδίδει την κατεύθυνση του χρόνου και
το ρόλο αυτό παίζει η έννοια της διήθησης (filtration) που θα εξηγήσου�ε παρακάτω. Ας φανταστού�ε τον
Ω του παραπάνω παραδείγ�ατος σαν ένα σύνολο από τις δυνατές εκβάσεις της αγοράς και ας φανταστού�ε
την εξέλιξη της αγοράς σαν ένα πείρα�α που πραγ�ατοποιείται και το παρακολουθού�ε καθώς αναπτύσσε-
ται. Παρατηρώντας την εξέλιξη της αγοράς, θα επιχειρήσου�ε να αποκαλύψου�ε ποιο από αυτά τα σενάρια
πραγ�ατοποιείται. Στην αρχή, δεν �πορού�ε, όπως είναι φυσικό, να εκφέρου�ε κάποια κρίση. ΄Ολα τα
σενάρια είναι δυνατά. Στο τέλος αντίθετα, έχοντας παρατηρήσει την αγορά �έχρι τον χρόνο T , �πορού�ε
να αποφανθού�ε ποιο από τα δυνατά σενάρια πραγ�ατοποιήθηκε. Τι �πορού�ε ό�ως να πού�ε για τους
ενδιά�εσους χρόνους; ΄Εχοντας παρατηρήσει την αγορά �έχρι τη στιγ�ή t1, η πληροφορία που �πορού�ε
να συλλέξου�ε είναι αν St1 = S0u ή St1 = S0d. Μπορεί λοιπόν κανείς να αποφανθεί αν το πείρα�α που
πραγ�ατοποιείται ανήκει στο ενδεχό�ενο

Ku = {ω1,ω2,ω3,ω4} ή στο Kd = {ω5,ω6,ω7,ω8}.

Ο�οίως, έχοντας παρατηρήσει την αγορά �έχρι τη στιγ�ή t2, κανείς �πορεί να αποφανθεί σε ποιο από τα
παρακάτω σύνολα ανήκει το σενάριο που εκτυλίσσεται.

Kuu = {ω1,ω2}, Kud = {ω3,ω4}, Kdu = {ω5,ω6}, Kdd = {ω7,ω8}.

Τέλος, όπως είπα�ε, έχοντας παρατηρήσει την αγορά �έχρι τη στιγ�ή t3, κανείς �πορεί να αποφασίσει
ακριβώς ποιο σενάριο πραγ�ατοποιήθηκε, δηλαδή σε ποιό από τα �ονοσύνολα Kuuu = {ω1},Kuud = {ω2}
κ.λπ. ανήκει το ενδεχό�ενο που πραγ�ατοποιήθηκε. Βλέπου�ε λοιπόν ότι καθώς εξελίσσεται η αγορά,
η πληροφορία που έχου�ε συλλέξει από την St δια�ερίζει τον χώρο πιθανότητας σε όλο και λεπτότερα
ενδεχό�ενα. Μπορού�ε να παραστήσου�ε γραφικά αυτήν την προοδευτικά λεπτότερη δια�έριση του χώρου
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πιθανότητας ως εξής.

Ω

t1 t2

Kuu

Kud

Kdu

Kdd

· · ·

tN = T

...

{ω1}

{ω2}

{ω2N−1}

{ω2N }

t0 = 0

Ku

Kd

Συ�βολίζου�ε �ε Fk τη δια�έριση του Ω που επάγει η συνελεχθείσα από την αξία του πρωτογενούς προϊόντος
πληροφορία �έχρι τη στιγ�ή tk. ΄Ετσι, έχου�ε διαδοχικά:

F0 = {Ω},

F1 = {Ku,Kd},

F2 = {Kuu,Kud,Kdu,Kdd},

κ.τ.λ. Παρατηρήστε ότι κάθε στοιχείο της Fk αντιστοιχεί σε έναν από τους κό�βους του παραπάνω δέντρου
στον χρόνο tk και παριστάνει �ια δυνατή εξέλιξη της αγοράς �έχρι τη στιγ�ή tk.

Η απόδοση ενός παραγώγου �ε ωρί�ανση T είναι �ια τυχαία �εταβλητή X ορισ�ένη στον Ω. Κάθε ω ∈ Ω
αντιστοιχεί σε ένα πιθανό σενάριο εξέλιξης της αγοράς και η X(ω) είναι η απόδοση του παραγώγου σε
αυτό το σενάριο. Πολλές φορές θα έχου�ε να κάνου�ε �ε παράγωγα ευρωπαϊκού τύπου, των οποίων η
απόδοση εξαρτάται �όνο από την τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος στην ωρί�ανση. Σε αυτή την περίπτωση
θα έχου�ε X(ω) = f(ST (ω)). Για παράδειγ�α, ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε τι�ή άσκησης K έχει
απόδοση X(ω) = (ST (ω)−K)+. ΄Αλλες φορές πάλι η απόδοση του παραγώγου θα εξαρτάται από όλη την
τροχιά της τι�ής του πρωτογενούς προϊόντος. Για παράδειγ�α, ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε κάτω και
εκτός φράγ�α αποδίδει όσο ένα απλό ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς, �όνο ό�ως αν η τι�ή του πρωτογενούς
προϊόντος παρα�είνει �έχρι την ωρί�ανση πάνω από ένα φράγ�α M . �ηλαδή,

X(ω) = (ST (ω)−K)+ × { min
t∈[0,T ]

St(ω) > M}.

Προκει�ένου να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο, θα θέλα�ε να αναπαραγάγου�ε την απόδοσή του, χρησι-
�οποιώντας ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από τα δυο προϊόντα της αγοράς �ας. Εν γένει, δεν είναι
δυνατό να κάνου�ε �ια στατική αντιστάθ�ιση, να συνθέσου�ε δηλαδή ένα χαρτοφυλάκιο τη χρονική στιγ�ή
t = 0 το οποίο να έχει την ίδια απόδοση �ε το εν λόγω παράγωγο τη στιγ�ή T . Στο �οντέλο �ας ό�ως
έχει νόη�α να επιτρέψου�ε τις συναλλαγές στους χρόνους t0, t1, . . . , tN−1. Μπορού�ε να ξεκινήσου�ε από
ένα χαρτοφυλάκιο (φ0,ψ0), να αλλάξου�ε τη θέση �ας �ε ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο τρόπο τη στιγ�ή t1
σε (φ1,ψ1) ανάλογα �ε την τι�ή της St1 , τη στιγ�ή t2 να αλλάξου�ε και πάλι τη θέση �ας σε (φ2,ψ2)
ανάλογα �ε την πληροφορία που έχου�ε διαθέσι�η ως τότε (δηλαδή τις τι�ές των St1 , St2) κ.λπ. Στην ε-
πό�ενη παράγραφο θα δού�ε πώς, τροποποιώντας το χαρτοφυλάκιο που κατέχου�ε ανάλογα �ε την ως τότε
εξέλιξη της αγοράς, �πορού�ε να κατασκευάσου�ε ένα δυνα�ικό αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο που
αναπαράγει την απόδοση του παραγώγου στην ωρί�ανση και άρα να τι�ολογήσου�ε οποιοδήποτε παράγωγο
�ε ωρί�ανση T .
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3.3 Αναδρο�ικός αλγόριθ�ος τι�ολόγησης και αντιστάθ�ισης

Θα λέ�ε ότι �ια τυχαία �εταβλητή X είναι Fk-�ετρήσι�η, όταν η τι�ή της εξαρτάται �όνο από τις τι�ές του
πρωτογενούς προϊόντος �έχρι τη στιγ�ή tk, δηλαδή

X(ω) = Φ(St0(ω), St1(ω), . . . , Stk(ω)),

για κάποια συνάρτηση Φ. Από τον παραπάνω ορισ�ό, �ια F0-�ετρήσι�η τυχαία �εταβλητή είναι �ια σταθερά.

Ορισ�ός 3 Μια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική θα είναι �ια ακολουθία χαρτοφυλακίων {(φk,ψk)}k
τέτοια ώστε για κάθε k = 0, 1, . . . , N − 1 έχου�ε ότι

1. οι φk,ψk είναι Fk-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές και

2. φkStk+1 + ψkBtk+1 = φk+1Stk+1 + ψk+1Btk+1 .

Η πρώτη από τις δύο παραπάνω συνθήκες ση�αίνει ότι η θέση που λα�βάνου�ε τη στιγ�ή tk στα προϊόντα
της αγοράς εξαρτάται �όνο από τη γνώση που έχου�ε για την εξέλιξη της αγοράς �έχρι τότε. Η δεύτε-
ρη συνθήκη ση�αίνει ότι η αλλαγή θέσης που κάνου�ε τη στιγ�ή tk+1 είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενη. Το
αριστερό �έλος της σχέσης είναι η αξία του χαρτοφυλακίου (φk,ψk) α�έσως πριν την αλλαγή θέσης, ενώ
το δεξί της �έλος είναι η αξία του χαρτοφυλακίου (φk+1,ψk+1) που θέλου�ε να συνθέσου�ε τη στιγ�ή tk+1.

΄Εστω τώρα ότι θέλου�ε να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο �ε δεδο�ένη απόδοση τη στιγ�ή T ίση �ε

VT = UtN (St0 , St1 , . . . , StN ).

Προσέξτε ότι επιτρέπου�ε στην απόδοση του παραγώγου να εξαρτάται από όλη την τροχιά της τι�ής του
πρωτογενούς προϊόντος. Θα κατασκευάσου�ε �ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική που αναπαράγει την
παραπάνω απόδοση στη ωρί�ανση, δηλαδή

φN−1ST + ψN−1BT = VT .

Για να ισχύει η παραπάνω, τόσο στο ενδεχό�ενο {ξN = u} όσο και στο {ξN = d}, θα πρέπει να ικανοποιο-
ύνται οι ακόλουθες δύο γρα��ικές εξισώσεις:

�
φN−1StN−1u+ ψN−1BtN = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1u)

φN−1StN−1d+ ψN−1BtN = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1d),

από τις οποίες �πορού�ε να υπολογίσου�ε τις (φN−1,ψN−1) όπως στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου.
΄Ετσι, αν ορίσου�ε

V ↑
N = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1u), V ↓

N = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1d),

τότε έχου�ε

φN−1 =
V ↑
N − V ↓

N

StN−1(u− d)
, ψN−1 =

V ↓
N × u− V ↑

N × d

BtN (u− d)
. (3.5)

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει α�έσως ότι οι (φN−1,ψN−1) είναι συναρτήσεις των St0 , . . . , StN−1 ,
είναι δηλαδή FN−1-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές όπως επιθυ�ού�ε. Πετύχα�ε να κατασκευάσου�ε, ανάλο-
γα �ε τη γνώση �ας για την εξέλιξη της αγοράς έως τη στιγ�ή tN−1, ένα χαρτοφυλάκιο (φN−1,ψN−1), η
αξία του οποίου τη στιγ�ή tN θα ταυτίζεται �ε αυτήν του παραγώγου. Μπορού�ε λοιπόν να ορίσου�ε την
αξία του παραγώγου τη στιγ�ή tN−1 ως την αξία του χαρτοφυλακίου (φN−1,ψN−1) που έχει την ίδια αξία
�ε το παράγωγο τη στιγ�ή tN . Συγκεκρι�ένα,

VtN−1 = UtN−1(St0 , St1 , . . . , StN−1) := φN−1StN−1 + ψN−1BtN−1
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Αντικαθιστώντας τα (φN−1,ψN−1) από την (3.5) παίρνου�ε

VtN−1 = e−rh(qV ↑
N + (1− q)V ↓

N ),

όπου

q =
erh − d

u− d
.

Μπορού�ε τώρα να επαναλάβου�ε τα παραπάνω βή�ατα, οπισθοδρο�ώντας �έχρι τον χρόνο t0. Συγκεκρι-
�ένα, ο αλγόριθ�ος έχει ως εξής:

• Ορίζου�ε VtN = VT = UtN (S0, . . . , StN ).

• Για k = N,N − 1, N − 2, . . . , 1, έχοντας ορίσει την Vtk = Utk(St0 , . . . , Stk),

1. βρίσκου�ε χαρτοφυλάκιο (φk−1,ψk−1) ώστε οι φk−1,ψk−1 να είναι Fk−1-�ετρήσι�ες τυχαίες
�εταβλητές και

φk−1Stk + ψk−1Btk = Vtk , (3.6)

2. ορίζου�ε την αξία του παραγώγου τη στιγ�ή tk−1 ως την αξία του χαρτοφυλακίου (φk−1,ψk−1)

Vtk−1 = Utk−1(St0 , St1 , . . . , Stk−1) := φk−1Stk−1 + ψk−1Btk−1 (3.7)

= e−rh
�
qV ↑

k + (1− q)V ↓
k

�
. (3.8)

Από την κατασκευή του το χαρτοφυλάκιο (φj−1,ψj−1) έχει τη στιγ�ή tj αξία ίση �ε αυτού του χαρτο-
φυλακίου (φj ,ψj), όπως φαίνεται από τις (3.7) και (3.6). Επο�ένως η αλλαγή θέσης από (φj−1,ψj−1) σε
(φj ,ψj) που χρειάζεται να κάνου�ε τη στιγ�ή tj είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενη. Κατασκευάζου�ε λοιπόν έτσι
�ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική που αναπαράγει την απόδοση του παραγώγου στην ωρί�ανση. Η
αρχή της �η επιτηδειότητας επιβάλλει σε αυτή την περίπτωση την αρχική αξία του παραγώγου. Προκει�ένου
να �ην υπάρχει στρατηγική επιτηδειότητας, θα πρέπει Vt0 = φ0St0 + ψ0.

Πράγ�ατι, αν η τι�ή διαπραγ�άτευσης του παραγώγου είναι V τότε �πορού�ε να κατασκευάσου�ε ένα
χαρτοφυλάκιο που αρχικά αποτελείται από:

• Αρνητική θέση στο παράγωγο,

• φ0 πρωτογενή προϊόντα,

• V − φ0St0 = V − Vt0 + ψ0 προϊόντα χωρίς κίνδυνο.

Το χαρτοφυλάκιο αυτό προφανώς κατασκευάζεται χωρίς κόστος. Αν τις στιγ�ές t1, . . . , tN−1 κάνου�ε τις
αυτοχρη�ατοδοτού�ενες αλλαγές θέσεις ώστε τη στιγ�ή tk να κατέχου�ε το χαρτοφυλάκιο που αποτελείται
από:

• Αρνητική θέση στο παράγωγο,

• φk πρωτογενή προϊόντα,

• V − Vt0 + ψk προϊόντα χωρίς κίνδυνο,

τότε η αξία της θέσης �ας στην ωρί�ανση θα είναι:

−VT + φN−1ST + ψN−1BT + (V − Vt0)BT = (V − Vt0)e
rT .

Είναι φανερό λοιπόν ότι, αν V �= Vt0 , τότε παίρνοντας θετική ή αρνητική θέση στην προηγού�ενη στρατη-
γική, ανάλογα �ε το αν V > Vt0 ή V < Vt0 , �πορού�ε να πραγ�ατοποιήσου�ε �ια στρατηγική επιτηδειότητας.
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Παρατήρηση 11 Η υποκει�ενική πιθανότητα P που το �οντέλο �ας αποδίδει σε κάθε τροχιά �ΕΝ
υπεισέρχεται στον προσδιορισ�ό της αρχικής αξίας του παραγώγου.

Ας δού�ε τώρα πώς �πορού�ε να εφαρ�όσου�ε την παραπάνω �έθοδο �έσα από δύο παραδείγ�ατα, ένα
στο όποιο η απόδοση του παραγώγου εξαρτάται �όνο από την τελική τι�ή ST του πρωτογενούς προϊόντος
και ένα στο οποίο η απόδοση του παραγώγου εξαρτάται από ολόκληρη την τροχιά S· της τι�ής του προϊόντος.

΄Εστω λοιπόν ότι η ση�ερινή τι�ή �ιας �ετοχής είναι St0 = 54 και στα επό�ενα τρια τρί�ηνα (h = 0, 25 έτη)
η τι�ή της ακολουθεί το διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ε u = 4

3 , d = 2
3 και e

rh = 16
15 .

Η δυνα�ική της �ετοχής �πορεί να παρασταθεί από το ανασυνδυασ�ένο δυωνυ�ικό δέντρο

   48

   24

  128

   64

   32
  54

    16
   

   72

   36

   96

Παράδειγ�α 9 Θα τι�ολογήσου�ε �ε βάση το παραπάνω υπόδειγ�α ένα δικαίω�α πώλησης της �ετοχής
�ε τι�ή άσκησης K = 48 και ωρί�ανση σε 9 �ήνες.

Αξίζει να παρατηρήσου�ε ότι, αν η απόδοση του παραγώγου εξαρτάται �όνο από την τελική τι�ή του
πρωτογενούς προϊόντος, αν δηλαδή έχου�ε VT = f(ST ), τότε το χαρτοφυλάκιο (φk,ψk) που πρέπει να
κατέχου�ε τη στιγ�ή tk εξαρτάται �όνο από την τρέχουσα τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος Stk . Πράγ�ατι,
έχου�ε ότι

V ↑
N = f(StN−1u), V ↓

N = f(StN−1d).

Επο�ένως, από την (3.5)

φN−1 =
f(StN−1u)− f(StN−1d)

StN−1u− StN−1d
, ψN−1BtN =

f(StN−1d)× u− f(StN−1u)× d

u− d

Βλέπου�ε λοιπόν ότι οι φN−1,ψN−1 εξαρτώνται �όνο από την StN−1 , άρα και η

VtN−1 = φN−1StN−1 + ψN−1BtN−1

εξαρτάται �όνο από την StN−1 . Επαναλα�βάνοντας την παραπάνω διαδικασία �έχρι να φτάσου�ε στον χρόνο
tk συ�περαίνου�ε ότι οι φk και ψk εξαρτώνται �όνο από την Stk .

Στην αναπαράσταση της δυνα�ικής της αγοράς ως ένα δέντρο, ο κάθε κό�βος του δέντρου αντιστοιχεί
σε �ια καθορισ�ένη αξία για το παράγωγο και ένα καθορισ�ένο αντισταθ�ιστικό χαρτοφυλάκιο, αφού αυτά
εξαρτώνται �όνο από την τρέχουσα τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος (τον κό�βο που βρισκό�αστε) και όχι
από όλη την τροχιά του πρωτογενούς προϊόντος �έχρι εκείνη τη στιγ�ή (πώς καταλήξα�ε σε αυτόν τον
κό�βο). Αρκεί λοιπόν για k = N − 1, N − 2, . . . , 1, 0 να προσδιορίσου�ε σε κάθε κό�βο του δέντρου που
αντιστοιχεί στη στιγ�ή tk το αντισταθ�ιστικό χαρτοφυλάκιο και την αξία του παραγώγου στον κό�βο αυτό.
Στο παράδειγ�ά �ας έχου�ε

VT ({ST = 128}) = VT ({ST = 64}) = 0, VT ({ST = 32}) = 48−32 = 16, VT ({ST = 16}) = 48−16 = 32.

Επο�ένως, στους κό�βους που αντιστοιχούν στον χρόνο t2 έχου�ε

φ2({St2 = 24}) = 16− 32

32− 16
= −1, ψ2({St2 = 24})e3rh =

32× 4/3− 16× 2/3
4
3 − 2

3

= 48
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και άρα

Vt2({St2 = 24}) = −1× 24 + 48× (
15

16
) = 21.

Ο�οίως,

φ2({St2 = 48}) = 0− 16

64− 32
= −1

2
, ψ2({St2 = 48})e3rh =

16× 4/3− 0× 2/3
4
3 − 2

3

= 32

και άρα

Vt2({St2 = 48}) = −1

2
× 48 + 32× (

15

16
) = 6.

Αντίστοιχα,
φ2({St2 = 96}) = ψ2({St2 = 96}) = Vt2({St2 = 96}) = 0.

΄Εχοντας προσδιορίσει την Vt2 σε κάθε ενδεχό�ενο προχωρού�ε για να υπολογίσου�ε την Vt1 . Συγκεκρι-
�ένα,

φ1({St1 = 36}) = 6− 21

48− 24
= −5

8
, ψ1({St1 = 36})e2rh =

21× 4/3− 6× 2/3
4
3 − 2

3

= 36,

άρα

Vt1({St1 = 36}) = −5

8
× 36 + 36× (

15

16
) =

45

4
.

Στο ενδεχό�ενο {St1 = 72} έχου�ε αντίστοιχα,

φ1({St1 = 72}) = 0− 6

96− 48
= −1

8
, ψ1({St1 = 72})e2rh =

6× 4/3− 0× 2/3
4
3 − 2

3

= 12,

άρα

Vt1({St1 = 72}) = −1

8
× 72 + 12× (

15

16
) =

9

4
.

Τέλος, προσδιορίζου�ε το χαρτοφυλάκιο (φ0,ψ0).

φ0 =
9/4− 45/4

72− 36
= −1

4
, ψ0e

rh =
45
4 × 4/3− 9

4 × 2/3
4
3 − 2

3

=
81

4
,

συνεπώς

Vt0 = −1

4
× 54 +

81

4
× (

15

16
) =

351

64
= 5, 484375.

Μπορού�ε να παραστήσου�ε γραφικά τη στρατηγική που πρέπει να ακολουθήσου�ε για να αναπαραγάγου�ε
την απόδοση του παραγώγου �ε το επό�ενο ανασυνδυασ�ένο διωνυ�ικό δέντρο.

   
V = 351

64

S = 72
φ = − 1

8

S = 36
φ = − 5

8

V = 9
4

V = 45
4

S = 96
φ = 0

V = 0

S = 48
φ = − 1

2

V = 6

S = 24
φ = −1

V = 21

S = 128
V = 0

S = 64
V = 0

S = 32
V = 16

S = 16
V = 32

S = 54

φ = − 1
4
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Για να αντισταθ�ίσου�ε λοιπόν το παράγωγο πρέπει να ξεκινήσου�ε �ε αρνητική θέση σε 1/4 της �ετοχής
και 1215/64 �ετρητά, θέση που αξίζει Vt0 = 351/64. Τη στιγ�ή t1 το ποσό που είχα�ε επενδύσει χωρίς
κίνδυνο θα έχει ανέλθει σε 1215/64 × 16/15 = 81/4. Αν τώρα για παράδειγ�α η τι�ή της �ετοχής έχει
ανέλθει σε 72, η νέα θέση που πρέπει να πάρου�ε στη �ετοχή (φ1({St1 = 72})) είναι αρνητική σε 1/8
της �ετοχής. Χρειάζεται λοιπόν να αγοράσου�ε 1/8 της �ετοχής προς 72, επο�ένως στον λογαριασ�ό
χωρίς κίνδυνο θα απο�είνουν 81/4 − 72 × 1/8 = 45/4. Τη στιγ�ή t2 τα χρή�ατα αυτά θα έχουν γίνει
45/4× 16/15 = 12. Αν πάλι για παράδειγ�α η τι�ή της �ετοχής τη στιγ�ή t2 έχει πέσει σε 48, η νέα θέση
που πρέπει να αποκτήσου�ε στη �ετοχή (φ2({St2 = 48})) είναι −1

2 . Θα πρέπει λοιπόν να διαθέσου�ε 3/8
της �ετοχής προς 48 τα οποία θα �ας αποφέρουν 18, επο�ένως στο λογαριασ�ό χωρίς κίνδυνο θα έχου�ε
12+18=30. Στην ωρί�ανση του δικαιώ�ατος το ποσό αυτό θα έχει γίνει 30×16/15 = 32. Παρατηρήστε ότι,
αν στην ωρί�ανση η τι�ή της �ετοχής είναι 64, η αξία του χαρτοφυλακίου �ας θα είναι −1

2×64+32 = 0, ενώ
αν η τι�ή της �ετοχής είναι 32, τότε η αξία του χαρτοφυλακίου �ας θα είναι −1

2 × 32 + 32 = 16. Βλέπου�ε
λοιπόν πώς αναπαράγεται η απόδοση του δικαιώ�ατος πώλησης στο ενδεχό�ενο {St1 = 72, St2 = 48}.
Αξίζει τον κόπο να ελέγξετε �όνοι σας πώς �πορού�ε να αναπαραγάγου�ε την απόδοση του παραγώγου σε
ένα άλλο ενδεχό�ενο, π.χ. στο {St1 = 36, St2 = 24}.

Παράδειγ�α 10 Θα τι�ολογήσου�ε τώρα βάσει του ιδίου �οντέλου για τη δυνα�ική της �ετοχής ένα
παράγωγο η απόδοση του οποίου εξαρτάται από όλη την τροχιά της τι�ής της �ετοχής. Θα χρησι�οποι-
ήσου�ε σκοπί�ως �ια παραλλαγή του προηγού�ενου δικαιώ�ατος, ένα δικαίω�α πώλησης της �ετοχής προς
48 �ε άνω και εκτός φράγ�α στην τι�ή 60. Το παράγωγο αυτό αποδίδει στην ωρί�ανση (48− ST )+ �ε την
προϋπόθεση ό�ως η αξία της �ετοχής να �ην έχει ξεπεράσει την τι�ή 60 πριν την ωρί�ανση. Αν κάποια
στιγ�ή πριν την ωρί�ανση η αξία της �ετοχής υπερβεί την τι�ή 60, τότε το δικαίω�α πώλησης αυτο�άτως
καταργείται και το παράγωγο έχει �ηδενική απόδοση.

Είναι σαφές ότι η τελική τι�ή της �ετοχής δεν αρκεί για να προσδιορίσου�ε την απόδοση αυτού του παρα-
γώγου. Για παράδειγ�α, στο ενδεχό�ενο {St1 = 36, St2 = 48, St3 = 32} η απόδοση του παραγώγου είναι
16 όπως και πριν, ό�ως στο ενδεχό�ενο {St1 = 72, St2 = 48, St3 = 32} η απόδοση του παραγώγου είναι
�ηδέν, αφού το φράγ�α των 60 έχει ξεπεραστεί. Σε αντίθεση λοιπόν �ε το προηγού�ενο παράδειγ�α, εδώ
η στρατηγική που θα ακολουθήσου�ε στον χρόνο t2 για την αντιστάθ�ιση, αν {St1 = 36, St2 = 48}, θα
είναι διαφορετική από αυτήν που θα ακολουθήσου�ε, αν {St1 = 72, St2 = 48}.

Στην πράξη, για να τι�ολογήσου�ε �ε τον αναδρο�ικό αλγόριθ�ο παράγωγα η απόδοση των οποίων ε-
ξαρτάται από ολόκληρη την τροχιά της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος, θα πρέπει στο δέντρο που θα
κατασκευάσου�ε για να παραστήσου�ε τη στρατηγική αντιστάθ�ισης να ΜΗΝ ανασυνδυάζου�ε κό�βους
που αντιστοιχούν σε διαφορετική απόδοση του παραγώγου. ΄Ετσι σε κάθε χρονική στιγ�ή tk θα έχου�ε
εν γένει 2k κό�βους - ένα για κάθε δυνατή τροχιά. Με αυτόν τον τρόπο εξασφαλίζου�ε ότι η αξία του
παραγώγου είναι καλά ορισ�ένη σε κάθε κό�βο του δέντρου.

Στο παράδειγ�ά �ας έχου�ε για τη στιγ�ή t2 τις ακόλουθες περιπτώσεις:

• Στο ενδεχό�ενο Ku,u = {St1 = 72, St2 = 96},

Vt3({St1 = 72, St2 = 96, St3 = 128}) = Vt3({St1 = 72, St2 = 96, St3 = 64}) = 0,

άρα
φ2(Ku,u) = ψ2(Ku,u) = 0

και
Vt2(Ku,u) = 0.

• Στο ενδεχό�ενο Ku,d = {St1 = 72, St2 = 48},

Vt3({St1 = 72, St2 = 48, St3 = 64}) = Vt3({St1 = 72, St2 = 48, St3 = 32}) = 0,

37



άρα
φ2(Ku,d) = ψ2(Ku,d) = 0

και
Vt2(Ku,d) = 0.

• Στο ενδεχό�ενο Kd,u = {St1 = 36, St2 = 48},

Vt3({St1 = 36, St2 = 48, St3 = 64}) = 0, Vt3({St1 = 36, St2 = 48, St3 = 32}) = 16,

άρα

φ2(Kd,u) =
0− 16

64− 32
= −1

2
, ψ2(Kd,u)e

3rh =
16× 4/3− 0× 2/3

4
3 − 2

3

= 32

και
Vt2(Kd,u) = −1

2
× 48 + 32× (

15

16
) = 6.

• Στο ενδεχό�ενο Kd,d = {St1 = 36, St2 = 24},

Vt3({St1 = 36, St2 = 24, St3 = 32}) = 16, Vt3({St1 = 36, St2 = 24, St3 = 16}) = 32,

άρα

φ2(Kd,d) =
16− 32

32− 16
= −1, ψ2(Kd,d)e

3rh =
32× 4/3− 16× 2/3

4
3 − 2

3

= 48

και
Vt2(Kd,d) = −1× 24 + 48× (

15

16
) = 21.

Συνεχίζοντας, για τη στιγ�ή t1 έχου�ε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

• Στο ενδεχό�ενο Ku = {St1 = 72},

Vt2({St1 = 72, St2 = 96}) = Vt2({St1 = 72, St2 = 48}) = 0,

άρα
φ1(Ku) = ψ1(Ku) = 0

και
Vt1(Ku) = 0.

• Στο ενδεχό�ενο Kd = {St1 = 36},

Vt2({St1 = 36, St2 = 48}) = 6, Vt2({St1 = 36, St2 = 24}) = 21,

άρα

φ1(Kd) =
6− 21

48− 24
= −5

8
, ψ1(Kd)e

2rh =
21× 4/3− 6× 2/3

4
3 − 2

3

= 36

και
Vt1(Kd) = −5

8
× 36 + 36× (

15

16
) =

45

4
.

Υπολογίζου�ε τέλος τα φ0,ψ0, Vt0 :

φ0 =
0− 45/4

72− 36
= − 5

16
, ψ0e

rh =
45
4 × 4/3− 0× 2/3

4
3 − 2

3

=
45

2
,

συνεπώς

Vt0 = − 5

16
× 54 +

45

2
× (

15

16
) =

135

32
= 4, 21875.
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Μπορού�ε και πάλι να παραστήσου�ε �ε ένα διωνυ�ικό δέντρο τη στρατηγική που πρέπει να ακολουθήσει
κανείς για να αναπαραγάγει την απόδοση του παραγώγου ως εξής:

   
V = 45

4

φ = − 5
16

S = 54

V = 135
32

S = 72
φ = 0
V = 0

φ = − 5
8

S = 36

S = 96
φ = 0
V = 0

S = 48
φ = 0
V = 0

V = 21
φ = −1
S = 24

S = 48
φ = − 1

2
V = 6

S = 128
V = 0

S = 64
V = 0

V = 0
S = 32

V = 32
S = 16

V = 16
S = 32

S = 64
V = 0

3.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 25 ΄Εχετε �όλις πουλήσει το προηγού�ενο παράγωγο προς 4,21875. Περιγράψτε ακριβώς τις
συναλλαγές που θα κάνατε ώστε να αντισταθ�ίσετε τον κίνδυνο από τυχούσα πτώση της τι�ής της �ετοχής
στο ενδεχό�ενο που αυτή ακολουθεί την τροχιά 54,36,24,16. Επαναλάβετε για το ενδεχό�ενο που η τι�ή της
�ετοχής ακολουθεί την τροχιά 54,72,48,32. Οι συναλλαγές που θα κάνετε θα πρέπει φυσικά να βασίζονται
�όνο στην πληροφορία για την τι�ή της �ετοχής που είναι διαθέσι�η ως τη στιγ�ή που πραγ�ατοποιούνται.

΄Ασκηση 26 Για τη δυνα�ική �ας �ετοχής �ε S0 =€86,40 θεωρήστε ένα διωνυ�ικό υπόδειγ�α τριών
περιόδων �ε erh = 4/3, u = 5/3, d = 2/3. Βάσει αυτού του υποδείγ�ατος τι�ολογήστε ένα ευρωπαϊκό
δικαίω�α πώλησης �ε ωρί�ανση σε τρεις περιόδους και τι�ή άσκησης €86,40.

΄Ασκηση 27 ΄Ενα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης �ε τι�ή άσκησης €90 πρόκειται να ωρι�άσει σε ένα χρόνο.
Η τρέχουσα τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι S0 =€100 και το άνευ κινδύνου ετήσιο επιτόκιο είναι
8,6% υπολογισ�ένο �ε συνεχή απόδοση. �ιαιρέστε τον χρόνο σε τέσσερα τρί�ηνα και χρησι�οποιήστε ένα
ανασυνδυασ�ένο διωνυ�ικό δέντρο �ε u = 1, 173 και d = 0, 884.
α) Προσδιορίστε την τι�ή αυτού του δικαιώ�ατος εργαζό�ενοι αναδρο�ικά στο διωνυ�ικό δέντρο.
β) Περιγράψτε το χαρτοφυλάκιο που πρέπει να έχου�ε προκει�ένου να αναπαραγάγου�ε την απόδοση του
παραγώγου στις εξής δύο περιπτώσεις:
- Το πρωτογενές προϊόν ακολουθεί την τροχιά S0, S0u, S0u2, S0u2d.
- Το πρωτογενές προϊόν ακολουθεί την τροχιά S0, S0d, S0ud, S0u2d.

΄Ασκηση 28 Η τι�ή �ιας �ετοχής είναι σή�ερα €50. Σε καθένα από τα επό�ενα δύο τρί�ηνα ανα�ένεται να
παρουσιάσει είτε 10% αύξηση είτε 10% �είωση. Το ετήσιο άνευ κινδύνου επιτόκιο είναι 12% υπολογισ�ένο
�ε συνεχή απόδοση.
α. Ποια είναι η ση�ερινή αξία που επιβάλλει η αρχή της �η επιτηδειότητας για ένα εξά�ηνο ευρωπαϊκό
δικαίω�α πώλησης �ε τι�ή άσκησης €52, 50;
β. Κατασκευάστε �ια στρατηγική επιτηδειότητας, αν η τρέχουσα τι�ή διαπραγ�άτευσης αυτού του δικαι-
ώ�ατος είναι €2,2.

΄Ασκηση 29 �ίνεται το ακόλουθο δυωνυ�ικό υπόδειγ�α για τη δυνα�ική �ιας �ετοχής.
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Η κάθε περίοδος στο παραπάνω δέντρο αντιστοιχεί σε διάστη�α τεσσάρων �ηνών. Στην αγορά υπάρχει
επίσης ένα προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε επιτόκιο 14,637% υπολογισ�ένο �ε συνεχή ανατοκισ�ό.
α) Τι�ολογήστε βάσει του παραπάνω υποδείγ�ατος ένα δικαίω�α αγοράς της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα
έτος και τι�ή άσκησης €100.
β) Τι�ολογήστε βάσει του παραπάνω υποδείγ�ατος ένα δικάιω�α πώλησης της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα
έτος και τι�ή άσκησης €100. Επιβεβαιώστε τη σχέση ισοτι�ίας των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και
πώλησης.

΄Ασκηση 30 α) Τι�ολογήστε βάσει του υποδείγ�ατος αγοράς της προηγού�ενης άσκησης ένα παράγωγο
�ε ωρί�ανση T =1 έτος και απόδοση

VT (ω) = max
i∈{0,1,2,3}

Sti(ω)− ST (ω).

β) Περιγράψτε ακριβώς τις συναλλαγές που θα έπρεπε να κάνετε τις στιγ�ές t = t0, t1, t2 ώστε να αντι-
σταθ�ίσετε το παράγωγο αυτό στα παρακάτω δύο ενδεχό�ενα:

• ω1 = {S0 = 100, St1 = 120, St2 = 100, ST = 80}

• ω2 = {S0 = 100, St1 = 80, St2 = 100, ST = 80}.

Ση�είωση: το παράγωγο αυτό ουσιαστικά επιτρέπει στον κάτοχό του να πουλήσει το πρωτογενές προϊόν
στη �έγιστη τι�ή που ση�είωσε �έχρι την ωρί�ανση και είναι γνωστό σαν European lookback put option.

΄Ασκηση 31 Θεωρού�ε ένα ιδιαίτερο δικαίω�α πώλησης επί �ιας �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα έτος που
περιγράφεται ως εξής. Η τρέχουσα τι�ή της �ετοχής είναι €40 και η τρέχουσα τι�ή άσκησης είναι €40.
Αν η τι�ή της �ετοχής έπειτα από 6 �ήνες είναι �ικρότερη από €35, τότε η τι�ή άσκησης στην ωρί�ανση
επανακαθορίζεται σε €35, διαφορετικά παρα�ένει στα €40.
α. Είναι η τι�ή αυτού του δικαιώ�ατος �ικρότερη ή �εγαλύτερη από αυτήν ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος
πώλησης �ε την ίδια ωρί�ανση και τι�ή άσκησης €40; Απαντήστε χωρίς να υποθέσετε κάποιο υπόδειγ�α
για τη δυνα�ική της �ετοχής.
β. Τι�ολογήστε το παράγωγο χρησι�οποιώντας ένα διωνυ�ικό δέντρο δύο περιόδων �ε u = 1, 2737 και
d = 0, 7764.
γ. Τι�ολογήστε το παράγωγο χρησι�οποιώντας ένα διωνυ�ικό δέντρο τεσσάρων περιόδων �ε u = 1, 1879
και d = 0, 8371.
�ίνεται το επιτόκιο του προϊόντος χωρίς κίνδυνο r = 6% �ε συνεχή ανατοκισ�ό.
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Κεφάλαιο 4

Μέτρα martingale

4.1 Εισαγωγή

Είδα�ε στο Κεφάλαιο 2 ότι σε αγορές �ιας περιόδου, αν ένα παράγωγο �πορεί να αναπαραχθεί, τότε �πο-
ρού�ε να το τι�ολογήσου�ε σύ�φωνα �ε την αρχή της �η επιτηδειότητας και ότι η ση�ερινή του αξία είναι η
προεξοφλη�ένη ανα�ενό�ενη τι�ή της απόδοσής του στην ωρί�ανση ως προς ένα αδιάφορο κινδύνου �έτρο
πιθανότητας. Αφού ορίσου�ε τις έννοιες της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής και του martingale, θα δού�ε τα
�έτρα martingale για υποδείγ�ατα αγοράς πολλών περιόδων. Θα γενικεύσου�ε συ�περάσ�ατα του �εύτε-
ρου Κεφαλαίου στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων και θα αποδείξου�ε έναν κλειστό τύπο για τη
ση�ερινή αξία ενός παραγώγου. Παρό�οιο υλικό �πορείτε να βρείτε στις [8] και [7].

4.2 �εσ�ευ�ένη �έση τι�ή

Στην παράγραφο αυτή θα ορίσου�ε τη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή ως προς �ια διακριτή τυχαία �εταβλητή. Ας
υποθέσου�ε λοιπόν ότι οι X,Y είναι τυχαίες �εταβλητές, ορισ�ένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας, που
παίρνουν τι�ές στα πεπερασ�ένα σύνολα X,Yαντίστοιχα. Ας συ�βολίζου�ε �ε pXY την από κοινού σ.�.π.
των X και Y , δηλαδή

pXY (x, y) = P
�
X = x, Y = y

�
, x ∈ X, y ∈ Y.

Οι περιθώριες σ.�.π. των X,Y �πορούν εύκολα να υπολογιστούν από την από κοινού σ.�.π. ως εξής:

pX(x) = P
�
X = x

�
=

�

y∈Y
P
�
X = x, Y = y

�
, x ∈ X

και
pY (y) = P

�
Y = y

�
=

�

x∈X
P
�
X = x, Y = y

�
, y ∈ X.

Υποθέτου�ε χωρίς βλάβη ότι pY (y) > 0 για κάθε y ∈ Y, αφού, αν pY (y0) = 0, �πορού�ε να αφαιρέσου�ε το
y0 από το Y . Η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα του ενδεχο�ένου {X = x} δεδο�ένου του ενδεχο�ένου {Y = y}
είναι

P
�
X = x |Y = y

�
=

P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� .

Η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα του ενδεχο�ένου {X = x} ως προς την τυχαία �εταβλητή Y είναι �ια τυχαία
�εταβλητή, η οποία είναι συνάρτηση της Y και η τι�ή της, όταν Y = y, είναι P

�
X = x

��Y = y
�
. ΄Εχει

ση�ασία να έχου�ε κατά νου ότι η δεσ�ευ�ένη πιθανότητα ως προς �ια τυχαία �εταβλητή είναι εν γένει �ια
τυχαία �εταβλητή και όχι ένας αριθ�ός. Η τι�ή της αλλάζει ανά�εσα στα ση�εία του δειγ�ατικού χώρου Ω.
Αν ό�ως θεωρήσου�ε τη δια�έριση του Ω,

Ω =
�

y∈Y
{ω ∈ Ω : Y (ω) = y} =

�

y∈Y
{Y = y},
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τότε σε καθένα από τα ενδεχό�ενα {Y = y}, η τι�ή της P
�
X = x |Y

�
παρα�ένει σταθερή και ίση προς

P
�
X = x

��Y = y
�
. ΄Εχου�ε λοιπόν ότι

P
�
X = x |Y

�
= p(x|Y ), όπου p(x|y) = P

�
X = x

��Y = y
�
=

P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� , y ∈ Y.

Παρατηρήστε ότι για κάθε y ∈ Y, η p(· |y) είναι �ια σ.�.π. στο X. Επο�ένως, �πορού�ε να φανταζό�αστε
την P

�
X = · |Y

�
, ως �ια τυχαία σ.�.π.

Ορισ�ός 4 ΄Εστω X �ια πραγ�ατική τυχαία �εταβλητή �ε τι�ές σ΄ έναν πεπερασ�ένο χώρο καταστάσεων
X. Ορίζου�ε τη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή (conditional expectation) της X ως προς τη διακριτή τυχαία
�εταβλητή Y , ως την ανα�ενό�ενη τι�ή της X που υπολογίζεται �ε βάση την τυχαία σ.�.π. P

�
X = · |Y

�
,

δηλαδή
E
�
X
��Y

�
=

�

x∈X
x P

�
X = x |Y

�
. (4.1)

Παρατηρήστε ότι η E
�
X
��Y

�
, ως γρα��ικός συνδυασ�ός των P

�
X = x |Y

�
, είναι κι αυτή �ια πραγ�ατική

τυχαία �εταβλητή, η οποία είναι συνάρτηση της Y . Αυτή η συνάρτηση, g(Y ) = E
�
X
��Y

�
, έχει τη σταθερή

τι�ή g(y) =
�

x∈X x P
�
X = x |Y = y

�
σε καθένα από τα ενδεχό�ενα {Y = y}.

Παράδειγ�α 11 Ρίχνετε ένα ζάρι και στη συνέχεια στρίβετε τόσα κέρ�ατα όσα η ένδειξη του ζαριού
Y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Αν X ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} είναι το πλήθος των κεφαλών που θα φέρετε, τότε,
δεδο�ένου ότι Y = y, η δεσ�ευ�ένη κατανο�ή της X είναι διωνυ�ική bin(y, 12), δηλαδή

P
�
X = x

��Y = y
�
=

�
y

x

�
1

2y
.

Η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή της X ως προς την Y είναι �ια τυχαία �εταβλητή που στο ενδεχό�ενο {Y = y}
έχει την τι�ή

y�

x=0

x

�
y

x

�
1

2y
=

y

2
.

Επο�ένως, E
�
X

��Y
�
= Y

2 .

Παράδειγ�α 12 Στο Παράδειγ�α 9, θέλου�ε να υπολογίσου�ε την EP[St3 |St1 ]. Παρατηρήστε ότι ο
χώρος πιθανότητας, ο οποίος αποτελείται από τις πιθανές τροχιές της �ετοχής, δια�ερίζεται ανάλογα �ε την
τι�ή της St1 σε δύο ενδεχό�ενα, τα {St1 = 36} και {St1 = 72}. Το καθένα από αυτά περιλα�βάνει τέσσερις
τροχιές. Η EP[St3 |St1 ] έχει επο�ένως δύο δυνατές τι�ές, �ια για τις τέσσερις τροχιές στο ενδεχό�ενο
{St1 = 36} και �ια για τις τέσσερις τροχιές στο ενδεχό�ενο {St1 = 72}. Συγκεκρι�ένα,

EP[St3 |St1 ] =

�
p2128 + 2p(1− p)64 + (1− p)232, όταν St1 = 72

p264 + 2p(1− p)32 + (1− p)216, όταν St1 = 36.

΄Εστω τώρα ότι θέλου�ε να υπολογίσου�ε την EP[St2 |St3 ]. Ο χώρος πιθανότητας δια�ερίζεται τώρα σε
τέσσερα ενδεχό�ενα, ανάλογα �ε την τι�ή της St3 . Σε καθένα από αυτά η EP[St2 |St3 ] είναι σταθερή. �εν
είναι δύσκολο τώρα να δείτε ότι

EP[St2 |St3 ] =






96, όταν St3 = 128

64, όταν St3 = 64

40, όταν St3 = 32

24, όταν St3 = 16.
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Θεώρη�α 7 ΄Εστω ότι οι X,Y είναι πραγ�ατικές τυχαίες �εταβλητές, ορισ�ένες σ΄ έναν δειγ�ατικό χώρο
Ω, �ε τι�ές στα πεπερασ�ένα σύνολα X και Y, αντίστοιχα. Η g(Y ) = E

�
X

��Y
�
της σχέσης (4.1) είναι η

�οναδική συνάρτηση της Y για την οποία

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
, για κάθε συνάρτηση h : Y → R. (4.2)

Απόδειξη: Θα δείξου�ε πρώτα ότι η g(Y ) = E
�
X

��Y
�
της (4.1) έχει την ιδιότητα (4.2). Πράγ�ατι, από τον

ορισ�ό της δεσ�ευ�ένης πιθανότητας έχου�ε

E
�
Xh(Y )

�
=

�

x∈X

�

y∈Y
xh(y)P

�
X = x, Y = y

�

=
�

x∈X

�

y∈Y
xh(y)P

�
X = x

��Y = y
�
P
�
Y = y

�

=
�

y∈Y
h(y)

�
�

x∈X
xP

�
X = x

��Y = y
�
�
P
�
Y = y

�

=
�

y∈Y
h(y)g(y)P

�
Y = y

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
.

Θα δείξου�ε τώρα ότι η g είναι η �οναδική συνάρτηση της Y που έχει την ιδιότητα (4.2). ΄Εστω φ(Y ) �ια
συνάρτηση της Y για την οποία

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
φ(Y )h(Y )

�
,

για οποιαδήποτε συνάρτηση h : Y → R. Επιλέγοντας

hy(Y ) =

�
1, αν Y = y

0, διαφορετικά,

παίρνου�ε �

x∈X
xP

�
X = x, Y = y

�
= φ(y)P

�
Y = y

�
.

Επο�ένως, για κάθε y ∈ Y έχου�ε

φ(y) =
�

x∈X
x
P
�
X = x, Y = y

�

P
�
Y = y

� = g(y). ✷

Το παραπάνω θεώρη�α �ας δίνει έναν εναλλακτικό ορισ�ό της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής που έχει δύο
πλεονεκτή�ατα. Αφενός, δεν κάνει αναφορά στο είδος των τυχαίων �εταβλητών X,Y , ενώ ο αρχικός
ορισ�ός υποθέτει ότι οι X,Y έχουν διακριτή κατανο�ή. Πράγ�ατι, ο πιο γενικός ορισ�ός της δεσ�ευ�ένης
�έσης τι�ής �ιας τυχαίας �εταβλητής X, �ε οποιαδήποτε κατανο�ή για την οποία E

�
|X|

�
< ∞, βασίζεται

στο προηγού�ενο Θεώρη�α. Αφετέρου, αυτός ο εναλλακτικός ορισ�ός απλοποιεί συχνά τις αποδείξεις
ισχυρισ�ών που αφορούν τη δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή, όπως θα δού�ε και στο ακόλουθο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 8 Θεωρού�ε Y, Z διακριτές τυχαίες �εταβλητές. Η δεσ�ευ�ένη �έση τι�ή έχει τις παρακάτω
ιδιότητες.

1. E
�
c1X1 + c2X2

��Y
�
= c1E

�
X1

��Y
�
+ c2E

�
X2

��Y
�
, για κάθε c1, c2 ∈ R.

2. E
�
E
�
X|Y

� �
= E

�
X
�
.

3. Αν οι X,Y είναι ανεξάρτητες, τότε η E
�
X|Y

�
είναι σταθερή και έχει την τι�ή E

�
X
�
.

Ειδικότερα, E
�
1
��Y

�
= 1, ενώ, αν η Y είναι σταθερή, τότε E

�
X|Y

�
= E

�
X
�
.
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4. Για κάθε f : Y → R έχου�ε E
�
Xf(Y )

��Y
�
= f(Y )E

�
X

��Y
�
.

5.
��E

�
X

��Y
� �� ≤ E

�
|X|

��Y
�
.

6. E
�
E
�
X

��Y, Z
� ���Y

�
= E

�
X

��Y
�
.

7. Αν X1 ≤ X2, τότε E
�
X1

��Y
�
≤ E

�
X2

��Y
�
.

Απόδειξη: Για την (1), αν g1(Y ) = E
�
X1

��Y
�
και g2(Y ) = E

�
X2

��Y
�
, από την γρα��ικότητα της �έσης

τι�ής έχου�ε ότι

E
�
(c1X1 + c2X2)h(Y )

�
= c1E

�
X1h(Y )

�
+ c2E

�
X2h(Y )

�

= c1E
�
g1(Y )h(Y )

�
+ c2E

�
g2(Y )h(Y )

�
= E

�
(c1g1(Y ) + c2g2(Y ))h(Y )

�
.

Επο�ένως, από το Θεώρη�α 7,

E
�
c1X1 + c2X2

��Y
�
= c1g1(Y ) + c2g2(Y ) = c1E

�
X1

��Y
�
+ c2E

�
X2

��Y
�
.

Για την (2), αρκεί να επιλέξου�ε h(Y ) = 1 στο Θεώρη�α 7.
Για την (3), έχου�ε

E
�
Xh(Y )

�
= E

�
X
�
E
�
h(Y )

�
= E

�
E
�
X
�
h(Y )

�
.

Η πρώτη ισότητα ισχύει λόγω της ανεξαρτησίας των X,Y και η δεύτερη γιατί η E
�
X
�
είναι �ια σταθερά.

Από το Θεώρη�α 7 έχου�ε λοιπόν ότι E
�
X|Y

�
= E

�
X
�
. Υπενθυ�ίζου�ε ότι, όταν η Y είναι σταθερή, τότε

είναι ανεξάρτητη από κάθε άλλη τυχαία �εταβλητή, επο�ένως E
�
X
��Y

�
= E

�
X
�
για οποιαδήποτε τυχαία

�εταβλητή X. Για τον ίδιο λόγο, έχου�ε ότι E
�
c
��Y

�
= c για οποιαδήποτε τυχαία �εταβλητή Y και c ∈ R.

Για την (4), εφόσον η f × h είναι κι αυτή �ια συνάρτηση από το Y στο R, το Θεώρη�α 7 δίνει ότι

E
�
Xf(Y ) h(Y )

�
= E

�
Xf × h(Y )

�
= E

�
g(Y )f × h(Y )

�
= E

�
g × f(Y )h(Y )

�
,

όπου g(Y ) = E
�
X

��Y
�
. Επο�ένως, E

�
Xf(Y )

��Y
�
= f(Y )E

�
X

��Y
�
.

Για την (5), παρατηρήστε ότι, αν ορίσου�ε το θετικό και το αρνητικό �έρος τηςX ως X+ = max{X, 0} ≥ 0
και X− = max{−X, 0} ≥ 0, αντίστοιχα, τότε X = X+ −X− και |X| = X+ +X−. Επο�ένως, από την
τριγωνική ανισότητα έχου�ε

���E
�
X

��Y
� ��� =

���E
�
X+

��Y
�
− E

�
X− ��Y

� ��� ≤ E
�
X+

��Y
�
+ E

�
X− ��Y

�
= E

�
|X|

��Y
�
.

Για την (6), αν ορίσου�ε G(Y, Z) = E
�
X

��Y, Z
�
και εφαρ�όσου�ε το Θεώρη�α 7, αρχικά για την G(Y, Z)

και στη συνέχεια για τη X, έχου�ε ότι

E
�
G(Y, Z)h(Y )

�
= E

�
Xh(Y )

�
= E

�
g(Y )h(Y )

�
.

Επο�ένως, E
�
G(Y, Z)

��Y
�
= g(Y ) = E

�
X

��Y
�
.

Τέλος για την (7), από την γρα��ικότητα της δεσ�ευ�ένης �έσης τι�ής (ιδιότητα 1) αρκεί να δείξου�ε ότι

X ≥ 0 ⇒ E
�
X

��Y
�
≥ 0.

Αυτό ό�ως είναι προφανές από τον ορισ�ό. ✷

Παράδειγ�α 13 Πενήντα φοιτητές από το ΕΜΠ, εβδο�ήντα φοιτητές από το ΕΚΠΑ και 30 φοιτητές
από το ΟΠΑ παίρνουν �έρος σ΄ ένα διαγώνισ�α. Αν επιλέξου�ε τυχαία έναν από τους φοιτητές, �πορού�ε να
θεωρήσου�ε σαν δειγ�ατικό χώρο του πειρά�ατος τύχης το σύνολο των φοιτητών και τότε το πανεπιστή�ιο
προέλευσής τους Y είναι �ια τυχαία �εταβλητή ορισ�ένη σ΄ αυτόν τον χώρο, ενώ ο βαθ�ός τους στο
διαγώνισ�α X είναι �ια άλλη τυχαία �εταβλητή. Η E

�
X|Y

�
είναι �ια τυχαία �εταβλητή που δίνει σ΄ όλους
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τους φοιτητές του Πανεπιστη�ίου Y τον �έσο όρο M(Y ) των φοιτητών του Y . Τότε η ιδιότητα 2 του
Θεωρή�ατος 8 ση�αίνει ότι ο �έσος όρος M των βαθ�ών όλων των φοιτητών δίνεται από την

M =
50

150
M(EMΠ) +

70

150
M(EKΠA) +

30

150
M(OΠA),

δηλαδή ο �έσος όρος των βαθ�ών όλων των φοιτητών �πορεί να υπολογιστεί ως ένας ζυγισ�ένος �έσος των
�έσων βαθ�ών κατά πανεπιστή�ιο, �ε βάρη τις πιθανότητες ο τυχαία επιλεγ�ένος φοιτητής να προέρχεται
από κάθε πανεπιστή�ιο.

Παράδειγ�α 14 ΄Εστω Ω ένας πεπερασ�ένος δειγ�ατικός χώρος, όπως π.χ. αυτός του διωνυ�ικού υπο-
δείγ�ατος πολλών περιόδων. Θέλου�ε να προσεγγίσου�ε �ια τυχαία �εταβλητή X από �ια συνάρτηση �ιας
άλλης τυχαίας �εταβλητής Y , ώστε να ελαχιστοποιήσου�ε το �έσο τετραγωνικό σφάλ�α της προσέγγισης

E
�
(X − f(Y ))2

�
.

Αν g(Y ) = E
�
X

��Y
�
και f οποιαδήποτε συνάρτηση από το Y στο R, έχου�ε ότι

E
�
(X − f(Y ))2

�
= E

�
(X − g(Y ) + g(Y )− f(Y ))2

�

= E
�
(X − g(Y ))2

�
+ E

��
g(Y )− f(Y )

�2�
+ 2E

��
X − g(Y )

��
g(Y )− f(Y )

��
.

Από το Θεώρη�α 7 έχου�ε ό�ως ότι

E
�
X
�
g(Y )− f(Y )

��
= E

�
g(Y )

�
g(Y )− f(Y )

��
.

Επο�ένως,

E
�
(X − f(Y ))2

�
= E[(X − g(Y ))2] + E[(g(Y )− f(Y ))2]

≥ E[(X − g(Y ))2],

για οποιαδήποτε συνάρτηση f(Y ). Επο�ένως, η g(Y ) = E[X|Y ] είναι η συνάρτηση του Y που ελαχιστοποιεί
το �έσο τετραγωνικό σφάλ�α της προσέγγισης.

4.3 Martingales

Είπα�ε στο Κεφάλαιο 3 ότι �ια τυχαία �εταβλητή που εξαρτάται �όνο από τις τι�ές των St0 , St1 , . . . , Stk θα
χαρακτηρίζεται ως Fk-�ετρήσι�η. ΄Ενας συνηθισ�ένος τρόπος για να κατασκευάσει κανείς �ια Fk-�ετρήσι�η
τυχαία �εταβλητή είναι να δεσ�εύσει �ια τυχαία �εταβλητή ως προς τις St0 , St1 , . . . , Stk . ΄Εστω λοιπόν µ
ένα �έτρο πιθανότητας στον Ω, τον χώρο όλων των δυνατών �ονοπατιών της στοχαστικής διαδικασίας
{Stk}0≤k≤N . Χρησι�οποιώντας τον συ�βολισ�ό

Eµ[ · |Fk] = Eµ[ · |St0 , St1 , . . . , Stk ]

παρατηρού�ε ότι, αν η X είναι �ια τυχαία �εταβλητή, τότε η Eµ[X|Fk] είναι �ια Fk-�ετρήσι�η τυχαία �ετα-
βλητή.

Ορισ�ός 5 Μια στοχαστική διαδικασία {Xtk}k=0,1,...,N στον χώρο Ω θα ονο�άζεται (µ,Fk)-martingale,
αν για κάθε k = 0, 1, . . . , N − 1 έχου�ε Eµ[Xtk+1 |Fk] = Xtk .

Από τον ορισ�ό προκύπτει α�έσως ότι, αν η {Xtk} είναι (µ,Fk)-martingale, τότε η Xtk είναι �ια Fk-
�ετρήσι�η τυχαία �εταβλητή. Είναι επίσης εύκολο να δού�ε �ε επάλληλες εφαρ�ογές της ιδιότητας (4)
ότι

Eµ[Xtj |Fk] = Xtk , για κάθε j ≥ k. (4.3)
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Θεώρη�α 9 Αν η διαδικασία {Xtk}k=0,1,...,N είναι (µ,Fk)-martingale, τότε για κάθε k, j ∈ {0, 1, . . . , N}

Eµ[Xtk ] = Eµ[Xtj ].

�ηλαδή, η ανα�ενό�ενη τι�ή των όρων �ιας martingale είναι σταθερή.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη ας υποθέσου�ε ότι j ≥ k. Παίρνοντας την ανα�ενό�ενη τι�ή ως προς το µ στα δύο
�έλη της (4.3) και χρησι�οποιώντας την ιδιότητα (1) των δεσ�ευ�ένων �έσων τι�ών που δείξα�ε νωρίτερα,
έχου�ε:

Eµ[Xtk ] = Eµ[ Eµ[Xtj |Fk] ] = Eµ[Xtj ]. ✷

Τα επό�ενα δύο Θεωρή�ατα �ας δίνουν τη δυνατότητα να κατασκευάσου�ε martingale οι οποίες όπως θα
δού�ε είναι πολύ χρήσι�ες στην τι�ολόγηση παραγώγων.

Θεώρη�α 10 ΄Εστω X �ια τυχαία �εταβλητή, ορισ�ένη στον Ω. Η διαδικασία {Vtk}0≤k≤N �ε

Vtk = Eµ[X |Fk]

είναι martingale. Επιπλέον, VT = X και V0 = Eµ[X].

Απόδειξη: Από την ιδιότητα 6 του Θεωρή�ατος 8 έχου�ε ότι

Eµ[Vtk+1 |Fk] = Eµ[Eµ[X|Fk+1] |Fk] = Eµ[X |Fk] = Vtk .

Από την ιδιότητα 3 του ίδιου Θεωρή�ατος έχου�ε ότι V0 = E
�
X
�
. Εφόσον κάθε τυχαία �εταβλητή στον Ω

είναι �ια συνάρτηση των S0, St1 , . . . , ST , η ιδιότητα 4 του ίδιου Θεωρή�ατος δίνει ότι VT = X. ✷

Ας υποθέσου�ε τώρα ότι οι {Xtk}k=0,1,...,N και {Ytk}k=0,1,...,N−1 είναι στοχαστικές διαδικασίες τέτοιες
ώστε οι Xtk , Ytk να είναι Fk-�ετρήσι�ες για κάθε k ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1}. Σχη�ατίζου�ε �ια καινούργια
διαδικασία {(Y ·X)tk}k=0,1,...,N που ορίζεται ως εξής:

(Y ·X)t0 = 0 και (Y ·X)tk :=
k−1�

j=0

Ytj (Xtj+1 −Xtj ), k = 1, 2, . . . , N.

Η στοχαστική διαδικασία (Y ·X) ονο�άζεται �ετασχη�ατισ�ός martingale (martingale transform) της Y
ως προς την X. Εύκολα βλέπει κανείς ότι η (Y ·X)tk είναι επίσης Fk-�ετρήσι�η.

Θεώρη�α 11 Αν η διαδικασία X είναι martingale, τότε και η (Y ·X) είναι martingale.

Απόδειξη: ΄Εχου�ε
(Y ·X)tk+1 − (Y ·X)tk = Ytk(Xtk+1 −Xtk).

Από την ιδιότητα 4 του Θεωρή�ατος 8 παίρνου�ε ότι

Eµ[(Y ·X)tk+1 − (Y ·X)tk | Fk] = Ytk(Eµ[Xtk+1 −Xtk | Fk]) = Ytk(Eµ[Xtk+1 | Fk]−Xtk) = 0.

Επο�ένως, η (Y ·X) είναι επίσης martingale. ✷

4.4 Μέτρα martingale

Σε αυτή την παράγραφο θα δού�ε πώς τα αδιάφορα κινδύνου �έτρα πιθανότητας που �ελετήσα�ε στο δεύτε-
ρο κεφάλαιο γενικεύονται στα διωνυ�ικά υποδείγ�ατα πολλών περιόδων και �πορούν να χρησι�οποιηθούν
στην τι�ολόγηση παραγώγων.

Ας θεωρήσου�ε πρώτα ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο (φk,ψk)k=0,1,...,N �ε αξία στους χρόνους
tk, k = 0, 1, . . . , N

Vtk = φkStk + ψkBtk .
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΄Εχου�ε λοιπόν για k ≤ N − 1

Vtk+1

Btk+1

− Vtk

Btk
= φk+1

Stk+1

Btk+1

− φk
Stk

Btk
+ ψk+1 − ψk. (4.4)

Από τη συνθήκη αυτοχρη�ατοδότησης έχου�ε ότι

φkStk+1 + ψkBtk+1 = φk+1Stk+1 + ψk+1Btk+1 .

�ιαιρώντας τα δύο �έλη �ε Btk+1 παίρνου�ε ότι

φk
Stk+1

Btk+1

− φk+1
Stk+1

Btk+1

= ψk+1 − ψk.

Μπορού�ε λοιπόν να ξαναγράψου�ε την παραπάνω σχέση (4.4) ως

Vtk+1

Btk+1

− Vtk

Btk
= φk

�
Stk+1

Btk+1

− Stk

Btk

�
.

Αν τώρα n ∈ {1, 2, . . . , N}, αθροίζοντας τις παραπάνω σχέσεις για k = 0, 1, . . . , n− 1 προκύπτει ότι

Vtn

Btn
= V0 +

n−1�

k=0

φk

�
Stk+1

Btk+1

− Stk

Btk

�
. (4.5)

΄Αρα η e−rtkVtk − V0 είναι ένας �ετασχη�ατισ�ός martingale.

Ορισ�ός 6 ΄Ενα �έτρο πιθανότητας στον χώρο των τροχιών του πρωτογενούς προϊόντος ως προς το οποίο
η προεξοφλη�ένη αξία του πρωτογενούς προϊόντος e−rtSt είναι martingale ονο�άζεται αδιάφορο κινδύνου
�έτρο πιθανότητας ή �έτρο martingale (martingale measure).

Από το Θεώρη�α 11 και τη σχέση (4.5) παραπάνω προκύπτει α�έσως το ακόλουθο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 12 Αν το Q είναι �έτρο martingale στον Ω, τότε η προεξοφλη�ένη αξία κάθε αυτοχρη�ατο-
δοτού�ενου χαρτοφυλακίου e−rtkVtk είναι (Q,Fk)-martingale.

Ας θεωρήσου�ε τώρα ένα παράγωγο �ε απόδοση στην ωρί�ανση UT = UT (St0 , St1 , . . . , StN ). Είδα�ε
στο προηγού�ενο κεφάλαιο ότι υπάρχει �ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική (φk,ψk)k=0,1,...,N−1 που
αναπαράγει την απόδοση του παραγώγου, δηλαδή:

UT = φN−1StN + ψN−1BtN .

Θεώρη�α 13 Αν το Q είναι ένα �έτρο martingale στον Ω, τότε η ση�ερινή αξία ενός παραγώγου �ε
απόδοση στην ωρί�ανση UT δίνεται από τη σχέση

U0 = e−rTEQ[UT ]. (4.6)

Απόδειξη: ΄Εστω (φk,ψk)k=0,1,...,N−1 η αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική που αναπαράγει την απόδοση
του παραγώγου. Αν ορίσου�ε φN = φN−1 και ψN = ψN−1 το χαρτοφυλάκιο (φk,ψk)k=0,1,...,N είναι φυσικά
επίσης αυτοχρη�ατοδοτού�ενο. Από το Θεώρη�α (12) η e−rtkVtk είναι (Q,Fk)-martingale. Επο�ένως, από
το Θεώρη�α 9 έχου�ε

U0 = Vt0 = e−rtNEQ[VtN ] = e−rTEQ[UT ]. ✷
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Παρατήρηση 12 Προσέξτε ότι η απόδειξη των Θεωρη�άτων 12 και 13 κάνει ελάχιστη χρήση των ειδι-
κών χαρακτηριστικών του υποδείγ�ατός �ας. Για το Θεώρη�α 12 το �όνο που χρησι�οποιήσα�ε είναι ότι
στην αγορά υπάρχουν δύο προϊόντα και ότι �πορού�ε να συναλλασσό�αστε στους χρόνους tk. Για την
(4.6) χρησι�οποιήσα�ε �όνο ότι η απόδοση του παραγώγου αναπαράγεται από �ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη
στρατηγική.

Παρατήρηση 13 Συνέπεια του παραπάνω Θεωρή�ατος είναι ότι, αν �πορού�ε να κατασκευάσου�ε ένα
�έτρο martingale Q στον Ω, τότε δεν είναι απαραίτητο να τρέξου�ε τον αναδρο�ικό αλγόριθ�ο για να
τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο. Η ση�ερινή αξία κάθε παραγώγου είναι η προεξοφλη�ένη ανα�ενό�ενη
(ως προς το Q) απόδοσή του στην ωρί�ανση. Προσέξτε επίσης ότι η (4.6) �ας δίνει την παρούσα αξία
ενός παραγώγου, χωρίς να χρειάζεται να υπολογίσου�ε το χαρτοφυλάκιο που αντισταθ�ίζει το παράγωγο.
Αν �άλιστα έχου�ε να τι�ολογήσου�ε περισσότερα παράγωγα του ίδιου πρωτογενούς προϊόντος, αντί να
ακολουθήσου�ε τον αλγόριθ�ο για καθένα από αυτά χωριστά, �πορού�ε εναλλακτικά να κατασκευάσου�ε
το Q και κατόπιν να υπολογίσου�ε την προεξοφλη�ένη ανα�ενό�ενη αξία κάθε παραγώγου ως προς αυτό.

Ας δού�ε τώρα πώς �πορού�ε να βρού�ε ένα �έτρο martingale Q στον χώρο Ω των �ονοπατιών του
διωνυ�ικού υποδείγ�ατος πολλών περιόδων. Ορίζου�ε για κάθε k = 1, 2, . . . , N την τυχαία �εταβλητή
ξk = Stk/Stk−1 . Στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α όλες αυτές οι τυχαίες �εταβλητές �πορούν να πάρουν είτε την
τι�ή u είτε την τι�ή d. Για οποιοδήποτε �έτρο πιθανότητας Q στον Ω

EQ[Stk+1 |Fk] = StkEQ[ξk+1|Fk]

= Stk

�
uQ[ξk+1 = u|Fk] + dQ[ξk+1 = d|Fk]

�

= Stk

�
d+ (u− d)Q[ξk+1 = u|Fk]

�
.

Επο�ένως,

EQ�e−rtk+1Stk+1

��Fk

�
= e−rtkStk × e−rh

�
d+ (u− d)Q[ξk+1 = u|Fk]

�

Από την παραπάνω σχέση εύκολα βλέπει κανείς ότι το Q είναι �έτρο martingale, αν και �όνο αν

Q
�
ξk+1 = u

��Fk

�
=

erh − d

u− d
= q, ∀k = 0, 1, . . . , N − 1. (4.7)

Υπενθυ�ίζου�ε ότι από την υπόθεση d < erh < u που έχου�ε κάνει προκύπτει ότι 0 < q < 1. Για k = 0 η
(4.7) δίνει την κατανο�ή της ξ1 κάτω από το Q: η ξ1 παίρνει την τι�ή u �ε Q-πιθανότητα q και την τι�ή d �ε
Q-πιθανότητα 1− q. Για k = 1 η (4.7) δίνει την κατανο�ή κάτω απ΄ το Q της ξ2 δοθείσης της ξ1: η ξ2 είναι
ανεξάρτητη της ξ1 (γιατί;) και έχει την ίδια κατανο�ή. Επαγωγικά, συ�περαίνει κανείς εύκολα ότι, αν ο Ω
εφοδιαστεί �ε ένα �έτρο πιθανότητας Q που ικανοποιεί την (4.7), τότε οι {ξj}j=1,...,N είναι ανεξάρτητες,
ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κοινή κατανο�ή αυτή που περιγράψα�ε για την ξ1.

Επο�ένως, η συνθήκη (4.7), η οποία υπενθυ�ίζου�ε είναι ικανή και αναγκαία ώστε ένα �έτρο Q στον Ω
να είναι �έτρο martingale, καθορίζει την από κοινού κατανο�ή των {ξj}j=1,...,N και άρα την Q-πιθανότητα
κάθε τροχιάς στον Ω. Για παράδειγ�α,

Q({St0 = S0, St1 = S0u, . . . , StN−1 = S0u
N−1, StN = S0u

N−1d}) = qN−1(1− q).

Βλέπου�ε λοιπόν ότι, για κάθε τροχιά ω ∈ Ω, η Q(ω) υπολογίζεται ακριβώς όπως η P(ω), αποδίδοντας
σε κάθε κό�βο του δέντρου πιθανότητα q να κινηθού�ε προς τα πάνω και 1 − q να κινηθού�ε προς τα
κάτω. Μάλιστα, επειδή 0 < q < 1, κάθε ενδεχό�ενο που έχει θετική P-πιθανότητα έχει επίσης θετική Q-
πιθανότητα και το αντίστροφο, δηλαδή τα �έτρα P και Q είναι ισοδύνα�α. Αξίζει επίσης να παρατηρήσου�ε
ότι, επειδή η ιδιότητα (4.7) επιβάλλει την Q-πιθανότητα κάθε τροχιάς, το �έτρο Q που κατασκευάσα�ε είναι
το �οναδικό �έτρο martingale στον Ω. Προσέξτε ακό�η ότι το �έτρο Q δεν εξαρτάται από την παρά�ετρο
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p του �οντέλου �ας. Μπορού�ε να επαληθεύσου�ε ότι το Q είναι �έτρο martingale ως εξής:

EQ[Stk+1 |Fk] = EQ[Stkξk+1|Fk]

= StkEQ[ξk+1|Fk]

= Stk(qu+ (1− q)d)

= Stk

�
u
erh − d

u− d
+ d

u− erh

u− d

�

= Stke
rh.

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο �έλη �ε e−rtk+1 παίρνου�ε λοιπόν

EQ[e−rtk+1Stk+1 |Fk] = e−rtk+1erhStk = e−rtkStk , ∀k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Η σχέση (4.6) είναι ένας κλειστός τύπος για τη ση�ερινή τι�ή που η αρχή της �η επιτηδειότητας επιβάλλει
σε ένα παράγωγο �ε ωρί�ανση T και απόδοση στην ωρί�ανση UT . Η εφαρ�ογή του είναι εξαιρετικά απλή
όπως θα δού�ε τι�ολογώντας ξανά τα παράγωγα που χρησι�οποιήσα�ε στα παραδείγ�ατα του προηγού�ενου
κεφαλαίου.

Παράδειγ�α 15 Ας θυ�ηθού�ε πάλι το �οντέλο που υποθέσα�ε για τη δυνα�ική του πρωτογενούς
προϊόντος:

   48

   24

  128

   64

   32
  54

    16
   

   72

   36

   96

΄Εχου�ε λοιπόν u = 4
3 , d = 2

3 , ενώ έχει δοθεί ότι e
rh = 16

15 .
Επο�ένως,

q =
erh − d

u− d
=

3

5
.

Υπολογίζου�ε τώρα την πιθανότητα Q κάθε τροχιάς:

Q(ω1) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (u, u, u)}) = q3 =
27

125
,

Q(ω2) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (u, u, d)}) =

Q(ω3) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (u, d, u)}) =

Q(ω4) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (d, u, u)}) = q2(1− q) =
18

125
,

Q(ω5) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (u, d, d)}) =

Q(ω6) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (d, u, d)}) =

Q(ω7) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (d, d, u)}) = q(1− q)2 =
12

125
,

Q(ω8) = Q({(ξ1, ξ2, ξ3) = (d, d, d)}) = (1− q)3 =
8

125
.

Ας υπολογίσου�ε τώρα �ε τη βοήθεια της σχέσης (4.6) την αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης �ε
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τι�ή άσκησης 48.

V0 = e−rTEQ[VT ] = e−3rh
8�

i=1

VT (ωi)Q(ωi) =

=

�
15

16

�3�
(48−128)+ × 27

125
+ 3× (48−64)+ × 18

125
+ 3× (48−32)+ × 12

125
+ (48−16)+ × 8

125

�
=

=
351

64
.

Παράδειγ�α 16 Οι ιδιότητες του �έτρου Q �πορούν να φανούν χρήσι�ες και στον υπολογισ�ό του
αντισταθ�ιστικού χαρτοφυλακίου. Ας υπολογίσου�ε το χαρτοφυλάκιο (φ0,ψ0) που θα πρέπει αρχικά να
κατέχου�ε για να αναπαραγάγου�ε την απόδοση του παραγώγου. Μπορού�ε να υπολογίσου�ε την τυχαία
�εταβλητή Vt1 από το γεγονός ότι η e

−rtkVtk είναι (Q,Fk)-martingale. Επο�ένως,

e−rt1Vt1 = e−rTEQ[VT |F1].

Τα δύο �έλη της παραπάνω σχέσης είναι F1-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές (δηλαδή συναρτήσεις της St1)
και άρα έχουν σταθερή τι�ή σε καθένα από τα ενδεχό�ενα Ku = {St1 = 72} και Kd = {St1 = 36}.

Vt1(Ku) = e−r(T−t1)EQ[VT |St1 = 72]

= =

�
15

16

�2�
(48−128)+(

3

5
)2 + 2(48−64)+

3

5
× 2

5
+ (48−32)+(

2

5
)2
�

=
9

4
,

ενώ

Vt1(Kd) = e−r(T−t1)EQ[VT |St1 = 36]

= =

�
15

16

�2�
(48−64)+(

3

5
)2 + 2(48−32)+

3

5
× 2

5
+ (48−16)+(

2

5
)2
�

=
45

4
.

Επο�ένως,

φ0 =
Vt1(Ku)− Vt1(Kd)

S0(u− d)
=

9
4 − 45

4

54(43 − 2
3)

= −1

4
.

Η ψ0 �πορεί τώρα εύκολα να βρεθεί από τη σχέση φ0St0 + ψ0 = V0.

Παράδειγ�α 17 Ας υπολογίσου�ε στη συνέχεια την αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης �ε τι�ή
άσκησης 48 και άνω και εκτός φράγ�α στα 60. Η διαφορά �ε το πρώτο παράδειγ�α είναι ότι εδώ VT (ω5) = 0,
αφού στην τροχιά που αντιστοιχεί στο ενδεχό�ενο ω5 το άνω και εκτός φράγ�α των 60 έχει ξεπεραστεί πριν
την ωρί�ανση. Το δικαίω�α έχει �η �ηδενική αξία στην ωρί�ανση �όνο για τις τροχιές ω6,ω7,ω8, οπότε:

V0 = e−rTEQ[VT ] = e−3rh
8�

j=1

VT (ωi)Q(ωi) =

=

�
15

16

�3�
2× (48− 32)+ × 12

125
+ (48− 16)+ × 8

125

�
=

=
135

32
.
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Παράδειγ�α 18 Ας εφαρ�όσου�ε τώρα τον τύπο (4.6) στην περίπτωση ενός γενικού ευρωπαϊκού πα-
ραγώγου �ε ωρί�ανση T και απόδοση στην ωρί�ανση f(ST ) για ένα διωνυ�ικό �οντέλο N περιόδων.
Υπάρχουν

1 τροχιά για την οποία ST = S0u
N στην οποία το Q αποδίδει πιθανότητα qN ,

N τροχιές για τις οποίες ST = S0u
N−1d στις οποίες το Q αποδίδει πιθανότητα qN−1(1− q),

�N
2

�
τροχιές για τις οποίες ST = S0u

N−2d2 στις οποίες το Q αποδίδει πιθανότητα qN−2(1− q)2,

...
�N
k

�
τροχιές για τις οποίες ST = S0u

N−kdk στις οποίες το Q αποδίδει πιθανότητα qN−k(1− q)k,

...

1 τροχιά για την οποία ST = S0d
N στην οποία το Q αποδίδει πιθανότητα (1− q)N .

Σύ�φωνα �ε τη σχέση (4.6), η αρχική αξία του παραγώγου είναι

V0 = e−rTEQ[f(ST )] = e−rT
N�

k=0

�
N

k

�
qN−k(1− q)k f(S0u

N−kdk).

Η παραπάνω σχέση είναι γνωστή ως ο διακριτός τύπος των Black & Scholes.

4.5 Ανο�οιό�ορφα διωνυ�ικά υποδείγ�ατα

Στο υπόδειγ�α που θεωρήσα�ε η ποσοστιαία αύξηση ή ελάττωση της τι�ής του πρωτογενούς προϊόντος
σε κάθε κό�βο του δέντρου, οι παρά�ετροι u και d δηλαδή, ήταν σταθερές παρά�ετροι του �οντέλου �ας.
΄Οπως θα δού�ε στο Κεφάλαιο 6, αυτή η υπόθεση δεν είναι ιδιαίτερα περιοριστική. Αν θεωρήσου�επως το
πλήθος N των περιόδων �ας τείνει στο άπειρο και ταυτόχρονα πως η διάρκειά τους h τείνει στο �ηδέν, ώστε
Nh = T , �πορού�ε να φτάσου�ε σε ένα �η τετρι��ένο �οντέλο για την περιγραφή της χρονικής εξέλιξης
�ετοχών. Η θεωρία που έχου�ε αναπτύξει �πορεί ό�ως εύκολα να γενικευθεί και σε δέντρα όπου οι πα-
ρά�ετροι u και d �εταβάλλονται από κό�βο σε κό�βο. Η πληροφορία αυτή θα εξαρτάται από την ιστορία της
αγοράς �έχρι εκείνη τη στιγ�ή, οι παρά�ετροι u και d θα είναι δηλαδή Fk-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές.
Το ίδιο �πορεί να συ�βαίνει και για τις παρα�έτρους p, ακό�η και για το επιτόκιο r. Τέτοια υποδείγ�ατα
είναι χρήσι�α, ιδιαίτερα για την περιγραφή αγορών �ε κυ�αινό�ενα επιτόκια.

΄Εστω λοιπόν ότι η ση�ερινή αξία του πρωτογενούς προϊόντος είναι S0 > 0, ενώ η εξέλιξή της στο χρόνο
συ�βαίνει ως εξής: αν τη στιγ�ή tk η αξία του πρωτογενούς προϊόντος είναι Stk , τότε

Stk+1 = Stkξk+1, (4.8)

όπου η {ξk}k∈{1,2,...,N} είναι �ια στοχαστική διαδικασία. Η από κοινού κατανο�ή των ξk περιγράφεται ως
εξής: για κάθε k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} έχου�ε

P
�
ξk+1 = uk

��Fk

�
= pk

P
�
ξk+1 = dk

��Fk

�
= 1− pk,

όπου οι uk = uk(St0 , . . . , Stk), dk = dk(St0 , . . . , Stk) και pk = pk(St0 , . . . , Stk) είναι Fk-�ετρήσι�ες τυχαίες
�εταβλητές. Φυσικά, προκει�ένου να �ην υπάρχουν ευκαιρίες επιτηδειότητας, θα πρέπει dk < erh < uk για
όλα τα k. Το παράδειγ�α ενός τέτοιου υποδείγ�ατος φαίνεται στο ακόλουθο δέντρο.

 0,7

   

  0,60

  1,30

   0,80

   0,40

0,5
  0,80

  1,00
 0,2
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Οι παρά�ετροι αυτού του �οντέλου �πορούν να βρεθούν ως εξής.

• Στον πρώτο κό�βο:
u0 =

1, 00

0, 80
=

5

4
, d0 =

0, 60

0, 80
=

3

4
, p0 = 0, 5.

• Στο ενδεχό�ενο {St1 = 1, 00} = {ξ1 = u0} έχου�ε:

u1({St1 = 100}) = 1, 30

1, 00
=

13

10
, d1({St1 = 1, 00}) = 0, 80

1, 00
=

4

5
, p1({St1 = 1, 00}) = 0, 2.

• Τέλος, στο ενδεχό�ενο {St1 = 0, 60} = {ξ1 = d0} έχου�ε:

u1({St1 = 0, 60}) = 0, 80

0, 60
=

4

3
, d1({St1 = 0, 60}) = 0, 40

0, 60
=

2

3
, p1({St1 = 0, 60}) = 0, 7.

Ας θεωρήσου�ε τώρα ένα παράγωγο �ε δεδο�ένη απόδοση τη στιγ�ή T ίση �ε

VT = UtN (St0 , St1 , . . . , StN ).

Θα κατασκευάσου�ε πάλι �ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική που αναπαράγει την παραπάνω απόδοση
στη ωρί�ανση, δηλαδή

φN−1ST + ψN−1BT = VT .

Η παραπάνω σχέση ικανοποιείται, ακριβώς όταν ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο γρα��ικές εξισώσεις.
�
φN−1StN−1uN−1 + ψN−1BtN = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1uN−1)

φN−1StN−1dN−1 + ψN−1BtN = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1dN−1),

από τις οποίες �πορού�ε να υπολογίσου�ε τις (φN−1,ψN−1). Ορίζοντας,

V ↑
N = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1u), V ↓

N = UtN (St0 , St1 , . . . , StN−1 , StN−1d),

και
S↑
N = StN−1uN−1, S↓

N = StN−1dN−1

έχου�ε

φN−1 =
V ↑
N − V ↓

N

S↑
N − S↓

N

, ψN−1 =
V ↓
NS↑

N − V ↑
N × S↓

N

BtN (S
↑
N − S↓

N )
. (4.9)

Παρατηρήστε και πάλι ότι οι (φN−1,ψN−1) είναι συναρτήσεις των St0 , . . . , StN−1 , είναι δηλαδή FN−1-
�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές. ΄Εχοντας κατασκευάσει τη στιγ�ή tN−1 (και ανάλογα �ε τη γνώση �ας
για την εξέλιξη της αγοράς έως τότε) ένα χαρτοφυλάκιο (φN−1,ψN−1) η αξία του οποίου τη στιγ�ή tN θα
ταυτίζεται �ε αυτήν του παραγώγου, �πορού�ε να ορίσου�ε την αξία του παραγώγου τη στιγ�ή tN−1 ως
την αξία αυτού του χαρτοφυλακίου.

VtN−1 = UtN−1(St0 , St1 , . . . , StN−1) := φN−1StN−1 + ψN−1BtN−1 .

Αντικαθιστώντας τα (φN−1,ψN−1) από την (4.9), παίρνου�ε

VtN−1 = e−rh(qN−1V
↑
N + (1− qN−1)V

↓
N ),

όπου

qN−1 =
erh − dN−1

uN−1 − dN−1
=

StN−1e
rh − S↓

N

S↑
N − S↓

N

Θα πρέπει τώρα να είναι προφανές πώς θα συνεχίσου�ε την οπισθοδρό�ηση �έχρι τον χρόνο t0 ώστε να
βρού�ε τη ση�ερινή αξία του παραγώγου και το αντισταθ�ιστικό χαρτοφυλάκιο.
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Παράδειγ�α 19 Στο υπόδειγ�α που προαναφέρα�ε ας υποθέσου�ε ότι erh = 1, 1. Ας τι�ολογήσου�ε
ένα παράγωγο που τη στιγ�ή t2 αποδίδει 242, αν St2 > St1 και σε αντίθετη περίπτωση �ηδέν, κατασκευ-
άζοντας �ια αυτοχρη�ατοδοτού�ενη στρατηγική που αναπαράγει την απόδοσή του.

• Στο ενδεχό�ενο Ku = {St1 = 1, 00} έχου�ε:

φ1(Ku) =
V ↑
2 (Ku)− V ↓

2 (Ku)

S↑
2(Ku)− S↓

2(Ku)
=

242− 0

1, 30− 0, 80
= 484,

ενώ

ψ1(Ku) = e−2rhV
↓
2 (Ku)S

↑
2(Ku)− V ↑

2 (Ku)S
↓
2(Ku)

S↑
2(Ku)− S↓

2(Ku)
=

�
10

11

�2 0× 1, 30− 242× 0, 80

1, 30− 0, 80
= −320.

Επο�ένως,
V1(Ku) = 484× 1, 00 + (−320)× 1, 1 = 132.

• Στο ενδεχό�ενο Kd = {St1 = 0, 60} έχου�ε:

φ1(Kd) =
V ↑
2 (Kd)− V ↓

2 (Kd)

S↑
2(Kd)− S↓

2(Kd)
=

242− 0

0, 80− 0, 40
= 605,

ενώ

ψ1(Kd) = e−2rhV
↓
2 (Kd)S

↑
2(Kd)− V ↑

2 (Kd)S
↓
2(Kd)

S↑
2(Kd)− S↓

2(Kd)
=

�
10

11

�2 0× 0, 80− 242× 0, 40

0, 80− 0, 40
= −200.

Επο�ένως,
V1(Kd) = 605× 0, 60 + (−200)× 1, 1 = 143.

• Τέλος για τον αρχικό κό�βο έχου�ε

φ0 =
V ↑
1 − V ↓

1

S↑
1 − S↓

1

=
132− 143

1, 00− 0, 60
= −27, 5

και

ψ0 = e−rhV
↓
1 S

↑
2 − V ↑

2 S
↓
2

S↑
2 − S↓

2

=
10

11
· 143× 1, 00− 132× 0, 60

1, 00− 0, 60
= 145.

΄Ετσι,
V0 = −27, 5× 0, 80 + 145 = 123.

Μπορού�ε εναλλακτικά να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο βρίσκοντας ένα �έτρο martingale στο χώρο των
τροχιών. �εν είναι δύσκολο να δει κανείς, επαναλα�βάνοντας τα επιχειρή�ατα της προηγού�ενης παρα-
γράφου, ότι ένα �έτρο Q στον Ω είναι �έτρο martingale, αν και �όνο αν για κάθε k = 0, 1, . . . , N − 1

qk := Q
�
ξk+1 = uk|Fk

�
=

erh − dk
uk − dk

=
Stke

rh − S↓
k+1

S↑
k+1 − S↓

k+1

. (4.10)

Η παραπάνω σχέση καθορίζει την από κοινού κατανο�ή των ξk και άρα την Q-πιθανότητα κάθε τροχιάς.
Για k = 0 �ας δίνει την κατανο�ή της ξ1, για k = 1 �ας δίνει την κατανο�ή της ξ2 δοθείσης της ξ1, για
k = 2 �ας δίνει την κατανο�ή της ξ3 δοθέντων των ξ1, ξ2 κ.λπ. Για παράδειγ�α,

Q
�
{ξ1 = u0, ξ2 = d1, ξ3 = u2}

�
= Q

�
{ξ1 = u0, ξ2 = d1}

�
q2({ξ1 = u0, ξ2 = d1})

= Q
�
{ξ1 = u0}

��
1− q1({ξ1 = u0})

�
q2({ξ1 = u0, ξ2 = d1})

= q0
�
1− q1({ξ1 = u0})

�
q2({ξ1 = u0, ξ2 = d1}).
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Η κατασκευή του �έτρουQ είναι επο�ένως αντίστοιχη �ε αυτή της προηγού�ενης παραγράφου �όνο που τώρα
η παρά�ετρος q δεν είναι �ια σταθερά του υποδείγ�ατος αλλά �ια τυχαία �εταβλητή. Για να υπολογίσου�ε
την Q-πιθανότητα κάθε τροχιάς πολλαπλασιάζου�ε τις παρα�έτρους (qk ή 1 − qk) που αντιστοιχούν στη
συγκεκρι�ενη τροχιά σε κάθε κό�βο της. Μπορού�ε εύκολα να επαληθεύσου�ε ότι το Q είναι �έτρο
martingale.

EQ[Stk+1 |Fk] = EQ[Stkξk+1|Fk]

= StkEQ[ξk+1|Fk]

= Stk(qkuk + (1− qk)dk)

= Stk

�
uk

erh − dk
uk − dk

+ dk
uk − erh

uk − dk

�

= Stke
rh

και πολλαπλασιάζοντας τα δύο �έλη �ε e−rtk παίρνου�ε ότι η e−rtkStk είναι (Q,Fk)-martingale.

Παρατηρήστε ξανά ότι το �έτρο Q που κατασκευάσα�ε είναι το �οναδικό �έτρο martingale στον Ω, καθώς
η επιλογή του επιβλήθηκε από την (4.10). Ο�οίως, οι παρά�ετροι pk δεν υπεισέρχονται στον υπολογισ�ό
του Q. Τέλος, κάθε P-πιθανή τροχιά είναι και Q-πιθανή και το αντίστροφο, άρα τα P και Q είναι ισοδύνα�α.

Παράδειγ�α 20 Ας τι�ολογήσου�ε σαν παράδειγ�α το παράγωγο της προηγού�ενης άσκησης κατα-
σκευάζοντας το �έτρο martingale Q.

• Στο ενδεχό�ενο Ku = {St1 = 1, 00} έχου�ε

q1(Ku) =
erhSt1(Ku)− S↓

2(Ku)

S↑
2(Ku)− S↓

2(Ku)
=

1, 10− 0, 80

1, 30− 0, 80
= 0, 6.

• Στο ενδεχό�ενο Kd = {St1 = 0, 60} έχου�ε

q1(Kd) =
erhSt1(Kd)− S↓

2(Kd)

S↑
2(Kd)− S↓

2(Kd)
=

0, 66− 0, 40

0, 80− 0, 40
= 0, 65.

• Στον αρχικό κό�βο του δέντρου έχου�ε

q0 =
erhSt0 − S↓

1

S↑
1 − S↓

1

=
0, 88− 0, 60

1, 00− 0, 60
= 0, 7.

Επο�ένως η πιθανότητα κάθε τροχιάς βρίσκεται ως εξής.

Q(ω1) = Q
�
{St0 = 0, 80,St1 = 1, 00, St2 = 1, 30}

�
= q0q1(Ku) = 0, 7× 0, 6 = 0, 42.

Q(ω2) = Q
�
{St0 = 0, 80,St1 = 1, 00, St2 = 0, 80}

�
= q0(1− q1(Ku)) = 0, 7× 0, 4 = 0, 28.

Q(ω3) = Q
�
{St0 = 0, 80,St1 = 0, 60, St2 = 0, 80}

�
= (1− q0)q1(Kd) = 0, 3× 0, 65 = 0, 195.

Q(ω4) = Q
�
{St0 = 0, 80,St1 = 0, 60, St2 = 0, 40}

�
= (1− q0)(1− q1(Kd)) = 0, 3× 0, 35 = 0, 105.

Συνεπώς, από τη σχέση 4.6 έχου�ε

V0 = e−2rhEQ[VT ] =

�
10

11

�2

· (242× 0, 42 + 0× 0, 28 + 242× 0, 195 + 0× 0, 105) = 123.
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Κλείνοντας αυτό το κεφάλαιο ας συνοψίσου�ε κάποιες ιδότητες του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος οι οποίες
προσφέρονται για γενίκευση. Θεωρήσα�ε την αγορά �ας σαν ένα χώρο πιθανότητας τα ση�εία του οποίου
αντιστοιχούν σε τροχιές του πρωτογενούς προϊόντος, εφοδιασ�ένο �ε ένα �έτρο πιθανότητας P. Στον χώρο
αυτόν κατασκευάσα�ε ένα άλλο �έτρο πιθανότητας Q �ε τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Η προεξοφλη�ένη αξία του πρωτογενούς προϊόντος e−rtSt είναι ένα Q-martingale.

2. Κάθε ενδεχό�ενο που έχει θετική P-πιθανότητα έχει επίσης θετική Q-πιθανότητα και το αντίστροφο.
Επο�ένως, P ∼ Q.

Μέτρα Q �ε τις παραπάνω δύο ιδιότητες χαρακτηρίζονται ως ισοδύνα�α �έτρα martingale (equivalent
martingale measures) και παίζουν κεντρικό ρόλο στην ανάλυση χρη�ατοοικονο�ικών παραγώγων.

4.6 Ασκήσεις

Στις παρακάτω ασκήσεις βασίστε τις απαντήσεις σας στη �εθοδολογία αυτού του κεφαλαίου. Κάποιες
από αυτές συ�περιλα�βάνονται και στις ασκήσεις του προηγού�ενου κεφαλαίου. Σ΄ αυτές τις περιπτώσεις
συγκρίνετε τα αποτελέσ�ατα που θα βρείτε �ε τις δύο �εθοδολογίες, καθώς και την πολυπλοκότητα των
υπολογισ�ών σε κάθε περίπτωση.

΄Ασκηση 32 Θεωρού�ε ένα ιδιαίτερο δικαίω�α πώλησης επί �ιας �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα έτος που
περιγράφεται ως εξής. Η τρέχουσα τι�ή της �ετοχής είναι €40 και η τρέχουσα τι�ή άσκησης είναι €40.
Αν η τι�ή της �ετοχής έπειτα από έξι �ήνες είναι �ικρότερη από €35 τότε η τι�ή άσκησης στην ωρί�ανση
επανακαθορίζεται σε €35, διαφορετικά περα�ένει στα €40.
α. Τι�ολογήστε το παράγωγο χρησι�οποιώντας ένα διωνυ�ικό δέντρο δύο περιόδων �ε u = 1, 2737 και
d = 0, 7764.
β. Τι�ολογήστε το παράγωγο χρησι�οποιώντας ένα διωνυ�ικό δέντρο τεσσάρων περιόδων �ε u = 1, 1879
και d = 0, 8371.
�ίνεται το επιτόκιο του προϊόντος χωρίς κίνδυνο r = 6% �ε συνεχή ανατοκισ�ό.

΄Ασκηση 33 �ίνεται το ακόλουθο δυωνυ�ικό υπόδειγ�α για τη δυνα�ική �ιας �ετοχής.
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Η κάθε περίοδος στο παραπάνω δέντρο αντιστοιχεί σε διάστη�α 4 �ηνών. Στην αγορά υπάρχει επίσης ένα
προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε επιτόκιο 14,637% υπολογισ�ένο �ε συνεχή ανατοκισ�ό.
α) Τι�ολογήστε βάσει του παραπάνω υποδείγ�ατος ένα δικαίω�α αγοράς της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα
έτος και τι�ή άσκησης €100.
β) Τι�ολογήστε βάσει του παραπάνω υποδείγ�ατος ένα δικαίω�α πώλησης της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα
έτος και τι�ή άσκησης €100. Επιβεβαιώστε τη σχέση ισοτι�ίας των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και
πώλησης.

΄Ασκηση 34 Τι�ολογήστε βάσει του υποδείγ�ατος αγοράς της προηγού�ενης άσκησης το παράγωγο που
περιγράφεται στην ΄Ασκηση 30.

΄Ασκηση 35 Τι�ολογήστε βάσει του υποδείγ�ατος της ΄Ασκησης 33 ένα παράγωγο �ε ωρί�ανση σε ένα
έτος και απόδοση

V = (S̄T − 100)+,
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όπου S̄T είναι ο �έσος όρος των τι�ών της �ετοχής σε 4, 8 και 12 �ήνες.

΄Ασκηση 36 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 =100. Θα υποθέσου�ε αρχικά ότι σε καθένα από
τα επό�ενα τέσσερα τρί�ηνα η τι�ή της είτε θα ανέβει κατά 10% είτε θα κατέβει κατά 10%. Το επιτόκιο
του προϊόντος χωρίς κίνδυνο είναι 4%, ενώ είναι γνωστό ότι η �ετοχή δεν θα αποδώσει �έρισ�α κατά τον
επό�ενο χρόνο.
α) Τι�ολογήστε βάσει αυτού του υποδείγ�ατος ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς τι�ή άσκησης K = 100 και
ωρί�ανση T =1 έτος.
β) Τι�ολογήστε ένα δικαίω�α που έχει την ίδια απόδοση όπως το προηγού�ενο, αλλά ακυρώνεται αν η τι�ή
της �ετοχής πέσει κάτω από 92.

΄Ασκηση 37 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 =€100. Θα υποθέσου�ε αρχικά ότι σε καθένα από
τα επό�ενα τρία τετρά�ηνα η τι�ή της είτε θα ανέβει κατά 10% είτε θα κατέβει κατά 10%. Το ετήσιο άνευ
κινδύνου επιτόκιο υπολογισ�ένο �ε συνεχή απόδοση είναι 6,186%, ενώ είναι γνωστό ότι η �ετοχή δεν θα
αποδώσει �έρισ�α κατά τον επό�ενο χρόνο.
α) Τι�ολογήστε βάσει αυτού του υποδείγ�ατος ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε ωρί�ανση έπειτα από
T = 1 έτος και τι�ή άσκησης K =€98, καθώς και ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης �ε ωρί�ανση έπειτα
από t = 8 �ήνες και τι�ή άσκησης M =€96.
Θεωρού�ε τώρα ένα δικαίω�α επιλογής, ο κάτοχος του οποίου επιλέγει τη χρονική στιγ�ή t αν θα το
ασκήσει στην ωρί�ανσή του T ως ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς ή ως ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης, �ε τι�ή
άσκησης K α�φότερα.
β) Σε ποιους κό�βους του δέντρου που αντιστοιχούν στον χρόνο t είναι η αξία του ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος
αγοράς �εγαλύτερη από αυτήν του δικαιώ�ατος πώλησης (άρα ο λογικός επενδυτής θα επιλέξει να ασκήσει
το δικαίω�α επιλογής ως δικαίω�α αγοράς);
γ)Τι�ολογήστε αυτό το παράγωγο βάσει του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος που θεωρήσα�ε και συγκρίνετε την
αξία του �ε το άθροισ�α των αξιών των δύο παραγώγων του ερωτή�ατος (α).
δ) �είξτε τώρα ότι, ανεξάρτητα από το υπόδειγ�α αγοράς που υιοθετού�ε και για οποιαδήποτε S0, T, t,K, η
αξία του δικαιώ�ατος επιλογής ισούται �ε το άθροισ�α της αξίας ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς �ε
ωρί�ανση στον χρόνο T και τι�ή άσκησης K και αυτής ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης �ε ωρί�ανση
στον χρόνο t και παραδοτέα τι�ή M = Ke−r(T−t).

΄Ασκηση 38 Η τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 = €50. Για τη δυνα�ική της θεωρού�ε το ακόλουθο υπόδειγ�α
δύο �ηνιαίων περιόδων. Σε ένα �ήνα η αξία της �ετοχής S1 θα είναι €45 ή €60.
- Αν S1 =€60 κάθε �ετοχή θα δώσει �έρισ�α €5 (οπότε η αξία της θα γίνει €55) και στο τέλος του
δεύτερου �ήνα η αξία της θα είναι €60 ή €50.
- Αν S1 =€45 η �ετοχή δεν θα δώσει �έρισ�α και στο τέλος του δεύτερου �ήνα η αξία της θα είναι €50 ή
€30.
α) Τι�ολογήστε βάσει του παραπάνω υποδείγ�ατος ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς της �ετοχής �ε τι�ή
άσκησης €46 και ωρί�ανση σε δύο �ήνες. Υποθέστε ότι r = 0.
β) ΄Εχετε �όλις πουλήσει το ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς προς την τι�ή του βρήκατε στο προηγού�ενο
ερώτη�α. Βρείτε ποιο αντισταθ�ιστικό χαρτοφυλάκιο θα πρέπει να κατασκευάσετε σή�ερα και πώς θα
αλλάζατε τη θέση σας σε ένα �ήνα στο ενδεχό�ενο S1=€60, προκει�ένου να εξαλείψετε τον κίνδυνο από
την πώληση του δικαιώ�ατος.
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Κεφάλαιο 5

�ικαιώ�ατα α�ερικανικού τύπου

5.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δού�ε πώς �πορού�ε να τι�ολογήσου�ε δικαιώ�ατα α�ερικανικού τύπου �ε βάση το
διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων. Θα δού�ε επίσης την έννοια των χρόνων διακοπής και το Θεώρη�α
Επιλεκτικής �ιακοπής για martingale. Με τη βοήθεια αυτών των εργαλείων θα περιγράψου�ε το πρόβλη�α
της βέλτιστης άσκησης ενός α�ερικανικού δικαιώ�ατος ως ένα πρόβλη�α βέλτιστης διακοπής. Παρό�οιο
υλικό �πορείτε να βρείτε στις αναφορές [7] και [8].

5.2 Αλγόριθ�ος τι�ολόγησης α�ερικανικών δικαιω�άτων

Ας δού�ε τώρα έναν αλγόριθ�ο για την τι�ολόγηση και αντιστάθ�ιση α�ερικανικών δικαιω�άτων που είναι
αντίστοιχος �ε τον αλγόριθ�ο του Κεφαλαίου 3. Ο αλγόριθ�ος αυτός ξεκινά από τον χρόνο ωρί�ανσης του
παραγώγου και κατασκευάζει ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο το οποίο οπωσδήποτε αντισταθ�ίζει
τις απαιτήσεις που �πορεί να εγείρει ο κάτοχος το δικαιώ�ατος. Θα δού�ε στην τελευταία παράγραφο ότι η
αρχική αξία αυτού του χαρτοφυλακίου είναι η �οναδική τι�ή για το α�ερικανικό παράγωγο που δεν επιτρέπει
ευκαιρίες επιτηδειότητας. Με αυτήν την έννοια, είναι η δίκαια τι�ή του παραγώγου.

Προκει�ένου να κατανοήσου�ε τη �ηχανική του αλγορίθ�ου είναι χρήσι�ο να καταλάβου�ε τι συ�βαίνει στο
διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου. Ας υποθέσου�ε λοιπόν ότι η ση�ερινή αξία του πρωτογενούς προϊόντος
είναι s0 και ότι, σε �ια επό�ενη χρονική στιγ�ή h, το πρωτογενές προϊόν θα έχει αξία είτε s1 �ε πιθανότητα
p ∈ (0, 1) είτε s2 �ε πιθανότητα 1 − p. ΄Οπως πάντα η αγορά �ας περιλα�βάνει ένα προϊόν χωρίς κίνδυνο
το οποίο αποδίδει επιτόκιο r �ε συνεχή ανατοκισ�ό. Η αξία του προϊόντος χωρίς κίνδυνο τη στιγ�ή tk είναι
Btk = ertk . Προκει�ένου να �ην υπάρχουν ευκαιρίες επιτηδειότητας �ε στρατηγικές που χρησι�οποιούν
�όνο το πρωτογενές προϊόν και το προϊόν χωρίς κίνδυνο, θα πρέπει

s2 < s0e
rh < s1.

΄Ενα α�ερικανικού τύπου δικαίω�α, αποδίδει στον κάτοχό του f1 ή f2 στην ωρί�ανση, ανάλογα �ε το αν
η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι s1 ή s2, �πορεί ό�ως και να ασκηθεί ά�εσα αποδίδοντας f0. Ας
φανταστού�ε τώρα ότι κατέχου�ε αυτό το δικαίω�α και θέλου�ε να αποφασίσου�ε αν θα το ασκήσου�ε
ά�εσα ή αν θα επιλέξου�ε να το κρατήσου�ε �έχρι την ωρί�ανση. Στην πρώτη περίπτωση το α�ερικανικό
δικαίω�α θα �ας αποδώσει f0. Στη δεύτερη περίπτωση θα έχου�ε στα χέρια �ας ένα τίτλο ο οποίος στην
επό�ενη περίοδο θα αποδώσει είτε f1 είτε f2. Μπορού�ε να υπολογίσου�ε πόσο αξίζει αυτός ο τίτλος
ακριβώς όπως στο Κεφάλαιο 2, κατασκευάζοντας ένα χαρτοφυλάκιο (φ,ψ) το οποίο την επό�ενη περίοδο
θα αξίζει όσο και το παράγωγο. Θα βρού�ε έτσι ότι η παρούσα αξία του δικαιώ�ατός �ας, αν επιλέξου�ε
να �ην το ασκήσου�ε ά�εσα, είναι

u0 = e−rh
�
qf1 + (1− q)f2

�
, όπου q =

erh − s2
s1 − s2

.
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Τι θα αποφασίζα�ε λοιπόν, να ασκήσου�ε ά�εσα ή όχι το δικαίω�ά �ας; Η απάντηση είναι πώς θα αποφα-
σίζα�ε ό,τι �ας συ�φέρει περισσότερο. Αν f0 ≥ u0, θα συνέφερε να ασκήσου�ε ά�εσα, ενώ, αν f0 < u0,
θα συνέφερε να περι�ένου�ε �έχρι την ωρί�ανση h. Επο�ένως, έχει νόη�α να ορίσου�ε την αξία του
α�ερικανικού παραγώγου σή�ερα ως

V0 = max{f0, u0} = f0 ∨ u0 = f0 ∨ e−rh(qf1 + (1− q)f2) = u0 +
�
f0 − u0

�+
.

Αυτή είναι η �όνη τι�ή του δικαιώ�ατος η οποία είναι συ�βατή �ε την αρχή της �η επιτηδειότητας. Πράγ�ατι,
αν �πορούσατε να πουλήσετε το παράγωγο για P0 > V0, θα �πορούσατε να κατασκευάσετε �ια στρατηγική
επιτηδειότητας ως εξής. Αν το δικαίω�α ασκείτο ά�εσα, θα έχετε κέρδος P0 − f0 ≥ P0 − V0 > 0. Αν το
δικαίω�α δεν ασκείτο ά�εσα, θα �πορούσατε να πάρετε θετική θέση στο χαρτοφυλάκιο (φ,ψ), ξοδεύοντας
u0, ενώ θα σας έ�ενε ένα ποσόν P0 − u0 ≥ P0 − V0 > 0, το οποίο θα �πορούσατε να επενδύσετε χωρίς
κίνδυνο. Η θέση σας στο χαρτοφυλάκιο θα σας επέτρεπε να αντισταθ�ίσετε το παράγωγο που πουλήσατε τη
στιγ�ή h και θα είχατε ένα καθαρό κέρδος �ε παρούσα αξία P0−u0 χωρίς κίνδυνο. Είναι ακό�α πιο εύκολο να
δείτε ότι αν P0 < V0, �πορείτε να κατασκευάσετε �ια στρατηγική επιτηδειότητας αγοράζοντας το α�ερικανικό
παράγωγο. Τέλος, �πορείτε να ελέγξετε ότι, αν P0 = V0, δεν υπάρχει στρατηγική επιτηδειότητας ούτε για
τον αγοραστή ούτε για τον πωλητή του παραγώγου. Θα το δού�ε αυτό άλλωστε στην τελευταία παράγραφο
σε πιο γενικό πλαίσιο.

Στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α πολλών περιόδων, ένα α�ερικανικό παράγωγο �πορεί να ασκηθεί οποιαδήποτε
στιγ�ή από τις t0, t1, . . . , tN , αποδίδοντας στον κάτοχό του Yk, αν ασκηθεί τη στιγ�ή tk. Η {Yk}0≤k≤N

ονο�άζεται εγγενής αξία (intrinsic value) του α�ερικανικού δικαιώ�ατος. Για κάθε k = 0, 1, . . . , N η Yk
είναι �ια Fk-�ετρήσι�η τυχαία �εταβλητή, δηλαδή η απόδοση του α�ερικανικού παραγώγου τη στιγ�ή που
ασκείται εξαρτάται �όνο από το παρελθόν του χρόνου που ασκείται. ΄Οποτε χρειάζεται, θα το υπενθυ�ίζου�ε
αυτό γράφοντας

Yk = Yk(S0, S1, . . . , Sk),

όπου �ε Sk συ�βολίζου�ε την τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος τη στιγ�ή tk = kh. Για παράδειγ�α, η
εγγενής αξία ενός α�ερικανικού δικαιώ�ατος πώλησης �ε τι�ή άσκησης K είναι Yk = K − Sk.

Αν ένα α�ερικανικό δικαίω�α δεν ασκηθεί �έχρι την ωρί�ανση, η αξία του θα είναι τότε VN = Y +
N = YN ∨0.

Αυτό συ�βαίνει γιατί ο λογικός επενδυτής θα ασκήσει το δικαίω�α στην τελευταία ευκαιρία που έχει να
το κάνει, αν και �όνο αν αυτό έχει θετική εσωτερική αξία. Μία περίοδο πριν την ωρί�ανση, τη χρονική
στιγ�ή tN−1, ένα α�ερικανικό παράγωγο που δεν έχει ασκηθεί �έχρι τότε είναι στην ουσία ένα α�ερικανικό
παράγωγο στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ιας περιόδου, όπως αυτό που εξετάσα�ε. Η �όνη διαφορά που υπάρχει
είναι ότι οι παρά�ετροι του προβλή�ατος εξαρτώνται από την ιστορία της αγοράς �έχρι εκείνη τη στιγ�ή,
είναι δηλαδή FN−1-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές.

Η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι SN−1 και την επό�ενη περίοδο (στην ωρί�ανση) πρόκειται να είναι
είτε SN−1uN−1 είτε SN−1dN−1. Το α�ερικανικό δικαίω�α έχει εσωτερική αξία YN−1. Αν δεν ασκηθεί, στην
ωρί�ανση θα έχει απόδοση είτε V ↑

N = YN (S0, . . . , SN−1, SN−1uN−1), αν η αξία του πρωτογενούς προϊόντος
γίνει SN−1uN−1, είτε V

↓
N = YN (S0, . . . , SN−1, SN−1dN−1), αν η αξία του πρωτογενούς προϊόντος γίνει

SN−1dN−1. Προκει�ένου ο κάτοχος του δικαιώ�ατος να αποφασίσει αν θα το ασκήσει τη στιγ�ή tN−1 ή αν
τον συ�φέρει να περι�ένει �έχρι την ωρί�ανση, θα πρέπει να συγκρίνει την εσωτερική αξία του παραγώγου
YN−1 �ε την αξία που θα έχει το παράγωγο αν δεν ασκηθεί. Αυτή ό�ως �πορεί να υπολογιστεί, αφού
�πορού�ε να φτιάξου�ε ένα χαρτοφυλάκιο (αN−1,βN−1), το οποίο τη στιγ�ή tN θα έχει την ίδια απόδοση
�ε το παράγωγο, ακριβώς όπως κάνα�ε στο Κεφάλαιο 3. Η αξία του παραγώγου, αν δεν ασκηθεί, θα είναι
επο�ένως

UN−1 = e−rh
�
qN−1V

↑
N + (1− qN−1)V

↓
N

�
= e−rhE

�
VN

��FN−1
�
.

Αν YN−1 ≥ UN−1, είναι λογικό ο κάτοχος του α�ερικανικού δικαιώ�ατος να το ασκήσει τη χρονική στιγ�ή
tN−1, ενώ, αν YN−1 < UN−1, είναι λογικό ο κάτοχος του δικαιώ�ατος να περι�ένει �έχρι την ωρί�ανση.
Προσέξτε ό�ως ότι οι YN−1, UN−1 είναι FN−1 �ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές. Επο�ένως, �πορεί να
εξαρτώνται από την ιστορία της αγοράς �έχρι και τη στιγ�ή tN−1 και είναι εν γένει διαφορετικές ανά�εσα
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στους κό�βους του διωνυ�ικού δέντρου που αντιστοιχούν στη χρονική στιγ�ή tN−1. Αυτό ση�αίνει ότι σε
κάποιους από αυτούς τους κό�βους ενδέχεται να συ�φέρει τον κάτοχο του δικαιώ�ατος να ασκήσει ά�εσα,
ενώ σε κάποιους άλλους ενδέχεται να τον συ�φέρει να περι�ένει.

Ορίζου�ε τώρα
VN−1 = YN−1 ∨ e−rhEQ�VN

��FN−1
�
,

η οποία είναι �ια FN−1 �ετρήσι�η τυχαία �εταβλητή. Με τον ίδιο τρόπο �πορού�ε τώρα να εργαστού�ε για
τους κό�βους που αντιστοιχούν στη χρονική στιγ�ή tN−2, να ορίσου�ε την VN−2 και τελικά, οπισθοδρο-
�ώντας �ε ανάλογο τρόπο, να ορίσου�ε τις Vk, για k = N − 1, N − 2, . . . , 1, 0.

Ο αλγόριθ�ος που περιγράφει αυτή τη διαδικασία είναι ο εξής.

• Ορίζου�ε UN = 0 και VN = YN ∨ UN = Y +
N (S0, . . . , SN ).

• Για k = N,N − 1, . . . , 1, έχοντας ορίσει την Vk = Vk(S0, . . . , Sk−1, Sk) ≥ 0

1. βρίσκου�ε χαρτοφυλάκιο (αk−1,βk−1) ώστε οι αk−1,βk−1 να είναι Fk−1-�ετρήσι�ες τυχαίες
�εταβλητές και

αk−1Sk + βk−1e
rkh = Vk. (5.1)

2. βρίσκου�ε την αξία του χαρτοφυλακίου (αk−1,βk−1)

Uk−1 = Uk−1(S0, . . . , Sk−1) := αk−1Sk−1 + βk−1e
r(k−1)h (5.2)

= e−rh
�
qk−1V

↑
k + (1− qk−1)V

↓
k

�
= e−rhEQ�Vk

��Fk−1

�
≥ 0. (5.3)

3. Συγκρίνου�ε την Uk−1 �ε την εσωτερική αξία του α�ερικανικού παραγώγου Yk−1 και ορίζου�ε

Vk−1 = Yk−1 ∨ Uk−1 = Uk−1 + (Yk−1 − Uk−1)
+ (5.4)

• Για k = 0, 1, . . . , N − 1, ορίζου�ε το χαρτοφυλάκιο (φk,ψk) ως

φk = αk, ψk = βk +
k�

j=0

(Yj − Uj)
+e−rjh. (5.5)

Λή��α 1 Το χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}0≤k≤N−1 είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενο και η αξία του τη χρονική
στιγ�ή tk δίνεται από την

V φ
k = Vk +

k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h. (5.6)

Απόδειξη: Εφόσον οι Yk, Uk,αk,βk είναι Fk-�ετρήσι�ες για κάθε k = 0, 1, . . . , N − 1, οι φk,ψk θα είναι
ο�οίως Fk-�ετρήσι�ες από τον ορισ�ό τους. Η αξία του χαρτοφυλακίου τη χρονική στιγ�ή tk είναι

V φ
k = φkSk + ψke

rkh = αkSk + βke
rkh +

k�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h

= Uk +
k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h + (Yk − Uk)

+

= Vk +
k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h.
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Η προτελευταία ισότητα προκύπτει από την (5.2) και η τελευταία από την (5.4). Για να δείξου�ε ότι το
χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}0≤k≤N−1 δεν αλλάζει αξία όταν αλλάζου�ε θέση, παρατηρού�ε ότι κατά την αλλαγή
θέσης τη χρονική στιγ�ή tk, από (φk−1,ψk−1) σε (φk,ψk) έχου�ε

φk−1Sk + ψk−1e
rkh = αk−1Sk + βk−1e

rkh +
k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h

= Vk +
k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+er(k−j)h

= V φ
k ,

όπου η προτελευταία ισότητα προκύπτει από την (5.1) και η τελευταία ισότητα από το πρώτο �έρος της
απόδειξης. ✷

Στο υπόλοιπο αυτού του Κεφαλαίου θα αποδείξου�ε το ακόλουθο Θεώρη�α.

Θεώρη�α 14 α) Η �όνη αρχική αξία για το α�ερικάνικο δικαίω�α �ε εσωτερική αξία {Yk}0≤k≤N η οποία
δεν επιτρέπει στρατηγικές επιτηδειότητας είναι η V0 που προσδιορίζεται από τον αλγόριθ�ο.
β) Η βέλτιστη περίοδος άσκησης του δικαιώ�ατος είναι η

k∗ = inf
�
k : Yk ≥ Uk = e−rhEQ�Vk+1

��Fk

��
. (5.7)

γ) Η στρατηγική αντιστάθ�ισης του α�ερικανικού δικαιώ�ατος από τον πωλητή του δίνεται από το χαρτο-
φυλάκιο {(φk,ψk)}0≤k≤N−1.

Παρατήρηση 14 Παρατηρήστε ότι η βέλτιστη πολιτική άσκησης για τον κάτοχο του α�ερικανικού δι-
καιώ�ατος είναι να περι�ένει �έχρι τη στιγ�ή που η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος είναι τουλάχιστον όση
η ανα�ενό�ενη (ως προς το �έτρο martingale Q) αξία του δικαιώ�ατος την α�έσως επό�ενη περίοδο.

Παράδειγ�α 21 Ας δού�ε πώς �πορού�ε να τι�ολογήσου�ε ένα α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης �ε τι�ή
άσκησης 56, χρησι�οποιώντας τον αλγόριθ�ο που παρουσιάσα�ε. Η δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος
περιγράφεται από το παρακάτω διωνυ�ικό υπόδειγ�α και erh = 10

9 .

   48

   24

  128

   64

   32
  54

    16
   

   72

   36

   96

Ξεκινά�ε προσδιορίζοντας την αξία V3 του παραγώγου, αν αυτό δεν ασκηθεί �έχρι την ωρί�ανση. Αν
S3 = 128 ή S3 = 64 το δικαίω�α πώλησης �ε τι�ή άσκησης 56 έχει αρνητική εσωτερική αξία, επο�ένως δεν
θα ασκηθεί ούτε στην ωρί�ανση. Αντίθετα, αν S3 = 32 ή S3 = 16, το δικαίω�α θα ασκηθεί στην ωρί�ανση.
Επο�ένως,

V3
�
{S3 = 128}

�
= V3

�
{S3 = 64}

�
= 0, V3

�
{S3 = 32}

�
= 56− 32 = 24, V3

�
{S3 = 16}

�
= 56− 16 = 40.

Συνεχίζου�ε προσδιορίζοντας το χαρτοφυλάκιο (α2,β2) που αναπαράγει την V3 στην ωρί�ανση.

α2
�
{S2 = 24}

�
=

24− 40

32− 16
= −1, β2

�
{S2 = 24}

�
=

�
9

10

�3 40× 32− 24× 16

32− 16
=

�
9

10

�3

56.
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Η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή t = 2 είναι (−1)× 24 + 9
10 × 56 = 26, 4, δηλαδή

U2
�
{S2 = 24}

�
= 26, 4.

Η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν S2 = 24 είναι

Y2
�
{S2 = 24}

�
= 56− 24 = 32 > 26, 4.

Επο�ένως,
V2

�
{S2 = 24}

�
= 32.

Στο ενδεχό�ενο {S2 = 48} έχου�ε

α2
�
{S2 = 48}

�
=

0− 24

64− 32
= −3

4
, β2

�
{S2 = 48}

�
=

�
9

10

�3 24× 64− 0× 32

64− 32
=

�
9

10

�3

48.

Η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή t = 2 είναι (−3
4)× 48 + 9

10 × 48 = 7, 2, δηλαδή

U2
�
{S2 = 48}

�
= 7, 2.

Η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν S2 = 48 είναι

Y2
�
{S2 = 48}

�
= 56− 48 = 8 > 7, 2.

Επο�ένως,
V2

�
{S2 = 48}

�
= 8.

Στο ενδεχό�ενο {S2 = 96} έχου�ε α2
�
{S2 = 96}

�
= β2

�
{S2 = 96}

�
= 0 και U2

�
{S2 = 96}

�
= 0. Η

εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν S2 = 96 είναι Y2
�
{S2 = 96}

�
= 56− 96 = −40 < 0. Επο�ένως,

V2
�
{S2 = 96}

�
= 0.

΄Εχοντας βρει την τυχαία �εταβλητή V2, θα προσδιορίσου�ε ένα χαρτοφυλάκιο (α1,β1) που αναπαράγει την
V2 τη στιγ�ή t = 2.

α1
�
{S1 = 36}

�
=

8− 32

48− 24
= −1, β1

�
{S1 = 36}

�
=

�
9

10

�2 32× 48− 8× 24

48− 24
=

�
9

10

�2

56.

Η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή t = 1είναι (−1)× 36 + 9
10 × 56 = 14, 4, δηλαδή

U1
�
{S1 = 36}

�
= 14, 4.

Η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν S1 = 36 είναι

Y1
�
{S1 = 36}

�
= 56− 36 = 20 > 14, 4.

Επο�ένως,
V1

�
{S1 = 36}

�
= 20.

Στο ενδεχό�ενο {S1 = 72} έχου�ε

α1
�
{S1 = 72}

�
=

0− 8

96− 48
= −1

6
, β1

�
{S1 = 72}

�
=

�
9

10

�2 8× 96− 0× 48

96− 48
=

�
9

10

�2

16.

Η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή t = 1 είναι −1
6)× 72 + 9

10 × 16 = 2, 4, δηλαδή

U1
�
{S1 = 72}

�
= 2, 4.
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Η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν S1 = 72 είναι

Y1
�
{S1 = 72}

�
= 56− 72 = −16 < 2, 4.

Επο�ένως,
V1

�
{S1 = 72}

�
= 2, 4.

΄Εχοντας βρει την τυχαία �εταβλητή V1, θα προσδιορίσου�ε ένα χαρτοφυλάκιο (α0,β0) που αναπαράγει την
V1 τη στιγ�ή t = 1.

α0 =
2, 4− 20

72− 36
= −22

45
, β0 =

9

10

20× 72− 2, 4× 36

72− 36
=

9

10
× 37, 6.

Η αξία αυτού του χαρτοφυλακίου τη στιγ�ή t = 0είναι −22
45 × 54 + 9

10 × 37, 6 = 7, 44, δηλαδή

U0 = 7, 44.

Η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος όταν t = 0 είναι

Y0 = 56− 54 = 2 < 7, 44.

Επο�ένως,
V0 = 7, 44.

Ο αλγόριθ�ος φαίνεται σχη�ατικά στο παρακάτω δέντρο. Με κόκκινο χρώ�α έχου�ε ση�ειώσει τους κό�-
βους στους οποίους η εσωτερική αξία του δικαιώ�ατος είναι �εγαλύτερη από την αξία του, αν αυτό δεν
ασκηθεί. Σε κό�βους �ε κόκκινο χρώ�α ο κάτοχος του α�ερικανικού δικαιώ�ατος θα επέλεγε να ασκήσει
το δικαίω�ά του.

   

S = 54

α = − 22
45

V = 7, 44

S = 72
α = − 1

6
V = 2, 4

S = 36
α = −1

V = 20

S = 96
α = 0

V = 0

S = 48
α = − 3

4

V = 8

S = 24
α = −1

V = 32

S = 128
V = 0

S = 64
V = 0

S = 32
V = 24

S = 16
V = 40

Η βέλτιστη στρατηγική άσκησης του δικαιώ�ατος είναι η εξής:

• Να �ην ασκήσου�ε το δικαίω�α τη στιγ�ή t = 0

• Τη στιγ�ή t = 1 να ασκήσου�ε το δικαίω�α, αν S1 = 36 αλλά να �ην το ασκήσου�ε, αν S1 = 72

• Τη στιγ�ή t = 2 να ασκήσου�ε το δικαίω�α, αν S2 = 48 αλλά να �ην το ασκήσου�ε, αν S2 = 96

• Να �ην ασκήσου�ε το δικαίω�α στην ωρί�ανση.

Παρατήρηση 15 Προσέξτε ότι, προκει�ένου να αποφασίσει ο κάτοχος του δικαιώ�ατος αν θα ασκήσει
το δικαίω�ά του τη στιγ�ή tk, θα πρέπει να συγκρίνει δύο Fk-�ετρήσι�ες τυχαίες �εταβλητές, δηλαδή δύο
�εταβλητές που η τι�ή τους εξαρτάται �όνο από τις τι�ές του πρωτογενούς προϊόντος �έχρι τον χρόνο tk.
Αυτό είναι κάτι που �πορεί να κάνει, έχοντας παρακολουθήσει την ιστορία της αγοράς �έχρι τη στιγ�ή tk
που αποφασίζει. Η βέλτιστη περίοδος διακοπής k∗ είναι �ια τυχαία �εταβλητή. Ανάλογα �ε την εξέλιξη
της αγοράς ο κάτοχος του δικαιώ�ατος �πορεί να αποφασίσει να ασκήσει το δικαίω�ά του σε διαφορετικές
χρονικές στιγ�ές. ΄Οπως είδα�ε ό�ως, η απόφασή του αν θα στα�ατήσει ή όχι, βασίζεται �όνο σε ό,τι
έχει συ�βεί �έχρι τότε και όχι σε ό,τι πρόκειται να συ�βεί στο �έλλον. Η k∗ είναι ένα παράδειγ�α χρόνου
διακοπής (stopping time), �ια έννοια �ε την οποία θα ασχοληθού�ε στην επό�ενη παράγραφο.
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5.3 Χρόνοι διακοπής

Ορισ�ός: Θα λέ�ε ότι ένα ενδεχό�ενο A ανήκει στην οικογένεια ενδεχο�ένων Fk, αν η δείκτρια συνάρ-
τηση του A,

A(ω) =

�
1 αν ω ∈ A

0 αν ω /∈ A
,

είναι Fk-�ετρήσι�η.

Με βάση τον παραπάνω ορισ�ό, ένα ενδεχό�ενο A ανήκει στην κλάση Fk, αν αρκεί να ξέρου�ε τις τι�ές
των S0, St1 , . . . , Stk , προκει�ένου να αποφασίσου�ε ότι συ�βαίνει.

Πρόταση 8 Οι οικογένειες ενδεχο�ένων {Fn}n∈N0 έχουν τις παρακάτω ιδιότητες.

1. Για κάθε n ∈ N0 έχου�ε Fn ⊂ Fn+1.

2. Ω ∈ Fn, για κάθε n ∈ N0.

3. Αν A ∈ Fn, τότε Ac ∈ Fn.

4. Αν A,B ∈ Fn, τότε A ∩B ∈ Fn.

5. Αν A,B ∈ Fn, τότε A ∪B ∈ Fn.

Απόδειξη: Η (1) είναι προφανής, αφού �ια συνάρτηση των S0, . . . , Stn είναι και συνάρτηση των S0, . . . , Stn+1 ,
που δεν εξαρτάται από την τελευταία �εταβλητή. Για την (2) παρατηρήστε ότι η Ω είναι σταθερή και
ίση �ε 1, επο�ένως είναι (�ε τετρι��ένο τρόπο) συνάρτηση των S0, . . . , Stn για κάθε n ∈ N0. Η (3)
ισχύει γιατί Ac = 1 − A, ενώ η (4) γιατί A∩B = A B. Τέλος, η (5) προκύπτει από την ταυτότητα
A ∪B = (Ac ∩Bc)cκαι τις ιδιότητες (3) και (4) που ήδη αποδείξα�ε. ✷

Ορισ�ός: Θα λέ�ε �ια τυχαία �εταβλητή T : Ω → N0 ∪ {∞} χρόνο διακοπής (stopping time) της
{Stn}n∈N0 , αν για κάθε n ∈ N0, το ενδεχό�ενο {T = n} ανήκει στην Fn.

Μπορού�ε να φανταζό�αστε έναν χρόνο διακοπής της {Stn}n∈N0 ως �ια στρατηγική στα�ατή�ατος η οποία
απαγορεύεται να δει το �έλλον. Η στρατηγική αυτή �πορεί να εξαρτάται από την τροχιά του πρωτογενούς
προϊόντος (αφού ένας χρόνος διακοπής είναι �ια τυχαία �εταβλητή), αλλά ο ορισ�ός επιβάλλει ότι η απόφαση
για το αν θα στα�ατήσου�ε τη στιγ�ή n ή όχι �πορεί να εξαρτάται �όνο από τις S0, . . . , Stn και όχι από τις
�ετέπειτα τι�ές του πρωτογενούς προϊόντος.

Παράδειγ�α 22 Οι σταθεροί χρόνοι είναι χρόνοι διακοπής, δηλαδή ο T : Ω → N0 �ε T (ω) = N για
κάθε ω ∈ Ω είναι χρόνος διακοπής. Πράγ�ατι, για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

{T = n} =

�
Ω αν n = N

∅ αν n �= N.

Σε κάθε περίπτωση, έχου�ε Ω ∈ Fn και ∅ = Ωc ∈ Fn.

Παράδειγ�α 23 Αν A ⊂ R+, τότε ο χρόνος πρώτης άφιξης (hitting time) στο A,

TA = inf{k ≥ 0 : Stk ∈ A}

είναι χρόνος διακοπής της {Stn}n∈N0 . Πράγ�ατι, {TA = 0} = {S0 ∈ A} ∈ F0, ενώ για κάθε n ∈ N,

{TA = n} = {S0 ∈ Ac} ∩ · · · ∩ {Stn−1 ∈ Ac} ∩ {Stn ∈ A}.

Προφανώς, {Stn ∈ A} ∈ Fn, ενώ για k = 0, . . . , n− 1 έχου�ε {Stk ∈ Ac} ∈ Fk ⊂ Fn. Εφόσον η Fn είναι
κλειστή ως προς τις το�ές, έχου�ε ότι {TA = n} ∈ Fn.
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Παράδειγ�α 24 Ο χρόνος k∗ της (5.7) είναι χρόνος διακοπής. Πράγ�ατι,

{k∗ = n} =
� n−1�

j=0

{Yj < Uj}
�
∩ {Yn ≥ Un}.

΄Ο�ως οι Yk, Uk είναι Fk-�ετρήσι�ες, επο�ένως για k = 0, 1, . . . , n− 1 τα ενδεχό�ενα {Yk < Uk} ανήκουν
στην Fk ⊂ Fn, ενώ για τον ίδιο λόγο {Yn ≥ Un} ∈ Fn.

Το ακόλουθο λή��α προσφέρει έναν ισοδύνα�ο χαρακτηρισ�ό των χρόνων διακοπής, που είναι συχνά χρήσι-
�ος.

Λή��α 2 Η τυχαία �εταβλητή T : Ω → N0 ∪ {∞} είναι χρόνος διακοπής, αν και �όνο αν, για κάθε
n ∈ N0, το ενδεχό�ενο {T ≤ n} ανήκει στην Fn.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο T είναι χρόνος διακοπής. Για κάθε n ∈ N0 έχου�ε

{T ≤ n} =
n�

k=0

{T = k}.

΄Ο�ως {T = k} ∈ Fk ⊂ Fn για k = 0, 1, . . . , n. Εφόσον η Fn είναι κλειστή ως προς τις ενώσεις, έχου�ε
ότι {T ≤ n} ∈ Fn.

Για το αντίστροφο, ας υποθέσου�ε ότι {T ≤ n} ∈ Fn για κάθε n ∈ N0. ΄Εχου�ε {T = 0} = {T ≤ 0} ∈ F0,
ενώ για n ∈ N

{T = n} = {T ≤ n} ∩ {T ≤ n− 1}c ∈ Fn,

αφού όλες οι Fn είναι κλειστές ως προς συ�πληρώ�ατα και το�ές. Επο�ένως ο T είναι χρόνος διακοπής.

Πόρισ�α 2 Αν οι T, S είναι χρόνοι διακοπής, τότε οι T ∧ S, �ε (T ∧ S)(ω) = min{T (ω), S(ω)} και
T ∨ S, �ε (T ∨ S)(ω) = max{T (ω), S(ω)}, είναι κι αυτοί χρόνοι διακοπής.

Απόδειξη: Ο ισχυρισ�ός προκύπτει ά�εσα από το Λή��α 2 και την κλειστότητα της Fn σε ενώσεις και
το�ές, αφού

{T ∧ S ≤ n} = {T ≤ n} ∪ {S ≤ n} και {T ∨ S ≤ n} = {T ≤ n} ∩ {S ≤ n}. ✷

Είδα�ε στο προηγού�ενο κεφάλαιο ότι η ανα�ενό�ενη τι�ή �ιας martingale είναι η ίδια σε οποιαδήποτε
χρονική στιγ�ή n ∈ N0. ΄Ενα πολύ χρήσι�ο αποτέλεσ�α είναι ότι η παραπάνω ιδιότητα παρα�ένει σε ισχύ,
ακό�α κι αν αυτή η χρονική στιγ�ή είναι ένας φραγ�ένος χρόνος διακοπής.

Θεώρη�α 15
�
επιλεκτικής διακοπής (optional stopping)

�
Αν η διαδικασία {Vn}n∈N0 είναι Fn-martingale

και ο τυχαίος χρόνος T είναι φραγ�ένος χρόνος διακοπής της {Stn}n∈N0 , τότε

E
�
VT

�
= E

�
V0

�
.

Απόδειξη: ΄Εστω N ένα άνω φράγ�α του χρόνου T . ΄Εχου�ε τότε ότι 1 =
�N

k=0 {T = k} και

E
�
VT

�
=

N�

k=0

E
�
VT {T = k}

�
=

N�

k=0

E
�
Vk {T = k}

�
. (5.8)

Από το Θεώρη�α 9 έχου�ε ότι E
�
VN

��Fk

�
= Vk, για k = 0, 1, . . . , N − 1. Εφόσον ο T είναι χρόνος

διακοπής, η {T = k} εξαρτάται �όνο από τις S0, . . . , Stk . Επο�ένως, από το Θεώρη�α 7 έχου�ε ότι

E
�
VN {T = k}

�
= E

�
Vk {T = k}

�
.
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Αντικαθιστώντας το δεξί �έλος της παραπάνω σχέσης στην (5.8) έχου�ε ότι

E
�
VT

�
=

N�

k=0

E
�
VN {T = k}

�
= E

�
VN

�
= E

�
V0

�
,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει πάλι από το Θεώρη�α 9. ✷

Είδα�ε ότι η προεξοφλη�ένη αξία οποιουδήποτε αυτοχρη�ατοδοτού�ενου χαρτοφυλακίου είναι martingale
ως προς το �έτρο martingale Q. Στην επό�ενη παράγραφο θα χρησι�οποιήσου�ε το Θεώρη�α επιλεκτικής
διακοπής για να αποδείξου�ε το Θεώρη�α 14.

5.4 Η βέλτιστη στρατηγική άσκησης

Σ΄ αυτήν την παράγραφο θα αποδείξου�ε το Θεώρη�α 14. Για την απόδειξη θα χρειαστού�ε τα επό�ενα δύο
λή��ατα.

Λή��α 3 ΄Εστω k∗ ο χρόνος διακοπής της (5.7). Η αρχική αξία του χαρτοφυλακίου {(φk,ψk)}k της (5.5)
δίνεται από τη σχέση

V0 = V φ
0 = EQ�e−rτ∗Y +

τ∗
�
, (5.9)

όπου τ∗ = k∗ ∧N .

Απόδειξη: Από το Λή��α 1 το χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}k είναι αυτοχρη�ατοδοτού�ενο και από το Θεώρη�α
12 η προεξοφλη�ένη αξία του

Mk = e−rkhV φ
k

είναι martingale. Είδα�ε στο Παράδειγ�α 24 ότι ο χρόνος k∗ = inf{k ≥ 0 : Yk ≥ Uk} είναι χρόνος
διακοπής. Από το Παράδειγ�α 22 και το Πόρισ�α 2 ο τ∗ είναι ένας φραγ�ένος χρόνος διακοπής. Επο�ένως,
από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής (15) έχου�ε

V φ
0 = EQ�Mτ∗

�
= EQ�e−rhτ∗V φ

τ∗

�
. (5.10)

Επιπλέον, από την (5.6) βλέπου�ε ότι

V φ
k = Vk, αν k∗ ≥ k

και συ�περαίνου�ε ότι V φ
τ∗ = Vτ∗ . Μπορού�ε λοιπόν να ξαναγράψου�ε την (5.10) ως

V φ
0 = EQ�e−rhτ∗Vτ∗

�
.

Αν τ∗ = N , έχου�ε Vτ∗ = VN = Y +
N = Y +

τ∗ . Αν τ∗ < N , έχου�ε ότι τ∗ = k∗ και Vk∗ = Yk∗ ∨ Uk∗ = Yk∗ =
Y +
k∗
, αφού 0 ≤ Uk∗ ≤ Yk∗ . Σε κάθε περίπτωση έχου�ε λοιπόν ότι Vτ∗ = Y +

τ∗ και ο ισχυρισ�ός προκύπτει
από την προηγού�ενη εξίσωση. ✷

Παράδειγ�α 25 Στο Παράδειγ�α 21 έχου�ε Y +
τ∗ > 0 �όνο στα ενδεχό�ενα {S1 = 36} και {S1 =

72, S2 = 48}. Επιπλέον,

q =
erh − d

u− d
=

10
9 − 2

3
4
3 − 2

3

=
2

3
.

΄Εχου�ε λοιπόν

Q
�
S1 = 36

�
= 1− q =

1

3
και Q

�
S1 = 72, S2 = 48

�
= q(1− q) =

2

9
.

Επο�ένως,

V0 =
1

3
× 9

10
(56− 36) +

2

9
×

�
9

10

�2

(56− 48) = 6 + 1, 44 = 7, 44. ✷
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Λή��α 4 ΄Εστω τ χρόνος διακοπής της {Stk}k �ε τ ≤ N . Τότε

V φ
0 ≥ EQ�e−rhτY +

τ

�
.

Απόδειξη: Από τη σχέση (5.6) έχου�ε ότι V φ
k ≥ Vk για κάθε k ≤ N . Επιπλέον, εφόσον Uk ≥ 0 έχου�ε

ότι Vk = Yk ∨ Uk ≥ Y +
k . ΄Αρα,

V φ
τ ≥ Y +

τ . (5.11)

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο �έλη της παραπάνω σχέσης �ε e−rhτ και παίρνοντας την ανα�ενό�ενη τι�ή των
δύο �ελών ως προς το Q έχου�ε ότι

EQ�e−rhτV φ
τ

�
≥ EQ�e−rhτY +

τ

�
.

Από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής το αριστερό �έλος ισούται �ε V φ
0 και ο ισχυρισ�ός έπεται. ✷

Παρατήρηση 16 Συνδυάζοντας τα δύο προηγού�ενα λή��ατα �πορού�ε να συ�περάνου�ε ότι,

V φ
0 = sup

τ≤N
EQ�e−rhτY +

τ

�

και το supremum επιτυγχάνεται για τον χρόνο διακοπής τ∗ = k∗ ∧N .

Απόδειξη του Θεωρή�ατος 14: α) ΄Εστω P0 η τι�ή διαπραγ�άτευσης του α�ερικανικού δικαιώ�ατος. Αν
P0 > V0, ο πωλητής του δικαιώ�ατος έχει ευκαιρία επιτηδειότητας. Πράγ�ατι, αν χρησι�οποιήσει V0 για
να πάρει θετική θέση στο χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}0≤k≤N−1 και επενδύσει P0 − V0 χωρίς κίνδυνο, από την
(5.11) φαίνεται ότι η αξία του χαρτοφυλακίου υπερκαλύπτει την αξίωση που �πορεί να εγείρει ο κάτοχος
της θετικής θέσης στο α�ερικανικό δικαίω�α. Επο�ένως, η θέση του πωλητή στην ωρί�ανση θα αξίζει
τουλάχιστον όσο το ποσό που αυτός έχει επενδύσει χωρίς κίνδυνο.

Αν P0 < V0, ο αγοραστής του δικαιώ�ατος έχει ευκαιρία επιτηδειότητας. Θα �πορούσε να πάρει αρνητική
θέση στο χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}0≤k≤N−1 και να εισπράξει V0. Με αυτό το ποσόν θα �πορούσε να
αγοράσει το α�ερικανικό δικαίω�α, να επενδύσει V0 − P0 χωρίς κίνδυνο και να ακολουθήσει τη στρατηγική
k∗ για την άσκηση του δικαιώ�ατος. Αν k∗ ≤ N , από την (5.6) παίρνου�ε

V φ
k∗

= Vk∗ = Yk∗ ∨ Uk∗ = Yk∗ ,

οπότε από την άσκηση του δικαιώ�ατος θα κάλυπτε την αρνητική θέση στο χαρτοφυλάκιο. Αν πάλι k∗ > N ,
αυτό ση�αίνει ότι YN < 0, οπότε η αξία του (φN−1,ψN−1) στην ωρί�ανση θα ήταν VN = 0. Σε κάθε πε-
ρίπτωση, η θέση του στην ωρί�ανση θα άξιζε τουλάχιστον όσο η επένδυση χωρίς κίνδυνο.

Θα δείξου�ε στη συνέχεια ότι, αν P0 = V0, τότε ούτε ο αγοραστής ούτε ο πωλητής του δικαιώ�ατος έχουν
ευκαιρία επιτηδειότητας. Ο πωλητής του δικαιώ�ατος θα είχε ευκαιρία επιτηδειότητας, αν �πορούσε �ε
αρχικό κεφάλαιο V0 να κατασκευάσει ένα αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο A που του δίνει τη δυνα-
τότητα κέρδους χωρίς κίνδυνο. Αυτό ση�αίνει ότι για κάθε στρατηγική που θα �πορούσε να ακολουθήσει
ο αγοραστής του α�ερικανικού δικαιώ�ατος, δηλαδή για κάθε χρόνο διακοπής τ , αν ορίσου�ε

X = (V A
τ − Yτ ) {τ ≤ N}+ V A

N {τ > N} = V A
τ∧N − Yτ {τ ≤ N},

τότε
P
�
X ≥ 0

�
= 1 και P

�
X > 0

�
> 0.

Εφόσον τα �έτρα P και Q είναι ισοδύνα�α θα είχα�ε επίσης

Q
�
X ≥ 0] = 1 και Q

�
X > 0

�
> 0 =⇒ EQ�e−rhτ∧NX

�
> 0.
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Επο�ένως,

EQ�e−rhτ∧NV A
τ∧N

�
> EQ�e−rhτYτ {τ ≤ N}

�
.

Το αριστερό �έλος της παραπάνω σχέσης ισούται �ε V A
0 από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής. Από το

Λή��α 5.9, επιλέγοντας τ = k∗, το δεξί �έλος της παραπάνω σχέσης ισούται �ε V0. Επο�ένως, θα είχα�ε
V A
0 > V0.

Ο αγοραστής του δικαιώ�ατος θα είχε ευκαιρία επιτηδειότητας, αν �πορούσε να πάρει θέση σε ένα χαρτο-
φυλάκιο A �ε αρχική αξία −V0 και να βρει έναν χρόνο διακοπής σ τέτοιον ώστε, αν

X = (V A
σ + Yσ) {σ ≤ N}+ V A

N {σ > N} = V A
σ∧N + Yσ {σ ≤ N},

να ισχύει

P
�
X ≥ 0

�
= 1 και P

�
X > 0

�
> 0.

Θέτοντας τ = σ ∧N έχου�ε ότι

V A
τ + Y +

τ = (V A
σ + Y +

σ ) {σ ≤ N}+ (V A
N + Y +

N ) {σ > N} ≥ X.

Επο�ένως, αν ο αγοραστής του δικαιώ�ατος είχε ευκαιρία επιτηδειότητας, θα υπήρχε χρόνος διακοπής
τ ≤ N τέτοιος ώστε

P
�
V A
τ + Y +

τ ≥ 0
�
= 1 και P

�
V A
τ + Y +

τ > 0
�
> 0.

΄Οπως πριν, τούτο συνεπάγεται ότι

EQ�e−rhτV A
τ

�
+ EQ�e−rhτY +

τ

�
> 0.

Από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής ο πρώτος προσθετέος ισούται �ε V A
0 και από το Λή��α 4 ο δεύτερος

προσθετέος είναι το πολύ ίσος �ε V0. Επο�ένως, η προηγού�ενη σχέση συνεπάγεται ότι V A
0 + V0 > 0.

β) Από την (5.6), παρατηρώντας ότι Vk − Yk = Yk ∨ Uk − Yk = (Uk − Yk)+, για κάθε k = 0, 1, . . . , N
έχου�ε

V φ
k − Yk =

k−1�

j=0

(Yj − Uj)
+erh(k−j) + (Uk − Yk)

+ ≥ 0.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι, για οποιαδήποτε στρατηγική άσκησης τ έχου�ε

Yτ {τ ≤ N} ≤ V φ
τ∧N . (5.12)

Επο�ένως, η ση�ερινή αξία οποιασδήποτε στρατηγικής άσκησης του δικαιώ�ατος δεν �πορεί να ξεπερνά την
V φ
0 . ΄Οταν τ = k∗, έχου�ε ισότητα στην (5.12) και k∗ > N =⇒ V φ

N = 0. Επο�ένως, η ση�ερινή αξία της
k∗ είναι V

φ
0 .

γ) Από την (5.12) βλέπου�ε ότι το χαρτοφυλάκιο {(φk,ψk)}k εξουδετερώνει τον κίνδυνο από την πώληση
του α�ερικανικού δικαιώ�ατος. Θα δείξου�ε τώρα ότι, οποιοδήποτε αυτοχρη�ατοδοτού�ενο χαρτοφυλάκιο
A έχει αυτήν την ιδιότητα θα πρέπει να έχει αρχική αξία �εγαλύτερη ή ίση �ε V φ

0 . ΄Οπως και στην απόδειξη
του πρώτου ισχυρισ�ού, για κάθε χρόνο διακοπής τ έχου�ε

P
�
V φ
τ∧N ≥ Yτ {τ ≤ N}

�
= 1 =⇒ EQ�e−rhτ∧NV φ

τ∧N
�
≥ EQ�e−rhτYτ {τ ≤ N}

�
.

Από το Θεώρη�α επιλεκτικής διακοπής το αριστερό �έλος της τελευταίας ισότητας είναι V A
0 , ενώ, επιλέγον-

τας τ = k∗, το δεξί �έλος είναι ίσο �ε V
φ
0 . ✷
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5.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 39 Για τη δυνα�ική �ας �ετοχής �ε S0 =€86,40 θεωρήστε ένα διωνυ�ικό υπόδειγ�α 3 περιόδων
�ε erh = 4/3, u = 5/3, d = 2/3. Βάσει αυτού του υποδείγ�ατος τι�ολογήστε ένα α�ερικανικό δικαίω�α
πώλησης �ε ωρί�ανση σε 3 περιόδους και τι�ή άσκησης €86,40.

΄Ασκηση 40 Η τι�ή �ιας �ετοχής είναι σή�ερα 50. Σε καθένα από τα επό�ενα δύο τρί�ηνα ανα�ένεται
να παρουσιάσει είτε 10% αύξηση είτε 10% �είωση. Το επιτόκιο ενός προϊόντος χωρίς κίνδυνο είναι 12%
υπολογισ�ένο �ε συνεχή ανατοκισ�ό.
α) Ποια είναι η αξία ενός εξά�ηνου α�ερικανικού δικαιώ�ατος πωλησης �ε τι�ή άσκησης 52,50;
β) Κατασκευάστε �ια στρατηγική επιτηδειότητας, αν η τρέχουσα τι�ή διαπραγ�άτευσης αυτού του δικαι-
ώ�ατος είναι 3,5.

΄Ασκηση 41 Για το υπόδειγ�α της προηγού�ενης άσκησης βρείτε τη �ικρότερη τι�ή άσκησης K, για την
οποία η ά�εση άσκηση του α�ερικανικού δικαιώ�ατος είναι η βέλτιστη στρατηγική για τον κάτοχό του. (Θα
χρειαστεί να διακρίνετε αρκετές περιπτώσεις).

΄Ασκηση 42 �ίνεται το ακόλουθο δυωνυ�ικό υπόδειγ�α για τη δυνα�ική �ιας �ετοχής.
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Η κάθε περίοδος στο παραπάνω δέντρο αντιστοιχεί σε διάστη�α τεσσάρων �ηνών. Στην αγορά υπάρχει
επίσης ένα προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε επιτόκιο 14,637% υπολογισ�ένο �ε συνεχή ανατοκισ�ό.
α) Τι�ολογήστε ένα α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης της �ετοχής �ε ωρί�ανση σε ένα έτος και τι�ή άσκησης
€100. Βρείτε τη βέλτιστη στρατηγική άσκησης για ένα κάτοχό του.
β) Επαναλάβετε το προηγού�ενο ερώτη�α αν το επιτόκιο είναι r = 0. Πώς ερ�ηνεύεται η απάντησή σας από
το αποτέλεσ�α της ΄Ασκησης 15;

΄Ασκηση 43 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 =€80. Θα υποθέσου�ε ότι σε καθένα από τα επό�ενα
τρία εξά�ηνα η τι�ή της είτε θα ανέβει κατά 10% είτε θα κατέβει κατά 5%. Στην αγορά υπάρχει επίσης ένα
προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε απόδοση 5% ανά εξά�ηνο, ενώ είναι γνωστό ότι η �ετοχή δεν θα αποδώσει �έρισ�α
στους επό�ενους 18 �ήνες.
α) Τι�ολογήστε βάσει αυτού του υποδείγ�ατος ένα α�ερικανικό δικαίω�α πώλησης �ε ωρί�ανση έπειτα από
T = 18 �ήνες και τι�ή άσκησης K =€82 και βρείτε τη βέλτιστη στρατηγική άσκησης του δικαιώ�ατος για
τον κάτοχό του.
β) Ποιο είναι το χαρτοφυλάκιο που πρέπει αρχικά να κατέχει ο πωλητής του δικαιώ�ατος προκει�ένου να
αντισταθ�ίσει τον κίνδυνο από την πώλησή του και πώς πρέπει να αλλάξει την θέση του, αν �ετά από έξι
�ήνες η αξία της �ετοχής είναι €88;

΄Ασκηση 44 Στο υπόδειγ�α της ΄Ασκησης 39 τι�ολογήστε ένα α�ερικανικό δικαίω�α που αποδίδει στην
άσκησή του (100−S̄)+, όπου S̄ είναι ο �έσος όρος των τι�ών της �ετοχής �έχρι την άσκηση του δικαιώ�ατος.
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Κεφάλαιο 6

Το �οντέλο Black & Scholes ως όριο
διωνυ�ικών υποδειγ�άτων

6.1 Εισαγωγή

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο θα θεωρήσου�ε διωνυ�ικά υποδείγ�ατα για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος
στο διάστη�α [0, T ], όπου το πλήθος των περιόδων N είναι πολύ �εγάλο, ενώ η χρονική διάρκεια που
αντιστοιχεί σε �ια περίοδο είναι h = T/N . Θα δού�ε ότι �ε κατάλληλη επιλογή των παρα�έτρων του
�οντέλου, στο όριο , καθώς N → ∞, η στοχαστική διαδικασία που περιγράφει την αξία του πρωτογενούς
προϊόντος συγκλίνει σε �ια γεω�ετρική κίνηση Brown. Αυτή η οριακή διαδικασία συνεχούς χρόνου είναι το
�οντέλο που πρότειναν οι Black & Scholes. Θα δού�ε επιπλέον ότι η ακολουθία των τι�ών που παίρνου�ε
τι�ολογώντας ένα παράγωγο σύ�φωνα �ε όσα �άθα�ε στα προηγού�ενα κεφάλαια συγκλίνει και αυτή ,
καθώς το N → ∞ και το όριό της είναι η αξία του παραγώγου, όπως υπολογίζεται από το �οντέλο των
Black & Scholes. Παρό�οιο υλικό θα βρείτε και εδώ.

6.2 Το όριο κλί�ακας (scaling limit) του διωνυ�ικού υποδείγ�α-
τος

Ας θεωρήσου�ε ένα διωνυ�ικό υπόδειγ�α N περιόδων για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προιϊόντος στο
χρονικό διάστη�α [0, T ]. Η κάθε περίοδος του �οντέλου αντιστοιχεί επο�ένως σε χρονική διάρκεια h = T/N .
Εφόσον όπως είδα�ε η παρά�ετρος p του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος δεν υπεισέρχεται στην τι�ολόγηση
παραγώγων, θα θεωρήσου�ε ότι p = 1/2. ΄Οταν το N είναι �εγάλο, το h είναι �ικρό, είναι επο�ένως λογικό
να επιλέξου�ε τις παρα�έτρους u, d του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος πολύ κοντά στο 1. Επιλέγου�ε λοιπόν

u = u(h) = eµh+σ
√
h και d = d(h) = eµh−σ

√
h, (6.1)

όπου µ και σ είναι θετικές παρά�ετροι. Με αυτή την επιλογή, αποκλείονται απότο�ες �εταβολές της αξίας
του πρωτογενούς προϊόντος και δεν �πορού�ε να δού�ε στο όριο υποδείγ�ατα συνεχούς χρόνου στα οποία η
αξία του πρωτογενούς προϊόντος κάνει άλ�ατα, όπως π.χ. οι διαδικασίες Lévy. Παρότι αυτά τα υποδείγ�ατα
είναι ενδιαφέροντα και είναι πιο γενικά από το υπόδειγ�α Black & Scholes, η �ελέτη τους ξεφεύγει από τους
σκοπούς αυτών των εισαγωγικών ση�ειώσεων.

Θα υποθέσου�ε, όπως συνήθως, ότι στην αγορά �ας είναι διαθέσι�ο και ένα προϊόν χωρίς κίνδυνο �ε
επιτόκιο r. Παρατηρήστε ότι, όταν το h είναι κατάλληλα �ικρό, όταν δηλαδή το πλήθος N των περιόδων
του υποδείγ�ατος είναι κατάλληλα �εγάλο, οι περιορισ�οί που επιβάλλει η αρχή της �η επιτηδειότητας,

eµh−σ
√
h < erh < eµh+σ

√
h,

ικανοποιούνται για οποιαδήποτε επιλογή των παρα�έτρων µ,σ, r.
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Σε αυτό το διωνυ�ικό υπόδειγ�α, η αξία του πρωτογενούς περιγράφεται κατά τις χρονικές στιγ�ές

0 = t0, t1, . . . , tN , �ε tk = kh,

και έχου�ε ότι

Stk = S0

k�

i=1

ξk, k = 1, 2, . . . , N,

όπου οι {ξk}0≤k≤N είναι �ια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνο�ες, τυχαίες �εταβλητές, οι οποίες παίρνουν
είτε την τι�ή u, είτε την τι�ή d, καθε�ία �ε πιθανότητα 1/2. Μπορού�ε να ξαναγράψου�ε την προηγού�ενη
σχέση ως

Etk := log

�
Stk

S0

�
=

k�

i=1

log ξk =
k�

i=1

µh+ σ
√
hJi = µtk + σ

√
h

k�

i=1

Ji, (6.2)

όπου οι τυχαίες �εταβλητές {Jk}1≤k≤N είναι ανεξάρτητες και παίρνουν τις τι�ές ±1 �ε πιθανότητα 1/2.
Επο�ένως, οι {Jk} έχουν �έση τι�ή ίση �ε �ηδέν και διασπορά ίση �ε 1.

Θέλου�ε να περάσου�ε στο όριο, καθώς N → ∞ και να εξετάσου�ε την οριακή συ�περιφορά της αξίας του
πρωτογενούς προϊόντος. ΄Εχου�ε ό�ως το πρόβλη�α ότι η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι ορισ�ένη
για κάποιες �όνο χρονικές στιγ�ές στο διάστη�α [0, T ]. Για να ξεπεράσου�ε αυτό το πρόβλη�α, επεκτείνου�ε
τον ορισ�ό της για κάθε t ∈ [0, T ] �ε γρα��ική παρε�βολή των {Etk}k της σχέσης (6.2). Συγκεκρι�ένα, αν
θεωρήσου�ε κάποια χρονική στιγ�ή t ∈ [0, T ], αυτή θα βρίσκεται ανά�εσα σε δύο διαδοχικές φάσεις tk, tk+1

του διακριτού διωνυ�ικού υποδείγ�ατος �ε N περιόδους,

tk ≤ t < tk+1 ⇔ kh ≤ t ≤ (k + 1)h, για k =

�
tN

T

�
=

�
t

h

�
.

Ορίζου�ε τότε

E(h)
t = Etk +

t− tk
tk+1 − tk

(Etk+1 − Etk)

και από την (6.2) έχου�ε

E(h)
t = µt+ σ

√
h

k�

i=1

Ji +
σ(t− tk)√

h
Jk+1, kh ≤ t < (k + 1)h. (6.3)

Επεκτείνου�ε τέλος την αξία του πρωτογενούς προϊόντος για κάθε t ∈ [0, T ] ως

S(h)
t = S0e

E(h)
t .

Προκει�ένου να κατανοήσου�ε την ασυ�πτωτική συ�περιφορά της S(h)
t , καθώς N → ∞ (h → 0), θα

χρειαστού�ε τα τρία επό�ενα λή��ατα από τη Θεωρία Πιθανοτήτων. Τα Λή��ατα 5 και 6 είναι τα Θεωρή�ατα
4.4.2 και 4.4.6 αντίστοιχα στο [1]. Το Λή��α 7 είναι ά�εση συνέπεια του Λή��ατος 5.

Λή��α 5 Μια ακολουθία τυχαίων �εταβλητών {XN}N∈N συγκλίνει κατά κατανο�ή στην τυχαία �εταβλη-

τή X (συ�βολίζου�ε XN
d−→ X), αν και �όνο αν για κάθε φραγ�ένη και συνεχή συνάρτηση f έχου�ε

E
�
f(XN )

�
→ E

�
f(X)

�
. (6.4)

Επιπλέον, αν XN
d−→ X και η συνάρτηση f είναι φραγ�ένη και συνεχής έξω από ένα σύνολο A, τότε η

(6.4) ισχύει �ε την προϋπόθεση P
�
X ∈ A

�
= 0.
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Λή��α 6 Θεωρού�ε �ια ακολουθία τυχαίων �εταβλητών {XN}N∈N τέτοια ώστε XN
d−→ X, για κάποια

τυχαία �εταβλητή X. Αν η {YN}N∈N είναι �ια ακολουθία τυχαίων �εταβλητών, τέτοια ώστε για κάποια
σταθερά β ∈ R έχου�ε

P
�
|YN − β| > �

�
→ 0, ∀� > 0

και {αN}N∈N είναι �ια πραγ�ατική ακολουθία �ε limαN = α, τότε

αNXN + YN
d−→ αX + β.

Λή��α 7 Αν {XN}N∈N είναι �ια ακολουθία τυχαίων �εταβλητών και g είναι �ια συνεχής συνάρτηση, τότε

XN
d−→ X =⇒ g(XN )

d−→ g(X).

Ας ξαναγυρίσου�ε τώρα στη σχέση (6.3). Εφόσον t− tk ≤ tk+1 − tk ≤ h, έχου�ε ότι

sup
0≤t≤T

��σ(t− tk)√
h

Jk+1

�� ≤ σ
√
h

N→∞−→ 0. (6.5)

Παρατηρήστε ακό�η ότι από το Κεντρικό Οριακό Θεώρη�α, για κάθε t > 0 έχου�ε

1√
k

k�

i=1

Ji =
1�
t
h

�
[ th ]�

i=1

Ji
d−→ N (0, 1), h → 0. (6.6)

Για κάθε t ∈ [0, T ], από το Λή��α 6 έχου�ε ότι

E(h)
t

d−→ µt+ σ
√
tZ, �ε Z ∼ N (0, 1)

και από το Λή��α 7 ότι

S(h)
t

d−→ S0e
µt+σ

√
tZ .

Βλέπου�ε λοιπόν ότι κάθε χρονική στιγ�ή, η ασυ�πτωτική κατανο�ή της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος
ακολουθεί λογαριθ�ική κανονική κατανο�ή. Από το Λή��α 5 έχου�ε ότι για κάθε φραγ�ένη συνάρτηση
f : R → R

E
�
f
�
S(h)
t

�� h↓0−→ E
�
f
�
S0e

µt+σ
√
tZ
��
.

Παρατήρηση 17 Μπορού�ε να ενισχύσου�ε το προηγού�ενο αποτέλεσ�α, αν, αντί του Κεντρικού Ο-
ριακού Θεωρή�ατος στην (6.6) χρησι�οποιήσου�ε ένα βαθύτερο αποτέλεσ�α, την αρχή του αναλλοίωτου
(invariance principle) του Monroe Donsker. Το Κεντρικό Οριακό Θεώρη�α �ας δίνει πληροφορία για την
κατανο�ή της E(h)

t σε �ια συγκεκρι�ένη χρονική στιγ�ή t. Η αρχή του Donsker περιγράφει την ασυ�πτωτική
συ�περιφορά ολόκληρης της στοχαστικής διαδικασίας {W (h)

t }0≤t≤T , �ε

W (h)
t =

√
h

[ th ]�

i=1

Ji.

Το συ�πέρασ�ά της αρχής του Donsker είναι ότι η {W (h)
t }0≤t≤T συ�περιφέρεται ασυ�πτωτικά όπως η

κίνηση Brown {Wt}0≤t≤T . Η κίνηση Brown είναι �ια στοχαστική διαδικασία �ε συνεχή �ονοπάτια που χα-
ρακτηρίζεται από το ότι έχει ανεξάρτητες, χρονικά ο�οιογενείς και κανονικές προσαυξήσεις. Συγκεκρι�ένα,
αν 0 ≤ s ≤ t, η τυχαία �εταβλητή Wt −Ws είναι ανεξάρτητη από τις {Wr}0≤r≤s και ακολουθεί κανονική
κατανο�ή N (0, t − s). Ειδικότερα, για κάθε t ≥ 0 έχου�ε ότι Wt ∼ N (0, t). ΄Ενα τυπικό �ονοπάτι της
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Σχή�α 6.1: Τυπικό �ονοπάτι της κίνησης Brown.

κίνησης Brown φαίνεται στο Σχή�α 6.1. Ας εφοδιάσου�ε τον χώρο των συνεχών �ονοπατιών C
�
[0, T ];R

�

�ε την τοπολογία που προέρχεται από τη νόρ�α

�x� = sup
0≤t≤T

|x(t)|

και ας θεωρήσου�ε �ια φραγ�ένη και συνεχή συνάρτηση f : C
�
[0, T ];R

�
→ R. Από τη σχέση (6.5), την

αρχή του Donsker και το Λή��α 5 έχου�ε ότι

E
�
f
�
{S(h)

t }0≤t≤T
�� h↓0−→ E

�
f
�
{S0e

µt+σWt}0≤t≤T
��
.

Η ασυ�πτωτική συ�περιφορά που βρήκα�ε για την αξία του πρωτογενούς προϊόντος, στο όριο , καθώς h → 0,
είναι ακριβώς η υπόθεση του �οντέλου των Black & Scholes στο οποίο η αξία {St}t≥0 του πρωτογεννούς
προϊόντος περιγράφεται από την

St = S0e
µt+σWt , (6.7)

όπου η {Wt}t≥0 είναι κίνηση Brown. Η στοχαστική διαδικασία στο δεξί �έλος της (6.7) αναφέρεται ως
γεω�ετρική κίνηση Brown (geometric brownian motion). Η παρά�ετρος µ του �οντέλου ονο�άζεται τάση
(drift), ενώ η παρά�ετρος σ του �οντέλου ονο�άζεται �εταβλητότητα (volatility).

6.3 Η ασυ�πτωτική συ�περιφορά των τι�ών παραγώγων

Στην προηγού�ενη παράγραφο θεωρήσα�ε διωνυ�ικά υποδείγ�ατα N περιόδων και, �ε κατάλληλη επιλογή
των παρα�έτρων τους, είδα�ε ότι �πορού�ε να πάρου�ε το �οντέλο των Black & Scholes στο όριο, καθώς
N → ∞. Ας θεωρήσου�ε τώρα ένα ευρωπαϊκού τύπου παράγωγο �ε ωρί�ανση T και απόδοση f(ST ).
Μπορού�ε να τι�ολογήσου�ε το παράγωγο σε καθένα από τα παραπάνω διωνυ�ικά υποδείγ�ατα όπως στα
προηγού�ενα κεφάλαια. Θα προκύψει έτσι �ια αριθ�ητική ακολουθία {VN}N των αρχικών αξιών του παρα-
γώγου. Σε αυτήν την παράγραφο θα ασχοληθού�ε �ε την ασυ�πτωτική συ�περιφορά αυτής της ακολουθίας.
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Θα δού�ε ότι κάθώς N → ∞ η ακολουθία αυτή συγκλίνει και θα υπολογίσου�ε το όριό της.

Είδα�ε στο Κεφάλαιο 4 ότι, προκει�ένου να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο �ε βάση το διωνυ�ικό υπόδειγ-
�α, αρκεί να υπολογίσου�ε την ανα�ενό�ενή του απόδοση στην ωρί�ανση T ως προς το αδιάφορο κινδύνου
�έτρο πιθανότητας και να την προεξοφλήσου�ε στον χρόνο, πολλαπλασιάζοντας �ε τον παράγοντα e−rT .
Το αδιάφορο κινδύνου �έτρο πιθανότητας QN για το διωνυ�ικό υπόδειγ�α �ε N περιόδους είδα�ε ότι κάνει
τις {ξk}1≤k≤N ανεξάρτητες, ισόνο�ες τυχαίες �εταβλητές �ε κατανο�ή που δίνεται από τις

QN
�
ξk = u

�
= qh =

erh − d

u− d
=

erh − eµh−σ
√
h

eµh+σ
√
h − eµh−σ

√
h

(6.8)

και

QN
�
ξk = d

�
= 1− qh =

u− erh

u− d
=

eµh+σ
√
h − erh

eµh+σ
√
h − eµh−σ

√
h

Ακριβώς όπως και στην (6.2) �πορού�ε να γράψου�ε ότι

Etk := log

�
Stk

S0

�
=

k�

i=1

log ξk =
k�

i=1

µh+ σ
√
hJi = µtk + σ

√
h

k�

i=1

Ji. (6.9)

Οι τυχαίες �εταβλητές {Jk}1≤k≤N συνεχίζουν να είναι ανεξάρτητες ως προς οποιόδηποτε QN , η κατανο�ή
τους ό�ως είναι διαφορετική ως προς διαφορετικά QN . Συγκεκρι�ένα, έχου�ε ότι

QN
�
Jk = +1

�
= qh και QN

�
Jk = −1

�
= 1− qh.

Ειδικότερα, οι Jk έχουν �έση τι�ή mh = EQN
�
Jk

�
= 2qh − 1 και διασπορά

σ2
h = EQN

�
J2
k

�
−
�
EQN

�
Jk

��2
= 1− (2qh − 1)2 = 4qh(1− qh).

Θα επεκτείνου�ε και πάλι τον ορισ�ό της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος σε όλους τους χρόνους t ∈ [0, T ]
παρε�βάλλοντας γρα��ικά τις {Etk}0≤k≤N , ακριβώς όπως στην (6.3). Αν εισαγάγου�ε τις �εταβλητές

J (N)
k =

Jk + 1− 2qh�
4qh(1− qh)

,

οι οποίες ως προς το �έτρο πιθανότητας QN έχουν �έση τι�ή ίση �ε 0 και διασπορά ίση �ε 1, �πορού�ε
τώρα να γράψου�ε για kh ≤ t ≤ (k + 1)h

E(h)
t = µt+ σ

√
h

k�

i=1

Ji +
σ(t− tk)√

h
Jk+1

= µt+
�
σ
√
hk +

σ(t− tk)√
h

�
(2qh − 1) + σ

√
h

k�

i=1

(Ji + 1− 2qh) +
σ(t− tk)√

h
(Jk+1 + 1− 2qh)

=
�
µ+

(2qh − 1)σ√
h

�
t+ σ

�
4hqh(1− qh)

k�

i=1

J (N)
i +

σ(t− tk)√
h

(Jk+1 + 1− 2qh). (6.10)

΄Οπως και στην (6.5) �πορού�ε εύκολα να δού�ε ότι

sup
0≤t≤T

��σ(t− tk)√
h

(Jk+1 + 1− 2qh)
�� ≤ 2σ

√
h

N→∞−→ 0. (6.11)

Υπάρχουν ό�ως δύο διαφορές σε σχέση �ε το επιχείρη�α για τη σύγκλιση που αναπτύξα�ε στην προηγού�ενη
παράγραφο. Η πρώτη διαφορά είναι ότι θα πρέπει να κατανοήσου�ε την ασυ�πτωτική συ�περιφορά του όρου

2qh − 1√
h

,
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καθώς h → 0, που δεν υπήρχε στην προηγού�ενη παράγραφο. Αυτό δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο. Από την
(6.8) έχου�ε ότι

2qh − 1√
h

=
2e(r−µ)h − eσ

√
h − e−σ

√
h

√
h
�
eσ

√
h − e−σ

√
h
�

=
2
�
e(r−µ)h − 1

�
−

�
eσ

√
h/2 − e−σ

√
h/2

�2
√
h
�
eσ

√
h − e−σ

√
h
�

�ιαιρώντας αριθ�ητή και παρονο�αστή του δεξιού �έλους �ε h και χρησι�οποιώντας ότι

lim
x→0

eax − e−ax

x
= 2 lim

x→0

sinh(ax)

x
= 2a,

παίρνου�ε ότι

lim
h→0

2qh − 1√
h

=
2(r − µ)− σ2

2σ
. (6.12)

Επιπλέον, από το παραπάνω αποτέλεσ�α προκύπτει α�έσως ότι

4qh(1− qh) = 1− (2qh − 1)2 → 1, h → 0.

Η δεύτερη διαφορά σε σχέση �ε την προηγού�ενη παράγραφο είναι ότι η κατανο�ή των τυχαίων �εταβλητών
J (N)
k �εταβάλλεται �ε το N , είναι δηλαδή διαφορετική σε κάθε διωνυ�ικό δέντρο που χρησι�οποιού�ε για την
προσέγγιση. Επο�ένως, στην (6.6) δεν �πορού�ε να επικαλεστού�ε το κλασικό Κεντρικό Οριακό Θεώρη�α.
Αυτό που έχου�ε εδώ είναι �ια τριγωνική διάταξη (triangular array) τυχαίων �εταβλητών.

J (1)
1

J (2)
1 , J (2)

2

J (3)
1 , J (3)

2 , J (3)
3 (6.13)

...
. . .

J (N)
1 , J (N)

2 , J (N)
3 , · · · , J (N)

N .

Οι τυχαίες �εταβλητές κάθε γρα��ής είναι ανεξάρτητες και ισόνο�ες, αλλά η κοινή κατανο�ή κάθε γρα�-
�ής �πορεί να είναι διαφορετική. Το Κεντρικό Οριακό Θεώρη�α �πορεί να γενικευτεί και για τριγωνικές
διατάξεις, όπως αυτή παραπάνω (δείτε π.χ. την Παράγραφο 7.1 στο [1]). Παίρνου�ε έτσι ότι για κάθε t > 0

1√
k

k�

i=1

J (N)
i =

1�
t
h

�
[ th ]�

i=1

J (N)
i

d−→ N (0, 1), h → 0. (6.14)

Από τις σχέσεις 6.9, 6.11, 6.12 και το Λή��α 6 έχου�ε τώρα ότι για κάθε t ∈ [0, T ],

E(h)
t

d−→
�
r − σ2

2

�
t+ σ

√
tZ, �ε Z ∼ N (0, 1).

Από το Λή��α 7 παίρνου�ε ότι

S(h)
t

d−→ S0e
�
r−σ2

2

�
t+σ

√
tZ .

Τέλος, επειδή η κανονική κατανο�ή είναι συνεχής, από το Λή��α 5 έχου�ε ότι για κάθε φραγ�ένη συνάρτηση
f : R → R, η οποία έχει το πολύ αριθ�ήσι�α ση�εία ασυνέχειας,

EQN
�
f
�
St
��

−→ E
�
f
�
S0e

�
r−σ2

2

�
t+σ

√
tZ��. (6.15)

Στο ση�είο αυτό είναι απαραίτητο να σχολιάσου�ε το αποτέλεσ�α στο οποίο καταλήξα�ε.
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Παρατήρηση 18 Από το Θεώρη�α 4.6 έχου�ε ότι, αν τι�ολογήσου�ε �ε βάση το διωνυ�ικό υπόδειγ�α
N περιόδων ένα ευρωπαϊκό παράγωγο �ε απόδοση VT = f(ST ), η αρχική αξία του παραγώγου, όπως
προσδιορίζεται από την αρχή της �η επιτηδειότητας, είναι ίση �ε

V (N)
0 = e−rTEQN

�
f
�
ST

��
.

Η σχέση (6.15) δίνει ότι, τουλάχιστον στην περίπτωση που η συνάρτηση της απόδοσης του παραγώγου f
είναι φραγ�ένη και έχει το πολύ αριθ�ήσι�α ση�εία ασυνέχειας, τότε η ακολουθία των αρχικών αξιών του
παραγώγου συγκλίνει, καθώς N → ∞ και το όριό της δίνεται από την

V0 = e−rTE
�
f
�
S0e

�
r−σ2

2

�
T+σ

√
TZ��,

όπου η τυχαία �εταβλητή Z ακολουθεί την τυπική κανονική κατανο�ή. Υπολογίζοντας την παραπάνω
ανα�ενό�ενη τι�ή �ε τη βοήθεια της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της Z, έχου�ε ότι

V0 = e−rT
� +∞

−∞
f
�
S0e

�
r−σ2

2

�
T+σ

√
Tx� e−

x2

2
dx√
2π

. (6.16)

Αυτός είναι ο διάση�ος τύπος των Black & Scholes για την τι�ολόγηση παραγώγων ευρωπαϊκού τύπου.
Στην επό�ενη παράγραφο θα δού�ε πώς �πορού�ε να τον εφαρ�όσου�ε για να υπολογίσου�ε την παρούσα
αξία ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης.

Παρατήρηση 19 Αξίζει να προσέξου�ε ότι το τελικό αποτέλεσ�α (6.16) για την αξία ενός παραγώγου
στο υπόδειγ�α των Black & Scholes δεν εξαρτάται από την τάση µ του υποδείγ�ατος που ε�φανίζεται στην
(6.7). Η τάση εκφράζει τον �έσο ρυθ�ό �εγέθυνσης της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος. Από την (6.7)
και το γεγονός ότι E

�
Wt

�
= 0 έχου�ε ότι

µ =
1

t
log

�
St

S0

�
.

Είναι �ε άλλα λόγια η τάση για αύξηση που αποδίδει το υπόδειγ�α στην αξία του πρωτογενούς προϊόντος. Το
ότι η τελική αξία του παραγώγου δεν εξαρτάται από το µ είναι σε αντιστοιχία �ε το ότι η αξία ενός παραγώγου
�ε βάση το διωνυ�ικό υπόδειγ�α δεν εξαρτάται από την υποκει�ενική πιθανότητα p, την οποία αποδίδει το
υπόδειγ�α στο ενδεχό�ενο ανόδου της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος σε �ια περίοδο. Επο�ένως, δύο
επενδυτές, �πορεί ενδεχο�ένως να έχουν διαφορετικές πεποιθήσεις για την τάση αύξησης της αξίας �ιας
�ετοχής, θα συ�φωνήσουν ό�ως για τη δίκαιη τι�ή ενός παραγώγου αυτής της �ετοχής.

Παρατήρηση 20 Το ότι η αξία ενός παραγώγου της �ετοχής δεν εξαρτάται από την παρά�ετρο µ του
υποδείγ�ατος Black & Scholes έχει και πρακτικές συνέπειες. Για να εκτι�ήσει κανείς στατιστικά την
παρά�ετρο µ χρειάζεται ιστορικά δεδο�ένα που πηγαίνουν σε βάθος δεκαετίας. Αυτό �πορεί να το καταλάβει
κανείς από το Σχή�α 6.2. Στο σχή�α αυτό φαίνεται �ε �πλε χρώ�α �ια τυπική τροχιά της διαδικασίας
µt + σWt. Με κόκκινο χρώ�α φαίνεται η γραφική παράσταση της y = µt. Παρατηρήστε ότι, αν κανείς
επιχειρήσει να εκτι�ήσει την κλίση της τροχιάς, χρησι�οποιώντας ένα �ικρό κο��άτι της τροχιάς �όνο,
�πορεί να οδηγηθεί σε πολύ διαφορετικά αποτελέσ�ατα από την πραγ�ατική τι�ή µ. Αντίθετα, η εκτί�ηση
της παρα�έτρου σ �πορεί να γίνει αρκετά αξιόπιστα από ιστορικά δεδο�ένα �ερικών �ηνών.

Παρατήρηση 21 Κάποιες φορές δεν είναι εύκολο να υπολογίσου�ε αναλυτικά την αξία που δίνει σ΄ ένα
παράγωγο το υπόδειγ�α Black & Scholes. Υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις για την αριθ�ητική εκτί�ηση
της απάντησης. Θα �πορούσε κανείς να χρησι�οποιήσει �εθόδους Monte Carlo, ή αριθ�ητικές �εθόδους
επίλυσης διαφορικών εξισώσεων �ε �ερικές παραγώγους. Είναι και οι δύο εξαιρετικά χρήσι�ες αριθ�ητικές
�έθοδοι, αλλά δεν θα �ας απασχολήσουν στο πλαίσιο αυτών των εισαγωγικών ση�ειώσεων. Μπορού�ε
εναλλακτικά να χρησι�οποιήσου�ε το αποτέλεσ�α αυτής της παραγράφου, αφού, όπως είδα�ε στο Κεφάλαιο
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Σχή�α 6.2: Τυπική τροχιά της γεω�ετρικής κίνηση Brown

3, στο διωνυ�ικό υπόδειγ�α �πορού�ε να τι�ολογήσου�ε αλγοριθ�ικά οποιοδήποτε παράγωγο. Αυτή η
προσεγγιστική �έθοδος δεν είναι η ακριβέστερη, αλλά είναι εύκολη στην υλοποίησή της και γρήγορη, όταν
πρόκειται για ευρωπαϊκού τύπου παράγωγα. Εφόσον το ασυ�πτωτικό αποτέλεσ�α για �εγάλα N δεν ε-
ξαρτάται από την παρά�ετρο µ, είναι εύλογο να αναρωτηθεί κανείς πώς �πορού�ε να επιλέξου�ε βέλτιστα
την παρά�ετρο µ στην (6.1), ώστε το σφάλ�α της προσέγγισης που θα κάνου�ε χρησι�οποιώντας ένα �ε-
γάλο αλλά πεπερασ�ένο N να είναι κατά το δυνατόν �ικρό. Μια καλή πρακτική ([4]) είναι να επιλέξου�ε
µ = r− σ2

2 . ΄Οπως φαίνεται από τη σχέση (6.12) αυτή η επιλογή βελτιώνει την τάξη σύγκλισης του qh στο

1/2 και σε γενικές γρα��ές βελτιώνει την προσέγγιση της Et από την E
(h)
t της σχέσης (6.10).

Παρατήρηση 22 Είδα�ε ότι η (6.15) �ας εξασφαλίζει ότι η αξία ενός παραγώγου �ε απόδοση στην
ωρί�ανση VT = f(ST ), όπως προσδιορίζεται βάσει του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος N περιόδων, συγκλίνει,
καθώς N → ∞, στην αξία του παραγώγου βάσει του υποδείγ�ατος Black & Scholes, όταν η f είναι �ια
φραγ�ένη συνάρτηση �ε αριθ�ήσι�α το πολύ ση�εία ασυνέχειας. Αυτό �ας καλύπτει π.χ. για την περίπτωση
ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης, για το οποίο

f(x) = (K − x)+.

Στην πράξη, δεν υπάρχουν ενδιαφέροντα παράγωγα, για τα οποία η f να έχει περισσότερες από πεπερα-
σ�ένου πλήθους ασυνέχειες. Υπάρχουν ό�ως παράγωγα για τα οποία η f δεν είναι φραγ�ένη, όπως για
παράδειγ�α το ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς. Μπορού�ε να πού�ε κάτι για τη σύγκλιση, στο όριο κλί�ακας
του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος, της αξίας τέτοιων παραγώγων;

Το ίδιο το πρωτογενές προϊόν είναι ένα παράγωγο του εαυτού του, �ε συνάρτηση απόδοσης την ταυτοτική
συνάρτηση f(x) = x που δεν είναι φραγ�ένη. Μπορού�ε πάντα να αντισταθ�ίσου�ε αυτό το παράγωγο
�ε ένα χαρτοφυλάκιο που περιέχει �ία �ονάδα του πρωτογενούς προϊόντος, οπότε η αρχική αξία αυτού του
παραγώγου οφείλει, λόγω της αρχής της �η επιτηδειότητας, να είναι S0, ανεξαρτήτως του υποδείγ�ατος που
θα χρησι�οποιού�ε. Συ�περαίνου�ε λοιπόν ότι, τουλάχιστον γι΄ αυτό το παράγωγο που δεν έχει φραγ�ένη
συνάρτηση απόδοσης, η αξία που υπολογίζου�ε �ε βάση το διωνυ�ικό υπόδειγ�α N περιόδων συγκλίνει,
κάθώς N → ∞, στην αξία του παραγώγου βάσει του υποδείγ�ατος Black & Scholes.

Ας ανακαλέσου�ε τώρα την ισοτι�ία ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης (1.2). Αποδείξα�ε την
ισοτι�ία χρησι�οποιώντας �όνο την αρχή της �η επιτηδειότητας, επο�ένως αυτή είναι σε ισχύ ανεξάρτητα α-
πό το �οντέλο που θα υιοθετήσου�ε για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος. Αν λοιπόν c(N)(S0, T,K)
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και p(N)(S0, T,K) είναι οι αξίες των ευρωπαϊκών δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης αντίστοιχα, όπως υπο-
λογίζονται �ε βάση το διωνυ�ικό υποδειγ�α N περιόδων, έχου�ε ότι

c(N)(S0, T,K) = p(N)(S0, T,K) + S0 −KB(0, T ).

Εφόσον η p(N)(S0, T,K) τείνει, καθώς N → ∞, στην αξία p(S0, T,K), όπως αυτή υπολογίζεται από το
υπόδειγ�α Black & Scholes, θα έχου�ε ότι

c(N)(S0, T,K) → p(S0, T,K) + S0 −KB(0, T ) = c(S0, T,K),

όπου η τελευταία σχέση ισχύει γιατί και στο υπόδειγ�α Black & Scholes η αξία c(S0, T,K) ενός ευρωπαϊκού
δικαιώ�ατος αγοράς θα πρέπει να σχετίζεται �ε την αξία του αντίστοιχου δικαιώ�ατος πώλησης, σύ�φωνα
�ε τη σχέση ισοτι�ίας (1.2). Βλέπου�ε λοιπόν ότι και για το ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς, για το οποίο η
συνάρτηση απόδοσης δεν είναι φραγ�ένη, η ακολουθία των αξιών που υπολογίζου�ε �ε βάση το διωνυ�ικό
υπόδειγ�α συγκλίνει στην αξία του διακαιώ�ατος �ε βάση το υπόδειγ�α Black & Scholes.

Μπορεί να αποδειχθεί, χρησι�οποιώντας πιο προχωρη�ένα εργαλεία από την Θεωρία Πιθανοτήτων, ότι,
αν η συνάρτηση απόδοσης ενός ευρωπαϊκού παραγώγου έχει το πολύ αριθ�ήσι�ο πλήθος ασυνεχειών και
�εγαλώνει το πολύ πολυωνυ�ικά, αν δηλαδή υπάρχουν p ∈ N και σταθερά C, τέτοια ώστε

f(x) ≤ C(1 + xp), για κάθε x > 0,

τότε η αρχική αξία του παραγώγου V (N)
0 , όπως υπολογίζεται �ε βάση το διωνυ�ικό υπόδειγ�α N περιόδων,

συγκλίνει στην αρχική αξία που δίνει στο παράγωγο το υπόδειγ�α Black & Scholes, η οποία υπολογίζεται
από την (6.16.

Παρατήρηση 23 Στην προηγού�ενη παράγραφο αναφέρα�ε ότι, αν αντί για το Κεντρικό Οριακό Θεώρη-
�α, χρησι�οποιήσει κανείς την αρχή του Donsker, �πορεί να αποδείξει τη σύγκλιση κατά κατανο�ή όχι �όνο
της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος σε �ια δεδο�ένη χρονική στιγ�ή, αλλά ολόκληρης της τροχιάς. Κάτι
αντίστοιχο �πορεί να αποδείξει κανείς και στην περίπτωση της τριγωνικής διάταξης (6.13). Σε αυτήν την
περίπτωση το συ�πέρασ�α που προκύπτει από τις (6.9), (6.10) και (6.12) είναι ότι η στοχαστική διαδικασία
{S(h)

t }0≤t≤T συγκλίνει στη γεω�ετρική κίνηση Brown {St}0≤t≤T , �ε

St = S0e
�
r−σ2

2

�
t+σWt . (6.17)

Αν θεωρήσου�ε τώρα �ια φραγ�ένη και συνεχή συνάρτηση f : C
�
[0, T ];R

�
→ R, έχου�ε ότι

e−rTE
�
f
�
{S(h)

t }0≤t≤T
�� h↓0−→ e−rTE

�
f
�
{S0e

�
r−σ2

2

�
t+σWt}0≤t≤T

��
.

Βλέπου�ε λοιπόν ότι για �ια �εγάλη οικογένεια παραγώγων η αρχική αξία που υπολογίζου�ε �ε βάση το
διωνυ�ικό υπόδειγ�α N περίοδων, συγκλίνει, καθώς N → ∞, ακό�α κι αν η απόδοση του παραγώγου στην
ωρί�ανση

VT = f
�
{St}0≤t≤T

�
,

εξαρτάται από ολόκληρη την τροχιά του πρωτογενούς προϊόντος. Το όριο το οποίο φαίνεται στο δεξί
�έλος της παραπάνω σχέσης είναι η αξία του παραγώγου, όπως αυτή υπολογίζεται στο υπόδειγ�α Black &
Scholes. ΄Οπως και στην περίπτωση του διωνυ�ικού υποδείγ�ατος, η ση�ερινή αξία του παραγώγου είναι η
προεξοφλη�ένη ανα�ενό�ενη απόδοση του παραγώγου, ως προς κάποιο �έτρο πιθανότητας Q.

V0 = e−rTEQ�VT
�
.

Κάτω από το �έτρο Q, η τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος συ�περιφέρεται όπως η γεω�ετρική κίνηση
Brown που περιγράφεται στην (6.17). Βλέπου�ε και πάλι ότι το �έτρο Q που πρέπει να χρησι�οποιήσου�ε
προκει�ένου να τι�ολογήσου�ε ένα παράγωγο σύ�φωνα �ε την παραπάνω σχέση, είναι εν γένει διαφορετικό
από το �έτρο P, το οποίο αντανακλά τις πεποιθήσεις �ας για τη δυνα�ική του πρωτογενούς προϊόντος.
Κάτω από �έτρο P η αξία του πρωτογενούς προϊόντος συ�περιφέρεται όπως η γεω�ετρική κίνηση Brown
που περιγράφεται στην (6.7).
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Παρατήρηση 24 (κάπως προχωρη�ένη, �πορεί να παραληφθεί σε �ια πρώτη ανάγνωση). Μπορού�ε να
χρησι�οποιήσου�ε την ιδιότητα των ανεξάρτητων προσαυξήσεων της κίνησης Brown για να δείξου�ε ότι το
�έτρο πιθανότητας Q είναι ένα �έτρο martingale. Πράγ�ατι, αν 0 ≤ s ≤ t έχου�ε

EQ�e−rtSt

��Fs
�
= e−rs EQ�Sse

σ(Wt−Ws)−σ2

2 (t−s)
��Fs

�

= e−rsSs EQ�eσ(Wt−Ws)−σ2

2 (t−s)
��Fs

�

= e−rsSs EQ�eσ(Wt−Ws)−σ2

2 (t−s)
�

= e−rsSs e−
σ2

2 (t−s)EQ�eσWt−s
�

= e−rsSs.

Η δεύτερη και η τρίτη ισότητα παραπάνω προκύπτουν από τις ιδιότητες 4 και 3 του Θεωρή�ατος 8 αντίστοι-
χα. Η τέταρτη ισότητα είναι κλασικός υπολογισ�ός της εκθετικής ροπογεννήτριας �ιας κανονικής τυχαίας
�εταβλητής.

6.4 Τι�ολόγηση �ε βάση το υπόδειγ�α Black & Scholes

Σε αυτήν την παράγραφο θα ασχοληθού�ε �ε την τι�ολόγηση παραγώγων, σύ�φωνα �ε το υπόδειγ�α των
Black & Scholes. Ας θεωρήσου�ε πρώτα ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς, �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης
K. Η απόδοση αυτού του δικαιώ�ατος στην ωρί�ανση είναι, όπως είδα�ε στο Κεφάλαιο 1

VT = (ST −K)+.

Η ση�ερινή αξία αυτού του δικαιώ�ατος δίνεται από τον τύπο των Black & Scholes (6.16). Το ολοκλήρω-
�α στο δεξί �έλος αυτής της σχέσης �πορεί να υπολογιστεί �ε τη βοήθεια της συνάρτησης κατανο�ής
πιθανότητας της τυπικής κανονικής κατανο�ής

Φ(x) =

� x

−∞
e−

y2

2
dy√
2π

.

Θεώρη�α 16 Αν η τρέχουσα τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι S0, τότε η αξία ενός ευρωπαϊκού
δικαιώ�ατος αγοράς �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης K, �ε βάση το �οντέλο Black & Scholes, δίνεται από
την

c(S0, T,K) = S0Φ(d+)−Ke−rTΦ(d−), όπου d± =
1

σ
√
T
ln

�
S0erT

K

�
± 1

2
σ
√
T . (6.18)

Απόδειξη: Από τον τύπο των Black & Scholes έχου�ε ότι

c(S0, T,K) = e−rT
� +∞

−∞

�
S0e

�
r−σ2

2

�
T+σ

√
Tx −K

�+
e−

x2

2
dx√
2π

.

Παρατηρήστε ότι η −d− είναι η τι�ή του x για την οποία η παρένθεση στην παραπάνω έκφραση �ηδενίζεται.
Συ�βολίζοντας �ε

F0 = S0e
rT

την προθεσ�ιακή τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος, έχου�ε

c(S0, T,K) = e−rT
� +∞

−d−

�
F0e

−σ2

2 T+σ
√
Tx −K

�
e−

x2

2
dx√
2π

= e−rT

�
F0

� +∞

−d−

e−
1
2 (x−σ

√
T )2 dx√

2π
−K

� +∞

−d−

e−
x2

2
dx√
2π

�

= e−rT

�
F0

� d+

−∞
e−

x2

2
dx√
2π

−K

� d−

−∞
e−

x2

2
dx√
2π

�

= S0Φ(d+)−Ke−rTΦ(d−),
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που είναι ακριβώς ο ισχυρισ�ός του Θεωρή�ατος. ✷

΄Εχοντας στα χέρια �ας ένα αναλυτικό τύπο για την τρέχουσα αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς,
�πορού�ε να διερευνύσου�ε πώς αυτή συ�περιφέρεται , καθώς αλλάζουν οι διάφοροι παρά�ετροι του προ-
βλη�ατος. Η ευαισθησία (sensitivity) της τρέχουσας αξίας ενός χαρτοφυλακίου ως προς �ια παρά�ετρο του
προβλή�ατος υπολογίζεται από τη �ερική παράγωγο της αξίας ως προς αυτήν την παρά�ετρο. Αυτές οι πο-
σότητες ονο�άζονται ελληνικοί χαρακτήρες (Greeks) και παρέχουν χρήσι�η πληροφορία στην αντιστάθ�ιση
του κινδύνου, όπως θα δού�ε στις παρατηρήσεις που ακολουθούν.

Παρατήρηση 25 Αν S0 → 0, τότε από την (6.18) έχου�ε ότι d± → 0 και c(S0, T,K) → 0. Αυτό είναι
ανα�ενό�ενο, αφού από την αρχή της �η επιτηδειότητας, γνωρίζου�ε ότι c(S0, T,K) ≤ S0.

Αν πάλι S0 → ∞, τότε από την (6.18) έχου�ε ότι d± → 1 και c(S0, T,K) − S0 → −Ke−rT . Αυτό είναι
ακριβώς το αποτέλεσ�α που περι�ένου�ε, αφού, αν η αξία του πρωτογενούς προϊόντος είναι πολύ �εγάλη,
τότε �ε πολύ �εγάλη πιθανότητα θα συ�φέρει να ασκήσει κανείς το δικαίω�α στην ωρί�ανση, ώστε να
αγοράσει το πρωτογενές προϊόν προς K.

Παρατήρηση 26 Η ευαισθησία της αξίας ενός παραγώγου ως προς της αρχική τι�ή του πρωτογενούς
προϊόντος ονο�άζεται δέλτα (delta) και συ�βολίζεται �ε ∆. Είναι �ια χρήσι�η ποσότητα γιατί, αν κα-
τέχει κανείς ένα χαρτοφυλάκιο από παράγωγα του πρωτογενούς προϊόντος, �ηδενίζοντας το δέλτα του
χαρτοφυλακίου, εξασφαλίζει ότι σε πρώτη τάξη προσέγγισης, η αξία του χαρτοφυλακίου δεν επηρεάζεται
από �εταβολές της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος. Θα υπολογίσου�ε τώρα το δέλτα ενός ευρωπαϊκού
δικαιώ�ατος αγοράς.

∂c(S0, T,K)

∂S0
= Φ(d+) + S0Φ

�(d+)
∂d+
∂S0

−Ke−rTΦ�(d−)
∂d−
∂S0

= Φ(d+) + S0e
− 1

2d
2
+

1

S0σ
√
2πT

−Ke−rT e−
1
2d

2
−

1

S0σ
√
2πT

= Φ(d+),

αφού, όπως �πορεί εύκολα να ελεγχθεί,

S0e
− 1

2d
2
+ = Ke−rT e−

1
2d

2
− . (6.19)

Βλέπου�ε λοιπόν ότι η αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς είναι αύξουσα συνάρτηση της αξίας του
πρωτογενούς προϊόντος. Αυτό είναι φυσιολογικό, αφού όσο �εγαλύτερη είναι η αρχική αξία του πρωτογενούς
προϊόντος, τόσο �εγαλύτερη θα είναι και η αξία του στην ωρί�ανση.

Παρατήρηση 27 Η ευαισθησία ενός παραγώγου ως προς τη �εταβλητότητα του πρωτογενούς προϊόντος
ονο�άζεται βέγα (vega) και συ�βολίζεται �ε ν. Είναι και αυτο �ια χρήσι�η ποσότητα γιατί η �εταβλητότητα
του πρωτογενούς προϊόντος προσδιορίζεται ε�πειρικά.Μηδενίζοντας το συνολικό βέγα ενός χαρτοφυλακίου,
εξασφαλίζει κανείς ότι η αξία του χαρτοφυλακίου δεν είναι ευαίσθητη σε πρώτης τάξης �εγέθους σφάλ�ατα
στον προσδιορισ�ό της �εταβλητότητας. Θα υπολογίσου�ε στη συνέχεια το βέγα ενός ευρωπαϊκού δικαι-
ώ�ατος αγοράς.

∂c(S0, T,K)

∂σ
= S0Φ

�(d+)
∂d+
∂σ

−Ke−rTΦ�(d−)
∂d−
∂σ

= S0Φ
�(d+)

∂(d+ − d−)

∂σ

�
λόγω της (6.19)

�

= S0

�
T

2π
e−

1
2d

2
+ .

Παρατηρού�ε ότι η αξια ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς είναι αύξουσα συνάρτηση της �εταβλητότητας
σ του πρωτογενούς προϊόντος.
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Περισσότερα για τους ελληνικούς χαρακτήρες και τη χρήση τους στην αντιστάθ�ιση �πορείτε να διαβάσετε
στο [3].

Θεώρη�α 17 Αν η τρέχουσα τι�ή του πρωτογενούς προϊόντος είναι S0, τότε η αξία ενός ευρωπαϊκού
δικαιώ�ατος πώλησης, �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης K, �ε βάση το �οντέλο Black & Scholes δίνεται
από την

p(S0, T,K) = Ke−rTΦ(−d−)− S0Φ(−d+), όπου d± =
1

σ
√
T
ln

�
S0erT

K

�
± 1

2
σ
√
T . (6.20)

Απόδειξη: ΄Εχοντας ήδη υπολογίσει την αξία ενός ερωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς, είναι ευκολότερο να
υπολογίσου�ε την αξία του αντίστοιχου δικαιώ�ατος πώλησης, χρησι�οποιώντας την ισοτι�ία ευρωπαϊκών
δικαιω�άτων αγοράς και πώλησης (1.2). Συγκεκρι�ένα,

p(S0, T,K) = c(S0, T,K)− S0 +Ke−rT

= S0(Φ(d+)− 1) +Ke−rT (1− Φ(d−))

= Ke−rTΦ(−d−)− S0e
−rTΦ(−d+). ✷

Παρατήρηση 28 Προκει�ένου να υπολογίσου�ε τους ελληνικούς χαρακτήρες για ένα ευρωπαϊκό δικα-
ίω�α πώλησης, �πορού�ε πάλι να χρησι�οποιήσου�ε τη σχέση ισοτι�ίας

c(S0, T,K)− p(S0, T,K) = S0 −Ke−rT .

Παίρνοντας �ερικές παραγώγους ως προς S0 και ως προς σ στα δύο �έλη της παραπάνω σχέσης, έχου�ε
ότι

∆c −∆p = 1 =⇒ ∆p = −Φ(−d+)

και

νc − νp = 0 =⇒ νp = S0

�
T

2π
e−

1
2d

2
+ .

6.5 Εκτί�ηση της �εταβλητότητας

Σε αυτήν την παράγραφο θα γνωρίσου�ε δύο �εθόδους, �ε τις οποίες �πορεί κανείς να εκτι�ήσει τη �ε-
ταβλητότητα σ του πρωτογενούς προϊόντος στο �οντέλο των Black & Scholes. Ο πρώτος βασίζεται σε
ιστορικά δεδο�ένα και ο δεύτερος στις τι�ές αγοράς παραγώγων του προϊόντος.

Η πρώτη �έθοδος βασίζεται σε ιστορικά δεδο�ένα και στις ιδιότητες της κίνησης Brown. ΄Εστω ότι έχου�ε
δια�ερίσει στο διάστη�α [0, T ] σε N ίσα χρονικά διαστή�ατα, διάρκειας h = T/N το καθένα. Τα αριστερά
άκρα αυτών των διαστη�άτων είναι τα ση�εία {tk}0≤k≤N−1, �ε tk = kh. Ας θεωρήσου�ε τώρα την τυχαία
�εταβλητή

Ph =
N−1�

k=0

(Etk+1 − Etk)
2 =

N−1�

k=0

�
σ2(Wtk+1 −Wtk)

2 + µ2h2 + 2µhσ(Wtk+1 −Wtk)
�

= σ2
N−1�

k=0

(Wtk+1 −Wtk)
2 + µ2Th+ 2µhWT .

Χρησι�οποιώντας ότι οι Wtk+1 −Wtk είναι ανεξάρτητες και ισόνο�ες, �ε κατανο�ή N (0, h), �πορού�ε να
υπολογίσου�ε τη �έση τι�ή και τη διασπορά της Ph. Συγκεκρι�ένα,

E
�
Ph

�
= σ2

N−1�

k=0

E
�
(Wtk+1 −Wtk)

2
�
+ µ2Th = (σ2 + µ2h)T
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και
Var(Ph) = σ2NVar(W 2

h ) + 4µ2h2T = 2hT (σ2 + 2µ2h)

Παρατηρού�ε λοιπόν ότι όταν h → 0 η Ph συγκεντρώνεται γύρω από την τι�ή σ2T . Επιπλέον

Ph =
N−1�

k=0

�
log

�Stk+1

Stk

��2

�
N−1�

k=0

�
Stk+1 − Stk

Stk

�2

.

Με λίγο περισσότερο κόπο �πορεί κανείς να δείξει αυστηρά ότι

P
� 1
T

N−1�

k=0

�
Stk+1 − Stk

Stk

�2

−→ σ2
�
= 1.

Μπορού�ε επο�ένως να εκτι�ήσου�ε τη �εταβλητότητα σ από ιστορικά δεδο�ένα, χρησι�οποιώντας τη
συνεπή εκτι�ήτρια

σ̂2 =
1

T

N−1�

k=0

�
Stk+1 − Stk

Stk

�2

.

Η δεύτερη �έθοδος βασίζεται στην παρατήρηση των τι�ών διαπραγ�άτευσης παραγώγων του πρωτογενούς
προϊόντος. Η ιδέα είναι απλή. Ας υποθέσου�ε ότι �πορού�ε να υπολογίσου�ε αναλυτικά την τι�ή δια-
πραγ�άτευσης ενός παραγώγου, όπως κάνα�ε π.χ. για τα ευρωπαϊκά δικαιώ�ατα αγοράς και πώλησης. Η
θεωρητικά δίκαιη τι�ή του παραγώγου �ε βάση το υπόδειγ�α Black & Scholes εξαρτάται από την άγνωστη
�εταβλητότητα σ και από ένα σύνολο παρα�έτρων του παραγώγου που θα συ�βολίζου�ε �ε θ. Ας συ�βο-
λίζου�ε �ε VBS(θ;σ) τη θεωρητικά δίκαιη τι�ή του παραγώγου. Αν υποθέσου�ε επιπλέον ότι η αγορά είναι
σε ισορροπία, η τι�ή διαπραγ�άτευσης του παραγώγου Vmarket(θ), την οποία �πορού�ε φυσικά να παρατη-
ρήσου�ε, θα πρέπει να ταυτίζεται �ε την VBS(θ;σ). Προκει�ένου λοιπόν να εκτι�ήσου�ε τη �εταβλητότητα,
αρκεί να λύσου�ε την εξίσωση

VBS(θ;σ) = Vmarket(θ)

ως προς σ. Η τι�ή που θα βρού�ε είναι η �εταβλητότητα που τεκ�αίρεται από την τι�ή διαπραγ�άτευσης
του παραγώγου ή, όπως λέ�ε για συντο�ία, η τεκ�αρτή �εταβλητότητα (implied volatility).

Για παράδειγ�α, αν ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ιας �ετοχής έχει τι�ή διαπραγ�άτευσης cmarket, η
παραπάνω εξίσωση γίνεται

c(S0, T,K;σ) = S0Φ
�
d+(σ)

�
−Ke−rTΦ

�
d−(σ)

�
= cmarket. (6.21)

Η εξίσωση αυτή έχει �οναδική λύση. Πράγ�ατι, από την Παρατήρηση 27 το αριστερό �έλος της παραπάνω
εξίσωσης είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση του σ. Επο�ένως, αν η εξίσωση έχει λύση, αυτή
θα είναι �οναδική. Ας δού�ε ό�ως τώρα πώς συ�περιφέρεται η αξία του δικαιώ�ατος, όταν σ → 0 ή σ → ∞.

΄Οταν σ → 0, έχου�ε ότι

d± =
1

σ
√
T
ln

�
S0erT

K

�
± 1

2
σ
√
T −→






+∞, αν S0erT > K

0, αν S0erT = K

−∞, αν S0erT < K.

Επο�ένως,

c(S0, T,K;σ) = S0Φ(d+)−Ke−rTΦ(d−) −→
�
S0 −Ke−rT , αν S0erT > K

0, αν S0erT ≤ K

= (S0 −Ke−rT )+.

΄Οταν σ → ∞ έχου�ε ότι d± → ±∞, επο�ένως c(S0, T,K;σ) → S0. Συνοψίζοντας όσα είπα�ε, η
c(S0, T,K) ως συνάρτηση της �εταβλητότητας σ αυξάνει από την τι�ή (S0−Ke−rT )+, καθώς σ → 0, προς
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!

c(
S
0,
T,
K
;!
)

!implied

cmarket

Σχή�α 6.3: Η �έθοδος εύρεσης της τεκ�αρτής �εταβλητότητας

την τι�ή S0, καθώς σ → ∞. Από την Πρόταση 3 ό�ως, προκει�ένου να �ην υπάρχει ευκαιρία επιτηδειότητας
στην αγορά, θα πρέπει η cmarket να ικανοποιεί τη διπλή ανισότητα

(S0 −Ke−rT )+ < cmarket < S0.

Θα υπάρχει επο�ένως �ια �οναδική τι�ή της �εταβλητότητας σimplied, για την οποία η εξίσωση (6.21) έχει
λύση. Αυτή η τι�ή είναι η τεκ�αρτή �εταβλητότητα και �πορεί εύκολα να προσδιοριστεί αριθ�ητικά. Το
Σχή�α 6.3 δείχνει την ιδέα του υπολογισ�ού της τεκ�αρτής �εταβλητότητας. Μπορού�ε να χρησι�οποι-
ήσου�ε την έννοια της τεκ�αρτής �εταβλητότητας για να ελέγξου�ε κατά πόσον το �οντέλο Black & Scholes
είναι ένα καλό υπόδειγ�α για τις πραγ�ατικές αγορές. Αν οι τι�ές διαπραγ�άτευσης των παραγώγων �ιας
�ετοχής ήταν σύ�φωνες �ε το υπόδειγ�α Black & Scholes, τότε η �εταβλητότητα που τεκ�αίρεται από
οποιοδήποτε παράγωγο θα έπρεπε να είναι ίδια και ίση �ε τη �εταβλητότητα της �ετοχής. Μπορεί κανείς
να υπολογίσει την τεκ�αρτή �εταβλητότητα από δικαιώ�ατα αγοράς �ε διαφορετικές τι�ές άσκησης K και
να παραστήσει γραφικά τα αντίστοιχα ση�εία

�
K,σimplied(K)

�
. Αν οι τι�ές των δικαιω�άτων στην αγορά

ήταν σύ�φωνες �ε το υπόδειγ�α Black & Scholes, τα ση�εία αυτά θα έπρεπε να βρίσκονται σε �ια οριζόνιτα
ευθεία, αυτή που αντιστοιχεί στη �εταβλητότητα της �ετοχής. Στην πράξη ό�ως, αν κάνει κανείς αυτήν
τη διαδικασία, η γραφική παράσταση της σimplied(K) φαίνεται να είναι κυρτω�ένη. Αυτή η χαρακτηριστική
εικόνα ονο�άζεται χα�όγελο της �εταβλητότητας (volatility smile) και δείχνει ότι το �οντέλο Black &
Scholes δεν περιγράφει ικανοποιητικά τις πραγ�ατικές αγορές. Προκει�ένου να εξηγηθεί αυτή η εικόνα
έχουν προταθεί περισσότερα πολύπλοκα �οντέλα, όπως για παράδειγ�α �οντέλα όπου η �εταβλητότητα είναι
�ια στοχαστική διαδικασία. Αυτά τα θέ�ατα είναι ό�ως αντικεί�ενο του επό�ενου βιβλίου που θα �ελετήσετε
για τη Μαθη�ατική Χρη�ατοοικονο�ία.
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6.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 45 ΄Ενα ευρωπαϊκού τύπου παράγωγο έχει απόδοση στην ωρί�ανση f(ST ) = |ST −K|.
α) Υπολογίστε τη ση�ερινή αξία του παραγώγου βάσει του υποδείγ�ατος των Black & Scholes.
β) Υπολογίστε το δέλτα του παραγώγου και βρείτε πώς αυτό συ�περιφέρεται , καθώς πλησιάζου�ε στην
ωρί�ανση (T → 0).

΄Ασκηση 46 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 = 50 , ενώ για τη δυνα�ική της υποθέτου�ε ότι
ακολουθεί το υπόδειγ�α Black & Scholes. Από τη στατιστική επεξεργασία ιστορικών δεδο�ένων εκτι�άται
ότι σ2 = 12, 2% κατ΄ έτος. Το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο είναι r = 6, 09% κατ΄ έτος υπολογισ�ένο �ε συνεχή
ανατοκισ�ό. Θέλου�ε να τι�ολογήσου�ε ένα ευρωπαϊκού τύπου παράγωγο της �ετοχής, �ε ωρί�ανση σε 6
�ήνες και απόδοση που δίνεται από τη σχέση

f(ST ) =

�
1000 log

�
ST
K

�
, αν ST ≥ K

0 , αν ST < K,

όπου Κ=50.
α) Υπολογίστε τη ση�ερινή αξία του παραγώγου, βάσει του τύπου των Black και Scholes.
β) Υπολογίστε το δέλτα και το βέγα αυτού του παραγώγου. (Υπόδειξη: Φ

��
(x) + xΦ�(x) = 0).

γ) Ποιος τύπος δίνει την αξία του παραγώγου τη χρονική στιγ�ή t > 0, αν η τι�ή της �ετοχής St είναι x;

΄Ασκηση 47 Θεωρού�ε ένα ευρωπαϊκού τύπου παράγωγο �ιας �ετοχής (προϊόν Α) �ε ωρί�ανση t και
απόδοση στην ωρί�ανση:

f(St) =

�
1, αν St > K

0, αν St ≤ K.

α) Τι�ολογήστε το προϊόν Α χρησι�οποιώντας τον τύπο των Black& Scholes.
Θεωρού�ε τώρα ένα άλλο παράγωγο της ίδιας �ετοχής (προϊόν Β) που είναι ένα προθεσ�ιακό συ�βόλαιο
�ε ωρί�ανση T > t και τι�ή παράδοσης M , �ε τον επιπλεόν όρο ότι το συ�βόλαιο ακυρώνεται αυτό�ατα τη
στιγ�ή t αν St ≤ K.
β) Βρείτε την αξία VB(t, St) του προϊόντος Β τη στιγ�ή t σαν συνάρτηση της St.
γ) Τι�ολογήστε το προϊόν Β �ε κατάλληλη χρήση του τύπου των Black& Scholes.
δ) Συ�περάνετε ότι η αξία του Β ισούται �ε την αξία ενός χαρτοφυλακίου που αποτελείται από:

• ένα ευρωπαϊκό δικαιώ�α αγοράς �ε ωρί�ανση t και τι�ή άσκησης K και

• K −Me−r(T−t) προϊόντα Α.

ε) �είξτε ότι ο ισχυρισ�ός του ερωτή�ατος (δ) είναι σωστός ανεξαρτήτως του υποδείγ�ατος του θα υπο-
θέσου�ε για τη δυνα�ική της �ετοχής.

΄Ασκηση 48 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 και για τη δυνα�ική της υποθέτου�ε ότι ακολουθεί
το υπόδειγ�α Black & Scholes �ε τάση µ και �εταβλητότητα σ > 0.
α) Ποια είναι η ανα�ενό�ενη τι�ή και ποια η διασπορά της τι�ής της �ετοχής έπειτα από χρόνο T ;
β) Βρείτε ένα 95%-διάστη�α ε�πιστοσύνης για την τι�ή της �ετοχής έπειτα από χρόνο T .
γ) Ποια είναι η πιθανότητα να ασκηθεί ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς της �ετοχής �ε τι�ή άσκησης K και
χρόνο ωρί�ανσης T ;
δ) Ποια είναι η πιθανότητα η ST να είναι �εγαλύτερη από την ανα�ενό�ενη τι�ή της;

΄Ασκηση 49 ΄Ενα ενισχυ�ένο ευρωπαϊκό δικαίω�α αγοράς �ε ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης K έχει συ-
νάρτηση απόδοσης f(ST ) = ((ST −K)+)2.
α) Υπολογίστε την τρέχουσα αξία του από τον τύπο των Black & Scholes.
β) Υπολογίστε το δέλτα και το βέγα του παραγώγου.
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΄Ασκηση 50 ΄Εστω ευρωπαϊκό παράγωγο �ιας �ετοχής �ε απόδοση στην ωρί�ανση f(ST ) = SN
T . Τι�ο-

λογήστε το παράγωγο βάσει του τύπου των Black & Scholes.

΄Ασκηση 51 Η τρέχουσα τι�ή �ιας �ετοχής είναι S0 = 100. Το ετήσιο άνευ κινδύνου επιτόκιο υπολο-
γισ�ένο �ε συνεχή ανατοκισ�ό είναι r =4%, ενώ εκτι�άται ότι σ2=0,16/έτος. ΄Ενα ευρωπαϊκού τύπου
παράγωγο της �ετοχής ωρι�άζει σε τρεις �ήνες και η απόδοσή του δίνεται από τη σχέση:

f(ST ) =
ST

K
(K − ST )

+,

όπου K = 100.
α) Τι�ολογήστε αυτό το παράγωγο βάσει του τύπου των Black & Scholes.
β) Συγκρίνετε τη ση�ερινή αξία αυτού του παραγώγου �ε αυτήν ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος πώλησης
της �ετοχής �ε την ίδια ωρί�ανση και τι�ή άσκησης K. Εξαρτάται η απάντηση από το �οντέλο αγοράς που
χρησι�οποιού�ε;

΄Ασκηση 52 Χρησι�οποιώντας την ταυτότητα (για α > 1)

xα = α(α− 1)

� ∞

0
(x−K)+Kα−2dK

και το θεώρη�α Fubini για να εναλλάξου�ε την ολοκλήρωση και την ανα�ενό�ενη τι�ή, έχου�ε

E[Sα
T ] = α(α− 1)

� ∞

0
E[(ST −K)+]Kα−2dK.

Χρησι�οποιήστε αυτή την παρατήρηση και τον τύπο για την αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώ�ατος αγοράς,
προκει�ένου να τι�ολογήσετε το παράγωγο της προηγού�ενης άσκησης.

΄Ασκηση 53 ΄Ενα παράγωγο �ιας �ετοχής έχει απόδοση στην ωρί�ανση

f(ST ) =

�
S2
T /S0, αν St ≥ K

0, αν St < K,

όπου t ∈ (0, T ). Τι�ολογήστε αυτό το παράγωγο βάσει του υποδείγ�ατος των Black & Scholes.

΄Ασκηση 54 Αποδείξτε ότι η �εταβλητότητα που τεκ�αίρεται από ένα ευρωπαϊκό δικαιώ�α αγοράς �ε
ωρί�ανση T και τι�ή άσκησης K είναι ίδια �ε εκείνη που τεκ�αίρεται από ένα ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης
�ε την ίδια ωρί�ανση και τι�ή άσκησης.

΄Ασκηση 55 Υπολογίστε την τεκ�αρτή �εταβλητότητα �ιας �ετοχής, �ε προθεσ�ιακή τι�ή €10, από ένα
ευρωπαϊκό δικαίω�α πώλησης �ε ωρί�ανση 6 �ήνες, τι�ή άσκησης €10 και τι�ή διαπραγ�άτευσης €4.
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