7 ÕðåñðåðåñáóìÝíç ÁíáäñïìÞ

Óôï ! ïñSSæïõìå óõíáñôÞóåéò áíáäñïìéêÜ (Þ üðùò ðïëëÝò öïñÝò ëÝìå åðáãùãéêÜ) ð.œ. áí a åSSíáé óýíïëï êáé Θ(x; y) åSSíáé óõíèÞêç, ôÝôïéá þóôå ∀x∃!yΘ(x; y) ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí óõíÜñôçóç f ìå dom(f) = ! Ýôóé þóôå:

f(0) = a f(n^′) = ôï ìïíáäéêü z þóôå Θ(f(n); z) Þ üðùò áëëïéþò ëÝìå čõðÜñœåé ìSSá ìïíáäéêÞ ëýóç fď ôùí åîéóþóåùí dom(f) = ! f(0) = a ∀n ∈ !; Θ(f(n); f(n^′)).

Ç f ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ óçìáSSíåé üôé óå êÜèå âÞìá œñçóéìïðïéåSS ãéá ôïí ïñéóìü ôçò ôéò ôéìÝò ôçò óôá ðñïçãïýìåíá âÞìáôá.

ÐáñÜäåéãìá: Ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí ðñüóèåóç n + m óôï ! (+ : !^2 → !) ìå áíáäñïìÞ óôï m.

n + 0 = n n + m^′ = (n + m)^′ .

Ãéá üëåò áõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò, ðïõ äéáéóèçôéêÜ öáSSíåôáé üôé ïñSSæïíôáé ìå áäéáìöéóâÞôçôï ôñüðï, ðñÝðåé, óôá ðëáSSóéá ôçò áîéùìáôéêÞò óõíïëïèåùñSSáò, íá åSSìáóôå óå èÝóç íá áðïäåéêíýïõìå ôçí ýðáñîÞ ôïõò äçë. íá ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå ôçí ýðáñîç ìéáò ìïíáäéêÞò f ðïõ íá åSSíáé ëýóç ôùí éäéïôÞôùí ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåSS. Ôï ðñüâëçìá áõôü ëýíåôáé ãåíéêÜ ìå ôï èåþñçìá ôçò áíáäñïìÞò.

ÿóôù Ψ(x; y) ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç. ÃñÜöïõìå y = Ψ(x) êáé åííïïýìå Ψ(x; y). Ï óõìâïëéóìüò áõôüò äéêáéïëïãåSSôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ∀x∃!yΨ(x; y). ÄçëáäÞ üôáí ãñÜöïõìå a = Ψ(x) åííïïýìå üôé a åSSíáé ôï ìïíáäéêü óýíïëï z ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ç Ψ(x; z).

Ïñéóìüò 7.1 ÅÜí Ψ åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç êáé A óýíïëï ãñÜöïõìå Ψ ↾ A = {⟨x; y⟩ | x ∈ A ∧ Ψ(x; y)} = {⟨x; Ψ(x)⟩ | x ∈ A}.

(ôï Ψ ↾ A åSSíáé óýíïëï, áðü ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò).

ÓçìåSSùóç: Ψ ↾ ¸ = {⟨˛; Ψ(˛)⟩ | ˛ < ¸}

Èåþñçìá 7.2 (ÕðåñðåðåñáóìÝíç ÁíáäñïìÞ) Áí Ψ ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç, b óýíïëï ôüôå õðÜñœåé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Γ^{12} þóôå ïé ôéìÝò ôçò óôïõò äéáôáêôéêïýò åSSíáé ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíåò êáé éóœýåé

Γ(0) = b Γ(¸) = Ψ(Γ ↾ ¸), ãéá êÜèå äéáôáêôéêü ¸.

12ÃñÜöïõìå áðëþò Γ êáé åííïïýìå ìéá ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç y = Γ(x).

Ç óœÝóç áõôÞ ïíïìÜæåôáé óœÝóç áíáäñïìÞò.

ÐáñáôÞñçóç: ÌïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíç óôïõò äéáôáêôéêïýò óçìáSSíåé üôé ãéá êÜèå Üëëç ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Θ ç ïðïSSá éêáíïðïéåSS ôçí ðáñáðÜíù óœÝóç ôçò áíáäñïìÞò éóœýåé üôé Γ(¸) = Θ(¸), ãéá êÜèå äéáôáêôéêü ¸.

Áðüäåéîç: (ÓêéáãñÜöçóç) ÉäÝá: Íá áðïäåSSîïõìå ðñþôá üôé ãéá êÜèå ¸ > 0 õðÜñœåé ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç f_¸ : ¸ → · · ·, (äçë. dom(f_¸ = ¸), Ýôóé þóôå:

• f_¸(0) = b

• f_¸(˛) = Ψ(f_¸ ↾ ˛) ∀˛; 0 < ˛ < ¸.

ÅðéðëÝïí ∀¸^′ < ¸; f_¸′ ⊂ f_¸. (Åäþ f_¸′ ⊂ f_¸ óçìáSSíåé üôé ç f_¸ åSSíáé åðÝêôáóç ôçò f_¸′ áðü ôï ¸^′ óôï ¸).

Ç áðüäåéîç ôïõ ðéï ðÜíù ãSSíåôáé ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ. ÿóôù üôé ãéá üëá ôá ¸ < ˛ éóœýïõí áõôÜ ðïõ äéáôõðþèçêáí ðéï ðÜíù.

(ÐñÝðåé íá áðïäåSSîïõìå üôé áõôÜ éóœýïõí êáé ãéá ôï ˛ äçëáäÞ üôé õðÜñœåé ôÝôïéï f_˛ ).

ÔñåSSò ðåñéðôþóåéò

1. ˛ = 1. Ôüôå f_1 = {⟨0; b⟩}.

2. ˛ åSSíáé åðüìåíïò äéáôáêôéêüò > 1, Ýóôù ˛ = ‚^′ = ‚ + 1. Ôüôå f_‚ åSSíáé (áðü õðüèåóç) ìïíáäéêÜ ðñïóäéïñéóìÝíç, èÝôïõìå f_˛ = f_‚ ∪ {⟨‚; Ψ(f_‚ )⟩}.

3. ˛ åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, èÝôïõìå f_˛ = ∪{f_‚ | ‚ < ˛}.

Óå êÜèå ìSSá áðü ôéò ôñåSSò ðåñéðôþóåéò f_˛ Ýœåé ôéò áðáéôïýìåíåò éäéüôçôåò, óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò ôçò ìïíáäéêüôçôáò. ćñá áðü õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ ïé éäéüôçôåò éóœýïõí ãéá êÜèå ¸ > 0.

Ôþñá ïñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Γ ìå Γ(¸) = y, áí ∀˛ > ¸ (f_˛(¸) = y); ¸ ≥ 0 Γ(x) = ∅, áí x äåí åSSíáé äéáôáêôéêüò. Ï ôõðéêüò ïñéóìüò ôïõ Γ èá Þôáí

Γ(x; y) ↔ ∃¸(x = ¸ ∧ ∀˛ > ¸(f_˛(¸) = y)) ∨ (¬∃¸(x = ¸) ∧ y = ∅))

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ∀x∃!yΓ(x; y), åðåéäÞ ∀˛; ˛^′ > ¸; f_˛(¸) = f_˛′ (¸). ćñá Γ åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç, čç Γ åSSíáé ç ‘Ýíùóç’ üëùí ôùí f_˛ď. Åê êáôáóêåõÞò, Γ Ýœåé ôéò áðáéôïýìåíåò éäéüôçôåò äçëáäÞ

Γ(¸) = f_{¸+1}(¸) = Ψ(f_{¸+1} ↾ ¸) = Ψ(Γ ↾ ¸)

ÌÝíåé íá áðïäåSSîïõìå üôé Γ ïñSSæåôáé ìïíáäéêÜ óôïõò äéáôáêôéêïýò. Áò õðïèÝóïõìå üôé üœé. ÿóôù üôé õðÜñœåé êÜðïéá Üëëç ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç

Γ^′ þóôå Γ^′ (¸) ≠ Γ(¸) ãéá êÜðïéï ¸. ÐáSSñíïõìå ôï åëÜœéóôï ôÝôïéï ¸ Ýóôù ˛. Ôüôå Γ^′ (˛) = Ψ(Γ^′ ↾ ˛) = Ψ(Γ ↾ ˛) = Γ(˛); Üôïðï

Ðüñéóìá 7.3 (ÁíáäñïìÞ ìÝœñé Ýíá äïèÝíôá äéáôáêôéêü) Áí Ψ ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç êáé b óýíïëï ôüôå õðÜñœåé ìSSá ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç f ìå ðåäSSï ïñéóìïý Ýíá äïèÝíôá äéáôáêôéêü ‹ þóôå

f(0) = b f(¸) = Ψ(f ↾ ¸) ãéá êÜèå ¸ ìå 0 < ¸ < ‹

Áðüäåéîç: Ï ðåñéïñéóìüò ôçò Γ, ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò, óôïí ‹ åSSíáé óõíÜñôçóç, áðü áîSSùìá áíôéêáôÜóôáóçò.

ÐáñáôÞñçóç: Áí ‹ = ! ôüôå ðáSSñíïõìå áêñéâþò ôçí áíáäñïìÞ óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.

ÐáñÜäåéãìá: Ãéá äïèÝíôá ¸, ïñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç ¸+ þóôå íá éêáíïðïéåSS ôéò óõíèÞêåò

¸+ (0) =¸ ¸+ (˛^′ ) = ( ¸+ (˛))^′ ¸+ (‹) = ∪{ ¸+ (˛) | ˛ < ‹} Åäþ ç Ψ ìÝóù ôçò ïðïSSáò ïñSSæåôáé ç Γ = ¸+ åSSíáé ç åîÞò:

Ψ(x; y) ↔ (x åSSíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäSSï ïñéóìïý Ýíá åðüìåíï äéáôáêôéêü ˛^′ êáé ∃z(⟨˛; z⟩ ∈ x ∧ y = z^′)) ∨ (x åSSíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäSSï ïñéóìïý Ýíá ïñéáêü äéáôáêôéêü ‹ êáé y = ∪{z | ∃‚(⟨‚; z⟩ ∈ x)}) ∨ (x äåí åSSíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäSSï ïñéóìïý äéáôáêôéêü êáé y = ∅)

Ôüôå ¸+ (˛) = Ψ( ¸+ ↾ ˛); ∀˛ > 0.

Áí áíôSS ôïõ ¸+ (˛) ãñÜøïõìå ¸+˛ ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò Ýœåé ôç ìïñöÞ ¸ + 0 =¸ ¸ + ˛^′ = (¸ + ˛)^′ ¸ + – = sup{¸ + — | — < –} Ôï ¸ + ˛ ïñSSæåé ôçí ðñüóèåóç ôùí äéáôáêôéêþí.

Ìðïñïýìå íá ãñÜöïõìå ôÝôïéïõò áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò êáé íá åSSìáóôå âÝâáéïé üôé ç ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Þ ç óõíÜñôçóç ðïõ åéóÜãåôáé ìÝóù áõôïý ôïõ ïñéóìïý õðÜñœåé. Ôçí ýðáñîç ìáò ôçí åîáóöáëSSæåé ôï èåþñçìá ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò áíáäñïìÞò êáé ôï ðüñéóìÜ ôïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ¸ · ˛ ôùí äéáôáêôéêþí ùò áêïëïýèùò. Ãéá äéáôáêôéêü ¸ ãñÜöïõìå ôçí áíáäñïìéêÞ óœÝóç

¸ · 0 =¸ ¸ · (˛ + 1) = (¸ · ˛) +¸ ¸ · – = sup{¸ · — | — < –} Áðü èåþñçìá áíáäñïìÞò îÝñïõìå üôé ç ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Γ ðïõ äSSíåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü (äçë. ç Γ þóôå ãéá êÜèå ˛, Γ(˛) åSSíáé ôï ¸ · ˛) õðÜñœåé êáé ïñSSæåôáé ìïíïóÞìáíôá.

ÐáñáäåSSãìáôá

1. Ãéá ïðïéïõóäÞðïôå äéáôáêôéêïýò ¸; ˛; ‚ éóœýåé (¸+˛)+‚ = ¸+(˛+‚).

Áðüäåéîç: Ãéá íá áðïäåSSîïõìå éäéüôçôåò ðïõ áíáöÝñïíôáé óå áíôéêåSSìåíá ðïõ Ýœïõí ïñéóôåSS ìå áíáäñïìÞ œñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò (õðåñðåðåñáóìÝíç) åðáãùãÞ. Èá äïõëÝøïõìå ëïéðüí ìå åðáãùãÞ óôïí äéáôáêôéêü ‚. Ãéá íá áðïäåSSîïõìå üôé ç éäéüôçôá éóœýåé ãéá üëá ôá ‚ áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå ôï åðáãùãéêü âÞìá äçë. íá áðïäåSSîïõìå üôé ìå âÜóç ôçí õðüèåóç üôé ç éäéüôçôá éóœýåé ãéá üëá ôá ìéêñüôåñá ôïõ ‚ åðÜãåôáé üôé ç éäéüôçôá éóœýåé êáé ãéá ôï ‚. Êáé åðåéäÞ ôï (êÜèå) ‚ åSSíáé åSSôå 0 åSSôå åðüìåíïò åSSôå ïñéáêüò ìðïñïýìå íá äïõëÝøïõìå ìå ðåñéðôþóåéò:

1. Áí ‚ = 0; (¸ + ˛) + 0 = ¸ + ˛ = ¸ + (˛ + 0).

2. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ýœïõìå ôïí åðüìåíï äéáôáêôéêü ‚^′ êáé üôé ç éäéüôçôá éóœýåé ãéá üëá ôá ˛ < ‚^′ . Ôüôå

(¸+˛)+‚^′ = ((¸+˛)+‚)^′ = (¸+(˛+‚))^′ = ¸+(˛+‚)^′ = ¸+(˛+‚^′ ):

3. ÔÝëïò, õðïèÝôïõìå üôé ç éäéüôçôá åSSíáé áëçèÞò ãéá üëá ôá ˛ < ‚, üðïõ ‚ åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò. Ôüôå (¸ + ˛) + ‚ = sup{(¸ + ˛) + ‹ | ‹ < ‚} = sup{¸ + (˛ + ‹) | ‹ < ‚} = ¸ + sup{˛ + ‹ | ‹ < ‚} = ¸ + (˛ + ‚).

2. Ãéá ¸; ˛ ∈ !; ¸ + ˛ = ˛ + ¸.

Áðüäåéîç: Ðñþôá áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ üôé ãéá êÜèå ‚ ∈ !

0 + ‚ = ‚ êáé 1 + ‚ = ‚^′

Ãéá ôï ðñþôï: 0 + 0 = 0 êáé áí 0 + ‚ = ‚ ôüôå 0 + ‚^′ = (0 + ‚)^′ = ‚^′ Üñá áëçèÝò ∀‚ ∈ !.

Ãéá ôï äåýôåñï: 1 + 0 = 1 = 0^′ Áí 1 + ‚ = ‚^′ ôüôå 1 + ‚^′ = (1 + ‚)^′ = ‚^{′′} Üñá áëçèÝò ãéá üëá ôá ‚ ∈ !. Ôþñá ãéá íá áðïäåSSîïõìå ¸ + ˛ = ˛ + ¸ ãéá ¸; ˛ ∈ ! äïõëåýïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ˛. Ýœïõìå ¸ + 0 = ¸ = 0 + ¸ üðùò Ýœåé áðïäåéœôåSS. Áí ¸ + ˛ = ˛ + ¸ ôüôå

¸ + ˛^′ = (¸ + ˛)^′ = (˛ + ¸)^′ = ˛ + ¸^′ = ˛ + (1 + ¸) = (˛ + 1) + ¸ = ˛^′ +¸

üðïõ ç ðñïðñïôåëåõôáSSá éóüôçôá âãáSSíåé áðü ôï ðñþôï ìÝñïò êáé ç ðñïôåëåõôáSSá áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá.

8 ÁñœÞ ôçò êáëÞò äéÜôáîçò

Ïñéóìüò 8.1 Ôï óýíïëï A ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS êáëþò åÜí õðÜñœåé R ⊆ A × A Ýôóé þóôå ⟨A; R⟩ åSSíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç R äéáôÜóóåé êáëþò ôï A Þ üôé åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A.

Èåþñçìá 8.2 Ôï óýíïëï A ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS êáëþò åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñœåé äéáôáêôéêüò ¸ þóôå A ∼ ¸. (äçëáäÞ A = ¸ )

Áðüäåéîç: ÿóôù f : A ↣↠ ¸. ÏñSSæïõìå R = {⟨x; y⟩ | x; y ∈ A & f(x) ≤ f(y)}.

ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù ⟨A; R⟩ êáëÞ äéÜôáîç. Ôüôå áð’ ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôùí äéáôáêôéêþí õðÜñœåé äéáôáêôéêüò ¸ þóôå ⟨A; R⟩ ∼= ⟨¸; ≤⟩ êáé êáôÜ ìåSSæïíá ëüãï A ∼ ¸.

Èåþñçìá 8.3 (ÁñœÞ ôçò êáëÞò äéÜôáîçò, Zermelo) (AC) ÊÜèå óýíïëï ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS êáëþò.

Áðüäåéîç:ÿóôù A óýíïëï.

Ç éäÝá ôçò áðüäåéîçò åSSíáé íá ïñSSóïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ óôïõò äéáôáêôéêïýò ðïõ íá åðéëÝãåé äéáäïœéêÜ óôïéœåSSá ôïõ A Ýùò üôïõ ôï A åîáíôëçèåSS.

ÿóôù b óýíïëï ðïõ äåí áíÞêåé óôï A (b =∈ A). Áðü áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò õðÜñœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f óôï A äçë. ∃f þóôå ãéá B ⊆ A êáé B ≠ ∅, f(B) ∈ B. ÅðåêôåSSíïõìå ôçí f óå üëï ôï P(A) èÝôïíôáò f^∗ = f ∪ {⟨∅; b⟩}, äçë. f^∗(∅) = b.

ÏñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ ìå Ψ(0) = f^∗(A) Ψ(¸) = f^∗(A \ {Ψ(˛) | ˛ < ¸}) Áð’ ôï èåþñçìá ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò áíáäñïìÞò õðÜñœåé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ ìå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò.

ÐáñáôçñÞóåéò:

1. Ç Ψ äåí ìðïñåSS íá áíôéóôïéœÞóåé äýï äéáôáêôéêïýò óôï SSäéï óôïéœåSSï ôïõ A. Äéüôé Ýóôù Ψ(¸) = Ψ(¸^′) = a ∈ A êáé ¸ < ¸^′. ÿœïõìå Ψ(¸^′) = f^∗(A \ {Ψ(˛) | ˛ < ¸^′}) êáé åðåéäÞ Ψ(¸^′) ≠ b ðñÝðåé íá Ýœïõìå a(= Ψ(¸^′ )) ∈ A \ {Ψ(˛) | ˛ < ¸^′} (áäýíáôïí). [Äéüôé ìÝóù ôçò f^∗ óå êÜèå čóôÜäéïď ¸ åðéëÝãåôáé Ýíá Ψ(¸) ðïõ äåí áíÞêåé óôï óýíïëï {Ψ(˛)|˛ < ¸} äçë. óôï óýíïëï ôùí ðñïçãçèåéóþí ôéìþí ôçò Ψ.]

2. Ãéá êÜðïéï ¸ ðñÝðåé íá Ýœïõìå Ψ(¸) = b. ÿóôù üœé. Ôüôå áðü ôçí ðñþôç ðáñáôÞñçóç Ψ èá áíôéóôïéœïýóå üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò ìå áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïéœSSá åðSS êÜðïéïõ õðïóõíüëïõ A^′ ôïõ A. ÈåùñåSSóôå ôþñá ôçí Ψ^{−1} (ðïõ ïñSSæåôáé áðü Ψ^{−1}(x; y) ↔ Ψ(y; x)). Ôüôå ç Ψ^{−1} åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç åðSS ôïõ A^′ ìå ðåäSSï ôéìþí üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò. Áõôü èá åSSœå ùò áðïôÝëåóìá ç êëÜóç ôùí äéáôáêôéêþí íá åSSíáé óýíïëï (áðü áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò).

ÿóôù ôþñá ¸ ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò þóôå Ψ(¸) = b. Ôüôå Ψ ↾ ¸ åSSíáé áðåéêüíéóç áðü ôï ¸ óôï A. Áðü ðáñáôÞñçóç 1. Ψ ↾ ¸ åSSíáé 1-1. ÁëëÜ Ψ ↾¸ åSSíáé êáé åðSS. Äéüôé åðåéäÞ Ψ(¸) = f^∗(A \ {Ψ(˛) | ˛ < ¸}) = b Ýœïõìå üôé A \ {Ψ(˛) | ˛ < ¸} = ∅ ⇒ A ⊆ {Ψ(˛) | ˛ < ¸} ⇒ {Ψ(˛) | ˛ < ¸} = A.

Áñá ôåëéêÜ Ψ ↾ ¸ : ¸ ↣↠ A.

O Zermelo áðïäåéêíýïíôáò üôé êÜèå óýíïëï ìðïñåSS íá äéáôáœèåSS êáëþò, Ýëõóå êáé ôï ðñüâëçìá ôçò óõãêñéóéìüôçôáò ôùí ðëçèáñSSèìùí.

Ðüñéóìá 8.4 (AC) ÊÜèå óýíïëá A êáé B Ýœïõí óõãêñSSóéìç ðëçèéêüôçôá äçë. A ⪯ B Þ B ⪯ A.

Áðüäåéîç: Åóôù A êáé B óýíïëá. Ôüôå áðü ôçí áñœÞ ôçò êáëÞò äéÜôáîçò õðÜñœïõí äéáôáêôéêïSS ¸ êáé ˛ þóôå A ∼ ¸ êáé B ∼ ˛. ÁëëÜ ¸ ≤ ˛ Þ ˛ ≤¸ Üñá åSSôå ∃f : A ↣ B Þ ∃g : B ↣ A.

Ðüñéóìá 8.5 Ç áñœÞ ôçò êáëÞò äéÜôáîçò åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò.

Áðüäåéîç: Åóôù A ïðïéïäÞðïôå óýíïëï êáé Ýóôù R ⊆ A × A ìSSá êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A. Ôüôå ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f óôï A ìå f(X) = čôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ X ùò ðñïò ôç äéÜôáîç Rď [f(X) ïñSSæåôáé ãéá êÜèå X ∈ P(A) \ {∅}].

Ôï áíôSSóôñïöï åSSíáé ôï Èåþñçìá 8.3 ôïõ Zermelo.

ÅöáñìïãÝò ôïõ áîéþìáôïò ôçò åðéëïãÞò

Ïñéóìüò 8.6 Åóôù ⟨A; ≤⟩ ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò. Åíá óýíïëï X ⊆ A åSSíáé áëõóSSäá áí ôá ìÝëç ôïõ X åSSíáé óõãêñSSóéìá áíÜ äýï äçë. ∀x; y ∈ X(x ≤ y ∨ y ≤ x)

Åíá óôïéœåSSï a ∈ A åSSíáé Üíù öñÜãìá ãéá ôï õðïóýíïëï X ôïõ A åÜí ∀x(x ∈ X → x ≤ a).

ËÝìå üôé ôï X Ýœåé Üíù öñÜãìá áí õðÜñœåé a ðïõ íá åSSíáé Üíù öñÜãìá ãéá ôï X.

ÿíá óôïéœåSSï a ∈ A ëÝãåôáé ìåãéóôéêü áí äåí õðÜñœåé x ∈ A þóôå a < x.

ÐáñáôçñÞóåéò: 1. ÿíá Üíù öñÜãìá ôïõ õðïóõíüëïõ X ìðïñåSS íá áíÞêåé Þ ìðïñåSS íá ìçí áíÞêåé óôï X.

2. ÃåíéêÜ ìðïñåSS íá õðÜñœïõí ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò ìåãéóôéêÜ óôïéœåSSá ôïõ A ð.œ. A = {x; y; z; z^′} êáé <= {⟨x; z⟩; ⟨x; z^′⟩; ⟨y; z⟩; ⟨y; z^′⟩}.

Èåþñçìá 8.7 (ëÞììá ôïõ Zorn) (AC) Áí êÜèå áëõóSSäá, óå êÜðïéï äéáôåôáãìÝíï œþñï A, Ýœåé Üíù öñÜãìá ôüôå ï A Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïéœåSSï.

Áðüäåéîç: ÿóôù ⟨A; ≤⟩ Ýœåé ôéò éäéüôçôåò ôïõ ëÞììáôïò (A ≠ ∅). Áðü AC Ýóôù f óõíÜñôçóç åðéëïãÞò óôï A. ĳðùò óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Zermelo f^∗ = f ∪ {⟨∅; b⟩}. ÏñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ óôïõò äéáôáêôéêïýò

Ψ(0) = f^∗(A)

Ψ(¸) = f^∗{x | x ∈ A ∧ ∀˛(˛ < ¸ → Ψ(˛) < x)}

= f^∗(óýíïëï ôùí áõóôçñþí Üíù öñáãìÜôùí ôïõ óõíüëïõ ôùí ðñïçãïõìÝíùò åðéëåœèÝíôùí)

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Ψ, 1. áí Ψ(¸) = Ψ(¸^′) ∈ A ôüôå ¸ = ¸^′ 2. Ãéá êÜðïéï ¸; Ψ(¸) = b ÁðïäåSSîåéò ãéá 1. Áí ¸ < ¸^′ ôüôå Ψ(¸^′) = êÜðïéï x þóôå ¸ < ¸^′ → Ψ(¸) < x. ãéá 2. Áí äåí õðÜñœåé ôÝôïéï ¸ ôüôå ç Ψ^{−1} ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç èá Ýäéíå áðü áîSSùìá áíôéêáôÜóôáóçò üôé ç êëÜóç ôùí äéáôáêôéêþí åSSíáé óýíïëï.

ÿóôù ¸ ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò ìå Ψ(¸) = b. Ôüôå áðü 1. Ψ ↾ ¸ åSSíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï ¸ óôï A. ÅðSSóçò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Ψ ãéá êÜèå ˛; ˛^′ < ¸ éóœýåé ç

3. ˛^′ < ˛ → Ψ(˛^′) < Ψ(˛) ÓõíÜãåôáé üôé ¸ äåí åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò. Äéüôé {Ψ(˛) | ˛ < ¸} åSSíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôï ≤ (áðü 3.) ćñá Ýœåé Üíù öñÜãìá a ∈ A. ÅÜí ¸ Þôáí ïñéáêüò äéáôáêôéêüò ôüôå èá åSSœáìå a =∈ {Ψ(˛) | ˛ < ¸} üèåí a ∈ {x | x ∈ A ∧ ∀˛(˛ < ¸ → Ψ(˛) < x)} êáé Ýôóé ôï óýíïëï áõôü èá Þôáí ≠ ∅. ćñá Ψ(¸) ≠ b (áôïðï). ćñá ¸ åSSíáé åðüìåíïò Ýóôù ¸ = ¸^′ + 1. Ôüôå ôï Ψ(¸^′ ) åSSíáé ìåãéóôéêü óôïéœåSSï. Äéüôé {x | x ∈ A ∧ ∀˛(˛ < ¸ → Ψ(˛) < x)} = ∅ êáé Üñá {x | x ∈ A ∧ Ψ(¸^′ ) < x} = ∅. ćñá Ψ(¸^′ ) åSSíáé ìåãéóôéêü.

Èåþñçìá 8.8 (AC) ÊÜèå äéáíõóìáôéêüò œþñïò Ýœåé âÜóç.

[Ðéï óõãêåêñéìÝíá âÜóç Hamel äçë. Ýíá óýíïëï X ôï ïðïSSï åSSíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï êáé ãéá ôï ïðïSSï êÜèå óôïéœåSSï ôïõ œþñïõ ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïéœåSSùí ôïõ X.]

Áðüäåéîç: ÿóôù V åSSíáé äéáíõóìáôéêüò œþñïò ðÜíù óôï óþìá F . Åíá õðïóýíïëï X ôïõ V ëÝãåôáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï áí ãéá ïðïéáäÞðïôå x_1; : : : ; x_n ∈ X êáé q_1; : : : ; q_n ∈ F ôï q_1 · x_1 + · · · + q_n · x_n = 0 óõíåðÜãåôáé q_1 = q_2 = · · · = q_n = 0.

ÿóôù Σ ôï óýíïëï üëùí ôùí ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí õðïóõíüëùí ôïõ V . Ç äéÜôáîç ⟨Σ; ⊆⟩ åSSíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç. ÿóôù ôþñá S ⊆ Σ åSSíáé ìSSá áëõóSSäá äçë. ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ. Èåùñïýìå ôï ∪S. Ôï ∪S åSSíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï óýíïëï äéüôé áí x_1; : : : ; x_n ∈ ∪S ôüôå x_1 ∈ X_1; : : : ; x_n ∈ X_n ãéá êÜðïéá X_1; : : : ; X_n ∈ S. ÅðåéäÞ {X_1; : : : ; X_n} ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï ìå ôï ⊆ ãéá êÜðïéï i Ýœïõìå üôé x_1; : : : ; x_n ∈ X_i 1 ≤ i ≤ n. Áñá {x_1; : : : ; x_n} åSSíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï åðåéäÞ ôÝôïéï åSSíáé êáé ôï X_i. ćñá ôï ∪S åSSíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï. ćñá ∪S ∈ Σ êáé Ýôóé åSSíáé Üíù öñÜãìá ãéá ôï Σ. ćñá áðü ëÞììá ôïõ Zorn õðÜñœåé ìåãéóôéêü óôïéœåSSï ôïõ Σ Ýóôù B ⊆ V . Ôüôå åðåéäÞ B åSSíáé ìåãéóôéêü ôï B åSSíáé âÜóç. (Áóêçóç: äåSSîôå üôé ôï B åSSíáé âÜóç).

Ôï ðñüâëçìá ôïõ Cauchy

ÏíïìÜæïõìå ìSSá óõíÜñôçóç f : R → R áèñïéóôéêÞ áí f(x + y) = f(x) + f(y); ∀x; y ∈ R.

Åñþôçóç: ÕðÜñœåé áèñïéóôéêÞ f þóôå f äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò f(x) = –x; ÐáñáôÞñçóç ôïõ Cauchy: ÅÜí õðÜñœåé ôÝôïéá f ôüôå åSSíáé áóõíåœÞò. Áðüäåéîç: Ðñïöáíþò f(0) = 0 [åðåéäÞ f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)]. ÈÝôïõìå f(1) = –. Ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N; f(n) = f(1 + · · · + 1) = f(1) + f(1) + · · · + f(1) = n–

ÏìïSSùò ðáSSñíïõìå üôé f(^n_m ) = –^n_m åðåéäÞ f(^{mn}_m ) = f(^n_m + · · · +^n_m ) = f(^n_m ) + · · · + f(^n_m ) = mf(^n_m ) = f(n) = n– Üñá f(^n_m ) = (^n_m )–.

Áñá ãéá x ∈ Q^+ → f(x) = –x ãéá x ∈ Q^+ f(0) = f(x + (−x)) = f(x) + f(−x) ⇒ f(−x) = −f(x) Üñá f(−x) = −–x = –(−x)

Üñá ∀x ∈ Q f(x) = –x ÿóôù ôþñá f åSSíáé óõíåœÞò êáé x ∈ R. ÅÜí q_1; q_2; : : : áêïëïõèSSá ñçôþí þóôå lim_{i→∞} q_i = x ôüôå f(x) = lim_{i→∞} f(q_i) = lim_{i→∞} –q_i = – lim_{i→∞} q_i = –x äçë. f(x) = –x.

Èåþñçìá 8.9 (AC, Hamel) ÕðÜñœåé áèñïéóôéêÞ f : R → R ç ïðïSSá äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò f(x) = –x.

Áðüäåéîç: Èåùñïýìå ôï R ùò Ýíá äéáíõóìáôéêü œþñï åðSS ôïõ Q. Áðü èåþñçìá 8.8 õðÜñœåé âÜóç Hamel B ôïõ R åðSS ôïõ Q. ÊÜèå óôïéœåSSï x ∈ R Ýœåé ìïíáäéêç áíáðáñÜóôáóç

(∗) x = q_1b_1 + · · · + q_nb_n ìå b_1; : : : ; b_n ∈ B êáé q_1; : : : ; q_n ∈ Q \ {0} ÿóôù b êÜðïéï åðéëåãìÝíï óôïéœåSSï ôïõ B. ÏñSSæïõìå f ìå f(x) = ðáñÜãùí ôïõ b óôçí áíáðáñÜóôáóç (∗) üðïõ ï ðáñÜãùí éóïýôáé ìå 0 áí b äåí åìöáíSSæåôáé óôçí áíáðáñÜóôáóç.

Ðñïöáíþò f åSSíáé áèñïéóôéêÞ. Êáé f äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò –x åðåéäÞ ç f ðáSSñíåé ìüíïí ñçôÝò ôéìÝò. (äåí ìðïñåSS ìSSá óõíÜñôçóç íá åSSíáé ôçò ìïñöÞò f(x) = –x êáé íá ðáSSñíåé ìüíïí ñçôÝò ôéìÝò.)

Áðü èåþñçìá 8.9 ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå üôé õðÜñœåé óõíÜñôçóç g : R → R ðïõ åSSíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ êáé ðïõ äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò g(x) = |x|^–.

ÐáSSñíïõìå g(x) = e^{f(log |x|)}.

Äåí õðÜñœåé f : R → R ðïõ íá åSSíáé êáé áèñïéóôéêÞ êáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ (ðëçí ôçò ôáõôïôéêÞò). ÁëëÜ éóœýåé (Segre, 1947): ÕðÜñœåé f : C → C þóôå f åSSíáé êáé áèñïéóôéêÞ êáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ.

ËÞììá 8.10 (Hartogs) Ãéá êÜèå óýíïëï A õðÜñœåé äéáôáêôéêüò ˛ Ýôóé þóôå äåí õðÜñœåé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï ˛ óôï A,(¬∃f : ˛ ↣ A).

Áðüäåéîç: (áí õðïèÝóïõìå ôï AC åSSíáé ôåôñéìÝíï. Áðü áñœÞ ôçò êáëÞò äéÜôáîçò ∃˛ ∼ P(A) ).

Èá ôï áðïäåSSîïõìå œùñSSò ôç œñÞóç ôïõ áîéþìáôïò ôçò åðéëïãÞò. ÿóôù Σ = {R | R åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç åíüò õðïóõíüëïõ ôïõ A}. Ôï Σ åSSíáé õðïóýíïëï ôïõ P(A × A) Üñá åSSíáé óýíïëï. ÏñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ óôï Σ ùò áêïëïýèùò:

Ψ(R) = ï ìïíáäéêüò äéáôáêôéêüò ¸ þóôå ⟨dom(R); R⟩ ∼= ⟨¸; ≤⟩

ÅSSíáé êáëÜ ïñéóìÝíç åðåéäÞ óå êÜèå êáëÞ äéÜôáîç áíôéóôïéœåSS Ýíáò ìïíáäéêüò äéáôáêôéêüò éóïìïñöéêüò ìå áõôÞí. Áðü ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ç óõëëïãÞ ôùí åéêüíùí ôïõ Ψ óôï domain Σ åSSíáé óýíïëï. ćñá ôï ðåäSSï ôéìþí äåí ìðïñåSS íá ðåñéëáìâÜíåé üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò (ãéáôSS;). ÿóôù ˛ ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò ðïõ äåí âñSSóêåôáé óôï ðåäSSï ôéìþí ôçò Ψ. Ôüôå äåí õðÜñœåé ìïíïìïñöéóìüò ˛ ↣ B. Äéüôé áí õðÞñœå èá õðÞñœå áíôéóôïéœSSá f : ˛ ↣↠ B ãéá êÜðïéï B ⊆ A. ÁëëÜ Ýíá ôÝôïéï f åéóÜãåé ìéá êáëÞ äéÜôáîç R ôïõ B þóôå Ψ(R) = ˛, Üôïðï ëüãù åðéëïãÞò ôïõ ˛.

Èåþñçìá 8.11 AC ⇔ ÏðïéáäÞðïôå äýï óýíïëá Ýœïõí óõãêñSSóéìç ðëçèéêüôçôá.

Áðüäåéîç: ⇒: ÿœåé Þäç áðïäåéœèåSS.

⇐: ÿóôù A óýíïëï. Áðü èåþñçìá 8.10 ∃˛ þóôå ¬∃ ìïíïìïñöéóìüò áðü ˛ óôï A. Áðü õðüèåóç A ⪯ ˛ Þ ˛ ⪯ A. ÅðåéäÞ áðïêëåSSåôáé ôï äåýôåñï, Ýœïõìå A ⪯ ˛ äçë. ∃f : A → ˛.

ÏñSSæïõìå ãéá ∅ ≠ X ⊆ A; f(X) = f^{−1}(ôïõ åëÜœéóôïõ ¸ þóôå f(x) = ¸ ãéá êÜðïéï x ∈ X).

Ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò ìÝóá óôá ðëáSSóéá ôçò óõíïëïèåùñSSáò ZF åSSíáé éóïäýíáìï ìå êÜèå ìSSá áðü ôéò áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò. Áõôü óçìáSSíåé üôé áíôSS íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò óôçí ðïñåSSá ìéáò áðüäåéîçò ìðïñïýìå éóïäýíáìá íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ïðïéáäÞðïôå áðü áõôÝò ôéò ðñïôÜóåéò.

ÉóïäõíáìSSåò

1. ÁîSSùìá åðéëïãÞò 2. Óõãêñéóéìüôçôá ðëçèáñSSèìùí 3. ÁñœÞ êáëÞò äéÜôáîçò 4. ËÞììá ôïõ Zorn

ĳëá Ýœïõí áðïäåéœèåSS éóïäýíáìá åêôüò áðü ôï ëÞììá ôïõ Zorn. ÁñêåSS íá áðïäåSSîïõìå ïôé áðï ôï ëÞììá ôïõ Zorn óõíåðÜãåôáé ïðïéïäÞðïôå áðü ôá õðüëïéðá ôñSSá.

Èåþñçìá 8.12 ËÞììá ôïõ Zorn ⇒ Óõãêñéóéìüôçôá ðëçèáñSSèìùí.

Áðüäåéîç: Åóôù üôé ôï ëÞììá ôïõ Zorn éóœýåé êáé Ýóôù A êáé B óýíïëá. ÈÝëïõìå íá áðïäåSSîïõìå üôé A ⪯ B Þ B ⪯ A äçë. ∃f : A ↣ B Þ ∃f : B ↣ A.

ÿóôù D = {f | f åSSíáé 1-1 óõíÜñôçóç ìå dom(f) ⊆ A êáé Range(f) ⊆ B}. ÊÜèå f ∈ D åSSíáé óýíïëï æåõãþí. Ôï D åSSíáé ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôï ⊆. ÿóôù ôþñá K åSSíáé ìSSá áëõóSSäá óôï D. ÁñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé ôï D Ýœåé Üíù öñáãìá ãéá íá éêáíïðïéïýíôáé ïé ðñïõðïèÝóåéò ôïõ ëÞììáôïò ôïõ Zorn. ÐáSSñíïõìå ôï ∪K, ôï ïðïSSï åSSíáé Ýíá óýíïëï æåõãþí. ÐñÝðåé íá áðïäåSSîïõìå üôé ∪K ∈ D. Ýóôù ⟨x; y⟩; ⟨z; t⟩ ∈ ∪K. Ôüôå ∃f_1; f_2 ∈ K þóôå ⟨x; y⟩ ∈ f_1; ⟨z; t⟩ ∈ f_2.

ÅðåéäÞ K ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôï ⊆ èá Ýœïõìå f_1 ⊆ f_2 Þ f_2 ⊆ f_1, Ýóôù f_1 ⊆ f_2 äçë. ⟨x; y⟩; ⟨z; t⟩ ∈ f_2. Ôüôå

1. x ∈ A & y ∈ B 2. Áí x = z ôüôå y = t, åðåéäÞ f_2 åSSíáé óõíÜñôçóç 3. Áí y = t ôüôå x = z åðåéäÞ f_2 åSSíáé 1-1 ćñá áðü 2. ∪K åSSíáé óõíÜñôçóç, áðü 1. dom(∪K) ⊆ A êáé Range(∪K) ⊆ B, áðü 3. ∪K åSSíáé 1-1. ćñá ∪K ∈ D. ćñá áðü Zorn Ýóôù f åSSíáé ôï ìåãéóôéêü óôïéœåSSï ôïõ D ùò ðñïò ôçí ⊆.

ÕðÜñœïõí ôñåSSò ðåñéðôþóåéò:

Ðåñ1. dom(f) ⊂ A; Range(f) ⊂ B. Åóôù a ∈ A \ dom(f) êáé b ∈ B \ Range(f). Ôüôå f ⊂ f ∪ {⟨a; b⟩}, Üôïðï åðåéäÞ f ìåãéóôéêü.

Ðåñ2. dom(f) = A. Ôüôå f : A ↣ B Ðåñ3. Range(f) = B, ôüôå f^{−1} : B ↣ A.

ÓçìåSSùóç: ÅSSíáé ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò, êáé êáôÜ óõíÝðåéá êÜèå éóïäýíáìç ì’ áõôü ðñüôáóç, áëçèÝò; ÌÞðùò ìðïñïýìå íá ôï áðïäåSSîïõìå, üðùò óôçí áñœÞ ôùí óçìåéþóåùí áðïäåSSîáìå ôçí áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý, œñçóéìïðïéþíôáò ôá áîéþìáôá ZF; Ç áðÜíôçóç åSSíáé üôé äåí ìðïñïýìå íá ôï áðïäåSSîïõìå êáé íá áðïöáóSSóïõìå Ýôóé êáé ôï ðñüâëçìá ôçò áëÞèåéáò. Äéüôé Ýœåé áðïäåéœèåSS üôé:

• áí ç èåùñSSá ZF åSSíáé óõíåðÞò ôüôå ç èåùñSSá ZF+AC åSSíáé óõíåðÞò, êáé

• áí ç èåùñSSá ZF åSSíáé óõíåðÞò ôüôå ç èåùñSSá ZF+¬AC åSSíáé óõíåðÞò.

ÄçëáäÞ äåí ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå ïýôå ôï AC ïýôå ôçí áñíçóÞ ôïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï AC åSSíáé Ýíá ãíÞóéï áîSSùìá, ôï ïðïSSï ïé ìáèçìáôéêïSS ôï äÝœïíôáé ùò áëçèÝò ëüãù ôùí êáëþí óõíåðåéþí (ìåñéêÝò Ýœïõìå Þäç äåSS) ðïõ Ýœåé óôá ìáèçìáôéêÜ.

9 ÐëçèÜñéèìïé=ÁñœéêïSS äéáôáêôéêïSS

Ïñéóìüò 9.1 Áñœéêüò äéáôáêôéêüò Þ ðëçèÜñéèìïò åSSíáé êÜèå äéáôáêôéêüò¸ ôÝôïéïò þóôå ∀˛ < ¸; ˛ < ¸ (äçë. ˛ < ¸ → ˛ ≺ ¸)

ð.œ. ! åSSíáé ðëçèÜñéèìïò.

Éóœýåé (áðü ôï èåþñçìá ôïõ Hartogs): ∀¸∃˛ ¸ ≺ ˛.

(Äéüôé áí ¸ äéáôáêôéêüò, áðü Hartogs õðÜñœåé ˛ þóôå ¬(˛ ≼ ¸). Áñá äåí ìðïñïýìå íá Ýœïõìå ˛ ≤ ¸. ćñá ¸ < ˛ äçë. ¸ ≼ ˛ êáé åðåéäÞ ¬(˛ ≼ ¸) Ýœïõìå ôåëéêÜ ¸ ≺ ˛.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ∃¸ þóôå ! ≺ ¸. ÿóôù !_1 ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò¸ þóôå ! ≺ ¸. Óôç óõíÝœåéá !_2 ï åëÜœéóôïò ¸ þóôå !_1 ≺ ¸ ê.ï.ê.

Ðñüôáóç 9.2 ¸ < !_1 → ¸ ≺ !_1 (ïìïSSùò ¸ < !_2 → ¸ ≺ !_2 ê.ë.ð.)

Áðüäåéîç: ÿóôù ¸ < !_1. Áðü ïñéóìü ôïõ !_1 Ýœïõìå ¬(! ≺ ¸). ćñá ¸ ≼ ! Üñá áí !_1 ≼ ¸ ⇒ !_1 ≼ ! ⇒ ¬(! ≺ !_1) Üôïðï. Üñá ¬(!_1 ≼ ¸) Üñá ¸ ≺ !_1.

ÐáñáäåSSãìáôá

1. Áðü ðáñáðÜíù ðñüôáóç !_1 (êáé âÝâáéá !_2; !_3; : : :) åSSíáé ðëçèÜñéèìïé.

Ãåíéêþôåñá áí !_¸ åSSíáé ðëçèÜñéèìïò ôüôå !_{¸+1} = ï åëÜœéóôïò ˛ þóôå !_¸ ≺ ˛, åSSíáé ðëçèÜñéèìïò [ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò].

2. n ∈ ! ⇒ n åSSíáé ðëçèÜñéèìïò.

3. ! åSSíáé ðëçèÜñéèìïò.

Ðñüôáóç 9.3 Ïé Üðåéñïé ðëçèÜñéèìïé åSSíáé ïñéáêïSS äéáôáêôéêïSS

Áðüäåéîç: ÿóôù ˛ Üðåéñïò êáé ˛ = ¸^′. Èá äåSSîïõìå üôé ˛ äåí åSSíáé ðëçèéêüò.

ÅðåéäÞ ! ≤ ˛ & ! ïñéáêüò, ! < ˛ Üñá ! ≤ ¸. ÏñSSæïõìå g : ¸^′ → ¸ ìå g(¸) = 0 g(‚) = ‚^′ áí ‚ < ! g(‚) = ‚ áí ! ≤ ‚ <¸ g åSSíáé 1-1, Üñá ˛ = ¸^′ ≼ ¸, Üñá ¬(¸ ≺ ˛) êáé ˛ äåí åSSíáé ðëçèÜñéèìïò.

Ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ìSSá ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç ðïõ čêáôáãñÜöåéď üëïõò ôïõò ðëçèáñSSèìïõò äçë. áðü èåþñçìá õðåñðåðåñáóìÝíçò áíáäñïìÞò õðÜñœåé !_¸ þóôå

!_0 = !

!_{¸+1} = ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò ôïõ !_¸ !_¸ = sup{!_˛ | ˛ < ¸} áí ¸ ïñéáêüò

ÊÜèå ðëçèÜñéèìïò ¸ éóïýôáé ìå êÜðïéï !_˛ . ÄçëáäÞ ï ôåëåóôÞò !_¸ êáôáãñÜöåé üëïõò ôïõò ðëçèáñSSèìïõò.

ÓçìåSSùóç: Ôï !_¸ œñçóéìïðïéïýíôáí ðáëáéüôåñá, ðñéí ôáõôéóôïýí ïé čðëçèéêïSS áñéèìïSSď ìå ôïõò áñœéêïýò äéáôáêôéêïýò. Ôþñá áíôSS ôïõ !_¸ œñçóéìïðïéïýìå ôï ℵ_¸ äçë.

ℵ_0 = !

ℵ_{¸+1} = ï åðüìåíïò ðëçèéêüò ôïõ ℵ_¸ ℵ_¸ = sup{ℵ_˛ | ˛ < ¸}; áí ¸ åSSíáé ïñéáêüò

Åœïõìå ëïéðüí ôç óåéñÜ

ℵ_0; ℵ_1; ℵ_2; : : : ; ℵ_!; ℵ_{!+1}; : : : ; ℵ_{ℵ1} ; : : : ; ℵ_{ℵ2} ; : : : ; ℵ_{ℵℵ1} ; : : :

Áðü AC êÜèå ðëçèéêüò áñéèìüò óõíüëïõ A ôáõôSSæåôáé ìå êÜðïé ℵ_¸. Ôé ãSSíåôáé ìå ôï R; ÎÝñïõìå üôé ℵ_0 < R. Ðüóï åSSíáé ôï R = 2^{ℵ0} ; ÐñÝðåé ãéá êÜðïéï ¸ íá Ýœïõìå 2^{ℵ0} = ℵ_¸.

CH (Õðüèåóç ôïõ óõíåœïýò - Continuum Hypothesis): 2^{ℵ0} = ℵ_1 (Cantor).

Éóïäýíáìá: ¬∃ óýíïëï A ⊆ R þóôå ℵ_0 = N < A < R = 2^{ℵ0}

ÅSSíáé ç õðüèåóç ôïõ óõíåœïýò áëçèÞò; Ï Cantor õðÝèåóå ðùò íáé áëëÜ äåí ìðüñåóå íá ôçí áðïäåSSîåé. ÿêôïôå åSSœáìå ôá åîÞò áðïôåëÝóìáôá:

G-odel (1940): ZF óõíåðÞò ⇒ ZF+AC+CH óõíåðÞò. (ĳðïõ ZF åSSíáé ç áîéùìáôéêÞ èåùñSSá ôùí Zermelo-Fraenkel êáé ZF+AC+CH áí ó’áõôÞí ðñïóèÝóïõìå ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò AC êáé ôç õðüèåóç ôïõ óõíåœïýò CH).

ćñá åSSíáé áäýíáôï íá ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå ôçí ÜñíçóÞ ôçò. Åõåëðéóôïýìå ëïéðüí üôé ìðïñïýìå íá ôçí áðïäåSSîïõìå. ÁëëÜ

Cohen (1963): ZF óõíåðÞò ⇒ ZF+AC+¬CH óõíåðÞò. ( üðïõ ¬CH åSSíáé ç Üñíçóç ôçò õðïèÝóåùò ôïõ óõíåœïýò CH).

ćñá äåí ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå ôçí CH.

ÌÝíåé ëïéðüí áíïéœôü, ìå ðïéï áðü ôá ℵ_¸ ôáõôSSæåôáé ôï 2^{ℵ0} . Ìðïñïýìå íá áðïêëåSSóïõìå êÜðïéá; Èåþñçìá ôïõ K-onig ⇒ 2^{ℵ0} ≠ ℵ_!.

Èåþñçìá 9.4 (K-onig) (AC) ÿóôù < A_i >_{i∈I} êáé < B_i >_{i∈I} ïéêïãÝíåéåò, I ≠ ∅, Ýôóé þóôå ∀i ∈ I; A_i < B_i. Ôüôå ∪_{i∈I} A_i < ∏ i∈I B_i.

Áðüäåéîç: ÿóôù üœé. Áðü ôñéœïôïìSSá ∏ i∈I B_i ≤ ∪_{i∈I} A_i. ćñá áðü ðñïçãïýìåíï ëÞììá (âë. óçìåéþóåéò) ∃f : ∪_{i∈I} A_i ↠ ∏ i∈I B_i.

Ãéá êÜèå i ïñSSæïõìå f_i : A_i → B_i ìå f_i(a) = (f(a))_{(i)} [ äçëáäÞ ôï f(a) : I → ∪B_i êáé (f(a))_{(i)} åSSíáé ç ôéìÞ ôïõ f(a) óôï i.]

ÊáíÝíá f_i äåí ìðïñåSS íá åSSíáé åðéìïñöéóìüò (åðåéäÞ A_i < B_i).

ćñá c_i = {x | x ∈ B_i ∧x ≠ (f(a))_{(i)} ãéá êáííá a ∈ A_i} = B_i \f_i[A_i] ≠ ∅. ćñá ∏ i∈I c_i ≠ ∅ áðü AC.

ÁëëÜ áí h ∈ ∏ i∈I c_i öáíåñÜ Ýœïõìå h ∈ ∏ i∈I B_i. ÁëëÜ h äåí ìðïñåSS íá åSSíáé óôï range ôçò f åðåéäÞ a ∈ ∪_{i∈I} A_i ⇒ a ∈ A_i ãéá êðïéï i ⇒ (f(a))_{(i)} =∈ c_i ãéá êðïéï i ⇒ f(a) ≠ h. ćôïðï, åðåéäÞ f åðéìïñöéóìüò.

Ðüñéóìá 9.5 R äåí åSSíáé ôçò ìïñöÞò ∪_{i∈!}A_i, üôáí A_i < 2^{ℵ0} ãéá ∀i ∈ !.

Áðüäåéîç: ÈÝôïõìå B_i = R óôï èåþñçìá ôïõ K-onig. ÿœïõìå ôüôå áí A_i < 2^{ℵ0} (= R) áðü ëÞììá ôïõ K-onig.

∪_{i∈!}A_i < ∏ i∈! B_i =^!R = (2^{ℵ0} )^{ℵ0} = 2^{ℵ0} . ćñá ∪_{i∈!}A_i ≠ R.

Ðüñéóìá 9.6 2^{ℵ0} ≠ ℵ_!.

Áðüäåéîç: Áðü ïñéóìü ℵ_! = ∪_{i∈!}S_i.

áí ℵ_! = 2^{ℵ0} = ∪_{i∈!}S_i ôüôå åðåéäÞ S_i < ∪_{i∈!}S_i = ℵ_! Ýœïõìå S_i < ℵ_! = 2^{ℵ0} Üñá áðü ðüñéóìá ∪S_i ≠ 2^{ℵ0} , Üôïðï.