5 ÊáëÝò ÄéáôÜîåéò

Óõìâïëéóìüò

Áí ⟨A; R⟩ åSSíáé äïìÞ äéÜôáîçò (äéáôåôáãìÝíïò œþñïò) êáé B ⊆ A ôüôå R ↾ B óõìâïëSSæåé ôï R ∩ (B × B) äçë. ôïí ðåñéïñéóìü ôçò óœÝóçò R óôï B. Áí ⟨A; ≤⟩ åSSíáé ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò èá óõìâïëSSæïõìå ôï ⟨B; ≤↾ B⟩ ìå ⟨B; ≤⟩ (üôáí äåí õðÜñœåé áìöéâïëSSá ãéá ôï ôé åííïïýìå).

Ìå x < y èá óõìâïëSSæïõìå ôï x ≤ y ∧ x ≠ y.

Ïñéóìüò 5.1 ÿíáò ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò ⟨A; ≤⟩ éêáíïðïéåSS ôçí áñœÞ ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò (AÕÅ) åÜí ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ óõíèÞêç Φ Ýœïõìå üôé

∀a ∈ A{∀x ∈ A (x < a → Φ(x)) → Φ(a)} → ∀x ∈ A Φ(x)

Áíáëõôéêüôåñá áõôü óçìáSSíåé üôé, ãéá íá áðïäåSSîïõìå üôé ç óõíèÞêç Φ(x) éóœýåé ãéá üëá ôá x óôï A, áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé ãéá ôï ôõœüí a ∈ A, ç õðüèåóç üôé ç óõíèÞêç éóœýåé ãéá üëá ôá ìéêñüôåñá ôïõ a åðÜãåé ôçí éóœý ôçò óõíèÞêçò ãéá ôï a, äçë. áðü ôçí õðüèåóç ∀x ∈ A(x < a → Φ(x)) [ðïõ óçìáSSíåé üôé ç Φ éêáíïðïéåSSôáé áðü üëá ôá óôïéœåSSá ðïõ åSSíáé ìéêñüôåñá áðü a] ìðïñïýìå ëïãéêÜ íá óõìðåñÜíïõìå üôé Φ(a).

Ïñéóìüò 5.2 ÿíáò ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò < A; ≤> åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç Þ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò åÜí êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï B ⊆ A Ýœåé åëÜœéóôï óôïéœåSSï ùò ðñïò ôç äéÜôáîç ≤. [ÿíá óôïéœåSSï b ôïõ B åSSíáé åëÜœéóôï áí ∀x(x ∈ B → b ≤ x)]

(ÁÕ Å) ∀a ∈ A{∀x ∈ A(x < a → Φ(x)) → Φ(a)} → ∀x ∈ A Φ(x)

Áõôü åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï: Ãéá êÜèå óýíïëï B

∀a ∈ A{∀x ∈ A (x < a → x ∈ B) → a ∈ B} → A ⊆ B

(ÁñêåSS íá ÈÝóïõìå Φ(x) ↔ x ∈ B )

Èåþñçìá 5.3 ÅÜí ⟨A; ≤⟩ åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç ôüôå ç ÁÕÅ éêáíïðïéåSSôáé óôï ⟨A; ≤⟩. Áðüäåéîç:Áò õðïèÝóïõìå üôé äåí éóœýåé. Ôüôå éóœýåé ç õðüèåóç ôçò ÁÕÅ êáé äåí éóœýåé ôï óõìðÝñáóìÜ ôçò, äçë. ôï ∀x ∈ A Φ(x), ðñÜãìá ðïõ óçìáSSíåé üôé õðÜñœåé Ýíá y ∈ A ãéá ôï ïðïSSï ç Φ(y) äåí éóœýåé. Ôüôå ôï B = {y | y ∈ A ∧ ¬Φ(y)} ≠ ∅. ćñá B Ýœåé åëÜœéóôï óôïéœåSSï Ýóôù b ∈ B. Áöïý ôï b åSSíáé ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ãéá ôï ïðïSSï äåí éóœýåé ç Φ (åSSíáé ¬Φ(b)) Ýœïõìå üôé ∀x ∈ A (x < b → Φ(x)), äçëáäÞ ç óõíèÞêç éóœýåé ãéá üëá ôá ìéêñüôåñá ôïõ b. ÁëëÜ áðü ôçí õðüèåóç ôçò ÁÕÅ Ýœïõìå üôé ∀b ∈ A(∀x ∈ A(x < b → Φ(x)) → Φ(b)). ćñá ùò óõìðÝñáóìá éóœýåé üôé Φ(b), Üôïðï äéüôé Þäç Ýœïõìå üôé ¬Φ(b).

Ïñéóìüò 5.4 ÿóôù ⟨A; ≤⟩ êáé ⟨B; ≤^′⟩ äéáôÜîåéò. ÊÜèå óõíÜñôçóç f : A ↣↠ B ðïõ åSSíáé 1 − 1 êáé åðSS êáé ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé üôé

x ≤ y ↔ f(x) ≤^′ f(y)

ëÝãåôáé éóïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B. ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé áí f åSSíáé éóïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B ôüôå ç f^{−1} åSSíáé éóïìïñöéóìüò áðü ôï B óôï A. Áí ìåôáîý ôùí äéáôÜîåùí õðÜñœåé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ôüôå ëÝìå üôé ïé ⟨A; ≤⟩ êáé ⟨B; ≤^′⟩ (Þ ðéï áðëÜ ïé A êáé B) åSSíáé éóïìïñöéêÝò êáé ôï óõìâïëSSæïõìå ìå ⟨A; ≤⟩ ∼= ⟨B; ≤^′⟩.

ÐáñÜäåéãìá: ÿóôù ç äéÜôáîç ⟨R^+ ; ≤⟩ üðïõ ≤ åSSíáé ç óõíÞèçò äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò f; g; h ðïõ ïñSSæïíôáé áíôSSóôïéœá ìå f(x) = x, g(x) = x^2 êáé h(x) = e^x − 1 åSSíáé üëåò äéáöïñåôéêïSS éóïìïñöéóìïSS áðü ôï R^+ óôï R^+ . ÂëÝðïõìå üôé åSSíáé äõíáôüí íá Ýœïõìå ðïëëïýò éóïìïñöéóìïýò áðü ìéá äéÜôáîç óå ìéá Üëëç. Ç äéÜôáîç óôï R^+ äåí åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç. ÁíôéèÝôùò, ìåôáîý äýï êáëþí äéáôÜîåùí ìðïñåSS íá õðÜñœåé ìüíïí Ýíáò éóïìïñöéóìüò.

Èåþñçìá 5.5 ÿóôù ⟨A; ≤⟩ êáé ⟨B; ≤^′⟩ åSSíáé êáëÝò äéáôÜîåéò. Ôüôå õðÜñœåé ôï ðïëý Ýíáò éóïìïñöéóìüò f áðü ôï A óôï B, f : A ↣↠ B ∧ (x ≤ y ↔ f(x) ≤^′ f(y)).^9

Áðüäåéîç:ÿóôù üôé õðÜñœïõí äýï äéáöïñåôéêïSS éóïìïñöéóìïSS f êáé g áðü ôï A åðSS ôïõ B. Ôüôå, åðåéäÞ ç óýíèåóç éóïìïñöéóìþí åSSíáé éóïìïñöéóìüò èá Ýœïõìå üôé f^{−1} ∘ g åSSíáé éóïìïñöéóìüò áðü ôï A åðSS ôïõ åáõôïý ôïõ êáé f^{−1} ∘ g ≠ Id = ôáõôïôéêüò, åðåéäÞ f êáé g åSSíáé äéáöïñåôéêïSS.^{10} ćñá ãéá êÜðïéï x; f^{−1} ∘ g(x) ≠ x. ÿóôù a ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ A þóôå f^{−1} ∘ g(a) ≠ a. Áí f^{−1}∘g(a) = b < a ôüôå f^{−1}∘g(b) = b, åðåéäÞ x < a → f^{−1}∘g(x) = x. ćñá f^{−1} ∘g(a) = f^{−1} ∘g(b), áäýíáôï äéüôé ç f^{−1} ∘g åSSíáé 1{1. ćñá f^{−1} ∘g(a) > a, ïðüôå åðåéäÞ ç f^{−1} ∘ g óÝâåôáé ôç äéÜôáîç ôï a =∈ Rg(f^{−1} ∘ g), äçëáäÞ ç f^{−1} ∘ g äåí åSSíáé åðSS. (ćôïðï) ĳíôùò áí õðÞñœå b þóôå f^{−1} ∘ g(b) = a ôüôå f^{−1} ∘ g(a) > f^{−1} ∘ g(b) ïðüôå èá Þôáí a > b, áëëÜ ôüôå áðü ôçí åëáœéóôüôçôá ôïõ a èá Þôáí f^{−1} ∘ g(b) = b.

ÓçìåSSùóç: Áí f åSSíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò áðü ôï äéáôåôáãìÝíï A óôï äéáôåôáãìÝíï B ç f èá äéáôçñåSS ôçí äéÜôáîç < äçë. x < y → f(x) < f(y) åðåéäÞ áí f(x) = f(y) ëüãù ôïõ ìïíïìïñöéóìïý f èá åSSœáìå x = y.

Ðüñéóìá 5.6 Ìüíïí Ýíáò éóïìïñöéóìüò õðÜñœåé áðü ôçí êáëÞ äéÜôáîç ⟨A; ≤⟩ óôïí åáõôü ôçò.

9Áí ãéá f : ⟨A; R⟩ → ⟨A^′ ; R^′ ⟩ éóœýåé üôé xRy → f(x)R^′ f(y) ëÝìå üôé ç f äéáôçñåSS (Þ óÝâåôáé) ôçí óœÝóç R.

10Áí f^{−1} ∘g = Id ôüôå ∀x ∈ A; f^{−1} ∘g(x) = x Üñá f^{−1}(f(g(x))) = f(x) Üñá g(x) = f(x).

Ïñéóìüò 5.7 Áí ⟨A; ≤⟩ åSSíáé êáëÞ äéÜôáîç êáé a ∈ A ïñSSæïõìå A_a = {x | x ∈ A ∧ x < a}. Ôï A_a êáëåSSôáé áñœéêü ôìÞìá ôïõ A.

Èåþñçìá 5.8 Ìéá êáëÞ äéÜôáîç ⟨A; ≤⟩ äåí åSSíáé éóïìïñöéêÞ ìå êáíÝíá ⟨A_a; ≤⟩ ãéá ïðïéïäÞðïôå a ∈ A.

Áðüäåéîç:ÿóôù f : A ↣↠ A_a. ÅðåéäÞ f(a) < a Ýóôù b ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ A þóôå f(b) < b. ÅðåéäÞ f äéáôçñåSS ôç äéÜôáîç Ýœïõìå f(f(b)) < f(b) (Áôïðï äéüôé f(b) < b).

Èåþñçìá 5.9 ÊÜèå êáëÞ äéÜôáîç ⟨A; ≤⟩ åSSíáé éóïìïñöéêÞ ìå ôï ⟨B; ⊆⟩, üðïõ B = {A_a | a ∈ A}.

Áðüäåéîç:Ï éóïìïñöéóìüò ïñSSæåôáé ìå f(a) = A_a ãéá êÜèå a ∈ A. Åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé a ≤ a^′ ↔ A_a ⊆ A_a′ .

Èåþñçìá 5.10 ÿóôù ⟨A; ≤⟩ êáëÞ äéÜôáîç êáé a ∈ A. Ôüôå åSSôå ôï a åSSíáé ôï ìÝãéóôï óôïéœåSSï ôïõ A (ìïíáäéêü áðü ôç ãñáììéêüôçôá) Þ ôï a Ýœåé Ýíáí åðüìåíï b ∈ A äçë. a < b êáé äåí õðÜñœåé c þóôå a < c < b.

Áðüäåéîç:ÿóôù a äåí åSSíáé ôï ìÝãéóôï. Ôüôå ôï óýíïëï B = {x | a < x} ≠ ∅. ćñá Ýœåé åëÜœéóôï b. ÅSSíáé a < b. ÅðåéäÞ ôï b åSSíáé ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ B äåí åSSíáé äõíáôü íá Ýœïõìå a < c < b äéüôé ôüôå ôï c ∈ B êáé c ìéêñüôåñï áðü ôï åëÜœéóôï.

ÐáñáôÞñçóç: ÐïéÜ ìðïñåSS íá åSSíáé ç åéêüíá (ôïõ ôýðïõ) ìéáò êáëÞò äéÜôáîçò åíüò óõíüëïõ A; Êáô’ áñœÜò ôï SSäéï ôï A ùò õðïóýíïëï ôïõ A èá Ýœåé åëÜœéóôï óôïéœåSSï. ÄçëáäÞ ôï A Ýœåé åëÜœéóôï óôïéœåSSï. Óýìöùíá ìå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá (áí õðÜñœïõí óôï A êáé Üëëá óôïéœåSSá) áõôü èá Ýœåé Ýíá åðüìåíï ôï ïðïSSï èá Ýœåé Ýíá åðüìåíï ê.ï.ê. ÄçëáäÞ Ýíá áñœéêü ôìÞìá ôïõ A èá Ýœåé ôç ìïñöÞ •; •; •; •; · · ·. ÅÜí áõôÜ ôá óôïéœåSSá äåí åîáíôëïýí ôï A èá õðÜñœåé Ýíá óôïéœåSSï ôïõ A ìåãáëýôåñï áðü üëá áõôÜ, Üñá êáé Ýíá åëÜœéóôï ôÝôïéï óôïéœåSSï ⋄ þóôå íá ìçí ðáñåìâÜëëåôáé ôSSðïôá ìåôáîý ôùí • êáé ôïõ (ðñþôïõ) ⋄. ÂÝâáéá èá õðÜñœåé ðÜëé Ýíá åðüìåíü ôïõ ê.ï.ê. êáé ç äéáäéêáóSSá èá ìðïñåSS íá óõíåœéóôåSS åð’ Üðåéñïí. Èá Ýœïõìå ëïéðüí ôçí åîÞò åéêüíá: • • • • · · · ⋄ ⋄ ⋄ ⋄ · · · ∘ ∘ ∘ ∘ · · · ê.ï.ê. Ðüóï ìðïñåSS íá óõíåœéóôåSS áõôÞ ç äéáäéêáóSSá; Áñãüôåñá èá äïýìå ìå ðïéü ôñüðï ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå äéáôÜîåéò ìå ìÞêïò ðïëý ìåãáëýôåñï áðü áõôÞ.

ËÞììá 5.11 ÅÜí ⟨A; ≤⟩ êáé ⟨B; ≤^′⟩ êáëÝò äéáôÜîåéò ôüôå áõôÝò åSSíáé éóïìïñöéêÝò ôüôå êáé ìüíï ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò éóœýïõí

1. ∀x ∈ A õðÜñœåé y ∈ B þóôå A_x éóïìïñöéêü ìå ôï B_y

2. ∀y ∈ B õðÜñœåé x ∈ A þóôå B_y éóïìïñöéêü ìå ôï A_x

Áðüäåéîç:⇒: ÿóôù f éóïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B. Ôüôå áí x ∈ A ôï A_x èá åSSíáé éóïìïñöéêü ìå ôï B_{f(x)}. ÄçëáäÞ éóœýåé ç éäéüôçôá 1 áí ðÜñïõìå y = f(x). ÁíôSSóôñïöá éóœýåé ç 2 ðáSSñíïíôáò x = f^{−1}(y).

⇐:ÿóôù üôé éóœýïõí ïé éäéüôçôåò 1 êáé 2. ÏñSSæïõìå éóïìïñöéóìü f áðü ôï A óôï B ùò åîÞò: Ãéá êÜèå x ∈ A, f(x) åSSíáé ôï ìïíáäéêü y þóôå A_x éóïìïñöéêü ìå ôï B_y. Ç ýðáñîç åîáóöáëSSæåôáé áðü ôçí éäéüôçôá 1 êáé ç ìïíáäéêüôçôá áðü ôï èåþñçìá 5.8 äéüôé áí ôï A_x Þôáí éóïìïñöéêü ìå ôá B_y êáé B_z (Ýóôù y < z) ôüôå ôï B_y èá Þôáí áñœéêü ôìÞìá ôïõ B_z êáé B_z èá Þôáí éóüìïñöï ìå ôï B_y. (Üôïðï) [Óçìåéþóôå üôé äýï äïìÝò ðïõ åSSíáé éóïìïñöéêÝò ìå ìSSá ôñSSôç åSSíáé êáé ìåôáîý ôïõò éóïìïñöéêÝò.] Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ç f åSSíáé 1{1 êáé åðSS (áðü éäéüôçôá 2). ÄéáôçñåSS ôç äéÜôáîç äéüôé x < x^′ óõíåðÜãåôáé f(x) < f(x^′) äéüôé äéáöïñåôéêÜ ìå ôï SSäéï ùò Üíù óêåðôéêü èá ðáñáâéáæüôáí ôï èåþñçìá 5.8.

Èåþñçìá 5.12 [Óõãêñéóéìüôçôá ôùí êáëþí äéáôÜîåùí]

ÅÜí ⟨A; ≤⟩ êáé ⟨B; ≤^′⟩ êáëÝò äéáôÜîåéò ôüôå

• åSSôå A êáé B éóïìïñöéêÝò

• åSSôå A éóïìïñöéêÞ ìå áñœéêü ôìÞìá ôçò B

• åSSôå B éóïìïñöéêÞ ìå áñœéêü ôìÞìá ôïõ A

Áðüäåéîç:Áðü ôï èåþñçìá 5.8 Ýœïõìå üôé ìüíïí ìSSá áðü ôéò ôñåSSò éäéüôçôåò ìðïñåSS íá éóœýåé.

ÿóôù ôþñá üôé ïé A êáé B äåí åSSíáé éóïìïñöéêÝò. Ôüôå áðü ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ìSSá áðü ôéò äýï óõíèÞêåò äåí éêáíïðïéåSSôáé. ÿóôù äåí éêáíïðïéåSSôáé ç ðñþôç. Ôüôå èá ðñÝðåé íá õðÜñœåé x ∈ A þóôå ãéá üëá ôá y ∈ B ôï B_y äåí åSSíáé éóïìïñöéêü ìå ôï A_x. ÅðåéäÞ A êáëÞ äéÜôáîç ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôï x_0 íá åSSíáé ôï åëÜœéóôï ôÝôïéï x. ÄçëáäÞ

1. x < x_0 → A_x åSSíáé éóïìïñöéêü ìå êÜðïéï B_y (ãéá êÜðïéï y ∈ B).

2. ôï A_{x0} äåí åSSíáé éóïìïñöéêü ìå êáíÝíá B_y (ãéá ïðïéïäÞðïôå y ∈ B).

Éóœõñéæüìáóôå üôé A_{x0} åSSíáé éóïìïñöéêü ìå ôï B. Áðü ðñïçãïýìåíï èåþñçìá áñêåSS íá åîáóöáëSSóïõìå üôé

1. ∀x ∈ A_{x0} ∃y ∈ B þóôå (A_{x0} )_x éóïìïñöéêü ìå ôï B_x.

(Éóœýåé äéüôé x ∈ A_{x0} óçìáSSíåé x < x_0 êáé ó’áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç (A_{x0} )_x = A_x.

2. Ãéá êÜèå y ∈ B õðÜñœåé x ∈ A_{x0} þóôå (A_{x0} )_x éóïìïñöéêü ìå ôï B_y.

Êáé áõôü éóœýåé äéüôé áí äåí SSóœõå èá ìðïñïýóáìå íá ðÜñïõìå ôï ìéêñüôåñï y ãéá ôï ïðïSSï äåí éóœýåé, Ýóôù y_0. Ôüôå y < y_0 → ∃x < x_0 þóôå (A_{x0} )_x éóïìïñöéêü ìå ôï B_y êáé B_{y0} äåí åSSíáé éóïìïñöéêü ìå êáíÝíá A_x ãéá ïðïéïäÞðïôå x < x_0. ÁëëÜ ôüôå ãéá ôï A_{x0} êáé B_{y0} éóœýïõí êáé ïé äýï éäéüôçôåò ôïõ ëÞììáôïò 5.11 Üñá A_{x0} êáé B_{y0} éóïìïñöéêÜ ìåôáîý ôïõò ðñÜãìá ðïõ ðáñáâéÜæåé ôçí åðéëïãÞ ôïõ x_0.

ÓçìåSSùóç: ÌÝœñé ôþñá ôïõò ïñéóìïýò ôçò ìåñéêÞò äéÜôáîçò, ãñáììéêÞò êáé êáëÞò äéÜôáîçò ôïõò äþóáìå ãéá óœÝóåéò (ðïõ ôéò óõìâïëSSæáìå R, ≤, ⊆ ê.ë.ð.) ðïõ éêáíïðïéïýóáí ôçí xRx äçë. Þôáí áõôïðáèåSSò. ÅSSíáé œñÞóéìï íá äïýìå üôé ôïõò ïñéóìïýò ôùí SSäéùí åííïéþí ìðïñïýìå íá ôïõò äþóïõìå êáé ãéá óœÝóåéò ðïõ åSSíáé ìç áõôïðáèåSSò.

Ïñéóìüò 5.13 ÌSSá äéìåëÞò óœÝóç R óôï óýíïëï A åSSíáé áõóôçñÞ ìåñéêÞ äéÜôáîç áí éóœýïõí ãéá x; y; z ∈ A

1. ¬(xRx) |ìç áõôïðáèÞò

2. xRy ∧ yRz → xRz |ìåôáâáôéêÞ

Ìéá áõóôçñÞ ìåñéêÞ äéÜôáîç R åSSíáé êáé áíôéóõììåôñéêÞ äçë. éêáíïðïéåSS ôçí óœÝóç xRy → ¬(yRx), äéüôé áí xRy êáé yRx, áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá èá ðáSSñíáìå xRx, Üôïðï äéüôé ç R åSSíáé ìç áõôïðáèÞò.

Ç óœÝóç R åSSíáé (áõóôçñÞ) ãñáììéêÞ äéÜôáîç üôáí éóœýïõí:

1. R åSSíáé ìåôáâáôéêÞ

2. Áêñéâþò Ýíá áðü ôá x < y; y < x; x = y éóœýåé ãéá ïðïéáäÞðïôå x; y ∈ A. Ôüôå ç R èá åSSíáé êáé áõóôçñÞ ìåñéêÞ äéÜôáîç äéüôé åðåéäÞ x = x äåí ìðïñåSS íá Ýœïõìå xRx áöïý ìüíïí Ýíá áðü ôá x = x Þ xRx ìðïñåSS íá éóœýåé.

Ç áõóôçñÞ ãñáììéêÞ äéÜôáîç åSSíáé êáé êáëÞ äéÜôáîç áí, üðùò êáé óôïí Üëëï ïñéóìü, êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ ðåäSSïõ ôçò äéÜôáîçò Ýœåé åëÜœéóôï óôïéœåSSï.

ÐáñáôÞñçóç: Ïôáí Ýœïõìå ìSSá áõóôçñÞ äéÜôáîç, ð.œ. <, ôüôå ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí ≤ ùò x ≤ y ↔ x < y ∨ x = y êáé íá áðïêôÞóïõìå ôçí åðÝêôáóç ôçò < ðïõ åSSíáé áõôïðáèÞò êáé éêáíïðïéåSS üëåò ôéò éäéüôçôåò ôçò (áõôïðáèïýò) äéÜôáîçò. ÅðSSóçò êáé áíôSSóôñïöá áí Ýœïõìå ôçí ìç áõôïðáèÞ äéÜôáîç ≤ ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôï < ùò x < y ↔ x ≤ y ∧ x ≠ y êáé íá áðïêôÞóïõìå ôïí ìç áõôïðáèÞ ðåñéïñéóìü ôçò ≤ ðïõ âÝâáéá èá éêáíïðïéåSS üëåò ôéò éäéüôçôåò ôçò (ìç áõôïðáèïýò) äéÜôáîçò. ÄçëáäÞ ïé ≤ êáé < (ïìïSSùò ïé ⊆ êáé ⊂ ê.ë.ð.) åSSíáé ïé äýï üøåéò ôïõ éäSSïõ íïìSSóìáôïò. Óå ü,ôé áêïëïõèåSS üôáí ìSSá äéÜôáîç åSSíáé áõóôçñÞ, èá ôçí ïíïìÜæïõìå áðëÜ äéÜôáîç êáé èá ôçí óõìâïëSSæïõìå ìå <, ⊂, ê.ë.ð. ÄéáöïñåôéêÜ èá ãñÜöïõìå ≤, ⊆, ê.ë.ð. êáé èá åííïïýìå ôçí áõôïðáèÞ äéÜôáîç.

6 ÄéáôáêôéêïSS áñéèìïSS (Ordinal numbers)

Áíáæçôïýìå ìå ïìïéüìïñöï ôñüðï áíôéðñïóþðïõò ãéá üëåò ôéò êáëÝò äéáôÜîåéò.

Ïñéóìüò 6.1 1. Ôï óýíïëï A åSSíáé ìåôáâáôéêü åÜí ∀x(x ∈ A → x ⊆ A) (äçë. y ∈ x ∈ A → y ∈ A).

2. Ôï óýíïëï A åSSíáé äéáôáêôéêüò (áñéèìüò) áí ôï A åSSíáé ìåôáâáôéêü êáé ç äéÜôáîç ⟨A; ∈⟩ åSSíáé áõóôçñÞ êáëÞ äéÜôáîç.

Ç ìåôáâáôéêüôçôá ôïõ A ìðïñåSS éóïäýíáìá íá åêöñáóôåSS ìå ôç óœÝóç ∪A ⊆ A. ÐáñáäåSSãìáôá ìåôáâáôéêþí óõíüëùí åSSíáé ôá óýíïëá ∅, {∅}, {∅; {∅}}, {∅; {∅}; {∅; {∅}}}. Ôï óýíïëï {∅; {{∅}}} äåí åSSíáé ìåôáâáôéêü óý- íïëï äéüôé Ýœïõìå üôé {∅} ∈ {{∅}} ∈ {∅; {{∅}}} áëëÜ {∅} =∈ {∅; {{∅}}}. Áíáëõôéêþôåñá êáé éóïäýíáìá A åSSíáé äéáôáêôéêüò áí ãéá x; y; z ∈ A éóœýïõí:

Ä1 x ∈ y ∧ y ∈ z → x ∈ z (∈ ìåôáâáôéêÞ)

Ä2 Áêñéâþò Ýíá áðü ôá x ∈ y; x = y; y ∈ x éóœýåé (∈ ãñáììéêÞ)

Ä3 Áí ∅ ≠ B ⊆ A ôüôå ∃b ∈ B þóôå ∀x ∈ B; x =∈ b (ôï b åSSíáé ôï ∈-åëáœéóôü óôïéœåSSï ôïõ B) [éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ∃b ∈ B; b ∩ B = ∅] (∈ êáëÞ äéÜôáîç)

Ä4 x ∈ y ∧ y ∈ A → x ∈ A (A ìåôáâáôéêü)

ð.œ. ∅; {∅}; {∅; {∅}} åSSíáé äéáôáêôéêïSS.

Ç éóïäõíáìSSá ôïõ ïñéóìïý 6.1 êáé ôùí éäéïôÞôùí Ä1{Ä4 ìðïñåSS åýêïëá íá áðïäåéœèåSS. Óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ Ä3, ç óõíèÞêç b ∩ B = ∅ åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôï üôé ôï b åSSíáé ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ùò ðñïò ôç äéÜôáîç ∈ äéüôé áí õðÞñœå Ýíá ìéêñüôåñï ôïõ b, Ýóôù x, ùò ðñïò áõôÞ ôç äéÜôáîç èá åSSœáìå x ∈ B êáé x ∈ b (x ìéêñüôåñï ôïõ b) ïðüôå èá Þôáí b ∩ B ≠ ∅.

Óõìâïëéóìüò: Ôá ãñÜììáôá ¸; ˛; ‚; ‹; : : : óõìâïëSSæïõí äéáôáêôéêïýò. ÅðSSóçò ãñÜöïõìå x ∈ Ord êáé åííïïýìå x åSSíáé äéáôáêôéêüò. ÃñÜöïõìå åðSSóçò A ⊂ B üôáí A åSSíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ B äçëáäÞ üôáí A ⊆ B ∧ A ≠ B.

6.1 Éäéüôçôåò ôùí äéáôáêôéêþí

1. ∀¸; ¸ =∈¸

Áðüäåéîç: ÿóôù ¸ ∈ ¸. Ôüôå ∅ ≠ {¸} ⊆ ¸, Üñá áðü Ä3 äéáëÝãïõìå x ∈ {¸} þóôå x ∩ {¸} = ∅. ÁëëÜ x = ¸ Üñá ¸ ∈ x ∩ {¸} (Áôïðï).

2. x ∈ ¸ → x ⊂¸

Áðüäåéîç: ÿóôù x ∈ ¸. Áðü Ä4 x ⊆ ¸. Áí x = ¸ ôüôå ¸ ∈ ¸. ćñá x ⊂ ¸.

3. Áí x ∈ ¸ ôüôå x åSSíáé äéáôáêôéêüò.

Áðüäåéîç: ÐñÝðåé íá åëÝãîïõìå ôá Ä1-Ä4 ãéá ôï x. Åóôù b; c; d ∈ x. Ôüôå b; c; d ∈ ¸, áðü ìåôáâáôéêüôçôá. Áñá áêñéâþò Ýíá áðü ôá b ∈ c; c ∈ b; b = c éóœýåé êáé (b ∈ c & c ∈ d → b ∈ d). Áñá Ýœïõìå ôá Ä1 êáé Ä2. ÅÜí ∅ ≠ Y ⊆ x ôüôå Y ⊆ ¸ (åðåéäÞ x ⊆ ¸). Áñá õðÜñœåé e ∈ Y ôÝôïéï þóôå e ∩ Y = ∅. ćñá Ä3. ÔåëéêÜ ãéá ôï Ä4 Ýóôù e ∈ f; f ∈ x (èÝëïõìå e ∈ x). Áðü Ä1-Ä4 e; f; x ∈ ¸. ćñá åSSôå e ∈ x Þ e = x Þ x ∈ e. Áí e = x Þ x ∈ e ôüôå äåí èá åSSœáìå üôé ∃y ∈ {e; f; x} ⊆ ¸ þóôå y ∩ {e; f; x} = ∅ (ćóêçóç: Íá åëåãœèïýí üëåò ïé ðåñéðôþóåéò). ćñá èá ðñÝðåé íá Ýœïõìå e ∈ x üðùò áðáéôåSSôáé.

4. ˛ ∈ ¸ ↔ ˛ ⊂ ¸.

Áðüäåéîç: ÁñêåSS íá äåSSîïõìå ˛ ⊂ ¸ → ˛ ∈ ¸. ÿóôù ˛ ⊂ ¸, Üñá ∅ ≠ ¸ \ ˛ ⊆ ¸. ÄéáëÝãïõìå ‹ ∈ ¸ \ ˛ þóôå ‹ ∩ (¸ \ ˛) = ∅. Ãéá íá áðïäåSSîïõìå ˛ ∈ ¸ áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé ‹ = ˛ äçë. ∈ ‹ ↔ ∈ ˛.

ÅÜí ∈ ‹ → ∈ ¸ (åðåéäÞ Ä4 ãéá ôï ¸, åðåéäÞ ‹ ∈ ¸) êáé =∈ ¸ \˛ → ∈ ˛. ÁíôSSóôñïöá, Ýóôù ∈ ˛. Ôüôå ∈ ¸, åðåéäÞ ˛ ⊂ ¸ Üñá åðåéäÞ ‹ ∈ ¸, Ýíá áðü ôá ‹ ∈ ; = ‹; ∈ ‹ éóœýåé. ÅÜí ‹ ∈ ôüôå ‹ ∈ ˛ (áðü Ä4 ãéá ˛), Üñá ‹ =∈ (¸ \ ˛) (Üôïðï). ÅÜí ‹ = ôüôå ‹ ∈ ˛, Üñá Üôïðï. ćñá ∈ ‹, Üñá ‹ = ˛ & åðåéäÞ ‹ ∈ ¸, ˛ ∈ ¸.

5. Áêñéâþò Ýíá áðü ôá ¸ ∈ ˛; ˛ ∈ ¸; ˛ = ¸ éóœýåé.

Áðüäåéîç: Áí SSóœõáí ðåñéóóüôåñá áðü Ýíá èá åSSœáìå åSSôå ¸ ∈ ¸ Þ ˛ ∈˛ (Üôïðï). Áñá õðïèÝôïõìå üôé ¸ =∈ ˛; ¸ ≠ ˛ (èÝëïõìå ˛ ∈ ¸). Áðü 4. ¸ ≠˛ êáé ¬(¸ ⊂ ˛) Üñá ¬(¸ ⊆ ˛), Üñá ∅ ≠ ¸ \ ˛ ⊆ ¸. ÄéáëÝãïõìå ‹ ∈ ¸ \˛ þóôå ‹ ∩ (¸ \ ˛) = ∅. ÈÝëïõìå íá äåSSîïõìå üôé ‹ = ˛. ÅÜí ∈ ‹, ôüôå ∈ ¸ & =∈ ¸ \ ˛ Üñá ∈ ˛ äçë. ‹ ⊆ ˛. ÅÜí ‹ ⊂ ˛ ôüôå ‹ ∈ ˛ Üñá ‹ =∈ ¸ \ ˛, Üñá ‹ = ˛, Üñá ˛ ∈ ¸.

ÓçìåSSùóç: Áí a; b ∈ ¸ ôüôå a êáé b åSSíáé äéáôáêôéêïSS êáé

a ∈ b ↔ a åSSíáé ìéêñüôåñï áðü ôï b óôç äéÜôáîç ∈

ÃñÜöïõìå ëïéðüí

• ¸ < ˛ áíôSS ôïõ ¸ ∈˛

• ¸ ≤ ˛ áíôSS ôïõ ¸ ∈ ˛ ∨ ¸ =˛ êáé œñçóéìïðïéïýìå ëÝîåéò üðùò čåëÜœéóôïòď ãéá ôïõò äéáôáêôéêïýò.

ÅðSSóçò ¸ = {˛ | ˛ ∈ ¸} = {˛ | ˛ < ¸}. ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé êÜèå

äéáôáêôéêüò áñéèìüò åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìéêñïôÝñùí ôïõ. ∅ åSSíáé ï

åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò, åðåéäÞ ãéá êÜèå äéáôáêôéêü¸

∅ ⊆ ¸ → (∅ ⊂ ¸ ïðüôå ∅ ∈ ¸ Þ ∅ = ¸). Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ýœïõìå ∅ ≤ ¸. Ðñüôáóç 6.2 ¸ ∈ ˛ ∧ ˛ ∈ ‚ → ¸ ∈ ‚.

Áðüäåéîç: ÅSSíáé ôï Ä4.

Èåþñçìá 6.3 Åóôù Θ(x) ìïíïìåëÞò óõíèÞêç þóôå Θ(¸) éóœýåé ãéá êÜðïéï äéáôáêôéêü ¸. Ôüôå õðÜñœåé Ýíáò åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò ¸ þóôå Θ(¸) êáé ∀‚ < ¸ ¬Θ(‚).

Áðüäåéîç: ÿóôù ¸ þóôå Θ(¸). Ôüôå áí ôï óýíïëï b = {‚ ∈ ¸ ∧ Θ(‚)} = ∅ ôüôå óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ï ¸ åSSíáé ï åëÜœéóôïò. Áí b ≠ ∅ ôüôå åðåéäÞ b ⊆¸ äéáëÝãïõìå ‚ ∈ b þóôå ‚ ∩ b = ∅. Ôüôå ‹ < ‚ → ‹ =∈ b → ¬Θ(‹), Üñá ‚ åSSíáé ï åëÜœéóôïò.

Èåþñçìá 6.4 Áí B åSSíáé óýíïëï äéáôáêôéêþí B ≠ ∅, ôüôå õðÜñœåé óôï B åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò äçë. ∃‚ ∈ B þóôå ‚ ∩ B = ∅.

Áðüäåéîç: Óôï èåþñçìá ðáSSñíïõìå Θ(x) ≡ x ∈ B.

Ðüñéóìá 6.5 Ç êëÜóç üëùí ôùí äéáôáêôéêþí äåí åSSíáé óýíïëï äçë. äåí õðÜñœåé óýíïëï B þóôå ∀x(x ∈ B ↔ x åíáé äéáôáêôéêò).

Áðüäåéîç: ÿóôù üôé õðÜñœåé ôÝôïéï B. Åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé B åSSíáé äéáôáêôéêüò. Äéüôé áí ¸; ˛; ‚ ∈ B, ¸ ∈ ˛ & ˛ ∈ ‚ → ¸ ∈ ‚ (áðü ðñüôáóç 6.2 êáé áêñéâþò Ýíá áðü ôá ¸ ∈ ˛; ˛ ∈ ¸; ¸ = ˛ éóœýåé (áðü éäéüôçôá 5). Áí ∅ ≠ A ⊆ B ôüôå áðü ðñüôáóç 6.4 ∃¸ ∈ A þóôå A ∩ ¸ = ∅. (Áñá ôï Ä3 ãéá ôï Â). ÔåëéêÜ áí x ∈ ¸; ¸ ∈ B → x åSSíáé äéáôáêôéêüò → x ∈ B Üñá B éêáíïðïéåSS ôá Ä1-Ä4 êáé B åSSíáé äéáôáêôéêüò Üñá B ∈ B (Üôïðï áðü éäéüôçôá 1). Ðüñéóìá 6.6 Äåí õðÜñœåé ìåãáëýôåñïò äéáôáêôéêüò.

Áðüäåéîç: Áí ¸ Þôáí ï ìåãáëýôåñïò ôüôå ¸ ∪ {¸} èá Þôáí ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáôáêôéêþí.

ËÞììá 6.7 ÿóôù A óýíïëï äéáôáêôéêþí. Ôüôå: ∃¸ äéáôáêôéêüò (ðïõ ôïí óõìâïëSSæïõìå ìå sup(A) ) þóôå ¸ åSSíáé ï ìéêñüôåñïò äéáôáêôéêüò ìåãáëýôåñïò Þ SSóïò áðü üëïõò ôïõò ˛ ∈ A.

ÅðSSóçò ∃¸ äéáôáêôéêüò (ðïõ ôïí óõìâïëSSæïõìå ìå seq(A)) þóôå ¸ åSSíáé ï ìéêñüôåñïò äéáôáêôéêüò ìåãáëýôåñïò áðü üëïõò ôïõò ˛ ∈ A.

Áðüäåéîç: Åóôù üôé ∃‹ þóôå ∀˛ ∈ A; ˛ ≤ ‹. Ôüôå ï åëÜœéóôïò ôÝôïéïò ‹ åSSíáé ôï sup(A). ÅÜí äåí õðÞñœå ôÝôïéïò ‹ ôüôå ∀‹ ∈ Ord ∃˛ ∈ A ‹ < ˛. Áñá ‹ ∈ Ord → ‹ ∈ ∪A, Üñá {‹ | ‹ ∈ ∪A ∧ d ∈ Ord} åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáôáêôéêþí (Üôïðï). ÏìïSSùò ãéá ôï seq(A).

6.2 Ï åðüìåíïò äéáôáêôéêüò

Ïñéóìüò 6.8 Áí ‚ ∈ Ord èÝôïõìå ‚^′ = ‚ + 1 = seq({‚}).^{11} ‚^′ ïíïìÜæåôáé ï åðüìåíïò ôïõ ‚.

Ðáñáôçñïýìå üôé åðåéäÞ seq(A) åSSíáé ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò ðïõ åSSíáé ìåãáëýôåñïò áðü üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò ôïõ A ôüôå áí Ýœïõìå < seq(A), ≤ áðü êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ A (áöïý äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü üëá). Áñá < seq(A) → ∃˛ ∈ A þóôå ≤˛

Áñá Ýœïõìå < ‚^′ → ∃˛ ∈ {‚} þóôå ≤ ˛ → ≤ ‚. ÁíôSSóôñïöá, ≤ ‚ → = ‚ ∨ ∈ ‚ → < ‚^′ (åðåéäÞ ‚ < ‚^′). Áñá ∈ ‚^′ ↔ ∈ ‚ ∨ = ‚ äçë.

‚^′ = ‚ ∪ {‚}

Ðáñáôçñïýìå üôé ‚^′ = ‚^+, ìå ôï óõìâïëéóìü ôïõ áîéþìáôïò ôïõ áðåSSñïõ.

Ðñüôáóç 6.9 Éóœýïõí ôá êÜôùèé:

1. ˛ < ‚^′ ↔ ˛ ≤ ‚

2. ‚ < ˛ ↔ ‚^′ ≤˛

3. ‚ ≤ ˛ ≤ ‚^′ → ‚ = ˛ ∨ ‚^′ =˛

Áðüäåéîç: 1. ˛ < ‚^′ ↔ ˛ ∈ ‚^′ ↔ ˛ ∈ ‚ ∨ ˛ = ‚ ↔ ˛ ≤ ‚

2. ‚ < ˛ → ‚ ∪ {‚} ⊆ ˛ → ‚^′ ⊆ ˛ → ‚^′ ⊂ ˛ ∨ ‚^′ = ˛ → ‚^′ < ˛ ∨ ‚^′ = ˛ → ‚^′ ≤ ˛ → ‚ < ˛.

Ïñéóìüò 6.10 Ï äéáôáêôéêüò – ëÝãåôáé ïñéáêüò áí – ≠ ∅ êáé ∀¸(¸ < – → ¸ + 1 < –).

ÿóôù ôþñá äéáôáêôéêüò ¸ ≠ ∅ ðïõ äåí åSSíáé åðüìåíïò (äçë. äåí Ýœåé ôç ìïñöÞ ¸ = ‚^′ ãéá êÜðïéï äéáôáêôéêü ‚ ). Ôüôå ãéá êÜèå ‚ < ¸ Ýœïõìå üôé ‚^′ ≠ ¸. ÐñÝðåé ôüôå ‚^′ < ¸ Þ ¸ < ‚^′ . ÁëëÜ áí Ýœïõìå ¸ < ‚^′ → ¸ ≤ ‚ áäýíáôï äéüôé ‚ < ¸. ćñá ‚ < ¸ → ‚^′ < ¸. ćñá ¸ åSSíáé ïñéáêüò. ćñá õðÜñœïõí ìüíï äýï åSSäç äéáôáêôéêþí äéÜöïñùí ôïõ ∅.

11Åäþ ôï fl + 1 äåí åSSíáé êÜðïéá ðñüóèåóç áëëÜ áðëþò Ýíáò åíáëëáêôéêüò óõìâïëéóìüò, ðëçí ôïõ fl^′, ãéá ôïí åðüìåíï.

1. ¸ = ˛ + 1 ãéá êÜðïéï ˛ (ëÝìå ôüôå üôé ¸ åSSíáé åðüìåíïò).

2. ¸ = ïñéáêüò

Ðñüôáóç 6.11 Áí A óýíïëï äéáôáêôéêþí ôüôå sup(A) = ∪A.

Áðüäåéîç: Ï sup(A) åSSíáé ï ìéêñüôåñïò ‚ þóôå ∀¸ ∈ A; ¸ ≤ ‚. Áí ëïéðüí ˛ ∈ ‚, äçëáäÞ ˛ < ‚, ôüôå ˛ äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ìåãáëýôåñï Þ SSóï áðü üëá ôá ¸ ∈ A, Üñá ∃ ¸ ∈ A þóôå ¬(¸ ≤ ˛) äçëáäÞ ˛ < ¸. ćñá ˛ ∈ ∪A. ÅðåéäÞ ˛ ∈ ¸ ∈ A.

Áíôéóôñüöùò, áí ˛ ∈ ∪A ôüôå ˛ ∈ ¸ ãéá êÜðïéï ¸ ∈ A, Üñá ˛ < ¸ ≤ sup(A). ćñá • óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ¸ = ˛ + 1 ôüôå ˛ = ∪¸ < ¸.

• óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ¸ ïñéáêüò ôüôå ∪¸ = ¸.

Ïé äéáôáêôéêïSS áñéèìïSS êáôáóêåõÜóôçêáí ãéá íá áðïôåëÝóïõí ôá čáñœÝôõðáď ôùí êáëþí äéáôÜîåùí. Ôï áêüëïõèï èåþñçìá ôï åðéâåâáéþíåé.

Èåþñçìá 6.12 ÊÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï A åSSíáé éóïìïñöéêü ìå Ýíá ìïíáäéêü äéáôáêôéêü ¸ äçë. áí ⟨A; ≤⟩ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò œþñïò ôüôå õðÜñœåé ìïíáäéêüò ¸ þóôå ⟨A; ≤⟩ ∼= ⟨¸; ≤⟩.

Áðüäåéîç: Ìïíáäéêüôçôá: ÅðåéäÞ äýï êáëÝò äéáôÜîåéò ðïõ åSSíáé éóïìïñöéêÝò ìå ìéá ôñSSôç åSSíáé êáé ìåôáîý ôïõò éóïìïñöéêÝò, áí õðÞñœáí äýï äéáöïñåôéêïSS äéáôáêôéêïSS ¸ < ˛ ôüôå èá åSSœáìå ôï ˛ éóüìïñöï ìå ôï áñœéêü ôìÞìá ôïõ ¸ (äéüôé ¸ ∈ ˛ êáé ¸ = ˛_¸).

¿ðáñîç: ÿóôù B ⊆ A ìå B = {x ∈ A | A_x éóïìïñöéêü ìå Ýíá äéáôáêôéêü}. Áðü ìïíáäéêüôçôá, ãéá êÜèå x ∈ B õðÜñœåé Ýíáò ìïíáäéêüò äéáôáêôéêüò, Ýóôù ˛(x), ï ïðïSSïò åSSíáé éóïìïñöéêüò ìå ôï A_x ìå ìïíáäéêü éóïìïñöéóìü f_x (ãñÜöïõìå ôüôå A_x ∼=_{fx} ˛(x)).

Ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

1. Ôï B Ýœåé ôçí åîÞò éäéüôçôá:

x ∈ A ∧ x < y ∧ y ∈ B → x ∈ B

Äéüôé áí y ∈ B ôüôå A_y ∼=_{fy} ˛(y) Üñá ôï x < y óõíåðÜãåôáé üôé x ∈ A_y êáé (A_y)_x = A_x, Üñá A_x = (A_y)_x ∼=_{fx} ˛(x) (üðïõ f_x = f_y ↾ A_x) êáé âÝâáéá ˛(x) < ˛(y).

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá B ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí ùò Üíù éäéüôçôá éóœýåé üôé B = A Þ B åSSíáé áñœéêü ôìÞìá ôïõ A. Äéüôé áí z åSSíáé ôï ìéêñüôåñï z ∈ A ðïõ íá ìçí áíÞêåé óôï B ôüôå åýêïëá B = A_z. ÅðSSóçò éóœýåé x < y → ˛(x) < ˛(y).

2. Ç êëÜóç B = {˛(x) | x ∈ B}, ìå âÜóç ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò, åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü äéáôáêôéêïýò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí éäéüôçôá

‚ < ˛(x) → ‚ ∈ B

Äéüôé áí ‚ < ˛(x) ãéá x ∈ B ôüôå ‚ éóïìïñöéêü ìå Ýíá áñœéêü ôìÞìá åíüò A_x Üñá éóïìïñöéêü ìå Ýíá A_y üðïõ y < x.

ÁëëÜ ôüôå y ∈ B Üñá ‚ = ˛(y) ∈ B. Ìéá ôÝôïéá êëÜóç B äåí ìðïñåSS ðáñÜ íá åSSíáé Ýíáò äéáôáêôéêüò Ýóôù ˛. ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ B åSSíáé óýíïëï äéáôáêôéêþí èá õðÜñœåé Ýíáò äéáôáêôéêüò ìåãáëýôåñïò áðü üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò óôï B. Áí ˛ åSSíáé ï åëÜœéóôïò ôÝôïéïò äéáôáêôéêüò ôüôå B = ˛. Äéüôé âÝâáéá ‚ ∈ B → ‚ < ˛ êáé áí ‚ < ˛ ôüôå ðñÝðåé ‚ < ˛(x) ãéá êÜðïéï ˛(x) ∈ B, Üñá ‚ ∈ B áðü ôçí ðáñáðÜíù éäéüôçôá.

3. Œñçóéìïðïéþíôáò üëá ôá ðáñáðÜíù Ýœïõìå üôé ⟨B; ≤⟩ ∼= ⟨˛; ≤⟩. Êáé B ðñÝðåé íá åSSíáé SSóï ìå A äéüôé äéáöïñåôéêÜ B = A_x ãéá êÜðïéï x Üñá A_x ∼= ˛ áëëÜ ôüôå, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ B, x ∈ B = A_x, Üôïðï (x ∉ A_x).

ÓçìåSSùóç: Ìå âÜóç ôï èåþñçìá 6.12 ìðïñïýìå íá Ýœïõìå ùò ðüñéóìá ôï èåþñçìá 5.12 ôçò óõãêñéóéìüôçôáò ôùí êáëþí äéáôÜîåùí. Ç äéáöïñÜ åSSíáé ç åîÞò. Óôï èåþñçìá 6.12 ãéá ôçí áðüäåéîç œñçóéìïðïéÞóáìå ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò åíþ óôï èåþñçìá 5.12 ìüíï ôçí áóèåíÝóôåñç áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý. ÄçëáäÞ äïõëÝøáìå óôçí áóèåíÝóôåñç áîéùìáôéêÞ èåùñSSá ôïõ Zermelo, èåùñSSá Z, üðïõ

Z = ZF − {ÁîSSùìá ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò} + {ÁñœÞ ôïõ Äéáœùñéóìïý}

ÅSSíáé ãåãïíüò üôé óôç èåùñSSá Z ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå üëåò óœåäüí ôéò éäéüôçôåò ðïõ áöïñïýí óôéò êáëÝò äéáôÜîåéò áëëÜ ãéá íá Ýœïõìå ôï áðïôÝëåóìá üôé êÜèå êáëÞ äéÜôáîç åSSíáé éóïìïñöéêÞ ìå Ýíá äéáôáêôéêü œñåéáæüìáóôå ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò, äçë. ôï áðïôÝëåóìá éóœýåé óôç ZF .

6.3 ÊáôáóêåõÞ ôùí Öõóéêþí áñéèìþí

Ï ïñéóìüò ôùí ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí áðïôÝëåóå ìéá áðü ôéò êýñéåò äñáóôçñéüôçôåò ôùí Ëïãéêþí - Ìáèçìáôéêþí óôá ôÝëç ôïõ 19^{ïõ}= áñœÝò ôïõ 20^{ïõ}= áéþíá. ÅSSíáé ìíçìåéþäåéò ïé åñãáóSSåò ôùí Frege, Dedekind, Russell êáé ðïëëþí Üëëùí. Ïé ðñïóðÜèåéåò áõôÝò Þôáí ìÝñïò ôïõ ðñïãñÜììáôïò èåìåëSSùóçò ôùí Ìáèçìáôéêþí ãíùóôïý ùò čëïãéêéóìïýď. Ôï ðñüãñáììá áõôü öéëïäïîïýóå íá áíáãÜãåé üëá ôá ÌáèçìáôéêÜ óôç ËïãéêÞ êáé óôéò áñœÝò ôçò ìå âÜóç êáôáóêåõÝò ðïõ ôçí åðïœÞ åêåSSíç èåùñïýíôáí čëïãéêÝòď. Ùò áðïôÝëåóìá ôïõ îåêáèáñSSóìáôïò ðïëëþí áðü ôéò øåõäáéóèÞóåéò ðïõ åðéêñáôïýóáí ôüôå óå óœÝóç ì’ áõôÜ ôá æçôÞìáôá áíáðôýœèçêå ç áîéùìáôéêÞ óõíïëïèåùñSSá.

Ïé čëïãéêÝòď êáôáóêåõÝò åêåSSíçò ôçò åðïœÞò ìåôáôñÜðçêáí óå ïñéóìïýò ôùí ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí óôï ðëáSSóéï ôçò áîéùìáôéêÞò óõíïëïèåùñSSáò.

Óôç óõíÝœåéá èá ïñSSóïõìå óôá ðëáSSóéá ôçò ZF ôï óýíïëï N ôùí öõóéêþí áñéèìþí. Ôï óýíïëï áõôü èá áðïäåéœèåSS üôé õðÜñœåé ìå âÜóç ôá áîéþìáôá ôçò ZFů èá óõíïäåýåôáé äå áðü ìSSá äéÜôáîç ç ïðïSSá èá čáíôéóôïéœåSSď óôç äéÜôáîç < ôùí öõóéêþí áñéèìþí. Óôçí ðïñåSSá ôïõ ìáèÞìáôïò èá ïñSSæïíôáé êáé ôá Üëëá õðüëïéðá čäïìéêÜď óôïéœåSSá ôïõ N üðùò ç ðñüóèåóç, ï ðïë/óìüò ê.ë.ð. êáé èá áðïäåéêíýåôáé üôé éêáíïðïéïýí ôéò óõíÞèåéò éäéüôçôÝò ôïõò.

Èåùñïýìå ôç óõíèÞêç Φ(x) ðïõ ïñSSæåôáé áðü

Φ(x) ↔ ∅ ∈ x ∧ ∀z(z ∈ x → (z ∪ {z}) ∈ x)

ÅSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç óõíèÞêç åSSíáé ïñéóôéêÞ. ÅðåéäÞ éóœýåé ôï áîSSùìá ôïõ áðåSSñïõ õðÜñœåé Ýíá ôïõëÜœéóôïí óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåSS ôç óõíèÞêç Üñá áðü èåþñçìá 4.10 õðÜñœåé ôï óýíïëï ! = ∩_{x|Φ(x)}x êáé âÝâáéá ! åSSíáé ôï ìéêñüôåñï óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåSS ôç óõíèÞêç Φ(x).

Ðñüôáóç 6.13 Ôï ! åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò êáé ìÜëéóôá ï åëÜœéóôïò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.

Áðüäåéîç: Äéüôé Ýóôù ¸ ï åëÜœéóôïò äéáôáêôéêüò ðïõ äåí áíÞêåé óôï óýíïëï !. Ôüôå åðåéäÞ ∅ ∈ !, ∅ ≠ ¸. Áí Þôáí ¸ = ˛ + 1 ôüôå ëüãù ôïõ åëÜœéóôïõ ôïõ ¸ ˛ ∈ ! êáé Üñá ˛ +1 ∈ ! (åðåéäÞ ˛ +1 = ˛ ∪{˛}) äçë. ¸ ∈ !, (Üôïðï). ćñá ¸ ïñéáêüò êáé åðåéäÞ Ýíáò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò éêáíïðïéåSS ôçí Φ(x) Ýœïõìå ! ⊆ ¸ (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá õðïóýíïëï êÜèå ïñéáêïý ¸). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ áí ˛ ∈ ¸, ôüôå ëüãù ôïõ åëÜœéóôïõ ôïõ ¸ Ýœïõìå ˛ ∈ ! Üñá ¸ ⊆ !. ćñá ! = ¸ êáé Üñá ! åSSíáé ï åëÜœéóôïò ïñéáêüò.

Ãéá ôï ! éóœýïõí:

1. ∅; ∅^′ ; ∅^{′′} ; ∅^{′′′} ; · · · < !

2. ÅÜí ¸ < ! ôüôå ¸ äåí åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò êáé êáôÜ óõíÝðåéá åSSôå ¸ = ∅ Þ ¸ = ˛ + 1 ãéá êÜðïéï ˛ < ¸.

Ïñéóìüò 6.14 ÏñSSæïõìå ! íá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N . ÅðSSóçò ïñSSæïõìå 0 = ∅, 1 = ∅^′ = {∅}, 2 = ∅^{′′} = {∅; {∅}}, ê.ï.ê.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç äéÜôáîç ôùí äéáôáêôéêþí 0; 1; 2; : : : óõìöùíåSS ìå ôç čöõóéêÞď ôïõò äéÜôáîç. ÅðSSóçò üôé 1 = {0}; 2 = {0; 1}; : : : n = {0; 1; 2; : : : ; n − 1} ê.ë.ð..

Áí åöáñìüóïõìå ôçí áñœÞ ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò óôï ! ðáSSñíïõìå Áí D ⊆ ! êáé ∀n ∈ !(n ⊆ D → n ∈ D); ôüôå D = !

Èåþñçìá 6.15 Ç áñœÞ ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò ÁÕÅ óôï ! åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç áñœÞ ôçò åðáãùãÞò

Áí P ⊆ !; 0 ∈ P êáé ∀n(n ∈ P → n^′ ∈ P ); ôüôå P = !

Áðüäåéîç:ÕðïèÝôïõìå ôçí áñœÞ ôçò åðáãùãÞò êáé Ýóôù D ⊆ ! þóôå n ⊆ D → n ∈ D (ÈÝëïõìå ! = D). ÿóôù P = {n | n ∈ ! ∧n ⊆ D}. Ôüôå 0 ∈ P åðåéäÞ 0 = ∅ ⊆ D êáé åÜí n ∈ P ⇒ n ⊆ D ⇒ n ⊆ D & n ∈ D ⇒ n∪{n} ⊆ D, Üñá n^′ ∈ P . ćñá áðü áñœÞ ôçò åðáãùãÞò ! = P . ćñá ∀n ∈ !; n ⊆ D Üñá ôåëéêÜ D = !.

ÁíôSSóôñïöá, õðïèÝôïõìå ôçí ÁÕÅ êáé Ýóôù P ⊆ !, þóôå 0 ∈ P & (n ∈ P → n^′ ∈ P ) (ÈÝëïõìå P = !). Ôüôå n ⊆ P ⇒ åSSôå n = 0 ïðüôå n = 0 ∈ P åSSôå n ⊆ P & n = m^′ (êÜðïéï m) [Üñá m ∈ n] äçëáäÞ m ∈ P êáé êáôÜ óõíÝðåéá m^′ = n ∈ P . ćñá áðü ÁÕÅ P = !.