4 ÁîéùìáôéêÞ óõíïëïèåùñSSá

Óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá áíáöåñèÞêáìå óå êÜðïéá áîéþìáôá êáèþò êáé óôçí áíÜãêç íá õðÜñîïõí áîéþìáôá þóôå íá ãSSíïíôáé äåêôÜ ìüíïí ôá óýíïëá ðïõ ç ýðáñîÞ ôïõò ðñïêýðôåé áðü áõôÜ ìå ëïãéêÞ ðáñáãùãÞ. Ôï ðñüôõðï êÜèå áîéùìáôéêÞò èåùñSSáò åSSíáé ç ÃåùìåôñSSá ôïõ ÅõêëåSSäç üðïõ áðü êÜðïéåò áðëÝò áäéáìöéóâÞôçôåò áñœÝò (ôá áîéþìáôá) ðñïêýðôïõí üëåò ïé áëÞèåéåò ôçò ÃåùìåôñSSáò. Óå ðëÞñç áíáëïãSSá ì’áõôü ôï ðñüôõðï ï Zermelo äéáôýðùóå ôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïèåùñSSáò êáé áñãüôåñá ï Frȷnkel ìå ìéá äéêéÜ ôïõ óõìðëÞñùóç Ýäùóå ôçí ôåëéêÞ ôïõò ìïñöÞ.

ÏñéóôéêÝò óõíèÞêåò | Ç ãëþóóá ôçò óõíïëïèåùñSSáò Ãéá íá äéáôõðþóïõìå ôá áîéþìáôá ðñÝðåé íá åSSìáóôå óå èÝóç íá œñçóéìïðïéïýìå óœÝóåéò - óõíèÞêåò ðïõ áöïñïýí óôá áíôéêåSSìåíá - óýíïëá ð.œ. ãéá íá óœçìáôSSóïõìå ôï óýíïëï ôùí óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí óôï R èá ðñÝðåé íá åSSìáóôå óå èÝóç íá äéáôõðþóïõìå ôç óõíèÞêç čôï x åSSíáé ìSSá óõãëSSíïõóá áêïëïõèSSá óôï R ď. Êáé åðåéäÞ óôç óõíïëïèåùñSSá áóœïëïýìáóôå ìå üëåò ôéò éäéüôçôåò ôùí óõíüëùí, üóï ãåíéêÝò êáé áí åSSíáé áõôÝò, èá ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå êáé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïSSï äéáôõðþíïõìå ôéò ïðïéåóäÞðïôå óõíèÞêåò äçë íá åîåôÜóïõìå ðïéÜ åSSíáé ç ãëþóóá ôçò óõíïëïèåùñSSáò.

Ïé óõíèÞêåò ïñSSæïõí éäéüôçôåò ôùí áíôéêåéìÝíùí-óõíüëùí. ÕðÜñœïõí ìïíïìåëåSSò óõíèÞêåò, äéìåëåSSò óõíèÞêåò ê.ï.ê. Áí P åSSíáé ìSSá ìïíïìåëÞò óõíèÞêç ãñÜöïõìå P (x) ãéá íá åêöñÜóïõìå üôé ôï áíôéêåSSìåíï x Ýœåé ôçí éäéüôçôá P ôçò óõíèÞêçò, ¬P (x) ãéá íá ðïýìå üôé ôï x äåí Ýœåé áõôÞ ôçí éäéüôçôá. ÐáñïìïSSùò ãñÜöïõìå P (x; y); P (x; y; z); : : : ; P (x_1; : : : ; x_n) ãéá äéìåëåSSò, ôñéìåëåSSò êáé n-ìåëåSSò óõíèÞêåò. Åðéèõìïýìå ïé óõíèÞêåò íá åSSíáé, üðùò ëÝìå, ïñéóôéêÝò äçë. íá ìðïñåSS íá åSSíáé êáèïñéóìÝíï œùñSSò áìöéóâÞôçóç ðüôå ç óõíèÞêç ìðïñåSS íá áëçèåýåé êáé ðüôå üœé. Áí äåí ïñSSóïõìå áêñéâþò ðüôå ìéá óõíèÞêç åSSíáé ïñéóôéêÞ ìðïñåSS íá ïäçãçèïýìå óå ðåñSSåñãåò êáôáóôÜóåéòðáñÜäïîá.

Ôï ðáñÜäïîï ôïõ Berry

Åóôù A ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ìå ìSSá ðñüôáóç ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò ðïõ ðåñéÝœåé ëéãüôåñá áðü 300 ãñÜììáôá. A åSSíáé ðåðåñáóìÝíï åðåéäÞ õðÜñœåé ìüíïí Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôÝôïéùí ðñïôÜóåùí (¡ 50^{300}). Áñá õðÜñœåé Ýíáò áñéèìüò ðïõ äåí ðåñéÝœåôáé óôï A. Åóôù r ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ðïõ äåí åSSíáé óôï A. Ôüôå čx åSSíáé ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ðïõ äåí ïñSSæåôáé ìå ìSSá ðñüôáóç ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò ðïõ ðåñéÝœåé ëéãüôåñåò áðü 300 ëÝîåéòď åSSíáé ìSSá óõíèÞêç P (x) ðïõ ïñSSæåé ôïí áñéèìü r äçë. éóœýåé P (r) êáé r åSSíáé ï ìïíáäéêüò áñéèìüò ðïõ ôçí éêáíïðïéåSS. ÁëëÜ áõôÞ ç óõíèÞêç, ùò ðñüôáóç ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò, ïñSSæåé ôïí r ìå ëéãüôåñåò áðü 300 ëÝîåéò, Üñá r ∈ A.

Ãéá íá ðáñáêÜìøïõìå ôÝôïéåò áóÜöåéåò áðïöáóSSæïõìå íá åêöñÜóïõìå ôéò óõíèÞêåò óå ìéá ãëþóóá áõóôçñÜ ðñïóäéïñéóìÝíç. Èá èåùñïýìå üôé ç óõíèÞêç åSSíáé ïñéóôéêÞ ìüíïí áí ìðïñïýìå íá ôçí ãñÜöïõìå áñœSSæïíôáò áðü óõíèÞêåò ôçò ìïñöÞò x ∈ y Þ x = y êáé œñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò êáé ôïõò ðïóïäåSSêôåò. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôéò ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò œñçóéìïðïéþíôáò ôïí áêüëïõèï åðáãùãéêü ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.1 ÕðïèÝôïõìå üôé ôá x êáé y áíáöÝñïíôáé óå óýíïëá. Ôá áêüëïõèá äSSíïõí ôïí ãåíéêåõìÝíï åðáãùãéêü ïñéóìü ôçò ïñéóôéêÞò óõíèÞêçò.

1. ÊÜèå óõíèÞêç ôçò ìïñöÞò x ∈ y êáé x = y åSSíáé ïñéóôéêÞ.

2. Áí Θ êáé Ψ åSSíáé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò ôüôå

(Θ ∧ Ψ); (Θ ∨ Ψ); ¬Θ; (Θ → Ψ); (Θ ↔ Ψ); ∀xΘ; ∃xΘ

åSSíáé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò.

3. ÏñéóôéêÞ óõíèÞêç åSSíáé ìüíïí áõôÞ ðïõ ãñÜöåôáé ìå äéáäïœéêÝò åöáñìïãÝò ôùí ðñïçãïõìÝíùí âçìÜôùí 1 êáé 2.

ÐáñáäåSSãìáôá 1. Ç óõíèÞêç čôï x åSSíáé õðïóýíïëï ôïõ yď äçë. ôï x ⊆ y åSSíáé ïñéóôéêÞ äéüôé x ⊆ y ãñÜöåôáé ùò ∀z(z ∈ x → z ∈ y) äçë. ãñÜöåôáé ìå ôç œñÞóç ôùí z ∈ x êáé z ∈ y, ôç œñÞóç ôïõ ëïãéêïý óõíäÝóìïõ → êáé ôïõ ðïóïäåSSêôç ∀z.

2. Ç óõíèÞêç x = {y} åSSíáé ïñéóôéêÞ. Êé’ áõôü äéüôé åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôï ∀t(t ∈ x ↔ t = y)

3. Ç óõíèÞêç x = {y; z} åSSíáé ïñéóôéêÞ äéüôé åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôç óõíèÞêç ∀t(t ∈ x ↔ t = y ∨ t = z).

4. Ç óõíèÞêç x = ⟨y; z⟩ åSSíáé ïñéóôéêÞ äéüôé åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôçí x = {{y}; {y; z}} êáé áõôÞ åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ∃z∃w(z = {y} ∧ w = {y; z} ∧ x = {z; w}) êáé ïé óõíèÞêåò z = {y}; w = {y; z}; x = {z; w} åSSíáé üëåò ïñéóôéêÝò.

ÊëÜóåéò

ÅÜí P (x) åSSíáé ìSSá ìïíïìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ôüôå ç óõëëïãÞ {x | P (x)} ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç P ïíïìÜæåôáé êëÜóç. ÅSSäáìå (ðáñÜäïîï ôïõ Russell) üôé êÜèå êëÜóç äåí åSSíáé óýíïëï. Ôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïèåùñSSáò èá ìáò ðáñÝœïõí ôéò áñœÝò ìå âÜóç ôéò ïðïSSåò èá ìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå üôé êÜðïéá óýíïëá õðÜñœïõí. Èá êáëïýìáóôå íá áðïäåSSîïõìå (Þ íá äåœèïýìå ùò áîSSùìá) ìåñéêÝò öïñÝò üôé áí P (x) åSSíáé ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ôüôå õðÜñœåé Ýíá óýíïëï A ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ∀x(x ∈ A ↔ P (x)). Ôüôå éóïäýíáìá èá ëÝìå üôé ç êëÜóç {x | P (x)} åSSíáé óýíïëï ð.œ. ç êëÜóç {x | x =∈ x} äåí åSSíáé óýíïëï åíþ áí x êáé y åSSíáé óýíïëá ç êëÜóç {z | z = x ∨ z = y} åSSíáé óýíïëï (âëÝðå áîSSùìá ôïõ æåýãïõò), ôï óýíïëï {x; y}.

Ôá Áîéþìáôá Zermelo-Frȷnkel ôçò ÈåùñSSáò Óõíüëùí

A1. ÁîSSùìá ôçò Ýêôáóçò: Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå óýíïëï B

A = B ↔ ∀x (x ∈ A ↔ x ∈ B)

Ôï áîSSùìá ìáò ëÝåé üôé áí A êáé B Ýœïõí ôá SSäéá óôïéœåSSá ôüôå ôáõôSSæïíôáé. ź äéáöïñåôéêÜ üôé A ≠ B ìüíïí óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ õðÜñœåé Ýíá óôïéœåSSï ôïõ åíüò ðïõ äåí åSSíáé óôïéœåSSï ôïõ Üëëïõ.

A2. ÁîSSùìá ôïõ êåíïý óõíüëïõ: ÕðÜñœåé Ýíá óýíïëï ∅ Ýôóé þóôå ∀x (x =∈ ∅) [äçë. ôï ∅ äåí Ýœåé êáíÝíá óôïéœåSSï].

Ìå Üëëç äéáôýðùóç ôï áîSSùìá ôïõ êåíïý óõíüëïõ ëÝåé üôé ∃z∀x(x =∈ z). Ôï êÜèå ôÝôïéï z óýìöùíá ìå ôï áîSSùìá ôçò Ýêôáóçò åSSíáé ìïíáäéêü êáé ôï ìïíáäéêü ôÝôïéï óýíïëï ôï óõìâïëSSæïõìå ìå ∅.

Êáé óôá áîéþìáôá ðïõ áêïëïõèïýí, ðÜëé óýìöùíá ìå ôï áîSSùìá ôçò Ýêôáóçò, ôï óýíïëï ôïõ ïðïSSïõ ç ýðáñîç åîáóöáëSSæåôáé ìÝóù ôïõ åêÜóôïôå áîéþìáôïò èá åSSíáé ìïíáäéêü.

Á3. ÁîSSùìá ôïõ æåýãïõò: Ãéá êÜèå óýíïëá x; y õðÜñœåé Ýíá óýíïëï z, ðïõ ôï óõìâïëSSæïõìå ìå {x; y} (äçë. z = {x; y}) þóôå

∀w (w ∈ z ↔ w = x ∨ w = y)

Á4. ÁîSSùìá ôçò Ýíùóçò: Ãéá êÜèå óýíïëï x õðÜñœåé Ýíá óýíïëï ∪x, ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü üëá ôá óôïéœåSSá ôùí óôïéœåSSùí ôïõ x äçë. ∀x ∃y ∪x ∀z (z ∈ y ↔ ∃w (w ∈ x ∧ z ∈ w))

Á5. ÁîSSùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ: Ãéá êÜèå óýíïëï x õðÜñœåé ôï óýíïëï üëùí ôùí õðïóõíüëùí ôïõ x. Äçë. ∀x ∃y P(x)

∀w (w ∈ y ↔ w ⊆ x)

(w ⊆ x åSSíáé ôï ∀t (t ∈ w → t ∈ x))

Ðñéí ðñïœùñÞóïõìå óôç äéáôýðùóç ôïõ áîéþìáôïò ôçò áíôéêáôÜóôáóçò œñåéáæüìáóôå Ýíáí ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.2 ÌSSá äéìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç Ψ(x; y) åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç åÜí ãéá êÜèå x õðÜñœåé ìïíáäéêü y þóôå íá éóœýåé ç Ψ(x; y), äçë. éóœýåé ôï ∀x ∃!y Ψ(x; y) üðïõ üôáí ãñÜöïõìå ∃!y P (y) ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíèÞêç P (y) áõôü óçìáSSíåé ∃y P (y) ∧ ∀y∀y^′ (P (y) ∧ P (y^′) → y = y^′).

Ç ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç ëåéôïõñãåSS üðùò êáé ìSSá óõíÜñôçóç (ïñéóìüò reffunction. Óå êÜèå x ôïõ čóýìðáíôïòď ôùí óõíüëùí áíôéóôïéœåSS Ýíá ìïíáäéêü y, óõãêåêñéìÝíá ôï y ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé ç óœÝóç Ψ(x; y). Ç äéáöïñÜ ìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò åSSíáé üôé ùò óõíÜñôçóç èåùñåSSôáé ìSSá čóõëëïãÞď äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí åíþ ùò ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç ç äéáôýðùóç óôç ãëþóóá ôçò óõíïëïèåùñSSáò åíüò čêáíüíáď áíôéóôïéœSSáò. ÂÝâáéá óôçí ðåñSSðôùóç ôçò ðñïôáóéáêÞò óõíÜñôçóçò Ýœïõìå åðéðëÝïí üôé ôï čðåäSSï ïñéóìïýď ôçò åSSíáé üëï ôï óýìðáí ôùí óõíüëùí.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíèÞêç x = y åSSíáé ìéá ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç. ÅðSSóçò ç {x} = y åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç.

Á6. ÁîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò: Ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ(x; y) êáé êÜèå óýíïëï A õðÜñœåé Ýíá óýíïëï A^′ = {y|∃x (x ∈ A ∧ Ψ(x; y)}, äçë. ç óõëëïãÞ ôùí åéêüíùí ôùí óôïéœåSSùí ôïõ A áðü ôç Ψ(x; y) áðïôåëåSS óýíïëï (âë. ÓœÞìá 3).

A B éóœýåé Ψ(x; y) x y

x^′ y^′ éóœýåé Ψ(x^′; y^′)

ÓœÞìá 3: ÁîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò

ÐáñáôÞñçóç: Ìå ôá áîéþìáôá ðïõ ðñïçãÞèçêáí ìüíï ãéá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå ôçí ýðáñîÞ ôïõò ð.œ. ÎÝñïõìå üôé õðÜñœåé ôï ∅ Üñá èá õðÜñœåé (áðü Á3) ôï {∅; ∅} = {∅}. ćñá ðÜëé áðü (Á3) ôï {∅; {∅}}. ÅíäåœïìÝíùò íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôï Á5 ãéá íá ðÜñïõìå ôï (ðÜëé ðåðåñáóìÝíï) P({∅; {∅}}). ÁëëÜ äåí ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýôóé Ýíá Üðåéñï óýíïëï. Ôï üôé õðÜñœåé Ýíá Üðåéñï óýíïëï ðñÝðåé íá ôï õðïèÝóïõìå ùò áîSSùìá.

Ïñéóìüò 4.3 Ãéá êÜèå óýíïëï x ïñSSæïõìå x^+ = x ∪ {x}.

ð.œ. ∅^+ = {∅}, {∅}^+ = {∅; {∅}}. A7. ÁîSSùìá ôïõ áðåSSñïõ:

∃y (∅ ∈ y ∧ ∀x (x ∈ y → x^+ ∈ y))

Ôï y ðïõ õðÜñœåé ëüãù áõôïý ôïõ áîéþìáôïò éêáíïðïéåSS ôçí áíôSSëçøç ðïõ Ýœïõìå ãéá ôá Üðåéñá óýíïëá. Äéüôé ôï ∅ áíÞêåé ó’ áõôü ôï óýíïëï êáé üðïôå x áíÞêåé óôï y Ýœïõìå üôé x^+ áíÞêåé óôï y. ćñá üëá ôá ∅; ∅^+; ∅^{++}; : : : ðïõ åSSíáé äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò áíÞêïõí óôï y ïðüôå ôï y Ýœåé čÜðåéñáď óôïéœåSSá, äçëáäÞ åSSíáé Ýíá Üðåéñï óýíïëï.

P1. ÁñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý:

ÅÜí A åSSíáé óýíïëï êáé Φ(x) åSSíáé ìïíïìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ôüôå õðÜñœåé Ýíá óýíïëï B þóôå x ∈ B ↔ x ∈ A ∧ Φ(x).

(ÄçëáäÞ ôï B åSSíáé ôï õðïóýíïëï ôùí óôïéœåSSùí ôïõ A ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí Φ(x)).

Èåþñçìá 4.4 Ç áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý ðñïêýðôåé ùò èåþñçìá áðü ôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïõåùñSSáò.

Áðüäåéîç: ÿœïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

ÐåñSSðôùóç 1 : Áí ∀x (x ∈ A → ¬Φ(x)) ôüôå èÝôïõìå B = ∅. ÐåñSSðôùóç 2 : Åóôù üôé õðÜñœåé a ∈ A êáé Φ(a). ÏñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç Ψ(x; y) ùò åîÞò:

Ψ(x; y) ↔ (x ∈ A ∧ Φ(x) ∧ y = x) ∨ (¬(x ∈ A ∧ Φ(x)) ∧ y = a) . ÄçëáäÞ ç ðñïôáóéáêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç åSSíáé ç äéáôýðùóç óôç ãëþóóá ôçò óõíïëïèåùñSSáò ôïõ áêüëïõèïõ čêáíüíáď áíôéóôïéœSSáò: ÄïèÝíôïò x ôüôå åÜí ìåí ôï x áíÞêåé óôï A êáé éêáíïðïéåSS ôç óõíèÞêç Φ(x) ôüôå áíôéóôïéœåSSôáé óôï y = x äçëáäÞ óôïí åáõôü ôïõů óôçí áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç, äçëáäÞ åÜí åSSôå ôï x äåí áíÞêåé óôï A åSSôå áíÞêåé óôï A áëëÜ äåí éêáíïðïéåSS ôçí Φ(x), ôüôå áíôéóôïéœåSSôáé óôï y = a.

Áðü Á6 õðÜñœåé ôï óýíïëï B

B = {y | ∃x (x ∈ A ∧ Ψ(x; y))} = {y | y ∈ A ∧ Φ(y)}:

ÓçìåSSùóç: Ç áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý Þôáí Ýíá áðü ôá áîéþìáôá ðïõ ðñüôåéíå ï Zermelo. ĳôáí áñãüôåñá ï Frȷnkel óõìðëÞñùóå ôï óýóôçìÜ ôïõ ìå ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ç áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý Ýãéíå èåþñçìá áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò ìéá êáé üðùò åSSäáìå áðïäåéêíýåôáé óôï óýóôçìá áõôü.

Ôá áîéþìáôá Á1 - Á7 áðïôåëïýí ôçí áîéùìáôéêÞ èåùñSSá Zermelo - Frȷnkel ôçí ïðïSSá óõìâïëSSæïõìå ìå ZF.

Óôç óõíÝœåéá èá äïýìå ðþò ìå âÜóç áõôÜ ôá áîéþìáôá ôåêìáSSñåôáé ç ýðáñîç óõíüëùí ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá üðùò A∪B, A × B ê.ë.ð.

ËÞììá 4.5 Ãéá êÜèå óýíïëï x êáé y (i) õðÜñœåé ôï óýíïëï {x}, (ii) õðÜñœåé ôï óýíïëï ⟨x; y⟩.

Áðüäåéîç: (i) Óôï Á3 èÝôïõìå x = y, Üñá ∃{x; x} = {x}. (ii) Áðü (i) êáé Á3 ôá óýíïëá {x}; {x; y} õðÜñœïõí. Áñá áðü Á3 ôï óýíïëï {{x}; {x; y}} õðÜñœåé.

ËÞììá 4.6 Ãéá êÜèå óýíïëá x êáé y õðÜñœåé ôï óýíïëï x ∪ y.

Áðüäåéîç: Áðü Á3 õðÜñœåé ôï óýíïëï {x; y}. Áðü Á4 õðÜñœåé ôï óýíïëï ∪{x; y} = x ∪ y.

ËÞììá 4.7 Ãéá êÜèå óýíïëá A, B õðÜñœåé ôï óýíïëï A × B

Áðüäåéîç: Áðü ËÞììá 2 êáé Á5 õðÜñœåé ôï óýíïëï PP(A ∪ B). (ÓçìåSSùóç: {{x}; {x; y}} ∈ PP(A ∪ B).)

ÏñSSæïõìå A × B = {x|x ∈ PP(A ∪ B) ∧ Φ(x)} üðïõ

Φ(x) ↔ \x åSSíáé äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ⟨a; b⟩ ãéá êÜðïéá a ∈ A; b ∈ B" ↔ ∃y∃z (y ∈ A ∧ z ∈ B ∧ x = {{y}; {y; z}})

Áðü P1, A × B åSSíáé óýíïëï.

ËÞììá 4.8 Ãéá êÜèå óýíïëá A, B õðÜñœåé ôï óýíïëï^BA. [ f ∈^BA ⇒ f ⊆ B × A ⇒ f ∈ P(B × A) ⇒^B A ⊆ P(B × A) ]

Áðüäåéîç: P(B × A) åSSíáé óýíïëï áðü ËÞììá 3 êáé Á5. ÏñSSæïõìå^BA = {x|x ∈ P(A × B) ∧ Φ(x)} üðïõ

Φ(x) ↔ \x åSSíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäSSï ïñéóìïý B" ↔ ∀z(z ∈ x ↔ ∃y_1∃y_2(y_1 ∈ B ∧ z = ⟨y_1; y_2⟩) ∧ ∀y(y ∈ B → ∃!w(⟨y; w⟩ ∈ x)))

ËÞììá 4.9 ÅÜí F = ⟨A_i⟩_{i∈I} åSSíáé ïéêïãÝíåéá óõíüëùí ôüôå õðÜñœïõí ôá óýíïëá ⋃ i∈I A_i êáé ∏ i∈I A_i.

Áðüäåéîç: ÏñSSæïõìå ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç

Ψ(x; y) ↔ (x ∈ I ∧ y = F (x)) ∨ (x =∈ I ∧ y = ∅)

Áðü áîSSùìá áíôéêáôÜóôáóçò õðÜñœåé ôï óýíïëï {y|∃x(x ∈ I ∧ Ψ(x; y)} = {A_i|i ∈ I}.

Áðü Á4, ⋃ {A_i|i ∈ I} åSSíáé óýíïëï (= ⋃ i∈I A_i).

Ãéá ôï äåýôåñï ìÝñïò: Óçìåéþóôå üôé ∏ i∈I A_i ⊆ I ( ⋃ i∈I A_i ) . Ôï äåýôåñï óýíïëï (äåîéÜ) õðÜñœåé áðü

ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ ëÞììáôïò êáé ôï ËÞììá 4. ÏñSSæïõìå ∏ i∈I A_i = {f | f ∈ I ( ⋃ i∈I A_i ) ∧ Φ(f)} üðïõ

Φ(f) ↔ \f åSSíáé óõíÜñôçóç êáé f(i) ∈ A_i ∀i ∈ I"

Áñá áðü P1, ∏ i∈I A_i åSSíáé óýíïëï.

ÓçìåSSùóç: Áðü ôçí áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý ðñïêýðôåé üôé äåí õðÜñœåé ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíüëùí äçë. ∄V þóôå ∀x (x ∈ V ). Äéüôé ôüôå èá ðñïÝêõðôå êáé ðÜëé ôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell.

Èåþñçìá 4.10 Åóôù Φ(x) ïñéóôéêÞ óõíèÞêç Ýôóé þóôå ∃xΦ(x). Ôüôå õðÜñœåé óýíïëï b þóôå x ∈ b ↔ ∀y (Φ(y) → x ∈ y) äçë. ôï b čìáæåýåéď üëá ôá êïéíÜ óôïéœåSSá ôùí óõíüëùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí Φ(x). Áõôü ôï b ôï óõìâïëSSæïõìå ìå ⋂ x|Φ(x) x.

Áðüäåéîç: Åóôù a Ýíá óýíïëï þóôå Φ(a). ÏñSSæïõìå b = {x|x ∈ a ∧ ∀y (Φ(y) → x ∈ y)}. Áðü ôçí áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý b Ýíáé óýíïëï.

Ðüñéóìá 4.11 Áí a ≠ ∅, ôüôå ∩a åSSíáé óýíïëï.

Áðüäåéîç: ÐáSSñíïõìå ôï Φ(x) ôïõ èåùñÞìáôïò 4.10 íá åSSíáé x ∈ a.