3 ÐëçèÜñéèìïé

Ïñéóìüò 3.1 Äýï óýíïëá A êáé B åSSíáé éóïðëçèéêÜ (ãñÜöïõìå A =_c B Þ A ∼ B) áí õðÜñœåé ìSSá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïéœSSá f : A ↣↠ B.

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá A; B; C

1. A ∼ A

2. A ∼ B → B ∼ A

3. A ∼ B ∧ B ∼ C → A ∼ C

ÄçëáäÞ ç ∼ óõìðåñéöÝñåôáé ùò óœÝóç éóïäõíáìSSáò.

Ïñéóìüò 3.2 Óå êÜèå óýíïëï A áíôéóôïéœïýìå Ýíá áíôéêåSSìåíï A, ôï ïðïSSï êáëåSSôáé ï ðëçèÜñéèìïò ôïõ A, ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå

A = B ↔ A ∼ B

ÓçìåSSùóç: Ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïSS ðñïóðáèïýí íá áíáðáñáóôÞóïõí óôá ðëáSSóéá ôçò óõíïëïèåùñSSáò, ìå åíéáSSï ôñüðï, ôçí Ýííïéá ôçò éóïðëçèéêüôçôáò ôùí óõíüëùí áíåîáñôÞôùò áí áõôÜ åSSíáé ðåðåñáóìÝíá Þ Üðåéñá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, îÝñïõìå üôé óå Ýíá ìáãáæSS ðáðïõôóéþí õðÜñœåé ôï SSäéï ðëÞèïò áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáðïõôóéþí, œùñSSò áíáãêáóôéêÜ íá îÝñïõìå ôïí áêñéâÞ áñéèìü áõôþí ôùí ðáðïõôóéþí. Ôï ãåãïíüò üôé õðÜñœåé ìSSá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïéœSSá (óå êÜèå áñéóôåñü ðáðïýôóé áíôéóôïéœåSS ôï äåîéü ôïõ êáé áíôSSóôñïöá) ìáò ïäçãåSS ó’áõôü ôï óõìðÝñáóìá. ÏìïSSùò èá äåœüìáóôå üôé ôï ðëÞèïò ôïõ óõíüëïõ ôùí áñôSSùí öõóéêþí áñéèìþí åSSíáé ôï SSäéï ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðåñéôôþí (ðñïöáíÞò áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïéœSSá), áëëÜ êáé ôï -üðùò èá äïýìå- \ðáñÜäïîï" óõìðÝñáóìá üôé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí åSSíáé éóïðëçèéêü ìå ôï õðïóýíïëü ôïõ ôùí áñôSSùí.

ĳóïí áöïñÜ ôïõò ðëçèáñSSèìïõò, üðùò áêñéâþò êáé óôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá áíôéóôïéœïýìå áñéèìïýò ìå ôçí Ýííïéá üôé óå äýï éóïðëçèéêÜ óýíïëá áíôéóôïéœïýìå ôïí SSäéï áñéèìü, Ýôóé êáé óôá Üðåéñá óýíïëá åðåêôåSSíïõìå ôçí SSäéá áõôÞ éäÝá. ÿôóé ëïéðüí õðïèÝôïõìå üôé óå êÜèå óýíïëï Ýœïõìå áíôéóôïéœÞóåé Ýíá áíôéêåSSìåíï (åSSíáé êé’áõôü óýíïëï;) ðïõ ôï ïíïìÜæïõìå ðëçèÜñéèìï ôïõ óõíüëïõ. Ðñïöáíþò èá ðñÝðåé ç áíôéóôïSSœéóç áõôÞ íá Ýœåé ãSSíåé êáôÜ ôñüðï þóôå éóïðëçèéêÜ óýíïëá íá Ýœïõí ôïí SSäéï ðëçèÜñéèìï êáé äýï ïðïéáäÞðïôå óýíïëá ìå ôïí SSäéï ðëçèÜñéèìï íá åSSíáé éóïðëçèéêÜ. ÅìåSSò ðñïò ôï ðáñüí èá õðïèÝóïõìå üôé áõôÞ ç áíôéóôïSSœéóç Ýœåé ãSSíåé. Ôï íá ïñSSóïõìå ìSSá óõãêåêñéìÝíç áíôéóôïSSœéóç óôá ðëáSSóéá ôçò (áîéùìáôéêÞò) óõíïëïèåùñSSáò åSSíáé Ýíá ðñüâëçìá, ãíùóôü ùò ôï ðñüâëçìá áíÜèåóçò ðëçèáñSSèìùí. Áñãüôåñá, áöïý áíáðôýîïõìå ôçí Ýííïéá ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí, èá äïýìå ôç ëýóç ðïõ Ýäùóå ó’áõôü ï von Neumann.

A B

T f[T ] g [B \ f[T ]] B \ f[T ]

f g

ÓœÞìá 1: Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò Schr-oder-Bernstein

Ïñéóìüò 3.3 Ãéá óýíïëá A êáé B

A ≼ B^{ïñ}⇐⇒ ∃g : A ↣ B

Ãéá ðëçèÜñéèìïõò A ≤ B^{ïñ}⇐⇒ A ≼ B (2)

Ãéá ôïí ïñéóìü (2) ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå üôé åSSíáé êáëüò ïñéóìüò. ÄçëáäÞ, áí A = A^′ êáé B = B^′ ðñÝðåé íá éóœýåé

A ≼ B ↔ A^′ ≼ B^′

ÓçìåSSùóç: Ôï A ≼ B ïñSSæåé ôçí éäÝá üôé ôï B Ýœåé ôïõëÜœéóôïí üóá óôïéœåSSá (óå ðëÞèïò) Ýœåé ôï A.

Ç óœÝóç ≼ (ïðüôå êáé ç ≤ óôïõò ðëçèéêïýò) åSSíáé áõôïðáèÞò êáé ìåôáâáôéêÞ. Ôï åðüìåíï èåþñçìá äåSSœíåé üôé åSSíáé êáé áíôéóõììåôñéêÞ (ìå ôçí Ýííïéá üôé ôá äýï óýíïëá åSSíáé éóïäýíáìá êáé üœé SSóá üðùò êáíïíéêÜ áðáéôåSSôáé).

Èåþñçìá 3.4 (Schr-oder-Bernstein) Ãéá ïðïéáäÞðïôå A; B, áí A ≼ B êáé B ≼ A ôüôå A ∼ B.

Áðüäåéîç: [ÓœÞìá 1] Åóôù f : A ↣ B êáé g : B ↣ A. ÈÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå h : A ↣↠ B.

ÁñêåSS íá âñïýìå T ⊆ A þóôå T = A \ g[B \ f[T ]]. Ôüôå ïñSSæïõìå h : A ↣↠ B ùò áêïëïýèùò

h(x) = f(x) áí x ∈ T h(x) = g^{−1}(x) áíx ∈ A \ T

ËÞììá 3.5 (Ôï ëÞììá ôïõ óôáèåñïý óçìåSSïõ, Tarski) Åóôù F : P(A) → P(A) Ýôóé þóôå áí X ⊆ Y ôüôå F (X) ⊆ F (Y ); ∀X; Y ∈ P(A) (ìïíüôïíïò ôåëåóôÞò). Ôüôå õðÜñœåé êÜðïéï T ∈ P(A) þóôå F (T ) = T .

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Åóôù S = {X|X ∈ P(A) êáé X ⊆ F (X)}. Åóôù T = ∪S = {x | ∃X ∈ S êáé x ∈ X}.

Áí X ∈ S ôüôå X ⊆ F (X). ÅðSSóçò X ⊆ T (åðåéäÞ X ⊆ ∪S). Áñá F (X) ⊆ F (T ). ÄçëáäÞ X ⊆ F (X) ⊆ F (T ) äçë. X ⊆ F (T ). Áñá áí x ∈ T ôüôå x ∈ X ãéá êÜðïéï X ∈ S êáé åðåéäÞ X ⊆ F (T ) Ýœïõìå üôé x ∈ F (T ).

Áñá:

T ⊆ F (T ) (3) Áðü (3) ðáSSñíïõìå F (T ) ⊆ F (F (T )) áðü ìïíïôïíSSá ôïõ F . Áñá áðü ïñéóìü ôïõ S; F (T ) ∈ S. Áñá F (T ) ⊆ ∪S äçëáäÞ

F (T ) ⊆ T (4)

Áðü (3) êáé (4), T = F (T ).

ÓõíÝœåéá ôçò áðüäåéîçò ôïõ èåùñÞìáôïò: ÏñSSæïõìå F : P(A) → P(A) ìå F (X) = A \ g[B − f[X]]. Ç F éêáíïðïéåSS ôç ìïíïôïíSSá:

X ⊆ Y ⇒ f[X] ⊆ f[Y ] ⇒ B \ f[Y ] ⊆ B \ f[X] ⇒ g[B \ f[Y ]] ⊆ g[B \ f[X]] ⇒ A \ g[B \ f[X]] ⊆ A \ g[B \ f[Y ]] ⇒ F (X) ⊆ F (Y )

Áñá áðü ôï ëÞììá ôïõ Tarski õðÜñœåé T ∈ P(A) þóôå F (T ) = T äçë. T = A \ g[B \ f[T ]]. Áñá ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí áíôéóôïéœSSá h : A ↣↠ B ìå h(x) = f(x) áí x ∈ T h(x) = g^{−1}(x) áí x ∈ A \ T

Ðüñéóìá 3.6 Ç óœÝóç ≤ óôïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò éêáíïðïéåSS ôéò éäéüôçôåò ôçò ìåñéêÞò äéÜôáîçò.

Ðüñéóìá 3.7 Ãéá íá áðïäåSSîïõìå üôé A ∼ B (Þ A = B) áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé õðÜñœïõí ìïíïìïñöéóìïSS A ↣ B êáé B ↣ A.(ÄçëáäÞ áñêåSS A ≤ B êáé B ≤ A)

Ïñéóìüò 3.8 Ãéá óýíïëá A êáé B

A ≺ B^{ïñ}⇐⇒ A ≼ B êáé ¬(A ∼ B)

éóïäýíáìá (œñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá Schr-oder - Bernstein)

A ≺ B ⇔ A ≼ B êáé ¬(B ≼ A)

ÐáñáôÞñçóç: Ôï A ≼ B óçìáSSíåé üôé ôï B Ýœåé ôïõëÜœéóôïí ôüóá óôïéœåSSá üóá êáé ôï A, ìðïñåSS üìùò íá Ýœåé êáé ôï SSäéï ðëÞèïò óôïéœåSSùí. Äéüôé A ∼ B óõíåðÜãåôáé A ≼. Åíþ ôï A ≺ B óçìáSSíåé üôé ôï B Ýœåé ãíçóSSùò ðåñéóóüôåñá óôïéœåSSá áðü ôï A.

ÐáñáäåSSãìáôá éóïðëçèéêüôçôáò: Åóôù N = {0; 1; 2; 3; : : :}.

1. ÅSSíáé A = {1; 2; 3; : : :} N áëëÜ ïñSSæïíôáò h : N ↣↠ A ìå h(x) = x+1 Ýœïõìå A ∼ N .

2. N ∼ {0; 2; 4; 6; 8; : : :}, h : N ↣↠ {0; 2; 4; : : :} ìå h(k) = 2k. ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé Ýíá (Üðåéñï) óýíïëï ìðïñåSS íá åSSíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëü ôïõ.

3. Ôá äéáóôÞìáôá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (0; 1) ∼ (0; 2), h(x) = 2x.

ÄçëáäÞ ôï äéÜóôçìá (0; 1) Ýœåé ôïí SSäéï áñéèìü óçìåSSùí ìå ôï ìåãáëýôåñï óå ìÞêïò (0; 2).

4. Áí Z ={: : : ; −3; −2; −1; 0; 1; 2; : : :} ôüôå N ∼ Z.

ÏñSSæù h : Z ↣ N ìå

h(0) = 0 h(k) = 2k (k ¿ 0) h(−k) = 2k − 1 (k ¿ 0)

Êáé åðåéäÞ ðñïöáíþò N ≼ Z, áðü Schr-oder-Bernstein N ∼ Z.

[Áóêçóç: Áí A ∼ B ∼ N êáé A ∩ B = ∅ ôüôå A ∪ B ∼ N .]

5. Ôï óýíïëï Q ôùí ñçôþí åSSíáé áñéèìÞóéìï (äçë. N ∼ Q ).

Ðñïöáíþò N ≼ Q .

Ôþñá, ãéá êÜèå r ∈ Q \ {0} õðÜñœåé ìïíáäéêü æåýãïò ðñþôùí ðñïò áëëÞëïõò p êáé q þóôå r = ±^p_q . (p; q ∈ N ) ÏñSSæù f : Q → N f(+^p_q ) = 2 · 5^p · 7^q f(−^p_q ) = 3 · 5^p · 7^q f(0) = 0

Åœïõìå f : Q ↣ N , äçëáäÞ f åSSíáé 1{1, Üñá Q ≼ N . Œñçóéìïðïéïýìå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò áñéèìçôéêÞò óýìöùíá ìå ôï ïðïSSï êÜèå áñéèìüò Ýœåé ìïíáäéêÞ ðáñáãïíôïðïSSçóç óå ãéíüìåíï äõíÜìåùí ðñþôùí áñéèìþí (ôá 2,3,5,7 åSSíáé ðñþôïé).

ÓçìåSSùóç: Ôï áðïôÝëåóìá N ∼ Q åSSíáé óå ìåãÜëï âáèìü čðáñÜäïîïď áöïý Ýíá óýíïëï čäéáêñéôüď üðùò ôï N åSSíáé éóïðëçèéêü ìå Ýíá óýíïëï üðùò ôï Q ìå čðõêíÞď äéÜôáîç. Ç ðñþôç ìáò óêÝøç åSSíáé üôé ôï Q ëüãù ôçò äéÜôáîçò ôùí óôïéœåSSùí ôïõ (äçë. ∀x; y ∈ Q ∃z ∈ Q (x ¡ z ¡ y)), Ýœåé ðïëý ðåñéóóüôåñá óôïéœåSSá.

6. (0; 1) ∼ (ff; fi) ãéá êÜèå ff; fi ∈ R .

ð.œ. f : (0; 1) → (ff; fi); f(x) = ff + (fi − ff)x ÄçëáäÞ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá Ýœåé ôï SSäéï ðëÞèïò óçìåSSùí ìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå Üëëï ìåãáëýôåñïõ Þ ìéêñüôåñïõ ìÞêïõò.

7. (−^ı_2 ; +^ı_2 ) ∼ R

f : (−^ı_2 ; +^ı_2 ) → R , f(x) = åö x Üñá (0; 1) ∼ R .

ÄçëáäÞ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá Ýœåé ôï SSäéï ðëÞèïò óçìåSSùí ìå ôçí áðÝñáíôç åõèåSSá.

8. R ∼ (0; 1) ∼^N 2 ∼ P(N ) (Áóêçóç) [Åäþ ïñSSæïõìå 2 = {0; 1}] Åýêïëá^N 2 ∼ P(N ), f :^N 2 ↣↠ P(N ), f(h) = {k|h(k) = 0}^5 ÁñêåSS, ãéá Ýœïõìå üëåò ôéò éóïäõíáìSSåò, íá äåSSîïõìå üôé (0; 1) ∼^N 2. ÏñSSæïõìå g :^N 2 ↣ (0; 1) ìå

g(f) = 1 4 + ∞∑ i=0 f(i) 3^{i+1} = 1 4 + f(0) 3 + f(1) 3^2 + f(2) 3^3

+ : : :

Ç f(0); f(1); : : : åSSíáé ìéá áêïëïõèSSá áðü 0 êáé 1. Äýï ôÝôïéåò áêïëïõèSSåò ðïõ äéáöÝñïõí óå ôïõëÜœéóôïí ìSSá èÝóç èá äþóïõí äéáöïñåôéêü Üðåéñï áíÜðôõãìá. ćñá ç g åSSíáé 1 − 1.

Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç ïñSSæïõìå h : (0; 1) ↣^N 2 ùò áêïëïýèùò: äïèÝíôïò a ∈ (0; 1) Ýóôù f ∈^N 2 ç ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç þóôå a = ∞∑ i=0 f(i) 2^{i+1} = f(0) 2 + f(1) 2^2

+ : : :

êáé ôá f(i) äåí åSSíáé ôåëéêÜ üëá 1. (ćóêçóç: ÁðïäåSSîôå üôé õðÜñœåé ìïíáäéêÞ ôÝôïéá óõíÜñôçóç.)

5Ãåíéêþôåñá: Ãéá êÜèå X ⊆ A ç óõíÜñôçóç h : A → {0; 1} ðïõ ïñSSæåôáé áðü

h(x) = { 0 áí x ∈ A 1 áí x =∈ A

ïíïìÜæåôáé œáñáêôçñéóôéêÞ (óõíÜñôçóç) ôïõ X (h ∈^A2). Ç óõíÜñôçóç f :^A2 ↣↠ P(A) ìå f(h) = {x | h(x) = 0} ïñSSæåé ìSSá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïéœSSá ìåôáîý ôùí õðïóõíüëùí êáé ôùí œáñáêôçñéóôéêþí (óõíáñôÞóåþí) ôïõò.

ÌÝœñé ôþñá üëá ôá Üðåéñá óýíïëá ðïõ åîåôÜóáìå åSSíáé éóïðëçèéêÜ ìå ôï N . ÌÞðùò ôåëéêÜ üëá ôá Üðåéñá óýíïëá åSSíáé éóïðëçèéêÜ ìåôáîý ôïõò; Ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ôïõ Cantor ìáò äåSSœíåé ðùò üœé.

Èåþñçìá 3.9 (Ìç áñéèìçóéìüôçôá ôïõ R , Cantor) ÅSSíáé N ≼ R . ÁëëÜ N ≁ R . (ÄçëáäÞ N ≺ R )

Áðüäåéîç: Åóôù üôé õðÜñœåé h : N ↣↠ R . ÓõìâïëSSæïõìå h(k) = h_k, äçë. R = {h_0; h_1; h_2; : : : ; h_k; : : :}. Áí ìðïñÝóïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ðñáãìáôéêü c ∈ R ï ïðïSSïò íá ìçí óõìðSSðôåé ìå êáíÝíá áðü ôá h_i áõôïý ôïõ óõíüëïõ èá Ýœïõìå áíôSSöáóç, Üñá ôï R äåí åSSíáé äõíáôüí íá åSSíáé éóïðëçèéêü ìå ôï N .

Äçìéïõñãïýìå äýï áêïëïõèSSåò a_n êáé b_n.

(óå üôé áêïëïõèåSS ôï čðñþôï h_kď óçìáSSíåé ôï čh_k ìå ôï ìéêñüôåñï äåSSêôç kď)

a_0 = h_0 b_0 = ôï ðñþôï h_k þóôå h_k ¿ h_0. [Áñá üëá ôá h ìå ìéêñüôåñïõò äåSSêôåò åSSíáé åêôüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [a_0; b_0]. ]

a_1 = ôï ðñþôï h_k þóôå a_0 ¡ h_k ¡ b_0 b_1 = ôï ðñþôï h_k þóôå a_1 ¡ h_k ¡ b_0 . . .

a_{n+1} = ôï ðñþôï h_k þóôå a_n ¡ h_k ¡ b_n (a_n êáé b_n Ýœïõí Þäç ïñéóôåSS). b_{n+1} = ôï ðñþôï h_k þóôå a_{n+1} ¡ h_k ¡ b_n [Ðáñáôçñïýìå üôé ôá h ìå ìéêñüôåñïõò äåSSêôåò åSSíáé åêôüò ôïõ äéáóôÞìáôïò [a_{n+1}; b_{n+1}].]

Åœïõìå a_n ↑; b_n ↓, a_n ¡ b_n ∀n, êáé lim_{n→∞}(b_n − a_n) = 0. ćñá õðÜñœåé c = lim_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} b_n ôï êïéíü üñéï ôçò áýîïõóáò a_n êáé ôçò öèSSíïõóáò b_n. Ôüôå c ≠ h_k ∀k, äéüôé êÜèå h_k êåSSôáé áñéóôåñüôåñá êÜðïéïõ a_n Þ äåîéüôåñá êÜðïéïõ b_n, åíþ ôï c åSSíáé ìåãáëýôåñï üëùí ôùí a_n êáé ìéêñüôåñï üëùí ôùí b_n.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï R åSSíáé ôï ðñþôï óýíïëï ðïõ áðïäåSSœôçêå üôé Ýœåé ãíçóSSùò ðåñéóóüôåñá óôïéœåSSá áðü ôï N . źôáí ôï ðñþôï óõãêëïíéóôéêü áðïôÝëåóìá ôçò èåùñSSáò óõíüëùí. Áò óçìåéùèåSS üôé œñçóéìïðïéÞóáìå ôçí éäéüôçôá ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ óõíüëïõ R ãéá íá ðÜñïõìå ôï êïéíü üñéï c ôùí áêïëïõèéþí. ĳëï ôï åðéœåSSñçìá ìðïñåSS íá åöáñìïóôåSS êáé óôï Q áëëÜ óôï Q äåí åîáóöáëSSæåôáé ç ýðáñîç ôïõ c (óôï Q äåí éóœýåé ç ðëçñüôçôá).

Óõìâïëéóìüò: Ìå ãñÜììáôá ˇ; ˘; ¯ èá óõìâïëSSæïõìå ôïõò ðëçèÜñéèìïõò. ˇ ¡ ˘ óõìâïëSSæåé ôï ˇ ≤ ˘ êáé ˇ ≠ ˘, äçë. A ¡ B ↔ A ≼ B êáé A ≁ B.

[Ýœïõìå áðïäåSSîåé üôé N ¡ R .]

ÃñÜöïõìå n = {0; 1; : : : ; n − 1}, (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá èá äïýìå üôé ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå êáé n = {0; 1; : : : ; n − 1}) äçë. 0 = ∅ 1 = {0} 2 = {0; 1} : : :

ÅðSSóçò, ℵ_0 = N . Äçë. ôï n åSSíáé ï ðëçèÜñéèìïò ôùí óõíüëùí ìå n ôï ðëÞèïò óôïéœåSSá êáé ℵ_0 åSSíáé ï ðëçèÜñéèìïò ôïõ óõíüëïõ ôùí öõóéêþí. ℵ (Üëåö) åSSíáé ôï ðñþôï ãñÜììá ôïõ åâñá-éêïý áëöáâÞôïõ.

Ïñéóìüò 3.10 (ÁñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò - ðëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ) Èá åðåêôåSSíïõìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò, ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôùí äõíÜìåùí óå üëïõò ôïõò ðëçèáñSSèìïõò.

1. (ðëçèéêÞ) ðñüóèåóç

Åóôù A êáé B óýíïëá. Ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå óýíïëá A^′ êáé B^′ îÝíá ìåôáîý ôïõò (äçë. A^′ ∩ B^′ = ∅) þóôå A ∼ A^′ êáé B ∼ B^′. ð.œ. A^′ = {0} × A êáé B^′ = {1} × B. Ïôáí åðéëÝãïõìå äýï ôÝôïéá óýíïëá A^′ êáé B^′ ëÝìå üôé ôï A^′ ∪ B^′ åSSíáé ç îÝíç Ýíùóç ôùí A êáé B êáé ãñÜöïõìå A ⊎ B.

ÏñSSæïõìå A + B = A^′ ∪ B^′ = A ⊎ B.

2. (ðëçèéêüò) ðïëëáðëáóéáóìüò A · B = A × B 3. (ðëçèéêÞ) äýíáìç

A^B = (^BA)

ÐáñáôçñÞóåéò: (i) ÐñÝðåé íá åëÝãîïõìå üôé ïé ïñéóìïSS åSSíáé êáëïSS, äçë. áí A^′ ∼ A; B^′ ∼ B ôüôå A^′ ⊎ B^′ ∼ A ⊎ B, A^′ × B^′ ∼ A × B; (^{B′} A^′) ∼ (^BA), ôåôñéììÝíï.

(ii) ÅðSSóçò ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå üôé ïé ïñéóìïSS óõìðSSðôïõí ìå ôéò ðñÜîåéò ôùí ðåðåñáóìÝíùí ðëçèáñSSèìùí, äçë. áí A = n; B = m ôüôå A + B = n + m; A · B = n · m; A^B = n^m. (ćóêçóç)

Èåþñçìá 3.11 (ÌåñéêïSS íüìïé ôçò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò) Ãéá êÜèå ˇ; ˘; ¯, (i) ˇ + ˘ = ˘ +ˇ (ii) (ˇ + ˘) + ¯ = ˇ + (˘ + ¯)

(iii) ˇ˘ = ˘ˇ (iv) ˇ(˘¯) = (ˇ˘)¯ (v) ˇ(˘ + ¯) = ˇ˘ + ˇ¯ (vi) ˇ˘ˇ¯ = ˇ˘^+¯ (vii) ˇ¯˘¯ = (ˇ˘)¯ (viii) ˇ˘)¯ = ˇ˘¯

Áðüäåéîç: Ôá ðáñáðÜíù éóœýïõí åðåéäÞ éóœýïõí áíôSSóôïéœá ïé êÜôùèé óõíïëïèåùñçôéêïSS íüìïé (A; B; C îÝíá ìåôáîý ôïõò). (i)^′ A ∪ B = B ∪ A (ii)^′ (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (iii)^′ A × B ∼ B × A (iv)^′ A × (B × C) ∼ (A × B) × C (v)^′ A × (B ∪ C) ∼ (A × B) ∪ (A × C) (vi)^′ (^BA) × (^C A) ∼^{(B∪C)}A (vii)^′ (^C A) × (^C B) ∼^C (A × B) (viii)^{′ C} (^BA) ∼^{(C×B)}A

ÐáñáôÞñçóç: Ãéá ïðïéïõóäÞðïôå ðëçèáñSSèìïõò (i) ˇ + 0 = ˇ = ˇ · 1 êáé ˇ · 0 = 0 (ii) Áí ˇ_i ≤ ˘_i ãéá êÜèå i; (1 ≤ i ≤ n) ôüôå ˇ_1 + ˇ_2 + : : : + ˇ_n ≤ ˘_1 + ˘_2 + : : : + ˘_n ˇ_1ˇ_2 : : : ˇ_n ≤ ˘_1˘_2 : : : ˘_n

Ïñéóìüò 3.12 Åíá óýíïëï A åSSíáé Üðåéñï áí A ≠ n ãéá êÜèå n ∈ N .

A åSSíáé áðáñéèìçôü áí A ≤ ℵ_0. A åSSíáé áñéèìÞóéìï áí A = ℵ_0.

Áñá A áñéèìÞóéìï ↔ ∃f : A ↣↠ N Þ éóïäýíáìá ∃f : N ↣↠ A. Ôüôå ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôçí f ìå ⟨a_n⟩_{n∈N} êáé íá ôçí ïíïìÜóïõìå ìéá (áð)áñSSèìçóç ôùí óôïéœåSSùí ôïõ A.

ÐáñáôÞñçóç: ÊÜèå õðïóýíïëï åíüò áðáñéèìçôïý óõíüëïõ åSSíáé áðáñéèìçôü (B ⊆ A → B ≤ A ≤ ℵ_0).

Èåþñçìá 3.13 ÊÜèå áðáñéèìçôü óýíïëï åSSíáé ðåðåñáóìÝíï Þ áñéèìÞóéìï (äçë. ˇ ≤ ℵ_0 ⇒ ˇ = ℵ_0 Þ ∃n ∈ N þóôå ˇ = n).

Áðüäåéîç: ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé áí ˇ ¡ ℵ_0 ôüôå ˇ åSSíáé ðåðåñáóìÝíï. ÕðïèÝôïõìå A ¡ ℵ_0. Ôüôå õðÜñœåé f : A ↣ N . Áí A äåí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñœåé n^′ ¿ n þóôå n^′ ∈ f[A].

ÏñSSæïõìå^6 óõíÜñôçóç g : N ↣↠ f[A],

g(0) = ôï ìéêñüôåñï y; y ∈ f[A] g(n + 1) = ôï ìéêñüôåñï y; y ¿ g(n) êáé y ∈ f[A]

Áñá Ýœïõìå N ∼ f[A] ∼ A. Áñá A ∼ N .

Èåþñçìá 3.14 Áí A êáé B áðáñéèìçôÜ ôüôå áðáñéèìçôü åSSíáé êáé ôï A∪B.

Áðüäåéîç: Åóôù f : A ↣ N êáé g : B ↣ N . ÏñSSæïõìå h : A ∪ B ↣ N ìå

h(x) = 2f(x) áí x ∈ A h(x) = 2g(x) + 1 áí x ∈ B \ A

Ðñïöáíþò h åSSíáé 1-1. Áñá A ∪ B ≤ ℵ_0.

Ðüñéóìá 3.15 ℵ_0 + n = ℵ_0 ∀n ∈ N êáé ℵ_0 + ℵ_0 = ℵ_0.

(ÅðåéäÞ ℵ_0; n åSSíáé áðáñéèìçôÜ Üñá åSSíáé åðSSóçò êáé ôï Üèñïéóìá-Ýíùóç, äçëáäÞ ℵ_0 + n ≤ ℵ_0 êáé åðåéäÞ ℵ_0 ≤ ℵ_0 + n Ýœïõìå ℵ_0 + n = ℵ_0. Ôï SSäéï êáé ãéá ôï ℵ_0 + ℵ_0.)

Ðüñéóìá 3.16 Ç Ýíùóç êÜèå ðåðåñáóìÝíçò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìçôþí óõíüëùí åSSíáé áðáñéèìçôÞ. ÅðSSóçò ℵ_0 + : : : + ℵ_0

n öïñÝò

= ℵ_0.

6Ï ïñéóìüò ôçò óõíÜñôçóçò ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ (áíáäñïìÞ). Áñãüôåñá èá äïýìå üôé óôá ðëáSSóéá ôçò áîéùìáôéêÞò óõíïëïèåùñSSáò (èåþñçìá áíáäñïìÞò) ôÝôïéïé ïñéóìïSS ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí äçë. õðÜñœåé ç óõíÜñôçóç ìå ôéò áíáäñïìéêÝò éäéüôçôåò.

Èåþñçìá 3.17 Áí A êáé B áðáñéèìçôÜ êáé ôï A × B åSSíáé áðáñéèìçôü. ÅðSSóçò ℵ_0 · ℵ_0 = ℵ_0.

Áðüäåéîç: ÁñêåSS íá áðïäåSSîïõìå ℵ_0 · ℵ_0 = ℵ_0 (äéüôé áí ˇ ≤ ℵ_0; ˘ ≤ ℵ_0 ôüôå ˇ · ˘ ≤ ℵ_0 · ℵ_0). Áñá áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé N × N ∼ N .

ÏñSSæïõìå f : N ↣ N × N ìå f(n) = ⟨n; 0⟩. ÏñSSæïõìå g : N × N ↣ N ìå g(⟨n; m⟩) = 2^n · 3^m. Áðü Schr-oder-Bernstein N × N ∼ N .

Áóêçóç: Íá âñåèåSS f : N × N ↣↠ N .

Ðüñéóìá 3.18 ℵ_0 · ℵ_0 : : : ℵ_0 n öïñÝò

= ℵ_0 ∀n ∈ N

Ðüñéóìá 3.19 Q = ℵ_0 (ćëëç áðüäåéîç { Ýœåé Þäç áðïäåéœèåSS)

Åóôù Q^+ = {x|x ∈ Q ∧ x ¿ 0}

Q^− = {x|x ∈ Q ∧ x ¡ 0} ÏñSSæïõìå f : Q^+ ↣ N × N ìå f(x) = ⟨m; n⟩ üðïõ x =^m_n ∧ (m; n) = ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò = 1 Üñá Q^+ ≤ N × N = ℵ_0. Áíôéóôñüöùò, Q^+ ≥ N = ℵ_0.

Áñá Q^+ = Q^− = ℵ_0. Áñá Q = Q^− ∪ {0} ∪ Q^+ ⇒ Q = ℵ_0 + 1 + ℵ_0 = ℵ_0.

Èåþñçìá 3.20 (Cantor) Ãéá êÜèå óýíïëï A, A ¡ P(A).

Áðüäåéîç: Ðñïöáíþò A ≤ P(A). ÅðåéäÞ f : A ↣ P(A) ìå f(x) = {x}. Åóôù üôé õðÜñœåé g : P(A) ↣↠ A. Åóôù T = {x|x ∈ A & x ∉ g^{−1}(x)}.

ÅSSíáé g^{−1}(x) ⊆ A êáé T ⊆ A.

Åñþôçóç: ÅSSíáé g(T ) ∈ T ;

g(T ) ∈ T ⇔ g(T ) ∉ g^{−1}(g(T )) ⇔ g(T ) ∉ T

ËÞììá 3.21 Áí A = ˇ ôüôå P(A) = 2ˇ.

Áðüäåéîç: ÁñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé

A{0; 1} ∼ P(A)

ÄïèÝíôïò f ∈^A{0; 1} Ýóôù X_f = {x|x ∈ A ∧ f(x) = 0}.

ÏñSSæïõìå F :^A{0; 1} ↣↠ P(A) ìå F (f) = X_f ∀f ∈^A{0; 1}.

Ðüñéóìá 3.22 Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï ˇ,

ˇ ¡ 2ˇ ¡ 2^2 ˇ ¡ 2^{22ˇ} ¡ : : :

(áðü Èåþñçìá Cantor). ćñá õðÜñœåé áðåéñSSá óõíüëùí ìå äéáöïñåôéêÝò ðëçèéêüôçôåò.

Èåþñçìá 3.23 R = 2^{ℵ0} (Ýœåé áðïäåéœèåSS)

Ðüñéóìá 3.24 Ôï R åSSíáé ìÞ áñéèìÞóéìï.

Ðüñéóìá 3.25 Ôï óýíïëï ôùí óçìåSSùí ôïõ åðéðÝäïõ R ×R åSSíáé éóïðëçèéêü ìå ôï R .

Áðüäåéîç: R × R = R · R = 2^{ℵ0} · 2^{ℵ0} = 2^{ℵ0+ℵ0} = 2^{ℵ0} = R . Ç áíáêÜëõøç áõôÞ áðïôÝëåóå ìéá Ýêðëçîç ãéá ôïí Cantor. Ðþò åSSíáé äõíáôüí ç åõèåSSá ìå ôï åðSSðåäï áëëÜ êáé ìå ôï œþñï íá Ýœïõí ôïí SSäéï áñéèìü óçìåSSùí!

Èåþñçìá 3.26 Ôï óýíïëï Σ üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí ôùí öõóéêþí áñéèìþí Ýœåé ðëçèéêüôçôá ℵ_0.

Áðüäåéîç: Åóôù p_1; : : : ; p_n; : : : áñSSèìçóç ôùí ðñþôùí áñéèìþí. (åSSíáé Üðåéñïé)

ÏñSSæïõìå f : Σ → N ; f⟨k_1; : : : ; k_n⟩ = p^{k1+1}_1 · · · p^{k2+1}_2 : : : p^{kn+1}_n . f åSSíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï èåþñçìá ìïíáäéêÞò ðáñáãïíôïðïSSçóçò.

Áñá Σ ≤ ℵ_0. Ðñïöáíþò Σ ≥ ℵ_0.

Ðüñéóìá 3.27 Ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí ìå üñïõò ðïõ áíÞêïõí óå Ýíá êáèïñéóìÝíï áðáñéèìçôü óýíïëï A ≠ ∅ åSSíáé áñéèìÞóéìï.

Ðüñéóìá 3.28 Ôï óýíïëï üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí Fin(A) åíüò áñéèìÞóéìïõ óõíüëïõ A åSSíáé áñéèìÞóéìï.

Áðüäåéîç: ŒÜñéí åõêïëSSáò õðïèÝôïõìå A = N . ÏñSSæïõìå ìïíïìïñöéóìü f : Fin(A) ↣ Σ ìå f(X) = ⟨a_0; : : : ; a_{n−1}⟩ üðïõ X = {a_0; : : : ; a_{n−1}} ∈ Fin(A) êáé a_0 ¡ a_1 ¡ : : : ¡ a_{n−1} (äçë. f ôáêôïðïéåSS ôá óôïéœåSSá ôïõ X óôç öõóéêÞ ôïõò äéÜôáîç).

Áñá Fin(A) ≤ Σ = ℵ_0. ÁëëÜ Fin(A) ≥ ℵ_0. Áñá Fin(A) = ℵ_0.

Ïñéóìüò 3.29 Åíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò b åSSíáé áëãåâñéêüò åÜí åSSíáé ñSSæá êÜðïéáò åîSSóùóçò x^n + a_{n−1}x^{n−1} + : : : + a_0 = 0 üðïõ a_{n−1}; : : : ; a_0 ∈ Q . Áí b äåí åSSíáé áëãåâñéêüò ôüôå b åSSíáé õðåñâáôéêüò ( Transcendental).

Åóôù Al=ôï óýíïëï ôùí áëãåâñéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, Tr = R \ Al.

A

S B

A-B

S

↣↠

S ∪ B ↣↠ S

ÓœÞìá 2: Áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò

Èåþñçìá 3.30 Al = ℵ_0.

Áðüäåéîç: ÊÜèå åîSSóùóç ôçò ìïñöÞò x^n +a_{n−1}x^{n−1} +: : :+a_0 = 0 ìðïñåSS íá ðáñáóôáèåSS óáí ìéá äéáôåôáãìÝíç n-Üäá ⟨a_{n−1}; : : : ; a_0⟩ ìå a_{n−1}; : : : ; a_0 ∈ Q . ÅðåéäÞ Q = ℵ_0, áðü ôï Ðüñéóìá 3.27 ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò ôï óýíïëï áõôþí ôùí åîéóþóåùí åSSíáé áñéèìÞóéìï. Åóôù q_1(x); q_2(x); : : : ; q_n(x); : : : ìSSá áðáñSSèìçóç ôùí åîéóþóåùí. ÊÜèå q_n(x) Ýœåé ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ñéæþí. Áñá ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ìïíïìïñöéóìü f : Al ↣ N × N ìå f(b) = ⟨n; m⟩ üðïõ n åSSíáé ï åëÜœéóôïò áñéèìüò þóôå b åSSíáé ñSSæá ôçò q_n(x) êáé b åSSíáé ç m-ïóôÞ ñSSæá óôç öõóéêÞ äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí ñéæþí ôçò q_n(x).

Áñá Al ≤ N × N = ℵ_0. ÁëëÜ Al åSSíáé Üðåéñï åðåéäÞ ðåñéÝœåé üëïõò ôïõò ñçôïýò. Áñá Al = ℵ_0.

Ðüñéóìá 3.31 Tr = 2^{ℵ0} .

Áðüäåéîç: Tr = R \ Al. Åœïõìå R = 2^{ℵ0} ; Al = ℵ_0.

Ðñþôá áðïäåéêíýïõìå ôï åîÞò ëÞììá: Åóôù A óýíïëï, B áðáñéèìçôü õðïóýíïëï ôïõ A þóôå A \ B Ýœåé áñéèìÞóéìï õðïóýíïëï S. Ôüôå A = A \ B.

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Áðü ôï óœÞìá 2, Äéüôé S ∪ B ∼ S.

Áñá áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå üôé Tr Ýœåé áñéèìÞóéìï õðïóýíïëï. ÁëëÜ R ≠ Al ⇒ Tr ≠ ∅.

Åóôù # ∈ Tr, ôüôå #; 2#; 3#; : : : ; n#; : : : åSSíáé áñéèìÞóéìï õðïóýíïëï ôùí õðåñâáôéêþí. Áñá Tr = R = 2^{ℵ0} . [Ï Cantor áðÝäåéîå ôçí ýðáñîç ôùí õðåñâáôéêþí ôï 1873. Ï Hermite áðÝäåéîå ôï 1873 üôé ï áñéèìüò e åSSíáé õðeñâáôéêüò. Ï Lindemann áðÝäåéîå ôï 1883 üôé ï ß åSSíáé åðSSóçò õðåñâáôéêüò, êáé üôé êáôÜ óõíÝðåéá ï ôåôñáãùíéóìüò ôïõ êýêëïõ åSSíáé áäýíáôïò ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç. Óå åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ áñœÞ óôçñSSæåôáé ç áðüäåéîç ôïõ Liouville ãéá ôçí ýðáñîç õðåñâáôéêþí áñéèìþí ôï 1851.]

Óôç óõíÝœåéá, ðáñ’üëï ðïõ äåí Ýœïõìå áêüìç ðáñïõóéÜóåé üëá ôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïèåùñSSáò êáé ùò åê ôïýôïõ äåí Ýœïõìå áíáðôýîåé ôç èåùñSSá óõíüëùí óôï áîéùìáôéêü ôçò ðëáSSóéï, èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áîSSùìá, ìéá ìáèçìáôéêÞ áñœÞ ðïõ õðÞñîå ðçãÞ ðñïâëçìáôéóìïý ãéá ôïõò ìáèçìáôéêïýò. ÕðÞñîå ôï ôåëåõôáSSï áëëÜ êáé ôï ðéï åðSSìáœï áðü ôá áîéþìáôá ðïõ ðáñïõóSSáóå ï Zermelo. ÁíáöÝñåôáé óôçí åðéëïãÞ åêðñïóþðùí áðü Ýíá óýíïëï óõíüëùí. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï (Π_n)_{n∈N} áðü æåýãç ðáðïõôóéþí (äçë. ôï êÜèå Π_n åSSíáé Ýíá æåýãïò ðáðïõôóéþí. Ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá ðáðïýôóé ß_n áðü êÜèå æåýãïò Π_n, äçëáäÞ ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé õðÜñœåé ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f : N → · · · þóôå ãéá êÜèå n ∈ N ôï f(n) ∈ Π_n; Ç áðÜíôçóç åSSíáé íáé, äéüôé ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôç óõíÜñôçóç f ìå f(n) = ôï áñéóôåñü ðáðïýôóé ôïõ êÜèå æåýãïõò Π_n. Áò öáíôáóôïýìå ôþñá üôé ôá Π_n äåí åSSíáé æåýãç ðáðïõôóéþí áëëÜ æåýãç êáëôóþí, äçëáäÞ üôé Ýœïõìå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï (K_n)_{∈N} üðïõ ôï êÜèå K_n åSSíáé Ýíá óýíïëï áðïôåëïýìåíï áðü äýï êÜëôóåò. Ìðïñïýìå êáé ó’áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç íá êÜíïõìå ôçí SSäéá üðùò êáé ðñéí åðéëïãÞ; Åäþ õðÜñœåé Ýíá ðñüâëçìá. Äåí ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí f ìå ôïí SSäéï ôñüðï äéüôé ôþñá äåí õðÜñœåé ôñüðïò íá äéáœùñSSóïõìå ôéò êÜëôóåò ôïõ êÜèå æåýãïõò (äåí õðÜñœåé áñéóôåñÞ êáé äåîéÜ êÜëôóá).^7 Áí öáíôáóôïýìå üôé ôï óýíïëï áõôþí ôùí æåõãþí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï äçë. áí Ýœïõìå íá êÜíïõìå ìå Ýíá óýíïëï (K_n)_{n∈m}, üðïõ m ∈ N , ôüôå ç ýðáñîç ìéáò ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS åðáãùãéêÜ ìå åðáãùãÞ óôï n. ÁëëÜ óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç (K_n)_{n∈N} Þ êáé ðéï ãåíéêÜ üôáí óôçí èÝóç ôïõ N åSSíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå Üðåéñï óýíïëï ôüôå ôï ìüíï ðïõ ìáò áðïìÝíåé åSSíáé íá õðïèÝóïõìå ôçí ýðáñîç áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åðéëïãÞò.

ÁîSSùìá ôçò åðéëïãÞò - Axiom of Choice (AC)

Åáí ⟨A_i⟩_{i∈I} åSSíáé ìç-êåíÞ ïéêïãÝíåéá ìç-êåíþí óõíüëùí (äçë. I ≠ ∅ êáé ∀i ∈ I; A_i ≠ ∅) ôüôå ∏ i∈I A_i ≠ ∅. ÄçëáäÞ ∃f : I → ⋃ i∈I A_i þóôå f(i) ∈ A_i.

ÊÜèå óôïéœåSSï ôïõ ∏ i∈I A_i ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá.

Éóïäýíáìç äéáôýðùóç (AC^∗): Áí A ≠ ∅, ôüôå õðÜñœåé óõíÜñôçóç f : P(A) \ {∅} → A Ýôóé þóôå f(X) ∈ X ãéá êÜèå X ∈ dom(f). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò óôï A.

ÐáñáôÞñçóç: Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 2.4 êÜèå ìÝëïò ôïõ êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ ∏ i∈I A_i åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá ⟨A_i⟩_{i∈I} .

7Öáíôáæüìáóôå üôé ïé äýï êÜëôóåò åSSíáé áêñéâþò ïé SSäéåò äçëáäÞ äåí õðÜñœåé ôñüðïò öõóéêïý Þ Üëëïõ äéáœùñéóìïý ìåôáîý ôïõò.

ćñá ôï íá ëÝìå üôé õðÜñœåé ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá ëÝíå üôé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï åSSíáé ìç êåíü. Óôçí éóïäýíáìç äéáôýðùóç ç óõíÜñôçóç f ìáò äSSíåé ôçí äõíáôüôçôá ìÝóù ôùí ôéìþí ôçò íá čåðéëÝãïõìåď Ýíá óôïéœåSSï áðü êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ A. Óôï åðüìåíï èåþñçìá èá áðïäåSSîïõìå üôé ïé äýï áõôÝò äéáôõðþóåéò åSSíáé üíôùò éóïäýíáìåò.

Èåþñçìá 3.32 AC ⇔ AC^∗.

Áðüäåéîç: ⇒: Åóôù F = {⟨X; X⟩|X ⊆ A êáé X ≠ ∅}. Ç F åSSíáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí ìç-êåíþí õðïóõíüëùí ôïõ A, ìå äåSSêôç ôïí åáõôü ôïõò, äçë. ç ïéêïãÝíåéá ⟨X_X ⟩_{X∈P(A)\{∅}} êáé X_X = X.

Áðü áîSSùìá åðéëïãÞò ∏ F ≠ ∅ ( ∏ F = {f|dom f = dom F & ∀X ∈ dom f; f(X) ∈ F (X)}). Åóôù ëïéðüí f ∈ ∏ F . Ôüôå f(X) ∈ X ∀X ∈ P(A) \ {∅}. Áñá f åSSíáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò óôï A.

⇐: Áò õðïèÝóïõìå üôé éóœýåé ôï AC^∗. ÿóôù ôþñá ⟨A_i⟩_{i∈I} ìSSá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá ìç êåíþí óõíüëùí. ÈÝôïõìå A = ∪_{i∈I} A_i. Ôüôå áðü ôï AC^∗ õðÜñœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f óôï A (äçë ãéá êÜèå X ⊆ A; X ≠ ∅ éóœýåé f(X) ∈ X). ÏñSSæïõìå g = {⟨i; f(A_i)⟩ | i ∈ I}

Ôüôå g åSSíáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá ⟨A_i⟩_{i∈I} åðåéäÞ f(A_i) ∈ A_i; ∀i ∈ I.

Èåþñçìá 3.33 ÅÜí ˇ åSSíáé Üðåéñïò ðëçèéêüò ôüôå ℵ_0 ≤ ˇ.

Áðüäåéîç: ÿóôù A Ýíá Üðåéñï óýíïëï ìå ðëçèÜñéèìï ˇ êáé Ýóôù f óõíÜñôçóç åðéëïãÞò óôï A. ÏñSSæïõìå ìSSá áêïëïõèSSá ⟨a_i⟩_{i∈N} óôïéœåSSùí ôïõ A ùò áêïëïýèùò:

a_0 = f(A) a_n = f(A − {a_0; : : : ; a_{n−1}}), ôá a_0; : : : ; a_{n−1} Ýœïõí Þäç ïñéóôåSS. Óå êÜèå âÞìá ç f åSSíáé êáëÜ ïñéóìÝíç. ÅðåéäÞ A − {a_0; : : : ; a_{n−1}} ≠ ∅, êé’áõôü åðåéäÞ A åSSíáé Üðåéñï, {a_n | n ∈ N } ⊆ A êáé {a_n | n ∈ N } ∼ N . ćñá N ≤ ˇ. Èåþñçìá 3.34 (AC)^8 Ç Ýíùóç ìéáò áðáñéèìçôÞò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìçôþí óõíüëùí åSSíáé áðáñéèìçôü óýíïëï.

Áðüäåéîç: Ãéá ðåðåñáóìÝíç ïéêïãÝíåéá áðáñéèìçôþí óõíüëùí ôï èåþñçìá ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS ìå áðëÞ ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí ìåëþí ôçò ïéêïãÝíåéáò (œùñSSò ôç œñÞóç ôïõ áîéþìáôïò ôçò åðéëïãÞò). Ãéá ôç óõíÝœåéá ëïéðüí õðïèÝôïõìå üôé äSSäåôáé ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá ⟨A_i⟩_{i∈N} Ýôóé þóôå A_i ≤ ℵ_0; ∀i ∈ N . ÏñSSæïõìå B_i = A_i − ∪_{j<i}A_j . Ôüôå ôá B_i åSSíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò (äçë. B_i ∩ B_j = ∅, ãéá i ≠ j) êáé êÜèå B_i åSSíáé áðáñéèìçôü

8ĳôáí óå Ýíá èåþñçìá Þ áðüäåéîç õðÜñœåé ôï AC áõôü óçìáSSíåé üôé óôçí áðüäåéîç œñçóéìïðïéïýìå ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò, AC.

êáèþò êáé ∪_{i∈N} B_i = ∪_{i∈N} A_i. ÅðåéäÞ êÜèå B_i åSSíáé áðáñéèìçôü, ãéá êÜèå i ∈ N õðÜñœåé f_i : B_i ↣ N . Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå åðéëÝîåé ìSSá ôÝôïéá f_i ãéá êÜèå i ∈ N . Ôþñá ïñSSæïõìå h : ∪_{i∈N} B_i ↣ N × N ìå h(x) = ⟨i; f_i(x)⟩ üðïõ i åSSíáé ï ìïíáäéêüò áñéèìüò þóôå x ∈ B_i. Ç h åSSíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÅðåéäÞ: áí õðïèÝóïõìå h(x) = h(y) ôüôå ⟨i; f_i(x)⟩ = ⟨j; f_j (y)⟩ ⇒ i = j êáé f_i(x) = f_j(y) ⇒ x = y, åðåéäÞ f_i : B_i ↣ N åSSíáé ìïíïìïñöéóìüò.

ćñá ∪_{i∈N} B_i ≤ N × N = ℵ_0 ⇒ ∪_{i∈N} A_i ≤ ℵ_0.

ĳëá åSSíáé êáëÜ óôçí áðüäåéîç åêôüò áðü ôï üôé óå êÜðïéï óçìåSSï Ýœïõìå õðïèÝóåé ôçí ýðáñîç ìéáò f_i ãéá êÜèå i ∈ N . Ãéá íá ïñSSóïõìå áõôÜ ôá f_i äïõëåýïõìå ùò åîÞò:

Ãéá êÜèå i ∈ N Ýóôù S_i = {f|f ∈^{Bi} N êáé f åSSíáé 1 − 1}. Áðü õðüèåóç S_i ≠ ∅; ∀i ∈ N . Áðü áîSSùìá åðéëïãÞò ∏ i∈N S_i ≠ ∅. Áñá Ýóôù G ∈ ∏ i∈N S_i. ÏñSS-

æïõìå f_i = G(i) ãéá êÜèå i ∈ N . Ôüôå h åSSíáé ï áðáéôïýìåíïò ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï ⋃ i∈N B_i óôï N × N .

Áóêçóç: (AC) Åóôù A óýíïëï ìç-êåíþí óõíüëùí, äçë. a ∈ A ⇒ a ≠ ∅. Ôüôå ∃f ìå A = dom(f) þóôå f(a) ∈ a; ∀a ∈ A. [ËÝìå ôçí f óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï A.]

ÐáñáôÞñçóç: ÅðéëïãÝò ìðïñåSS íá õðÜñœïõí, üôáí ìðïñïýí íá ïñéóôïýí, êáé œùñSSò ôï áîSSùìá ôçò åðéëïãÞò.

ÐáñÜäåéãìá: Åóôù A óýíïëï ìç-êåíþí õðïóõíüëùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ôÝôïéá þóôå a ∈ A → a ∩ Q ≠ ∅ (ð.œ. A åSSíáé Ýíá óýíïëï áíïéêôþí óõíüëùí). Ôüôå õðÜñœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï A.

(Áðüäåéîç œùñSSò ôï AC): ÿóôù r_1; r_2; : : : ; r_n; : : : ìéá áñSSèìçóç ôïõ Q . Ç óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ùò f : A → Q , üðïõ f(a) ∈ a åSSíáé ï ðñþôïò ñçôüò ôïõ a ðïõ áðáíôÜôáé óôçí ðéï ðÜíù áñSSèìçóç. Ïðüôå áí A óýíïëá îÝíá ìåôáîý ôïõò ôüôå f åSSíáé 1-1.

ËÞììá 3.35 (AC) Áí A; B ìç-êåíÜ óýíïëá ôüôå ∃f : A ↣ B ⇔ ∃g : B ↠ A. Áðüäåéîç: ⇒ Åóôù a ∈ A. ÏñSSæïõìå g : B ↠ A åðSS ìå

g(x) = f^{−1}(x) áí x ∈ f[A] g(x) = a áí x ∉ f[A]

⇐ Åóôù g : B ↠ A êáé Ýóôù F ìéá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò óôï B. ÏñSSæïõìå f : A ↣ B ìå f(x) = F ({y | y ∈ B ∧ g(y) = x}):

[ÐáñáôÞñçóç:] Ôá áêüëïõèá åSSíáé éóïäýíáìá: (i) A ≼ B (ii) ∃f : B ↠ A]

ËÞììá 3.36 (AC) Åóôù A áíáðáñSSèìçôï êáé f : A → N . Ôüôå õðÜñœåé áíáðáñSSèìçôï B ⊆ A þóôå f åSSíáé óôáèåñÞ óôï B.

Áðüäåéîç: Ðáñáôçñïýìå üôé A = ⋃ n∈N f^{−1}[{n}]. Áí ôï êáèÝíá áðü ôá

f^{−1}[{n}] åSSíáé áðáñéèìçôü ôüôå ç Ýíùóç åSSíáé áðáñéèìçôÞ, Üñá A áðáñéèìçôü (Üôïðï). Áñá ãéá êÜðïéï n, f^{−1}[{n}] ⊆ A åSSíáé áíáðáñSSèìçôï êáé âÝâáéá x ∈ f^{−1}[{n}] ⇒ f(x) = n äçë. ç f åSSíáé óôáèåñÞ óôï B = f^{−1}[{n}].

ÐáñÜäåéãìá: ÿíá ôñSSêñáíï óôï åðSSðåäï åSSíáé êÜèå óœÞìá ðïõ Ýœåé ôç ìïñöÞ

ìå ôéò ôñåéò áêôSSíåò SSóåò êáé ôç ãùíSSá ìåôáîý ôùí áêôSSíùí 120. Äýï ôñSSêñáíá åSSíáé ìç ôåìíüìåíá üôáí äåí Ýœïõí êáíÝíá êïéíü óçìåSSï. Áò öáíôáóôïýìå ôþñá Ýíá óýíïëï áðü (áíÜ äýï) ìç ôåìíüìåíá ôñSSêñáíá óôï åðSSðåäï. ÌÝœñé ðüóï ìðïñåSS íá öèÜóåé ôï ðëÞèïò åíüò ôÝôïéïõ óõíüëïõ; Áò óçìåéùèåSS üôé óå Ýíá ôÝôïéï óýíïëï ôï êÜèå ôñSSêñáíï ìðïñåSS íá Ýœåé äéáöïñåôéêü ìÝãåèïò êáé äéáöïñåôéêÞ êëSSóç áðü Ýíá Üëëï.

Ðñüôáóç 3.37 ÊÜèå ôÝôïéï óýíïëï A ìç ôåìíïìÝíùí ôñéêñÜíùí óôï åðSSðåäï åSSíáé áðáñéèìçôü.

Áðüäåéîç: ÊÜèå ôñSSêñáíï z èá Ýœåé ôç ìïñöÞ

K A B

Ã Ôï Ê åSSíáé ôï êÝíôñï ôïõ êáé ôï óõìâïëSSæïõìå ct(z) êáé ôï ìÞêïò ôçò áêôSSíáò ÁÊ ôï óõìâïëSSæïõìå ìå rad(z). ĳôáí äýï ôñSSêñáíá z_1 êáé z_2 äåí ôÝìíïíôáé èá ãñÜöïõìå z_1 ∩ z_2 = ∅. ĳôáí äýï ôñSSêñáíá z_1 ⊆ z_2 åSSíáé ôï Ýíá ìÝñïò ôïõ Üëëïõ èá ëÝìå üôé ôï z_1 åSSíáé õðïôñSSêñáíï ôïõ z_2 (ó’áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç âÝâáéá ôá z_1 êáé z_2 èá Ýœïõí êïéíü êÝíôñï êáé ïé áêôSSíåò ôïõ z_1 èá åSSíáé õðïäéáóôÞìáôá ôïõ z_2).

Èá áðïäåSSîïõìå ôçí ðñüôáóç ìå ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ. Åóôù A áíáðáñSSèìçôï.

Åóôù z ∈ A, ôüôå rad(z) ¿ 0. Åóôù n ôï åëÜœéóôïò áñéèìüò ðïõ áíÞêåé óôï N þóôå^1_n ¡ rad(z) êáé Ýóôù p(z) ôï õðïôñSSêñáíï ôïõ z ìå ôï SSäéï êÝíôñï êáé rad=^1_n . Ôüôå ãéá z_1; z_2 äéáöïñåôéêÜ óôïéœåSSá ôïõ A, z_1 ∩ z_2 = ∅ Üñá p(z_1) ∩ p(z_2) = ∅ (ùò õðïóýíïëá äéáöïñåôéêþí óçìåéïóõíüëùí). Áñá ôï p[A] åSSíáé óýíïëï ìç ôåìíïìÝíùí ôñéêñÜíùí êáé åðåéäÞ p : A ↣↠ p[A], ôï p[A] åSSíáé åðSSóçò áíáðáñSSèìçôï.

Óçìåéþóôå üôé z ∈ p[A] ⇒ rad(z) ∈ Q^+ .

ÏñSSæïõìå g : p[A] → Q ìå g(z) = rad(z). ÅðåéäÞ Q ∼ N , áðü ðñïçãïýìåíï ëÞììá õðÜñœåé áíáðáñSSèìçôï B ⊆ p[A] óôï ïðïSSï g åSSíáé óôáèåñÞ, Ýóôù g(z) = s ãéá z ∈ B, äçëáäÞ üëá ôá ôñSSêñáíá óôï B Ýœïõí SSäéá áêôSSíá ìÞêïõò s. Åóôù t : N ↣↠ Q × Q (õðÜñœåé áðü ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá). Ãéá z ∈ B Ýóôù m(z) åSSíáé ï åëÜœéóôïò m ∈ N þóôå |t(m) − ct(z)| ≤^s_6 , äçë. |t(m(z)) − ct(z)| ≤^s_6 (ÄçëáäÞ ôï t(m(z)) åSSíáé Ýíá óçìåSSï ôïõ åðéðÝäïõ ìå ñçôÝò óõíôåôáãìÝíåò ôï ïðïSSï áðÝœåé áðü ôï ct(z) áðüóôáóç ìéêñüôåñç áðü ôï^s_6 ).

Ôþñá ãéá äéáöïñåôéêÜ z_1; z_2 ∈ B áðü ãåùìåôñéêÞ èåþñçóç åðåéäÞ z_1 ∩ z_2 = ∅; |ct(z_1) − ct(z_2)| ≥^s_2 . ÄçëáäÞ äýï SSóá ôñSSêñáíá äåí ìðïñïýí íá čðëçóéÜóïõíď ôï Ýíá ôï Üëëï, œùñSSò íá ôìçèïýí, ìå ôá êÝíôñá ôïõò íá áðÝœïõí áðüóôáóç ìéêñüôåñç ôïõ çìSSóåïò ôçò áêôSSíáò ôïõò.

Áñá |t(m(z_1)) − t(m(z_2))| ≥^s_6 . ÄçëáäÞ åöüóïí ôá äýï äéáöïñåôéêÜ áëëÜ ìå SSóç áêôSSíá ôñSSêñáíá äåí ìðïñïýí íá čðëçóéÜóïõíď þóôå ôá êÝíôñá ôïõò íá áðÝœïõí ëéãüôåñï áðü ôï ìéóü ôçò áêôSSíáò ôïõò, ôá ñçôÜ óçìåSSá ðïõ åðéëÝîáìå ãéáõôÜ óå êáìéÜ ðåñSSðôùóç äåí ìðïñïýí íá ôáõôéóôïýí.

Áñá m(z_1) ≠ m(z_2).

Áõôü óçìáSSíåé üôé ç áíôéóôïéœSSá m : B ↣ N åSSíáé 1{1, Üôïðï åðåéäÞ ôï B åSSíáé áíáðáñSSèìçôï.