ËÕÓÅÉÓ ÃÉÁ ÔÁ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 9

Ëýóç 1 ÿóôù ≤ ìSSá êáëÞ äéÜôáîç ôïõ B êáé ãéá a ∈ A ïñSSæïõìå

f(a) = ôï ≤ -åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ a ∩ B

Ç f åSSíáé ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ôïõ A.

Ëýóç 2 ÏñSSæïõìå g : A → R ìå

g(a) = { inf(a ∩ [0; ∞)) áí a ∩ [0; ∞) ≠ ∅ sup(a ∩ (−∞; 0]) äéáöïñåôéêÜ

Ðñïöáíþò åðåéäÞ ôï a åSSíáé êëåéóôü g(a) ∈ a ãéá üëá ôá a ∈ A.

Ëýóç 3

1. ÿóôù f ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï S[A]. Ôüôå ãéá a ∈ A, f(S(a)) ∈ S(a) Üñá f ∘ S ∈ ∏ a∈A S(a).

2. ÿóôù b ∈ ∩S[A]. Ôüôå b ∈ S(a); ∀a ∈ A, Ýôóé {⟨S(a); b⟩ | a ∈ A} åSSíáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï S[A] êáé ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôçí 1.

3. ÅÜí t ∈ ∏ a∈A S(a) ôüôå {⟨S(a); t(a)⟩ | a ∈ A} åSSíáé ìSSá óõíÜñôçóç

åðéëïãÞò ãéá ôï S[A]. (Óçìåéþóôå üôé áí ç S äåí åSSíáé 1-1 ôüôå ìðïñåSS íá ìçí åSSíáé ïýôå êáí óõíÜñôçóç).

Ëýóç 4 1. Ãéá c ∈ C Ýóôù f(c) = {⟨c; x⟩ | x ∈ c} Ðñïöáíþò åðåéäÞ c ∈ C ⇒ c ≠ ∅; f(c) ≠ ∅ êáé åÜí c_1; c_2 ∈ C & c_1 ≠ c_2 ôüôå a ∈ f(c_1) ∩ f(c_2) ⇒ a = ⟨c_1; x⟩ = ⟨c_2; z⟩ ãéá êÜðïéï x; z ⇒ c_1 = c_2, Üôïðï.

Áñá f(c_1) ∩ f(c_2) = ∅.

Éóœõñéæüìáóôå üôé f[C] äåí Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò åðåéäÞ åÜí åSSœå, Ýóôù h áò Þôáí ìSSá ôÝôïéá óõíÜñôçóç, ôüôå ç óõíÜñôçóç g ìå domain(g) = C êáé Ýôóé þóôå g(c) = ôï ìïíáäéêü x þóôå h(f(c)) = ⟨c; x⟩ èá Þôáí ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï C.

2. ÿóôù i ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ∪B. Ôüôå i ∈ ∏ a∈∪B K(a).

Ëýóç 5

ÅÜí R äéáôÜóóåé êáëþò ôï Á ôüôå äåí ìðïñåSS íá õðÜñœåé áðåéêüíéóç g : ! → A Ýôóé þóôå ∀n; g(n + 1) R g(n) äéáöïñåôéêÜ ôï ∅ ≠ g[!] ⊆ A äåí èá åSSœå åëÜœéóôï óôïéœåSSï.

ÅÜí ç R äåí äéáôÜóóåé êáëþò ôï A ôüôå ∃b ⊆ A Ýôóé þóôå b ≠ ∅ êáé b äåí Ýœåé R-åëÜœéóôï óôïéœåSSï. ÿôóé ãéá êÜèå c ∈ b, {a | a ∈ b ∧ aRc} ≠ ∅. Œñçóéìïðïéþíôáò ôï AC, Ýóôù f åSSíáé ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï P(A) − {∅} êáé Ýóôù g (œñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ìå õðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ) ìSSá óõíÜñôçóç Ýôóé þóôå domain(g) = !

g(n) = f(b) åÜí n = 0 f({a | a ∈ b ∧ a R g(m)}) åÜí m + 1 = n & f(: : :) ïñSSæåôáé f(b) äéáöïñåôéêÜ

ËáìâÜíïíôáò õð’üøéí ìáò ôéò õðïèÝóåéò åSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé g(0) ∈ b êáé ∀n ∈ !; g(n + 1) = f({a | a ∈ b ∧ a R g(n)}). ćñá g(n + 1) R g(n), Üñá g åSSíáé ç áéôïýìåíç óõíÜñôçóç.

Ëýóç 6 3. ÕðïèÝôïõìå X; Y ∈ M êáé X ∩ Y =∈ M. Ôüôå (! − X ∩ Y ) ∈ M, Üñá ∅ = X ∩ Y ∩ (! − X ∩ Y ) ∈ M, Üôïðï.

4. X; Y ∈ E → ! − X; ! − Y ∈ M → (! − X) ∩ (! − Y ) = (! − X ∪ Y ) ∈ M → X ∪ Y ∈ E.

5. X ∈ M & X ⊆ Y ⊆ ! & Y =∈ M → !−Y ∈ M → ∅ = X∩(!−Y ) ∈ M, Üôïðï.

6. X ⊆ Y; Y ∈ E → !−Y ⊆ !−X & !−Y ∈ M → !−X ∈ M → X ∈ E. B ≠ ∅ åðåéäÞ {!} ∈ B. ÿóôù K ⊆ B Ýéíáé ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôçí ⊂. ÈÝëïõìå íá áðïäåSSîïõìå üôé ∪K ∈ B. ÿóôù X_1; : : : ; X_n ∈ ∪K êáé Ýóôù X_i ∈ b_i ∈ K i = 1; : : : ; n. ÅðåéäÞ K åSSíáé ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôçí ⊂ ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå b_i ∈ K þóôå b_j ⊆ b_i ãéá üëá ôá j = 1; : : : ; n. Áñá X_1; : : : ; X_n ∈ b_i äçëáäÞ X_1 ∩ X_2 ∩ · · · ∩ X_n åSSíáé Üðåéñï, üðùò áðáéôåSSôáé.

ÿóôù F Ýíá ìåãéóôéêü óôïéœåSSï ôïõ B (œñçóéìïðïéïýìå ôï ëÞììá ôïõ Zorn). Ðñïöáíþò X_1; : : : ; X_n ∈ F → X_1 ∩ · · · ∩ X_n åíáé ðåéñï, Ýôóé ôï F èá åSSíáé ôï áðáéôïýìåíï ìåSSæùí óýíïëï åÜí ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå üôé ãéá X ⊆ !, X ∈ F ↔ (! − X) =∈ F .

Ðñïöáíþò äåí åSSíáé äõíáôüí íá Ýœïõìå X ∈ F & (! − X) ∈ F Ýôóé åSSíáé áñêåôü íá äåSSîïõìå üôé X ∈ F ∨ (! − X) ∈ F .

Áò õðïèÝóïõìå üôé äåí åSSíáé. Ôüôå F ⊂ F ∪ {X}; F ∪ {! − X} Üñá ïýôå ôï F ∪ {X} ïýôå ôï F ∪ {! − X} ìðïñåSS íá åSSíáé óôï B. Ôüôå õðÜñœïõí Z_1; : : : ; Z_n ∈ F; Y_1; : : : ; Y_m ∈ F Ýôóé þóôå Z_1 ∩ Z_2 ∩ · · · ∩ Z_n ∩ X åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, Y_1 ∩ Y_2 ∩ · · · Y_m ∩ (! − X åSSíáé ðåðåñáóìÝíï.

ÁëëÜ Z_1 ∩ Z_2 ∩ · · · Z_n ∩ Y_1 ∩ Y_2 ∩ · · · ∩ Y_m ⊆ (Z_1 ∩ · · · ∩ Z_n ∩ X) ∪ (Y_1 ∩ · · · ∩ Y_m ∩ (! − X)) , Üñá Z_1 ∩ · · · ∩ Z_n ∩ Y_1 ∩ · · · ∩ Y_m åSSíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Z_1 : : : Z_n; Y_1 : : : Y_m ∈ F , Üôïðï.