ËÕÓÅÉÓ ÃÉÁ ÔÁ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 8

Ëýóç 1 1. ØåõäÝò. ÐÜñôå A = {{0; 1; 2}}; B = {{0}; {1}}. 2. ØåõäÝò. ÐÜñôå A = !; B = 1; C = !.

3. ÁëçèÝò. ÅÜí A = ∅ êáé ïé äýï ðëåõñÝò åSSíáé ∅. ÄéáöïñåôéêÜ äéáëÝîôå a ∈ A. Ôüôå g : A ↣ A × A üðïõ g(x) = ⟨a; x⟩.

4. ÁëçèÝò. Áðü èåþñçìá Schr-oder-Bernstein A ∼ B ↔ A ≼ B ∧ B ≼ A. ćñá A ≼ B ∧ ¬(A ∼ B) ↔ A ≼ B ∧ (¬(A ≼ B) ∨ ¬(B ≼ A)) ↔ A ≼ B ∧ ¬(B ≼ A) ↔ A ≺ B.

5. ÁëçèÝò. Ç ðëåõñÜ ⇒ áðü ïñéóìü ôïõ !_1.

Ç ðëåõñÜ ⇒: ÕðïèÝôïõìå ff ≼ !. ÅÜí !_1 ≤ ff ôüôå !_1 ≼ ff ≼ ! (Üôïðï), Üñá ff ¡ !_1.

Ëýóç 2 ÿóôù ¡_A , ¡_B äéáôÜóóïõí êáëþò ôá A, B áíôSSóôïéœá. ÄéáëÝãïõìå ff, fi Ýôóé þóôå ⟨ff; ∈⟩ ∼= ⟨A; ¡_A⟩, ⟨fi; ∈⟩ ∼= ⟨B; ¡_B ⟩. Ôüôå ff ∼ A, fi ∼ B. ÿôóé 1. A ≺ B ↔ ff ≺ fi ↔ ¬(fi ≼ ff) ↔ ¬(B ≼ A) 2. ÿíá áðü ôá ff ≼ fi; fi ≼ ff éóœýåé Üñá Ýíá áðü ôá A ≼ B; B ≼ A éóœýåé. 3. ! ≼ A → ! ≼ ff → ! ≤ ff → ff ∼ ff × ff → A ∼ A × A. Ëýóç 3 ÿóôù g : A ↣ B. ÄéáëÝãïõìå a ∈ A êáé ïñSSæïõìå f : B ↠ A ìå

f(b) = { g^{−1}(b) åÜí b ∈ Rg(g) a äéáöïñåôéêÜ ÁíôSSóôñïöá, åÜí f : B ↠ A êáé B Ýíáò äéáôáêôéêüò ïñSSæïõìå g : A ↣ B ìå g(a) = čï åëÜœéóôïò ff ∈ B Ýôóé þóôå f(ff) = aď.

Ëýóç 4 ÿóôù üôé ˘ äåí åSSíáé ðëçèéêüò. Ôüôå ãéá êÜðïéï ff ¡ ˘; ¬(ff ≺ ˘) äçëáäÞ ˘ ≼ ff. ÄéáëÝãïõìå ff ¡ fi ¡ ˘; fi ðëçèéêüò. Ôüôå fi ≼ ˘ ≼ ff Ýôóé fi ≼ ff & ¬(ff ≺ fi), Üôïðï.

Ëýóç 5 ÿóôù fl = max(ff; fi), ffi = min(ff; fi).Ôüôå ! ≤ fl; 0 ¡ ffi, Ýôóé fl ≼ fl ×ffi ≼ fl × fl ∼ fl Üñá fl ∼ fl × ffi = ff × fi.