ËÕÓÅÉÓ ÃÉÁ ÔÁ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 5

Ëýóç 1

1. ÁëçèÞò, åðåéäÞ ˛ ìåôáâáôéêü óýíïëï.

2. Ãéá ôïí SSäéï ëüãï.

3. ØåõäÞò, ðÜñôå x = {˛}.

4. ÁëçèÞò.

5. ÁëçèÞò. ¸ ≤ ˛ ↔ ¸ ⊆ ˛ ↔ ¸ ∩ ˛ = ¸.

6. ÁëçèÞò. ¸ < ˛ ↔ ¬(˛ ≤ ¸) ↔ ¬(¸ ∩ ˛ = ˛) ↔ ¸ ∩ ˛ ≠ ˛.

7. ØåõäÞò, ðÜñôå A_1 = ! êáé A_2 = {!}.

8. ØåõäÞò, ðÜñôå A_1 = !.

9. ÁëçèÞò

Ëýóç 2 Ãéá a; b ∈ A Ýœïõìå aRb ↔ f(a) < f(b) êáé a = b ↔ f(a) = f(b), åðåéäÞ f åSSíáé 1-1. Áêñéâþò Ýíá áðü ôá aRb; bRa; a = b éóœýåé (ÅðåéäÞ áêñéâþò Ýíá áðü ôá f(a) < f(b); f(b) < f(a); f(a) = f(b) éóœýåé). ÅÜí aRb; bRc ôüôå f(a) < f(b); f(b) < f(c) Üñá f(a) < f(c) Üñá aRc. ÔåëéêÜ áí ∅ ≠ X ⊆ A ôüôå ∅ ≠ f[A] = {f(x) | x ∈ X} ⊆ ¸. ÿóôù ˛ ôï åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ f[A]. Ôüôå áí a ∈ X Ýœïõìå ¬(f(a) < ˛) Üñá ¬(aRf^{−1}(˛)) Üñá f^{−1}(˛) åSSíáé ôï R-åëÜœéóôï óôïéœåSSï ôïõ X.

Ëýóç 3 Ôï ∪A åSSíáé äéáôáêôéêüò áñéèìüò. Áñá áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ∪A = sup(A). ÿœïõìå

∈ ∪A ↔ ∈ ¸ ãéá êÜðïéï ¸ ∈ A ↔ < ¸ ãéá êÜðïéï ¸ ∈ A → < sup(A) → ¬(¸ ≤ ; ∀¸ ∈ A) → < ¸ ãéá êÜðïéï ¸ ∈ A ćñá ∈ ∪A ↔ ∈ sup(A). Áð’ ôï ïðïSSï ∪A = sup(A). Áðü ôï ðáñáðÜíù ∪{f(n) | n ∈ !} åSSíáé äéáôáêôéêüò êáé ∪{f(n) | n ∈ !} = sup{f(n) | n ∈ !}. ÅðåéäÞ 0 ≤ f(0) < f(1) ≤ ∪{f(n) | n ∈ !} Ýœïõìå ∪{f(n) | n ∈ !} ≠ 0. ÅÜí ∪{f(n) | n ∈ !} Þôáí åðüìåíïò äéáôáêôéêüò Ýóôù ∪{f(n) | n ∈ !} = ‹^′ ôüôå ‹ < ∪{f(n) | n ∈ !} Üñá ‹ < f(n) ãéá êÜðïéï n ∈ ! Üñá ‹^′ ≤ f(n) → ‹^′ < f(n + 1). ÁëëÜ ∪{f(n) | n ∈ !} = ‹^′ êáé f(n + 1) ≤ ∪{f(n) | n ∈ !}. ćôïðï.

Œñçóéìïðïéþíôáò áíáäñïìÞ Ýóôù f ç óõíÜñôçóç ìå dom(f) = ! êáé f(n) = seq(! ∪ {f(k) | k < n}) ãéá n ∈ !.

Ðñïöáíþò f(o) = ! êáé n < m → f(n) < f(m). [ÁêñéâÝóôåñá åSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé f(n) = (· · · (((! + 1) + 1) + 1) + · · · + 1) ].

ćñá ∪{f(n) | n ∈ !} åSSíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò êáé ! < f(1) < ∪{f(n) | n ∈ !} Üñá ∪{f(n) | n ∈ !} åSSíáé äéáöïñåôéêüò áðü ôïí !.

Ëýóç 4 Áí A; B îÝíá ìåôáîý ôïõò ôüôå <=<_A ∪ <_B ∪(A × B) åSSíáé ìéá ôÝôïéá êáëÞ äéÜôáîç äçë. ãéá x; y ∈ A ∪ B

x < y ↔ (x; y ∈ A ∧ x <_A y) ∨ (x; y ∈ B ∧ x <_B y) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ B)

Áí A êáé B äåí åSSíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò ôüôå

<=<_A ∪(<_B ∩(B − A)^2) ∪ (A × (B − A))

åSSíáé ìéá ôÝôïéá äéÜôáîç.