ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 3 | ËÕÓÅÉÓ

Ëýóç 1.

x = {y} åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∀z (z ∈ x ↔ z = y).

x = P(y) åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∀z (z ∈ x ↔ z ⊆ y) êáé îÝñïõìå Þäç üôé z ⊆ y åSSíáé ïñéóôéêÞ.

x = {y; z} åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∀t (t ∈ x ↔ t = y ∨ t = z). ⟨y; z⟩ = x åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∀u (u ∈ x ↔ u = {y} ∨ u = {y; z}). x ∈ ∪y åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∃t (t ∈ y ∧ x ∈ t).

⟨y; z⟩ ∈ x åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ∃t(⟨y; z⟩ = t ∧ t ∈ x) (åíáëëáêôéêÜ ìå ôï ∀t(⟨y; z⟩ = t → t ∈ x)).

Ëýóç 2.

Åóôù üôé õðÜñœåé ôï A. Ôüôå áí A ∈ A, ç áêïëïõèSSá B_n = A äåSSœíåé üôé ôï A åSSíáé áèåìåëSSùôï Üñá A ∉ A. ÅÜí A ∉ A ôüôå A åSSíáé áèåìåëSSùôï. Åóôù A = A_0; A_1 ∈ A_0; A_2 ∈ A_1; : : :. Ôüôå A_1 ∈ A êáé ç áêïëïõèSSá A_1; A_2; A_3; : : : äåSSœíåé üôé A_1 åSSíáé áèåìåëSSùôï Üñá A_1 ∉ A (Üôïðï). Áñá ¬(A ∉ A).

Ëýóç 3.

ÈÝôïõìå Φ(x; y) ↔ ∀z (z ∈ y ↔ z = x) (äçë. Φ(x; y) ↔ y = {x}). ÅëÝãîôå üôé ∀x; y; z; Φ(x; y) ∧ Φ(x; z) → y = z äçë. üôé Φ(x; y) åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç. Œñçóéìïðïéþíôáò ôï áîSSùìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò õðÜñœåé óýíïëï b þóôå u ∈ b ↔ ∃t (t ∈ A ∧ Φ(t; u)) (↔ u = {t} ãéá êÜðïéï t ∈ A).

Ãéá ôï äåýôåñï ìÝñïò (ç ìÝèïäïò áõôÞ ëåéôïõñãåSS åðSSóçò êáé ãéá ôï ðñþôï ìÝñïò) œñçóéìïðïéïýìå ôï áîSSùìá ôïõ äéáœùñéóìïý êáé

{{a; b}|a; b ∈ A} = {u|u ∈ P(A) ∧ ∃x∃y∀z (z ∈ u ↔ (z = x ∨ z = y))}

Ëýóç 4.

Ãéá ôï ðñþôï ìÝñïò œñçóéìïðïéïýìå ôï áîSSùìá ôçò Ýêôáóçò, ð.œ.

x ∈ P(∅) ↔ x ⊆ ∅ ↔ ∀z (z ∈ x → z ∈ ∅) ↔ ∀z (z =∈ x) ↔ x = ∅ ↔ x ∈ {∅}

ÏìïSSùò êáé ãéá ôçí Üëëç éóüôçôá. ÅðåéäÞ ∅ ∈ {∅} åíþ ∅ =∈ ∅ Ýœïõìå ∅ ≠ {∅}. Ãéá ôï äåýôåñï ìÝñïò èåùñïýìå ôï óýíïëï A = {∅; {∅}} = PP(∅) ôï ïðïSSï õðÜñœåé áðü ôï áîSSùìá ôïõ êåíïý óõíüëïõ êáé ôï áîSSùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ (äçë. ôï ∅ õðÜñœåé áðü ôï áîSSùìá ôïõ êåíïý óõíüëïõ, ôï P(∅) áðü ôï áîSSùìá ôïõ äõíáìïóõíüëïõ êáé ôï PP(∅) õðÜñœåé ìå áêüìç ìSSá åöáñìïãÞ ôïõ áîéþìáôïò ôïõ äõíáìïóõíüëïõ). Åóôù ôþñá óýíïëá a êáé b. Èá áðïäåSSîïõìå üôé ôï óýíïëï {a; b} õðÜñœåé. ÏñSSæïõìå óõíèÞêç Ψ(x; y) ↔ (x = ∅ ∧ y = a) ∨ (x ≠ ∅ ∧ y = b). Åéíáé ðñïöáíÝò üôé ∀x∃!yΨ(x; y) äçë. ç Ψ(x; y) åSSíáé ðñïôáóéáêÞ óõíÜñôçóç. ÁëëÜ ôüôå áðü áîSSùìá áíôéêáôÜóôáóçò Ýœïõìå üôé ç êëÜóç {y|∃x(x ∈ {∅; {∅}} ∧ Ψ(x; y))} = {a; b} åSSíáé óýíïëï.

Ëýóç 5. Åóôù A óýíïëï. ÏñSSóôå Ýíá óýíïëï B þóôå B ∉ A. ÈÝóôå B = {x|x ∈ A ∧ x =∈ x}. Ôï B åSSíáé óýíïëï áðü ôçí áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý. ÁëëÜ ôüôå áí B ∈ A Ýœïõìå B ∈ B ↔ B =∈ B üðùò óôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell.

Ëýóç 6.

{⟨x; y⟩|x; y ∈ A ∧ x ∈ y} = {t|t ∈ A × A ∧ ∃x∃y (t = ⟨x; y⟩ ∧ x ∈ y} åSSíáé óýíïëï áðü ôï áîSSùìá ôïõ äéáœùñéóìïý. Óçìåéþóôå üôé ⟨x; y⟩ ∈ A → x; y ∈ ∪ ∪ A áñá {¡ x; y ¿ | ¡ y; x ¿∈ A} = {t|t ∈ ∪ ∪ A × ∪ ∪ A ∧ ∃x∃y (t = ⟨x; y⟩ ∧ ⟨y; x⟩ ∈ A)}, Üñá óýíïëï, ðÜëé áðü ôçí áñœÞ ôïõ äéáœùñéóìïý.

Ãéá ôï äåýôåñï ìÝñïò èåùñåSSóôå ôçí ïñéóôéêÞ óõíèÞêç

Ψ(a; t) ≡ ∃x∃y(t = {x; y} ∧ Θ(a; x) ∧ Θ(a; y)) ∨ ¬∃x(Θ(a; x) ∧ t = ∅)

äçë.

• t = {x; y} óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ õðÜñœïõí äýï b, äçëáäÞ ôá x êáé y, þóôå íá éóœýåé Θ(a; b)

• t = {x} óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ õðÜñœåé Ýíá b (b = x)

• êáé t = ∅ óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ äåí õðÜñœåé êáíÝíá.

ÓœçìáôSSóôå ôï óýíïëï D = {c | ∃a(a ∈ A ∧ Ψ(a; c))} êáé êáôüðéí ðÜñôå ôï ∪D ôï ïðïSSï åSSíáé ôï æçôïýìåíï óýíïëï.

Ëýóç 7. ÄåSSîôå üôé äåí õðÜñœåé óýíïëï A þóôå

x ∈ A ↔ ∃y; x = {y}

[Áõôü ôï čóýíïëïď áíôéóôïéœåSS óôïí áñéèìü 1 ôïõ Frege, äçë. ôçí êëÜóç üëùí ôùí óõíüëùí ìå Ýíá óôïéœåSSï.]

ÅÜí ôï A Þôáí óýíïëï ôüôå êÜèå óýíïëï èá Þôáí ìÝëïò ôïõ ∪A äçë. ∀x (x ∈ ∪A). ÁëëÜ ôüôå áðü ðñüâëçìá 5 èá õðÞñœå óýíïëï B þóôå B =∈ ∪A (Üôïðï).

Ëýóç 8.

Åóôù x ≠ x^′. ÅÜí x ≠ a ôüôå x =∈ {x^′; a} êáé x ∈ {x; a} Üñá {x^′; a} ≠ {x; a}. ÅÜí x = a ôüôå x^′ ≠ a (åðåéäÞ x^′ ≠ x) Üñá ïìïSSùò {x^′; a} ≠ {x; a}. Áñá ôåëéêÜ {x^′; a} ≠ {x; a}. ÅÜí {y; b} = {x^′; a} ôüôå b ∈ {x^′; a} Üñá b = x^′ åðåéäÞ b ≠ a, Üñá b =∈ {x; a} Üñá {x; a} ≠ {b; y^′}.

Ôï ôåëåõôáSSï ìÝñïò âãáSSíåé œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïöáíÞ óõììåôñSSá ìåôáîý a êáé b.