ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 9

Ðñüâëçìá 1 Åóôù A êáé B óýíïëá þóôå B åSSíáé êáëÜ äéáôÜîéìï êáé a ∩ B ≠ ∅ ãéá üëá ôá a ∈ A. ÄåSSîôå üôé A Ýœåé ìSSá óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ìå ôçí Ýííïéá üôé õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f ìå ðåäSSï ïñéóìïý ôï A þóôå ãéá êÜèå a ∈ A f(a) ∈ a.

Ðñüâëçìá 2 Åóôù A óýíïëï ìç êåíþí êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ R . ÄåSSîôå üôé A Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò.

Ðñüâëçìá 3 Åóôù S áðåéêüíéóç ìå domain A Ýôóé þóôå S(a) ≠ ∅; ∀a ∈ A. ÄåSSîôå

1. S[A] Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ⇒ ∏ a∈A S(a) ≠ ∅

2. ∩S[A] ≠ ∅ ⇒ ∏ a∈A S(a) ≠ ∅

3. S åSSíáé 1-1 êáé ∏ a∈A S(a) ≠ ∅ ⇒ S[A] Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò.

Ðñüâëçìá 4 Áí ç S äåí åSSíáé 1-1 ôüôå (áí äåí éóœýåé ôï AC) ôï 3. ôïõ ÐñïâëÞìáôïò 3 ìðïñåSS íá ìçí éóœýåé. Ãéá íá ôï äïýìå Ýóôù C Ýíá óýíïëï ðïõ äåí Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ∅ ∉ C êáé äåSSîôå

1. ∃ óýíïëï B þóôå ∅ ∉ B, B äåí Ýœåé óõíáñôÞóåéò åðéëïãÞò êáé x; y ∈ B êáé x ≠ y ⇒ x ∩ y = ∅.

2. Ãéá B üðùò ðáñáðÜíù ïñSSæïõìå K : ∪B → B ìå K(a) = čôï ìïíáäéêü b ∈ B þóôå a ∈ bď. ÄåSSîôå üôé ∏ a∈∪B K(a) ≠ ∅ áëëÜ K[∪B] = B äåí Ýœåé óõíÜñôçóç åðéëï-

ãÞò.

Ðñüâëçìá 5 Åóôù R ãñáììéêÞ äéÜôáîç óôï óýíïëï A. ÁðïäåSSîôå üôé R äéáôÜóóåé êáëþò ôï A áí êáé ìüíïí áí äåí õðÜñœåé óõíÜñôçóç g : ! → A þóôå ∀n ∈ !; g(n + 1) R g(n).

Ðñüâëçìá 6 Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá õðïóýíïëá ôïõ ! œùñSSæïíôáé óå äýï óýíïëá M êáé E (M åSSíáé ôá čìåSSæïíáď õðïóýíïëá ôïõ ! E åSSíáé ôá čåëÜóóïíáď õðïóýíïëá ôïõ !) Ýôóé þóôå ãéá X ⊆ !

X ∈ M ⇔ (! \ X) ∈ E

êáé áí X_1; : : : ; X_n ∈ M (n ∈ !) ôüôå X_1 ∩ X_2 ∩ : : : ∩ X_n åSSíáé Üðåéñï. ÄåSSîôå üôé ôá M êáé Å äñïõí üðùò õðïâÜëëåé ôï üíïìÜ ôïõò ìå ôï íá áðïäåSSîåôå ôá áêüëïõèá:

1. ∅ ∈ E; ! ∈ M 2. X ⊆ ! êáé X ðåðåñáóìÝíï ⇒ X ∈ E 3. X; Y ∈ M ⇒ X ∩ Y ∈ M 4. X; Y ∈ E ⇒ X ∪ Y ∈ E 5. X ⊆ Y ⊆ !; X ∈ M ⇒ Y ∈ M 6. X ⊆ Y ⊆ !; Y ∈ E ⇒ X ∈ E 7. ! \ X ðåðåñáóìÝíï ⇒ X ∈ M Åóôù B = {A ⊆ P(!)|X_1; : : : ; X_n ∈ A (n ∈ !) ⇒ X_1 ∩ : : : ∩ X_n Üðåéñï }.

ÄåSSîôå üôé B ≠ ∅ êáé B éêáíïðïéåSS ôéò ðñï-õðïèÝóåéò ôïõ ëÞììáôïò ôïõ Zorn. Ïèåí õðïèÝôïíôáò ôï ëÞììá ôïõ Zorn äåSSîôå üôé åSSíáé äõíáôü íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá œùñéóìü ôùí óõíüëùí ôïõ ! óå ìåSSæïíá êáé åëÜóóïíá õðïóýíïëá.