ÐÑÏÂËÇÌÁÔÁ 3

Ðñüâëçìá 1. Ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ùò êáëþò ïñéóìÝíåò Þ ïñéóôéêÝò ôéò óõíèÞêåò Θ(x; y; : : : ; z) ðïõ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ìå âÜóç óœÝóåéò ôçò ìïñöÞò x ∈ y Þ x = y êáé ôç œñÞóç ôùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí ¬; ∧; ∨; →; ↔ êáé ôùí ðïóïäåéêôþí ∀ êáé ∃.

ð.œ. ç óõíèÞêç x ⊆ y åSSíáé êáëþò ïñéóìÝíç åðåéäÞ åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôï ∀t (t ∈ x → t ∈ y) [œñçóéìïðïéÞèçêáí ôá t ∈ x; t ∈ y; → êáé ∀t].

ÁðïäåSSîôå âñSSóêïíôáò êáôÜëëçëá éóïäýíáìá üôé ïé óõíèÞêåò

x = {y}; x = P(y); x = ⟨y; z⟩; x = ∪y; ⟨y; z⟩ ∈ x

åSSíáé êáëþò ïñéóìÝíåò.

Ðñüâëçìá 2. Åíá óýíïëï B ïíïìÜæåôáé áèåìåëSSùôï áí õðÜñœåé áêïëïõèSSá óõíüëùí B_0; B_1; B_2; B_3; : : : Ýôóé þóôå B = B_0; B_1 ∈ B_0; B_2 ∈ B_1; B_3 ∈ B_2; : : : ê.ï.ê. ÄåSSîôå üôé äåí õðÜñœåé óýíïëï A ôÝôïéï þóôå ãéá óýíïëï X

X ∈ A ↔ X äåí åSSíáé áèåìåëSSùôï.

Ðñüâëçìá 3. Åóôù A óýíïëï. ÁðïäåSSîôå üôé õðÜñœåé óýíïëï b þóôå

x ∈ b ↔ ∃a; a ∈ A & x = {a}

(äçë. {{a}|a ∈ A} åSSíáé óýíïëï).

ÄåSSîôå åðSSäçò üôé {{a; b}|a; b ∈ A} åSSíáé óýíïëï.

Ðñüâëçìá 4. ÄåSSîôå üôé P(∅) = {∅}, PP(∅) = {∅; {∅}} êáé ∅ ≠ {∅}. Êáôüðéí äåSSîôå üôé ôï áîSSùìá ôïõ æåýãïõò ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS áðü ôá õðüëïéðá áîéþìáôá.

Ðñüâëçìá 5. Åóôù A óýíïëï. ÏñSSóôå Ýíá óýíïëï B þóôå B ∉ A. Ðñüâëçìá 6. Åóôù A óýíïëï. ÄåSSîôå üôé ôá {⟨x; y⟩|x; y ∈ A & x ∈ y} êáé {⟨x; y⟩|⟨y; x⟩ ∈ A} åSSíáé óýíïëï.

ÕðïèÝóôå üôé ãéá êÜèå óýíïëï a õðÜñœïõí ôï ðïëý äýï óýíïëá b Ýôóé þóôå Θ(a; b) éóœýåé. ÄåSSîôå üôé ôï

{b|∃x (x ∈ A ∧ Θ(x; b))}

åSSíáé óýíïëï.

Ðñüâëçìá 7. ÄåSSîôå üôé äåí õðÜñœåé óýíïëï A þóôå

x ∈ A ↔ ∃y; x = {y}

[Áõôü ôï čóýíïëïď áíôéóôïéœåSS óôïí áñéèìü 1 ôïõ Frege, äçë. ôçí êëÜóç üëùí ôùí óõíüëùí ìå Ýíá óôïéœåSSï.]

Ðñüâëçìá 8. Åóôù a; b äýï äéáöïñåôéêÜ óýíïëá. ÈÝôïõìå

⌜x; y⌝ = {{x; a}; {y; b}}

ÄåSSîôå üôé áí x ≠ x^′ ôüôå {x; a} ≠ {x^′; a} êáé åSSôå {y; b} ≠ {x^′; a} Þ {x; a} ≠ {y^′; b}.

Êáôüðéí äåSSîôå üôé ⌜x; y⌝ = ⌜x^′; y^′⌝ ↔ x = x^′ & y = y^′ [ÄçëáäÞ ôï ⌜ ⌝ ëåéôïõñãåSS ùò ôåëåóôÞò äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò.]