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Ανάλυση Χρονοσειρών 
Εξετάσεις Σεπτεµβρίου 2006 
ΣΕΜΦΕ 

 
Ζήτηµα 1ο. Να δείξετε ότι η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς γ(·) µιας στάσιµης 
χρονοσειράς  είναι άρτια και γνήσια µη αρνητική. Ισχύει και το 
αντίστροφο; 

t{X :  t }∈Z

Ζήτηµα 2ο. Να εξετάσετε για ποιες τιµές του φ η χρονοσειρά 

t t 1X X −= ϕ + tZ     µε 2
t{Z } WN(0, )σ∼  

 είναι στάσιµη. Ποια η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης αυτής; 

Ζήτηµα 3ο.  
(i) Να δοθεί ο ορισµός της αιτιατότητας καθώς και ο ορισµός της 

αντιστρεψιµότητας για µια χρονοσειρά ARMA(p,q):  
2

p t q t t(B)X (B)Z    (t ),  όπου {Ζ } WN(0, ).Φ =Θ ∈ σZ ∼  

(ii) Να εξεταστούν ως προς την αιτιατότητα και την αντιστρεψιµότητα οι 
παρακάτω χρονοσειρές: 

(α)     (β)   t t 1 t 2X 0.2X 0.48X Z .− −+ − = t tt t 1 t 2X 1.8X 0.81X Z .− −+ − =  

Ζήτηµα 4ο. 
(i) Να δοθεί ο ορισµός, η ερµηνεία και η εκτιµήτρια της συνάρτησης µερικής 

αυτοσυσχέτισης α(h). 

(ii) Να δοθεί η έκφραση της εκτιµήτριας  της συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς 

γ(h) µιας στάσιµης χρονοσειράς {X

ˆ(h)γ

t: t∈ +} και να αποδείξετε ότι ο αντίστοιχος 

πίνακας αυτοσυνδιασποράς [ ]n
n i, j 1

ˆ ˆ(i j)
=

Γ = γ −  είναι γνήσια µη αρνητικός (non-

negative definite). 

 
∆ιάρκεια εξέτασης:   2 ½ h. 
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Ανάλυση Χρονοσειρών 
Εξετάσεις Σεπτεµβρίου 2007 
ΣΕΜΦΕ 
 

Ζήτηµα 1ο. 

(i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης γ(⋅) µιας στάσιµης 
χρονοσειράς {Xt : t∈ } είναι άρτια και γνήσια µη αρνητική.  Ισχύει και το 
αντίστροφο; (∆ικαιολογείστε την απάντησή σας). 

(ii) Να δοθεί ο ορισµός και η ερµηνεία της συνάρτησης µερικής 
αυτοσυσχέτισης  α(n). Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση: α(n) = φn,n, όπου  φn,n  
ο συντελεστής του Χ1 στην βέλτιστη γραµµική πρόβλεψη του Χn+1  από τα  
Χ1,…,Χn. 

 

Ζήτηµα 2ο. Έστω { Xt : t∈ } στάσιµη χρονοσειρά µηδενικού µέσου µε 
συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης γ(h), h=0, ±1, ±2,…. Να δείξετε ότι όταν ο 
πίνακας συνδιασποράς  είναι µη ιδιάζων για κάθε n, τότε για τη 
βέλτιστη γραµµική πρόβλεψη h βηµάτων µπροστά έχουµε:  

n
1j,in )]ji([ =−γ=Γ

hnH XP
n +

( ) ( )
,1 , 1...

n

h h
H n h n n n nP X φ X φ X+ = + + , 

µε   και  ( ) ( ) ( ) 1 ( )
,1 ,( ,..., )h h h T

n n n n nφ φ −= =φ Γ h
n

(h) T
n ( (h), (h 1),..., (n h 1)) .= γ γ + γ + −γ

t j

t j

γ
 

Ζήτηµα 3ο. Θεωρούµε τη χρονοσειρά  ARMA(1,1)  

Xt -φXt-1 = Zt +θ Zt-1   µε  Zt  ∼ WN(0, σ2) 

και µε  |φ|, |θ| < 1. 

(i) Να γραφεί η χρονοσειρά  { Xt : t∈ } υπό µορφή  ΜΑ(∞): . t jj 0
X Z∞

−=
= ψ∑

(ii) Να προσδιοριστεί η αντίστροφη µορφή αυτής:  t jj 0
Z X∞

−=
= π∑ . 

 

Ζήτηµα 4ο. Να δείξετε ότι αν  { Xt : t∈ }  στάσιµη χρονοσειρά µε µέση τιµή  
µ  και µε συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης  γ(h)  τότε για  n → ∞ 
 

,0])[(][ 2 →−= µnn XEXVar   υπό την προϋπόθεση ότι ,0)n( →γ  
και 

,)(])[( 2 ∑
∞

−∞=

→−
h

n hXnE γµ   υπό την προϋπόθεση ότι  ∑
∞

−∞=

∞<γ
h

.|)h(|

 
∆ιάρκεια εξέτασης:  2 ½ ώρες 
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Ανάλυση Χρονοσειρών 
Εξετάσεις Σεπτεµβρίου 2008 
ΣΕΜΦΕ 
 

Ζήτηµα 1ο. Έστω ( ) ( ]cos sin , ,= + ∈ −tX U θt V θt θ π π  και  δύο 
ασυσχέτιστες τ.µ. µε µηδενικούς µέσους και µοναδιαίες διασπορές, δηλαδή 

 και 

,U V

0U Vµ µ= = ( )2 2 1 , , 0.= = =U Vσ σ ρ U V  ∆είξτε ότι η χρονοσειρά  
είναι στάσιµη (υπό ευρεία έννοια).  

{ , }∈\tX t

Ζήτηµα 2ο.  Να δοθεί ο ορισµός της αιτιατότητας (causality) µιας χρονοσειράς  
[ ]ARMA ,p q  ως προς τον λευκό θόρυβο { } 2(0, ).tZ WN σ∼  Να διατυπώσετε ικανή 

και αναγκαία συνθήκη για να είναι µια χρονοσειρά [ ]ARMA ,p q  αιτιατή και να 
αποδείξετε ότι η συνθήκη αυτή είναι πράγµατι ικανή. 

Ζήτηµα 3ο. Έστω { µια  ΑR[2]  χρονοσειρά, δηλαδή }tX

t 1 t 1 2 t 2 tX X X Z− − ,−ϕ −ϕ =  

µε { } 2
tZ (0,∼WN σ ).

1

 Αποδείξτε ότι εάν η ως άνω χρονοσειρά είναι αιτιατή τότε 
ισχύουν τα παρακάτω: 

       (α)       2| |ϕ <  

και  

       (β)      2 1

2 1

1,
1.

ϕ +ϕ <
ϕ −ϕ <

 

 
Υπόδειξη: Για το σκέλος (β) εφαρµόστε το Θεώρηµα της Ενδιάµεσης Τιµής 
(Intermediate Value Theorem) της Ανάλυσης σε συνδυασµό µε το ότι το αντίστοιχο 
χαρακτηριστικό πολυώνυµο 2

1 2(z) 1 z z 0  για  z=1.ϕ = −ϕ −ϕ >  

Ζήτηµα 4ο.  Να προσδιοριστεί η συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης της χρονοσειράς 
κινητού µέσου τάξεως q, δηλαδή της  [ ]MA q  

( ) ( )1 -1 -... 0, 1, 2,...t q t t t q t qX Θ B Z Z θ Z θ Z t= = + + + = ± ±  

µε  { } ( )20, .∼tZ WN σ  
 
   

∆ιάρκεια εξέτασης:   2 ½ h. 
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