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Άσκ. 3.2. 

Η συνάρτηση είναι αντιστρέψιµη, και συνεπώς έχουµε y= g(x),  →

-1x= h(y) g (y), y g( ).≡ ∀ ∈  

 Θεωρούµε τη δεσµευµένη πιθανότητα n 1 0 nn 1 i 0 i n iP[Y y | Y y ,...,Y y ]++ = = =  για 

οποιαδήποτε επιλογή καταστάσεων  0 n n 1i i iy ,...,y , y    και  n+ .∈ ∈NT  Έχουµε 

n 1 0 nn 1 i 0 i n iP[Y y | Y y ,...,Y y ]++ = = = n 1 0 nn 1 i 0 i n iP[X h(y )| X h(y ),...,X h(y )]++= = = =  

= n 1 nn 1 i n iP[X h(y )|X h(y )]++ = = n 1 nn 1 i n iP[Y y |Y y ].++= = =  

Συνεπώς η Σ.Α.   είναι Μαρκοβιανή. n n{Y g(X ) : n 0,1,...}= =

∆εν είναι απαραίτητο να είναι η συνάρτηση g αµφιµονοσήµαντη (β. Άσκ. 3.1). 

Άσκ. 3.5. 

Θεωρούµε τη δείκτρια συνάρτηση  Ιn του ενδεχόµενου {Xn = i} για n ≥ 1,  δηλαδή 

έχουµε  In =1 όταν Xn = i και  In = 0 όταν Xn ≠ i. Ορίζουµε την τ.µ.   η 

οποία εκφράζει το συνολικό αριθµό επανεµφανίσεων της κατάστασης i  µε εκκίνηση 

από την ίδια. Λαµβάνοντας την αντίστοιχη µέση τιµή προκύπτει: 

ii nn 1
N I∞

=
= ∑

  ii n 0 n 0
n 1 n 1

E[N ] E[ I | X i] E[I | X i].
∞ ∞

= =

= = = =∑ ∑

Όµως 

(n)
n 0 n 0iiE[I | X i] p P[X i | X i].= = = = =  

Έχουµε συνεπώς  

(n)
ii iiii

n 1
E[N ] p P (1) 1. 

∞

=

= = −∑  

Το δεύτερο µέλος απειρίζεται εάν και µόνο εάν η κατάσταση i είναι επαναληπτική. 
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Άσκ. 3.7. 

Έχουµε το στοχαστικό πίνακα 

 

         E1    E2   E3    E4

1

2
1

3

4

E 0.4 0 0 0.6
E 0.2 0 0 0.8
E 0 0 0.3 0.7
E 0 1 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

 

Παρατηρούµε ότι Ε1→Ε4→Ε2→Ε1. Συνεπώς οι καταστάσεις αυτές αποτελούν µία 

κλειστή κλάση C1. Η κατάσταση Ε3→Ε4 και συνεπώς αποτελεί µια ανοικτή κλάση  

C2. Η κανονική µορφή του παραπάνω στοχαστικού πίνακα είναι: 

         E1    E2   E4    E3

1

2
1

4

3

E 0.4 0 0.6 0
E 0.2 0 0.8 0
E 0 1 0 0
E 0 0 0.7 0.3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P . 

Η ύπαρξη ενός τουλάχιστον µη µηδενικού διαγώνιου στοιχείου µέσα σε κάθε κλάση 

αποκλείει την περιοδικότητα αυτών. 

Έχουµε δηλαδή τις κλάσεις επικοινωνουσών καταστάσεων  C1={Ε1,Ε2,Ε4}  και  C2 

={Ε3} µε C2 〉 C1.  Η κλάση C1 είναι επαναληπτική και η κλάση C2 είναι παροδική. 

Επιπλέον η κλάση C1 είναι γνήσια επαναληπτική αφού έχει πεπερασµένο πλήθος 

καταστάσεων. Και οι δύο κλάσεις είναι µη περιοδικές. 

Για τον δεύτερο στοχαστικό πίνακα  έχουµε: 

         Ε1    Ε2     Ε3     Ε4     Ε5

1

2

2 3

4

5

E 0.4 0.6 0 0 0
E 0.2 0 0.3 0 0.5
E 0 0 1 0 0
E 0 0.4 0.1 0.5 0
E 0.1 0 0 0.3 0.6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  
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Παρατηρούµε ότι Ε3→Ε3 αποκλειστικά.  Άρα η κατάσταση Ε3 είναι µια 

απορροφητική και συνεπώς αποτελεί από µόνη της µια κλάση C1. Επίσης έχουµε 

Ε1→Ε2→Ε5→Ε1, και Ε5→Ε4→Ε2 Οι καταστάσεις Ε1, Ε2, Ε4 και Ε5 επικοινωνούν 

µεταξύ τους και συνεπώς αποτελούν µια δεύτερη κλάση C2. Έχουµε συνεπώς τις 

κλάσεις επικοινωνουσών καταστάσεων: C1 = {Ε3}και C2={Ε1, Ε2, E4, Ε5}. Επειδή 

έχουµε Ε2 →Ε3 θα έχουµε ότι C1 〉 C2. 

Η κανονική µορφή του στοχαστικού πίνακα P2 είναι: 

       Ε3     Ε1      Ε2     Ε4       Ε5

3

1

2 2

4

5

E 1 0 0 0 0
E 0 0.4 0.6 0 0
E 0.3 0.2 0 0 0.5
E 0.1 0 0.4 0.5 0
E 0 0.1 0 0.3 0.6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

Η κλάση C1 είναι επαναληπτική και η κλάση C2 είναι παροδική.  Και οι δύο κλάσεις 

είναι απεριοδικές.  
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