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Κεφ. I Εισαγωγή 
 
 
1.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΚΑΙ  ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΕΣ  ΕΝΝΟΙΕΣ  
 
Η ανάγκη µαθηµατικής περιγραφής και µοντελοποίησης συστηµάτων τα οποία 
εξελίσσονται χρονικά κατά τρόπο που περιέχει, σε µικρό ή µεγάλο βαθµό, 
τυχαιότητα,  (stochasticity, randomness)  και όχι κατά τρόπο προσδιοριστικό  
(deterministic)  οδήγησε στην ανάπτυξη της Θεωρίας των Στοχαστικών Ανελίξεων  ή 
Στοχαστικών ∆ιαδικασιών  (Stochastic Processes).   
 
Για τη µαθηµατική περιγραφή της τυχαιότητας στην εξέλιξη ενός στοχαστικού 
συστήµατος  ας συµβολίσουµε µε  X(t)  την κατάσταση του συστήµατος κατά την 
χρονική στιγµή  t  (t ≥ 0).  Θεωρούµε ότι για κάθε  t  η κατάσταση  Χ(t)  είναι µια 
τυχαία µεταβλητή η οποία ορίζεται πάνω σε ένα χώρο πιθανότητας  (Ω, , P)  κοινό 
για όλα τα  t.  Είναι δηλαδή η  X(t),  για συγκεκριµένο  t,  µια απεικόνιση  X(ω,t)  µε 
πεδίο ορισµού το δειγµατικό χώρο  Ω  ενός πειράµατος τύχης και τιµές στο  , ή στο  
k γενικότερα.  Για συγκεκριµένο  ω ∈ Ω  έχουµε την συνάρτηση  Χ(ω,t) = x(t),  t ≥ 
0,  η οποία αποτελεί  µια  “τροχιά”  (sample path)  από όλες τις δυνατές τροχιές που 
µπορούν να προκύψουν από τον χώρο πιθανότητας  (Ω, , P)  και την οικογένεια 
των τ.µ.  {Χ(t): t ≥ 0}.  Γενικεύοντας την ερµηνεία του  t  ως στοιχείου ενός 
παραµετρικού συνόλου  ,  και χρησιµοποιώντας τον όρο τυχαία µεταβλητή ενιαία, 
είτε δηλαδή πρόκειται για µονοδιάστατες είτε πρόκειται για πολυδιάστατες, έχουµε 
τον παρακάτω ορισµό. 
 
Ορισµός.   Ονοµάζουµε Στοχαστική Ανέλιξη κάθε οικογένεια τυχαίων µεταβλητών  
{X(t): t ∈ }  πάνω σε ένα κοινό χώρο πιθανότητας   (Ω, , P). 
 
Το σύνολο των δυνατών τιµών των τυχαίων µεταβλητών  X(t)  (t ∈ ),  
συµβολιζόµενο µε  , ονοµάζεται χώρος καταστάσεων και το σύνολο    
ονοµάζεται παραµετρικός χώρος.  Σηµειώνεται εδώ ότι, όπως ο χώρος καταστάσεων  
  έτσι και ο παραµετρικός χώρος    δεν είναι κατ΄ ανάγκη µονοδιάστατος.  Για 
παράδειγµα,  η  X(t)  µπορεί να είναι διδιάστατη και να αφορά την θερµοκρασία και 
την υγρασία µε  t  τετραδιάστατο  έτσι ώστε να καθορίζεται ο χρόνος καθώς και οι 
γεωγραφικές συντεταγµένες του σηµείου στο οποίο αναφερόµαστε.  Θεωρούµε 
συνεπώς ότι   ⊂ k  και   ⊂ m.  

 7  



 
 
Γ.Ε. Κοκολάκης.  Σηµειώσεις Στοχαστικών Ανελίξεων 
Κεφ.  Ι.   Εισαγωγή 
 

Ανάλογα µε το εάν οι χώροι    και    είναι συνεχή ή όχι υποσύνολα των  k  και  
m  αντίστοιχα, η στοχαστική ανέλιξη θα είναι:  (α) συνεχής µε συνεχή παραµετρικό 
χώρο,  (β) συνεχής µε διακριτό παραµετρικό χώρο,  (γ)  διακριτή µε συνεχή 
παραµετρικό χώρο  και (δ) διακριτή µε διακριτό παραµετρικό χώρο.  ∆εν αποκλείεται 
βέβαια και η περίπτωση µια στοχαστική ανέλιξη να είναι µικτή µε διακριτό ή συνεχή 
παραµετρικό χώρο.   Παραδείγµατα των ως άνω κατηγοριών είναι:  
 

Παράδειγµα 1ο. Η τάση του ηλεκτρικού ρεύµατος σε δίκτυο διανοµής κατά 
τη χρονική στιγµή  t  (συνεχής σ.α. µε συνεχή παραµετρικό χώρο). 
 

Παράδειγµα 2ο. Η ηµερήσια κατανάλωση ύδατος σε συγκεκριµένη περιοχή  
(συνεχής σ.α. µε διακριτό παραµετρικό χώρο). 
       

Παράδειγµα 3ο. Ο αριθµός πελατών σε ένα κατάστηµα κατά την χρονική 
στιγµή  t  (διακριτή σ.α. µε συνεχή παραµετρικό χώρο). 
 

Παράδειγµα 4ο. Ο αριθµός των µετοχών µε ανοδική κίνηση σε 
συγκεκριµένη ηµέρα  (διακριτή σ.α. µε διακριτό παραµετρικό χώρο).  
 
Για την πιθανοθεωρητική περιγραφή των στοχαστικών ανελίξεων µε συνεχή 
παραµετρικό χώρο    µας χρειάζεται η έννοια της από κοινού κατανοµής για ένα 
υπεραριθµήσιµο πλήθος τυχαίων µεταβλητών.  Τούτο όµως θα παραβίαζε το αξίωµα 
της σ-αθροιστικότητας του µέτρου πιθανότητας  P.  Εν τούτοις, µε βάση το Θεώρηµα 
Επέκτασης Μέτρου, ο Kolmogorov απέδειξε ότι δια µέσου κατανοµών  
“πεπερασµένης διάστασης”  είναι δυνατόν να οριστεί κατά µοναδικό τρόπο η 
κατανοµή πιθανότητας για ένα υπεραριθµήσιµο πλήθος τ.µ.  Οι ως άνω κατανοµές 
πρέπει να ικανοποιούν ορισµένες συνθήκες, γνωστές ως συνθήκες συµβατότητας 
του Kolmogorov. 
 
Έστω  Τn = {t1, …, tn}  ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων του παραµετρικού χώρου  
  και  (x),  x ∈ 

nTD n,  η από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας των τ.µ.  
Χ(t1), ..., Χ(tn).  Η   αποτελεί κατανοµή n-διάστατης τ.µ. και ως εκ τούτου 
ονοµάζεται κατανοµή πεπερασµένης διάστασης.  Έστω τώρα  { } η οικογένεια  
κατανοµών πεπερασµένης διάστασης µε  Τ

nTD

nTD

n = {t1, …, tn} ∈ n  και  n ∈ .  Οι 
κατανοµές της οικογένειας αυτής οφείλουν να ικανοποιούν τις παρακάτω συνθήκες:  
 
Συνθήκες Συµβατότητας.   Για οποιαδήποτε  n  και  m  µε  n < m   και µε 
οποιαδήποτε σύνολα δεικτών    και  nT mT′   µε  k  κοινά στοιχεία  t , ..., t   (1 ≤ k ≤ 
n),  οι περιθώριες κατανοµές   και   που προκύπτουν από τις 

1i ki
)(D

kT x kTD ( )′ x
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υψηλότερης διάστασης κατανοµές   και   πρέπει να συµπίπτουν για 
κάθε  x ∈ 

)(D
nT x )(D

mT x′

k. 
 
Οι ως άνω συνθήκες συµβατότητας, εκτός του ότι είναι ικανές για τη µοναδικότητα 
της επέκτασης του µέτρου πιθανότητας, είναι και αναγκαίες για λόγους πέραν αυτών 
της επέκτασης.  Τούτο διότι αν οι κατανοµές πεπερασµένης διάστασης δεν 
ικανοποιούσαν τις ως άνω συνθήκες θα προέκυπταν αντιφατικά συµπεράσµατα, όπως 
π.χ. η τ.µ.  X(t)  να έχει περισσότερες της µιας κατανοµές. 
 
 
1.2. ΒΑΣΙΚΕΣ  ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ  ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΩΝ  ΑΝΕΛΙΞΕΩΝ 
 
Παρουσιάζουµε τώρα ορισµένες κατηγορίες στοχαστικών ανελίξεων τις οποίες θα 
µελετήσουµε συστηµατικά στα επόµενα κεφάλαια. 
 
Από τις γενικότερες κατηγορίες στοχαστικών ανελίξεων είναι αυτή των στασίµων.  Η 
στασιµότητα εδώ έχει να κάνει µε τη διατήρηση στο χρόνο  όλων, ή τουλάχιστον των 
βασικότερων, ¨στατιστικών¨ χαρακτηριστικών µιας σ.α. 
 
Ορισµός 1.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  ονοµάζεται στάσιµη υπό αυστηρή έννοια  
(strict-sense stationary) όταν οι κατανοµές πεπερασµένης διάστασης είναι 
αναλλοίωτες σε χρονικές µεταθέσεις. 
  
Τούτο σηµαίνει ότι για κάθε πεπερασµένο σύνολο χρονικών στιγµών, έστω  Τn = {t1, 
…, tn}  η κατανοµή   των τ.µ.  Χ(t

nTD 1), ..., Χ(tn)  συµπίπτει µε την κατανοµή   
των τ.µ.  Χ(t

sTn
D +

1+s), ..., Χ(tn+s)  για κάθε  s > 0.   
 
Τα πλέον βασικά χαρακτηριστικά µιας σ.α. είναι η συνάρτηση του  µέσου 

 
µ(t) = Ε[Χ(t)],    t ≥ 0, (2.1)

 
και η συνάρτηση  Αυτοσυνδιακύµανσης 

   
g(t, s) = Cov[X(t), X(s)] = E[{X(t) –µ(t)}{X(s) – µ(s)}],    t, s ≥ 0. (2.2)

 
Ανάλογα έχουµε και τη συνάρτηση  Αυτοσυσχέτισης 

 

ρ(t, s) = Corr[X(t), X(s)] = 
)s,s(g)t,t(g

)s,t(g ,    t, s ≥ 0. 
 

(2.3)
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Επειδή για δύο τ.µ.  Χ, Υ  έχουµε   Cov(X, Y) = Cov(Y, X)  είναι προφανές ότι οι 
συναρτήσεις αυτοσυνδιακύµανσης και αυτοσυσχέτισης είναι συµµετρικές,  είναι 
δηλαδή   g(t, s) = g(s, t)  και  ρ(t, s) = ρ(s, t)  για κάθε  t, s ≥ 0. 
 
Ορισµός 2.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  λέγεται  στάσιµη υπό ευρεία έννοια  (wide-
sense stationary)  όταν η συνάρτηση του µέσου είναι: 
 

µ(t) = µ,   t ≥ 0, 
 
και η συνάρτηση αυτοσυνδιακύµανσης είναι: 
 

g(t, s) = h(|t-s|),   για κάθε   t, s ≥ 0.    
 
Ορισµός 3.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  λέγεται  ανεξαρτήτων προσαυξήσεων  εάν για 
κάθε  n  και κάθε   t0 < t1 < t2 < … < tn  οι διαφορές 
 

Υ(tj) = X(tj) – X(tj-1)   (j = 1, 2, ….n)  
 
είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. 
 
Είναι φανερό ότι µια σ.α. είναι ανεξαρτήτων προσαυξήσεων εάν και µόνο εάν οι 
µεταβολές της σε µη αλληλοεπικαλυπτόµενα χρονικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητες. 
 

Παράδειγµα 1.   Εάν  Ζn  (n = 1, 2, …)  είναι µια ακολουθία ανεξαρτήτων τ.µ. 
τότε η σ.α.  {X(n) = ∑ : n ∈ }  είναι ανεξαρτήτων προσαυξήσεων. n

1 iZ
 
Θεώρηµα 1.   Αν η σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  είναι ανεξαρτήτων προσαυξήσεων τότε η 
συνάρτηση Αυτοσυνδιακύµανσης είναι: 
 

      ⎧Var[X(t)],    εάν  t ≤ s, 
  g(t, s) = h(min{t, s}) = ⎨ 
      ⎩Var[X(s)],   εάν   t > s. 

 
(2.4)

 
Απόδειξη.   Από τον ορισµό της συνάρτησης αυτοσυνδιακύµανσης µε  τ = s – t ≥ 0  
έχουµε 
 

g(t, t + τ) = Cov[X(t), X(t+τ)] = Cov[X(t), X(t+τ) – X(t) +X(t)] 
 

    = Cov[X(t), X(t+τ) – X(t)] + Cov[X(t), X(t)] 
 
       = Cov[X(t), X(t)] = h(t) = Var[X(t)]. 
 

Οµοίως,  για τ = t – s ≥ 0  και λόγω της συµµετρικότητας της  g(t, s)  έχουµε: 
 

    g(s + τ, s) = g(s, s + τ) = Var[X(s)].       � 

 10  



 
 
Γ.Ε. Κοκολάκης.  Σηµειώσεις Στοχαστικών Ανελίξεων 
Κεφ.  Ι.   Εισαγωγή 
 

Ορισµός 4.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  λέγεται ότι έχει  στάσιµες προσαυξήσεις  όταν 
οι τ.µ.  X(t + s) – X(t)  έχουν την ίδια κατανοµή για όλα τα  t. 
 
Τούτο σηµαίνει ότι µια σ.α. είναι στάσιµων προσαυξήσεων εάν και µόνο εάν η 
κατανοµή των µεταβολών µεταξύ δύο χρονικών στιγµών εξαρτάται αποκλειστικά 
από την απόσταση µεταξύ των χρονικών στιγµών. 
 
Ορισµός 5.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  λέγεται  Μαρκοβιανή  εάν για κάθε  n < m  και 
κάθε  t0 < t1 < … < tn <  … < tm  η δεσµευµένη κατανοµή των   
 
Χ(tn+1), …, X(tm)   δεδοµένων των  Χ(t1), …, X(tn)  εξαρτάται µόνο από την  Χ(tn). 
 
Τούτο σηµαίνει ότι από όλο το “παρελθόν” µιας Μαρκοβιανής σ.α. µόνο η πιο 
πρόσφατη κατάσταση καθορίζει το “µέλλον”.  Είναι επίσης προφανές ότι κάθε σ.α. 
ανεξαρτήτων προσαυξήσεων είναι Μαρκοβιανή. 
 
Ορισµός 6.   Μια σ.α. {X(t): t ≥ 0}  ονοµάζεται  martingale  όταν  για κάθε  n  και 
κάθε  t1 < … < tn  η δεσµευµένη µέση τιµή 
 

Ε[Χ(tn+1)| X(t1), …, X(tn)] = X(tn). (2.6)
 
Κάθε Μαρκοβιανή σ.α µε δεσµευµένη µέση τιµή την τελευταία κατάσταση, καθώς 
και κάθε σ.α. ανεξαρτήτων προσαυξήσεων µε µέσες προσαυξήσεις  Ε[Χ(t+τ) – Χ(t)] 
= 0  για κάθε  t, τ ≥ 0,  είναι martingale. 
 
Ορισµός 7.   Μια σ.α  {X(t): t ≥ 0}  ονοµάζεται  Κίνηση Brown  (Brownian motion)  
όταν ισχύουν τα παρακάτω: 
 
(α) Χ(0) = 0, 
(β) είναι στάσιµων και ανεξάρτητων προσαυξήσεων, 
(γ) για κάθε  t > 0  η  Χ(t)  έχει Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  0  και 

διασπορά  c2t. 
 
Αποδεικνύεται εύκολα ότι οι ανεξάρτητες προσαυξήσεις  X(t) – X(s)  µε  t > s ≥ 0  
µιας κίνησης  Brown  ακολουθούν Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  µηδέν και 
διασπορά  c2(t - s).  (βλ. Άσκηση 1.19). 
   
Ορισµός 8.   Μια σ.α.  {X(t): t ≥ 0}  ονοµάζεται  Γκαουσιανή  (Gaussian)  αν για 
κάθε  n  και κάθε  t1, …, tn  οι τ.µ.  Χ(t1), …, X(tn)  ακολουθούν την  n-διάστατη 
Κανονική κατανοµή. 
 
Είναι φανερό ότι η Κίνηση  Brown  είναι µια Γκαουσιανή σ.α. µε µέση τιµή  Ε[X(t)] 
= 0  και  διασπορά  Var[X(t)] = c2t. 
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1.3. ΓΕΝΝΗΤΡΙΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
∆ύο χρήσιµα µαθηµατικά εργαλεία στον χειρισµό των στοχαστικών ανελίξεων είναι  
η  Γεννήτρια Συνάρτηση Πιθανοτήτων  και η  Ροπογεννήτρια Συνάρτηση. 
 
Ορισµός 1. Έστω διακριτή τ.µ.  Χ  µε σ.µ.π.  pk = P[Χ = k]  (k = 0, 1, …).  
Ονοµάζουµε  Γεννήτρια Πιθανοτήτων  της τ.µ.  Χ  τη συνάρτηση 
 

π(s) = E[sX] = ∑
k

k
kps ,    |s| < R 

 

 

(3.1)
 

µε  R   την ακτίνα σύγκλισης της ως άνω δυναµοσειράς.   Επειδή  pk ≥ 0  µε  
,  έχουµε  R ≥ 1. 1pk k =∑

  
Η ονοµασία  “γεννήτρια πιθανοτήτων”  προέρχεται από την προφανή σχέση 
 

pn  = )s(
ds
d

!n
1

n

n

π |s=0,    n = 0, 1, 2, …. 
 

(3.2)

 
Έχουµε ακόµα ότι 
 

Ε[X(X-1)⋅⋅⋅(X-n+1)] = )s(
ds
d

n

n

π |s=1,    n = 1, 2, …, 
 

(3.3)

 
γι΄ αυτό και η γεννήτρια πιθανοτήτων είναι επίσης γνωστή ως Γεννήτρια 
Παραγοντικών Ροπών. 
 

Παράδειγµα 1.   Η γεννήτρια πιθανοτήτων µιας τ.µ.  Χ  που ακολουθεί τη 
∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους  n  και  p  είναι: 
 

π(s) = ∑
k

k
kps =  = {1 – p(1 – s)}( ) knkn

k

n

0k

k )p1(ps −

=

−∑ n,     -∞ < s < ∞.  

 
Παράδειγµα 2.   Η γεννήτρια πιθανοτήτων µιας τ.µ.  Χ  που ακολουθεί την 

κατανοµή Poisson µε παράµετρο  λ  (λ > 0)  είναι: 
 

π(s) =  ∑
k

k
kps =

k
k λ

k 0

λs e
k!

∞
−

=
∑  = exp{-λ(1 - s)},    -∞ < s < ∞. 

 
Ορισµός 2. Έστω τυχαία µεταβλητή  Χ,  µε σ.µ.π.  pk = P[Χ = k]  (k = ..., - 1, 0, 1, 
…),  εάν είναι διακριτή, και σ.π.π.  f(x), x ∈ ,  εάν είναι συνεχής.  Ονοµάζουµε  
Ροπογεννήτρια  της τ.µ.  Χ  τη συνάρτηση 
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  g(s) = E[esX] =  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫

∑
∞
∞− περίπτωση συνεχή στη  

περίπτωση διακριτή στη         

,dx)x(fe

,pe
sx

k
k

sk

 

 
 

(3.4)

 

µε  s ∈ ,  όπου    κατάλληλο υποσύνολο του    έτσι ώστε  η σειρά, αντιστοίχως 
το ολοκλήρωµα, να συγκλίνει. 
 
Η ονοµασία  “ροπογεννήτρια”  προέρχεται από τη σχέση 
 

E[Xn] = )s(g
ds
d

n

n

|s=0 ,    n = 0, 1, 2, …. 
 

(3.5)

 
Παράδειγµα 3.   Η ροπογεννήτρια συνάρτηση µιας τ.µ.  Χ  που ακολουθεί 

την κατανοµή Poisson µε παράµετρο  λ  (λ > 0)  είναι: 
 

g(s) = ∑  
k

k
skpe =

!k
ee

k

0k

sk λλ−
∞

=
∑  = exp{– λ(1 – es)},     -∞ < s < ∞.  

 
Παράδειγµα 4.   Η ροπογεννήτρια συνάρτηση µιας τ.µ.  Χ  που ακολουθεί την 
Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο  α  (α > 0)  είναι:  
 

g(s) = 
s

dxeedx)x(fe x
0

sxsx

−α
α

=α∫=∫ α−∞∞
∞− ,     s < α. 

 
Παράδειγµα 5.   Η ροπογεννήτρια συνάρτηση µιας τ.µ.  Ζ  που ακολουθεί τη 

Τυποποιηµένη Κανονική κατανοµή είναι: 
 

sz
sz 2

2 2

2 2

e 1g(s) e f (z)dz exp{ z }dz
22π

1 1exp{ (z 2sz s )}dz
22π

1 1 1 1exp{ s } exp{ (z s) }dz exp{ s },
2 22π

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

∞

−∞

= = −

= − − ±

= × − − =

∫ ∫

∫

∫ 2

2

 

 

µε  -∞ < s < ∞. 
 
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η ροπογεννήτρια συνάρτηση τ.µ.  Χ  µε  
Κανονική κατανοµή µέσης τιµής  µ  και διασποράς  σ2  είναι: 
 

g(s) = exp{ 22s
2
1s σ+µ },     -∞ < s < ∞. 

 
(3.6)
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Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η γεννήτρια πιθανοτήτων  π(s)  µιας διακριτής 
τ.µ.  Χ  µπορεί να προκύψει από τη ροπογεννήτρια αυτής  g(s)  θέτοντας  s  στη θέση 
του  es, και αντιστρόφως, η ροπογεννήτρια  g(s)  µιας διακριτής τ.µ.  Χ  προκύπτει 
από την γεννήτρια πιθανοτήτων αυτής θέτοντας  es  στη θέση του  s.  
 
Θεώρηµα 1.   Εάν Χ  τ.µ. µε ροπογεννήτρια συνάρτηση  g(t),  τότε η τ.µ.  Υ = αΧ + 
β  έχει ροπογεννήτρια την 
 

gY(s) = eβs g(αs). (3.7)
 
Απόδειξη.   Έχουµε 
 

gY(s) = E[esY] = E[es(αΧ + β)] = eβs E[eαsX] = eβs g(αs). 
 
Θεώρηµα 2.   (Φράγµατα του  Chernoff)    Έστω  Χ  τ.µ.  µε ροπογεννήτρια 
συνάρτηση   g(s).  Τότε για κάθε  c > 0 
 

P[X ≥ c] ≤ e-cs g(s)     για  s > 0,  
και                          (3.8) 

P[X ≤ c] ≤ e-cs g(s)     για  s < 0.  
 
Απόδειξη.   Για µια µη αρνητική τ.µ.  Υ  από την ανισότητα  Markov  έχουµε για 
κάθε  ε > 0 

P[Y ≥ ε] ≤ Ε[Υ]/ε. 
 

Ορίζουµε την τ.µ.  Υ = esX  ( ≥ 0  µε πιθανότητα 1), οπότε για  s > 0  έχουµε 
 

P[X ≥ c] = P[esX ≥ esc] ≤ Ε[esX]/ esc = e-sc g(s), 
 

και για  s < 0 
 

P[X ≤ c] = P[esX ≥ esc] ≤ Ε[esX]/ esc = e-sc g(s).     � 
 

-0.4 -0.2

1

2

3

4

y 

 
 

4

y 
0  

 
Σχήµα 1.1. Εκθε

0 
(α)   s > 
0.2 0.  -0.4 -0.2

1

2

3

 
 
 τική Συνάρτηση: y = esx,  x∈. 

c c 0 
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Θεώρηµα 3.   (Ανισότητα του Jensen)  Έστω  Χ  τ.µ. µε (πεπερασµένη) µέση τιµή  
µ.  Για κάθε κυρτή συνάρτηση  h  ισχύει η ανισότητα. 
 

Ε[h(Χ)] ≥ h(E[X]). (3.10)
 
Aπόδειξη.   Λόγω της κυρτότητας της  h  υπάρχει ευθεία “υποστήριξης” (support 
line) (ε):  y = h(µ) + α(x – µ)  η οποία διέρχεται από το σηµείο  (µ, h(µ))  και 
βρίσκεται κάτω από την καµπύλη  y = h(x)  για κάθε x ∈ .  Ισχύει συνεπώς η 
ανισότητα  
 

h(x) ≥ h(µ) + α(x – µ)   για κάθε  x ∈ . 
 
Θέτοντας στη θέση του  x  την τ.µ.  Χ  και λαµβάνοντας τις µέσες τιµές έχουµε: 
 

Ε[h(Χ)] ≥ h(µ) + α(Ε[Χ] – µ) = h(µ) = h(Ε[Χ]). 
� 

 
 

1 2 3

0.4

0.6

0.8

1y  y = h(x) 

y = h(µ)+α(x – µ) 

 5 64 7xµ 
 
Σχήµα 1.2.    Ευθεία Υποστήριξης διερχόµενη από το σηµείο (µ, h(x)). 
 
 
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν Χ = c µε πιθανότητα  1. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1.1. Να αποδειχθεί ότι αν  Ν(t)  και  M(t)  (t > 0) είναι ανεξάρτητες τ.µ.  που 

ακολουθούν κατανοµή  Poisson  µε παραµέτρους  λ1t  και  λ2t  αντίστοιχα 
τότε η δεσµευµένη κατανοµή της  Ν(t)  όταν δίνεται ότι  N(t) + M(t) = n  
ακολουθεί την ∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους  n  και  p = λ1 / (λ1 + λ2). 

 
1.2. Έστω  Χ  µη αρνητική  συνεχής τ.µ.  µε  σ.π.π.  f(x)  και  σ.κ.π.  F(x).  Ως 

συνάρτηση διακινδύνευσης  (hazard function) της τ.µ. Χ  ορίζεται η 
 

P[t X t ∆t X t]h(t) lim
∆t

< ≤ + | >
=    για  ∆t → 0. 

  (α) Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση 
 

h(t) = 
)t(F1

)t(f
−

,    t > 0. 
 

 (β) Να δειχθεί ότι αν η τ.µ.  Χ  ακολουθεί την Εκθετική κατανοµή 
παραµέτρου  α  τότε έχει συνάρτηση διακινδύνευσης την  h(t) = α   (t > 0). 

 
1.3. Να δειχθεί ότι αν µια µη αρνητική  τ.µ.  Χ  έχει συνάρτηση διακινδύνευσης 

σταθερά και ίση µε  c  (c > 0)  τότε η  τ.µ.  Χ  ακολουθεί την Εκθετική 
κατανοµή µε παράµετρο c.   

 
1.4. Αν  X1  και  X2  είναι ανεξάρτητες µη αρνητικές συνεχείς τ.µ.  µε συναρτήσεις 

διακινδύνευσης  h1(t)  και  h2(t)  αντίστοιχα τότε 
 

P[X1 < X2 |min{X1, X2} = t] = 
)t(h)t(h

)t(h

21

1

+
 . 

 
1.5. Να δειχθεί ότι η µόνη µη µηδενική λύση της σχέσης 
 

g(x + y) = g(x) g(y)    x, y ∈  
 

 είναι η εκθετική συνάρτηση  g(x) = ecx. 
 
1.6. Να δειχθεί ότι αν για µια µη αρνητική  τ.µ.  Χ  ισχύει η σχέση 
 

P[X ≥ x + c| X ≥ c] = P[X ≥ x]   για  κάθε  c > 0, 
 

 τότε η  τ.µ.  Χ  ακολουθεί  Εκθετική κατανοµή. 
 
1.7. Αν  X, Y  είναι ανεξάρτητες  τ.µ.  που ακολουθούν Εκθετική κατανοµή µε 

παραµέτρους  λ1  και  λ2  αντίστοιχα να προσδιοριστεί: 
 

 (α)  η κατανοµή της τ.µ.  Z = min{X, Y}, 
 (β)  η κατανοµή της τ.µ.  W = max{X, Y}  και 
 (γ)  η δεσµευµένη κατανοµή  του  Ζ  µε δεδοµένο ότι  Ζ = Χ. 
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1.8. Εφαρµόζοντας την ανισότητα του  Jensen  να δείξετε ο αριθµητικός µέσος µη 
αρνητικών αριθµών είναι µεγαλύτερος του γεωµετρικού µέσου εκτός εάν όλοι 
οι αριθµοί συµπίπτουν µεταξύ τους οπότε συµπίπτουν και οι εν λόγω µέσοι. 

 
1.9. Να συγκριθεί ο αρµονικός µέσος αριθµών  xi  (i = 1,…,n)  µε  xi ≠ 0,  µε τον 

αριθµητικό τους µέσο. 
 
1.10. Να προσδιοριστεί η γεννήτρια πιθανοτήτων των παρακάτω κατανοµών. 
 
 (α) Γεωµετρική κατανοµή παραµέτρου  p.  
 (β) Αρνητική ∆ιωνυµική  παραµέτρων  n  και  p.  
 
1.11. Να προσδιοριστεί η ροπογεννήτρια συνάρτηση των παρακάτω κατανοµών. 
 
 (α) Κατανοµή  Γάµµα  παραµέτρων  α  και  p.  
 (β) Κατανοµή  Cauchy  παραµέτρων  δ  και  µ. 
 
1.12. Έστω {an}  και  {bn}  δύο ακολουθίες αριθµών και  η 

συνέλιξη αυτών.  Έστω επίσης  Α(s),  B(s)  και  C(s)  οι αντίστοιχες 
γεννήτριες συναρτήσεις.  Να δειχθεί ότι ισχύει η σχέση: 

∑= = −
n

0k knkn bac  

 
C(s) = A(s) B(s). 

 
1.13. ∆ιακριτή τ.µ.  Τ  έχει συνάρτηση πιθανότητας    pn = P[Τ = n]   (n = 0, 1, 2, 

…).  Αν  π(s)  είναι η γεννήτρια συνάρτηση των πιθανοτήτων  pn   και  Π(s)  η 
γεννήτρια συνάρτηση των πιθανοτήτων  

 

Pn =   (n = 0, 1, 2, …), ∑
∞

+=ν
ν

1n
p

 

 

 
 να δείξετε ότι ισχύει η σχέση 
 

Π(s) = 
s1

)s(1
−
π− ,     | s | < 1. 

 

 

 
 Με βάση την παραπάνω σχέση να δείξετε ότι η µέση τιµή και η διασπορά της  

τ.µ. Τ  είναι αντίστοιχα: 
 

Ε[Τ] = Π(1)    και    Var[T] = 2 Π΄(1) –Π(1){1 – Π(1)}.  

 
 
1.14. Έστω  GX,Y(s,t)  η από κοινού γεννήτρια συνάρτηση πιθανοτήτων των τ.µ.  Χ, 

Υ  που ορίζεται από τη σχέση 
 

]lY,kX[Pts)t,s(G
0k 0l

lk
Y,X ==∑∑=

∞

=

∞

=
. 
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 Να δειχθεί ότι η γεννήτρια πιθανοτήτων της τ.µ.  Χ  δίνεται από την  CΧ(s) = 

GX,Y(s,1)  και  GY(t) = GX,Y(1,t).  Να δειχθεί επίσης ότι 
 

1ts

2

)t,s(G
ts

]XY[E ==∂∂
∂

= . 

 
1.15. Έστω  Ν  διακριτή τ.µ. µε σ.µ.π.  pn = P[N = n]  (n = 1, 2, …)  και γεννήτρια 

πιθανοτήτων  π(s).  Έστω  {Υi : i = 1, 2, …} ακολουθία ανεξάρτητων  και 
ισόνοµων τ.µ. µε ροπογεννήτρια συνάστηση  g(s).   Να δειχθεί ότι η 
ροπογεννήτρια συνάρτηση του αθροίσµατος 

  
Χ = Υ1 + Υ2 + ... + ΥΝ

 
 µε τυχαίο αριθµό όρων  Ν,  είναι η  
 

gX(s) = π(g(s)). 
 
1.16. Να προσδιοριστεί η σ.π.π. της τ.µ.  ,  όπου  Y∑= =

N
1i iYX i   (i ≥ 1)  

ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. µε  Εκθετική κατανοµή παραµέτρου  λ  και  Ν  
τ.µ. µε  Γεωµετρική παραµέτρου p. 

 
1.17. Να δειχθεί ότι αν  G1(s)  και  G2(s)  είναι γεννήτριες συναρτήσεις και  α ∈ (0, 

1), τότε και  G1(s)G2(s)  καθώς και  αG1(s) + (1-α)G2(s)  είναι γεννήτριες 
συναρτήσεις. 

 
1.18. Έστω  {Υn : n = 1,2,…}  ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. µε 

διασπορά  σ2  και    (n = 1, 2, …).  Να αποδειχθεί ότι για  n ≤ m   
ισχύουν τα παρακάτω: 

∑= =ν ν
n

1n YX

 
 (α) Cov[Xn, Xm] = nσ2. 
 (β) Corr[Xn, Xm] = n/m . 
 
1.19. Να αποδειχθεί ότι στη κίνηση  Brown  οι  ανεξάρτητες προσαυξήσεις  X(t) – 

X(s)   (t > s ≥ 0)  ακολουθούν κατανοµή  Ν[0, c2(t-s)]. 
 
1.20. Να αποδειχθεί ότι στη κίνηση  Brown  µε  c = 1,  η δεσµευµένη κατανοµή της 

θέσης  X(s)  µε δεδοµένη τη θέση  x,  έστω, κατά τη χρονική στιγµή  t,  
δηλαδή µε  X(t) = x,  για  s < t,  είναι  Ν[xs/t, s(t-s)/t]. 
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