
ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ 
 

1. Η έννοια της τυχαίας µεταβλητής 

Συχνά αυτό το οποίο παρατηρούµε σε ένα πείραµα τύχης δεν είναι το όποιο αποτέλε-
σµα  αλλά µια µαθηµατική ποσότητα Χ εξαρτώµενη από το αποτέλεσµα . 
Ας εξετάσουµε π.χ. το πείραµα τύχης που συνίσταται στη ρίψη δύο ζαριών διαφορετι-
κού χρώµατος µε δ.χ. 

ω Ω∈ ω Ω∈

( ){ }1 2 1 2Ω ω ,ω :ω ,ω οι ενδείξεις των δύο ζαριών αντίστοιχα= . Ας 
υποθέσουµε τώρα ότι αυτό το οποίο ενδιαφέρει δεν είναι οι ενδείξεις  µιας ρί-
ψης αλλά το άθροισµά τους . Σ’ αυτή την περίπτωση στο κάθε  
αντιστοιχίζεται ο αριθµός  δηλαδή ορίζεται η συνάρτηση  µε 

. Έτσι π.χ. το ενδεχόµενο: άθροισµα 5 που είναι το υποσύνολο 

( 1 2ω ,ω )
2

2

1ω ω+ ( )1 2ω ω ,ω Ω= ∈

( ) 1Χ ω ω ω= + Χ :Ω→ ΅
( )1 2 1 2Χ ω ,ω ω ω= +

( ) ( ) ( ) ( ){ }Α 3,2 , 2,3 , 4,1 , 1,4=  γράφεται και ως ( ) ( ){ }1 2 1 2ω ,ω Ω :Χ ω ,ω 5∈ =  και γενικά 
µπορούµε να ειπούµε ότι οι ερωτήσεις µας σχετικά µε ενδεχόµενα µετασχηµατίζονται 
σε ερωτήσεις σχετικές µε τιµές της συνάρτησης Χ. Τα πλεονεκτήµατα ευελιξίας είναι 
προφανή αφού οι συναρτήσεις επιδέχονται αριθµητικές πράξεις. 
 
Ορισµός. Έστω  χώρος πιθανότητας. Ονοµάζεται τυχαία µεταβλητή µε 

τιµές στο  µια συνάρτηση  που ικανοποιεί την απαίτηση: 
(Ω, ,ΡF )

n΅ nX :Ω→ ΅
 ( )1X B− ∈F  για κάθε  (1.1) nB∈B
 
Παρατήρηση 1.1. Το σύνολο ( )1X B−  που εµφανίζεται στην (1.1) είναι εξ ορισµού 

( ) ( ){ }1X B ω Ω :Χ ω Β− = ∈ ∈ . Το σύνολο αυτό ονοµάζεται αντίστροφη εικόνα του Β 
µέσω της Χ και δεν αναφέρεται σε αντίστροφη συνάρτηση αφού δεν γνωρίζουµε αν η 
Χ αντιστρέφεται. Φαίνεται απαραίτητο να υπενθυµίσουµε µερικές βασικές ιδιότητες 
του συµβόλου ( )1Χ Β− . 

i) ( )1Χ− ∅ =∅ , ( )1 nΧ Ω− =΅  

ii) ( ) ( ) ( )1 1Χ Α \Β Χ Α \Χ Β− −= 1−  

iii)  ( )1 1
i i

i I i I
Χ A X A− −

∈ ∈

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
U U

iv) . ( )1 1
i i

i I i I
X A X A− −

∈ ∈

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
I I

 
Παρατήρηση 1.2. Όπως ειπώθηκε ήδη, ερωτήσεις αναφερόµενες στο εξεταζόµενο 
πείραµα µπορούν να διατυπωθούν ως ερωτήσεις σχετικά µε τις τιµές της Χ π.χ. ποια εί-
ναι η πιθανότητα ώστε οι τιµές της Χ να βρίσκονται σε δοσµένο υποσύνολο  του 

; Πρόκειται προφανώς για την πιθανότητα του υποσυνόλου 

nB∈B
n΅ ( ){ }ω Ω :Χ ω Β∈ ∈ =  

( )1Χ Β−  του Ω και για να έχει νόηµα η ερώτηση πρέπει το ( )1Χ Β− ∈F . Έτσι εξηγείται 
η απαίτηση (1.1) του ορισµού της τυχαίας µεταβλητής. 
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Αναζητώντας κάποια «οικονοµικότερη» απαίτηση από την (1.1) για να ελέγξουµε αν 
µια συνάρτηση  είναι τ.µ. έχουµε την παρακάτω Πρόταση. nX :Ω→ ΅
 
Πρόταση 1.1. Έστω  χ.π. και συνάρτηση . Έστω  µια µη κενή 

κλάση υποσυνόλων του  τέτοια ώστε  
(Ω, ,ΡF ) nX :Ω→ ΅ C

n΅ ( )n σ=B C  (π.χ. ). Η συνάρτηση Χ εί-
ναι τυχαία µεταβλητή όταν και µόνο όταν ισχύει 

n=C P

 ( )1X A− ∈F  για κάθε A∈C. (1.2) 
Απόδειξη 
Αρκεί να δείξουµε ότι αν ισχύει η (1.2) τότε η Χ είναι τ.µ. Προς τούτο θεωρούµε την 
κλάση υποσυνόλων του  n΅

( ){ }n 1B : X B−= ⊂ ∈΅A F . 

Αφού ισχύει η (1.2) θα έχουµε ότι . Θα δείξουµε τώρα ότι η κλάση  είναι  
σ-άλγεβρα υποσυνόλων του . Πράγµατι 

⊂C A A
n΅ n ∈΅ A  διότι ( )1 nX Ω− = ∈΅ F . Επίσης 

αν  τότε  και αφού η  είναι σ-άλγεβρα (υποσυνόλων του Ω) θα 

είναι  Όµως 

B∈A ( )1X B− ∈F F

( )( )c1X B− ∈F . ( )( ) ( )c1 1X B X B− −= c  (δες Παρατ. 1.1) και άρα 

( )1 cX B− ∈F  δηλαδή . Τέλος θεωρούµε ακολουθία υποσυνόλων cB ∈A { }nB : n∈¥  

από την . Τότε  για κάθε A ( )1
nX B− ∈F n∈¥  και αφού η  είναι σ-άλγεβρα θα εί-

ναι και 

F

( )1
n

n 1
X B

∞
−

=

∈U F . Όµως ισχύει  άρα . Ώ-

στε η κλάση  είναι σ-άλγεβρα που περιέχει την κλάση  και συνεπώς 
. 5 

( )1 1
n n

n 1 n 1
X B X B

∞ ∞
− −

= =

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
U U ⎟ n

n 1
B

∞

=

∈U A

A C
( ) nσ⊃ =A C B

 
Πρόταση 1.2. Η συνάρτηση  είναι τ.µ. όταν και µόνο όταν ισχύει: X :Ω→ ΅
 ( ){ }ω Ω :Χ ω t∈ ≤ F∈  για κάθε t∈ ΅ . (1.3) 
Απόδειξη 
Για οποιαδήποτε a b<  στο  ΅

( ]( ) ( ] ( ]( )
( ]( ) ( ]( ) ( ){ } ( ){ }

1 1

1 1

X a,b X ,b \ ,a

X ,b \ X ,a ω :Χ ω b \ ω :Χ ω a

− −

− −

= −∞ −∞ =

−∞ −∞ = ≤ ≤ ∈F
 

αφού η  είναι σ-άλγεβρα. Επίσης F ( )1X− ∅ =∅∈F . 

Ώστε  για κάθε ( )1X A− ∈F ( ]{ } { }1A a,b : a b∈ = < ∪ ∅P . Όµως ( )1σ =P B1

)

 και κατά 

την Πρόταση 1.1 η Χ είναι τ.µ. 5 
 
Άσκηση 1.1. Έστω  χ.π. και συνάρτηση . Υποθέτουµε ότι ισχύει: (Ω, ,ΡF X :Ω→ ΅

( ){ }ω :Χ ω r≤ ∈F  για κάθε  όπου  το σύνολο των ρητών. ∆είξτε ότι η Χ είναι 
τ.µ. 

r∈¤ ¤
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Η έννοια της τυχαίας µεταβλητής στη θεωρία πιθανοτήτων ταυτίζεται µε την έννοια της 
µετρήσιµης συνάρτησης στη θεωρία µέτρου. Για την θεωρία µέτρου τυχαία µεταβλη-
τή είναι µια µετρήσιµη συνάρτηση στον ( )Ω, F . Μάλιστα όταν υπάρχει κίνδυνος σύγ-

χυσης λέγεται -µετρήσιµη ή και F n−F B  µετρήσιµη προσδιορίζοντας έτσι τις  
σ-άλγεβρες για τις οποίες ισχύει η (1.1). Παρατηρείστε ότι στον ορισµό µιας τ.µ. 

 δεν εµπλέκεται το µέτρο πιθανότητας Ρ. nX :Ω→ ΅
 
Ορισµός. Μια συνάρτηση  ονοµάζεται συνάρτηση Borel όταν και 
µόνο όταν για κάθε  ισχύει 

mg : →΅ ΅ n

nB∈B ( )1 mg B− ∈B . 
 
Κάθε συνάρτηση Borel  είναι µια τ.µ. στο χώρο mg : →΅ ΅ n ( )m mΩ ,= =΅ F B  και 

συνεπώς ισχύουν όλα τα ισχύοντα για τυχαίες µεταβλητές. 
 
Πρόταση 1.3. Κάθε συνεχής συνάρτηση  είναι συνάρτηση Borel. mg : →΅ ΅ n

Απόδειξη 
Αρκεί να δείξουµε ότι η g είναι τ.µ. στον ( )mΩ ,= =΅ F Bm

m

C

)
n

 µε τιµές στον  και για 

τούτο θα χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 1.1. Πράγµατι αν  είναι η κλάση των ανοι-
κτών υποσυνόλων του  τότε λόγω της συνέχειας της g ισχύει: για κάθε  το 
σύνολο  είναι ανοικτό υποσύνολο του  και συνεπώς . Όµως 

 και άρα κατά την Πρόταση (1.1) η συνάρτηση g είναι συνάρτηση Borel. 5 

n΅

C
n΅ A∈C

( )1g A− m΅ ( )1g A− ∈B

( )n σ=B
 
Πρόταση 1.4. Έστω  χ.π. και τ.µ. . Έστω επίσης συνάρτηση 

Borel . τότε η συνάρτηση 

(Ω, ,ΡF mX :Ω→ ΅
mg : →΅ ΅ ( ) nY g X g X :Ω= ≡ →o ΅  είναι τ.µ. 

Απόδειξη 
Για κάθε  έχουµε διαδοχικά nB∈B ( ) ( ){ } ( )( ){ }1Y B ω :Υ ω Β ω : g X ω Β− = ∈ = ∈ =  

( ) ( ){ } ( )( )1 1 1ω :Χ ω g B X g B− − −∈ = ∈F  αφού ( )1 mg B− ∈B  και η Χ είναι τ.µ. µε τιµές 

στο . 5 m΅
 
Για µια συνάρτηση  ισχύει ότι ,  

όπου . Όταν χρειάζεται θα γράφουµε απλά  

nX :Ω→ ΅ ( ) ( ) ( ) ( )( )T1 2 nX ω Χ ω ,Χ ω , ,Χ ω= K ω Ω∈

iΧ :Ω→ ΅ ( )T1 2 nX X , X , X= K .
 
Πρόταση 1.5. Έστω συνάρτηση  Η  είναι τ.µ. όταν 
και µόνο όταν οι συναρτήσεις  είναι τυχαίες µεταβλητές. 

( )T1 2 nX X , X , X= K . nX :Ω→ ΅

iΧ :Ω→ ΅
Απόδειξη 
Έστω ότι η Χ είναι τ.µ. Για κάθε { }i 1, 2, , n∈ K  θεωρούµε τη συνάρτηση-προβολή 

. Κάθε  είναι συνάρτηση Borel ως συνεχής και ε-
πειδή  συµπεραίνουµε ότι οι , 

(n
i 1 2 )ng : : g x , x , , x x→ =΅ ΅ K igi

( )i iX g X= iX i 1, 2, , n= K  είναι τ.µ. Αντίστροφα έστω 
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ότι οι συναρτήσεις  είναι τ.µ. Για οποιοδήποτε ορθογώνιο 

 ισχύει  

iΧ :Ω→ ΅

( ]
n

n
i i

i 1
A a , b

=

=∏ P∈

i

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ]

( ) ( ]{ } ( ) ( ]{ }

n
1

1 n i i
i 1

n

i i i i i
i 1

X A ω :Χ ω Χ ω , Χ ω a ,b

ω :Χ ω a , b i 1,2, , n ω : X ω a , b

−

=

=

⎧ ⎫
= = ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= ∈ ∀ = = ∈

∏K

K I
 

δηλαδή . ( ) ( ]( )
n

1 1
i i i

i 1
X A X a , b− −

=

= I
Επειδή οι συναρτήσεις ,  είναι τ.µ. θα είναι iX i 1, 2, , n= K ( ]( )1

i i iX a ,b− ∈F  και αφού η 

 είναι σ-άλγεβρα θα είναι F ( )1X A− ∈F  και τούτο για κάθε . Όµως nA∈P

( )nσ =P Bn

)

 και συνεπώς κατά την Πρόταση 1.1 η Χ είναι τ.µ. 5 

 
Πρόταση 1.6. Έστω  χ.π. και τυχαίες µεταβλητές , . 

Αν ,  οι συναρτήσεις , 

(Ω, ,ΡF iΧ :Ω→ ΅ i 1, 2, , n= K

ia ∈ ΅ i 1, 2, , n= K
n

i i
i 1

a X
=
∑

n

i
i 1

X
=
∏ , { }1 nmax X , , XK , 

{ }1min X , ,XK n  είναι τ.µ.  
Απόδειξη 
Αφού οι συναρτήσεις , iΧ :Ω→ ΅ i 1, 2, , n= K  είναι τ.µ. η συνάρτηση 

 θα είναι τ.µ. µε τιµές στο . ( )T n
1 nX , , X :Ω→K ΅ n΅

Επειδή η συνάρτηση  µε ng : →΅ ΅ ( )1 n 1 1 ng x , , x a x a xn= + +K L  είναι συνεχής θα 
είναι συνάρτηση Borel και συνεπώς η συνάρτηση ( )1 n 1 1 ng X , , X a X a Xn= + +K L  εί-
ναι τ.µ. Όµοια για τις υπόλοιπες. 5 
 
Άσκηση 1.2. Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF ) A∈F . ∆είξτε ότι η δείκτρια του Α (ή χαρα-

κτηριστική του Α) που ορίζεται από την ( )A
1 αν ω Α

I ω
0 αν ω Α

∈⎧
= ⎨ ∉⎩

 είναι τυχαία µεταβλητή. 

 
Άσκηση 1.3. Έστω τ.µ.  και . ∆είξτε ότι η συνάρτηση  

που ορίζεται από την 

nX :Ω→ ΅ a 0> nY :Ω→ ΅

( )
( ) ( )

( )
Χ ω αν Χ ω a

Y ω
0 αν Χ ω a

≤⎧⎪= ⎨
>⎪⎩

 είναι τ.µ. 

 
Άσκηση 1.4. Έστω  χ.π. και τ.µ. . ∆είξτε ότι τα παρακάτω σύ-
νολα ανήκουν στην σ-άλγεβρα . 

(Ω, ,ΡF ) X, Y :Ω→ �

F
( ) ( ){ }A ω Ω :Χ ω Υ ω= ∈ = , ( ) ( ){ }Β ω Ω :Χ ω Υ ω= ∈ > , ( ) ( ){ }Χ ωΓ ω Ω : e Υ ω= ∈ = . 

 
Άσκηση 1.5. ∆είξτε ότι για οποιαδήποτε m, n∈�  ισχύει ότι  όπου m n m n+ = ⊗B B B

{ }(m n m nσ A B: A ,B⊗ = × ∈ ∈B B B B )  η σ-άλγεβρα γινόµενο των . m n,B B
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Άσκηση 1.6. Έστω  συνεχής και «1-1». ∆είξτε ότι αν  τότε mg : →� � n mB∈B
( ) ng B ∈B . 

(Υπόδειξη: Θεωρείστε την κλάση ( ){ }mB : g B= ⊂ ∈�A nB . Επειδή κάθε ανοικτό του 

 γράφεται σαν αριθµήσιµη ένωση συµπαγών υποσυνόλων του  και επειδή g συ-
νεχής, συµπεράνετε ότι κλάση  περιέχει τα ανοικτά του . Εν συνεχεία δείξτε ότι 
η  είναι σ-άλγεβρα). 

m� m�

A m�
A

 
Σηµείωση. Αν παραλειφθεί η υπόθεση «1-1» τότε το συµπέρασµα παύει να ισχύει. 
Έτσι η προβολή ενός υποσυνόλου Borel του  δεν είναι κατ’ ανάγκη σύνολο Borel 
του  όπως λανθασµένα διαβεβαίωνε ο Lebesque στις αρχές του 20

2�
� ου αιώνα. Η σωστή 

απάντηση βρίσκεται στη θεωρία των αναλυτικών συνόλων των Souslin, Lusin και άλ-
λων. Αν διατηρηθεί η υπόθεση «1-1» και αντί της συνέχειας υποτεθεί ότι η g είναι µόνο 
συνάρτηση Borel τότε το συµπέρασµα ( ) ng B ∈B  ισχύει αλλά η απόδειξη είναι κατά 
πολύ δυσκολότερη. Για τα ζητήµατα αυτά ο ενδιαφέροµενος µπορεί να ανατρέξει στα 
[5], [6]. 
 
Για να συµπεριλάβουµε στη µελέτη µας και τυχαίες µεταβλητές που προκύπτουν από 
οριακές διαδικασίες επί ακολουθιών τ.µ. είναι σκόπιµο να θεωρήσουµε τ.µ. µε τιµές 
στο [ ],= −∞ ∞� . Η επέκταση είναι άµεση και έχει ως ακολούθως: Αν  είναι 
χ.π. µια συνάρτηση 

( )Ω, ,ΡF
[ ]X :Ω ,→ −∞ ∞  λέγεται τ.µ. όταν και µόνο όταν ικανοποιούνται οι 

προϋποθέσεις: 
i)  για κάθε ( )1Χ Β− ∈F 1B∈B . 
ii) ( ){ }ω Ω :Χ ω∈ = −∞ F∈  και ( ){ }ω Ω :Χ ω∈ = ∞ ∈F . 

Εύκολα τώρα αποδεικνύεται ότι: 
 
Άσκηση 1.7. Η συνάρτηση [ ]X :Ω ,→ −∞ ∞  είναι τυχαία µεταβλητή όταν και µόνο 
όταν ισχύει η (1.3). 
 
Πρόταση 1.7. Έστω  ακολουθία τ.µ.. Ορίζουµε τις συναρτήσεις nX :Ω , n→ ∈� �

[ ]X,Y :Ω ,→ −∞ ∞  αντίστοιχα ως εξής: ( ) ( )n
n

X ω sup X ω= , ( ) ( )nn
Υ ω inf X ω ,ω Ω= ∈ . 

Τότε οι συναρτήσεις Χ, Υ είναι τ.µ. µε τιµές στο [ ],= −∞ ∞� . 
Απόδειξη 
Κατά την Άσκηση 1.4 ανωτέρω αρκεί να επαληθευτεί η (1.3). Πράγµατι για τυχόν 

 ισχύει:  

. Όµως  είναι τ.µ. και η κλάση  είναι σ-άλγεβρα άρα 

. Όµοια 

t∈� ( ){ } ( ) ( ){ }n n
n

ω :Χ ω t ω : sup X ω t ω :Χ ω t για κάθε n⎧ ⎫≤ = ≤ = ≤ ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

�

( ){ }n
n 1

ω :Χ ω t
∞

=

≤I nX ,n∈� F

( ){ n
n 1

ω :Χ ω t
∞

=

≤ ∈I F} ( ){ } ( ){ }nω :Υ ω t ω : X ω t για κάθε n> = > ∈ =�  

 και άρα ( ){ } ( ){ }c
n n

n 1 n 1
ω :Χ ω t ω :Χ ω t

∞ ∞

= =

> = ≤ ∈I I F ( ){ }ω :Υ ω t≤ ∈F  για τυχόν 

. 5 t∈�
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Παρατήρηση. Η Πρόταση ισχύει και για τ.µ. nX :Ω→ �  όπως εύκολα διαπιστώνεται. 
 
Πρόταση 1.8. Έστω (  χ.π. και ακολουθία τ.µ. , n . Τότε ισχύει: )Ω, ,ΡF nX :Ω→ � ∈�
i) ,  είναι τυχαίες µεταβλητές. nn

liminf X nn
limsup X

ii) Αν για κάθε  υπάρχει το ω Ω∈ ( )nn
lim X ω  στο �  τότε η 

 ορίζει τυχαία µεταβλητή. ( ) ( )nn
Χ ω lim X ω ,ω Ω= ∈

m n
⎞
⎟

Απόδειξη 

i)  και . Επικαλούµενοι τώρα 

την Πρόταση 1.7 συµπεραίνουµε εύκολα το ζητούµενο. 

( )n nn nm
liminf X sup inf X

≥
= n m n m

limsup X inf sup X
≥

⎛= ⎜
⎝ ⎠

ii) ( ) ( ) ( )n nX ω liminf X ω limsup X ω= = . 5 
 
Άσκηση 1.8. Έστω τ.µ. , nX :Ω→ � n∈� . ∆είξτε ότι το σύνολο 

( ){ }nn
ω Ω : υπάρχει το lim X ω στο∈ ∈� F . 

 

2. Κατανοµή τυχαίων µεταβλητών 

Πρόταση 2.1. Έστω χ.π.  και τ.µ. . Ορίζουµε τη συνολοσυνάρτη-

ση 

(Ω, ,ΡF ) nX :Ω→ �

[ ]n
XP : 0,1→B  ως ακολούθως 

 ( ) ( )( )1
XP B P X B , B−= Bn∈  (2.1) 

Τότε η συνολοσυνάρτηση είναι µέτρο πιθανότητας και η τριάδα ( )n n
X, ,P� B  είναι χώ-

ρος πιθανότητας. 
Απόδειξη 

( ) ( )( ) ( )n 1 n
XP P X P Ω 1−= =� � = . 

Επίσης αν { } n
κΒ ,κ∈ ⊂� B  και είναι ξένα µεταξύ τους τότε τα υποσύνολα 

( ){ }1
κX B ,κ− ∈ ⊂� F  είναι ξένα µεταξύ τους και έχουµε διαδοχικά 

( ) ( )( ) ( )1 1 1
X κ κ κ κ

κ 1 κ 1κ 1 κ 1 κ 1
P B Ρ Χ Β Ρ Χ Β Ρ Χ Β Ρ Β

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− − −

= == = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑U U U Χ κ

)

)

. 5 

 
Ορισµός. Έστω  χ.π. και τυχαία µεταβλητή . Το µέτρο πιθα-
νότητας  το οριζόµενο από την (2.1) ονοµάζεται κατανοµή της τ.µ. Χ. 

(Ω, ,ΡF nΧ :Ω→ �

XP
 
Μια τ.µ.  γράφεται ως  όπου οι συντεταγµένες 

 είναι τ.µ. Έστω  η κατανοµή της τ.µ. , i 1

nX :Ω→ � ( T
1 2 nX X , X , , X= K

iX :Ω→ �
iXP iX , 2, , n= K . Σύµφωνα µε τον 

παραπάνω ορισµό θα έχουµε 
( ) ( )( )i

1 1
X iP A P X A ,A−= ∈B . 
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Όµως ( ) ( )1
iX A X− × × × × × × =� L � � L � 1 A−  µε το Α στην i-θέση του Καρτεσιανού 

γινοµένου (επαληθεύστε) και συνεπώς 
 . (2.2) ( ) ( )

i

1
X XP A P A , A= × × × × × × ∈� L � � L � B

Γενικά αν  θα ισχύει ( )1 κX X , ,X ,κ n′ = ≤K

 ( ) ( )n κ
X XP A P A ,Α−
′ = × ∈� Bκ

)

. (2.3) 

 
Πρόταση 2.2. Έστω  πλήρης χώρος πιθανότητας και τ.µ. . Έστω 

ακόµα συνάρτηση  και υποθέτουµε ότι ισχύει: 
(Ω, ,ΡF nX :Ω→ �

nY :Ω→ �
 ( ) ( )X ω Υ ω=  για κάθε ω Ω \ Ν∈  όπου N∈F  µε ( )P N 0= . (2.4) 
Τότε η συνάρτηση Υ είναι τ.µ. και έχει την ίδια κατανοµή µε την τ.µ. Χ. 
Απόδειξη 
Για τυχόν  έχουµε nB∈B

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }1Y B ω Ω :Υ ω Β ω Ω \ Ν :Χ ω Β ω Ν :Υ ω Β− = ∈ ∈ = ∈ ∈ ∪ ∈ ∈ =  

. ( ) ( ) (1 1Ω \ Ν Χ Β Ν Υ Β− −⎡ ⎤ ⎡∩ ∪ ∩⎣ ⎦ ⎣ )⎤⎦
Επειδή η Χ είναι τ.µ. θα είναι ( )1Χ Β− ∈F  και αφού  θα ισχύει 

. Εξάλλου 

N∈F

( ) ( )1Ω \ Ν Χ Β−∩ ∈F ( )1N Y B N−∩ ⊂  µε N∈F  και  κατά την 

υπόθεση και αφού ο χ.π.  είναι πλήρης θα ισχύει 
( )P N 0=

( )Ω, ,ΡF ( )1N Y B−∩ ∈F . Τελικά 

 άρα η Υ είναι τ.µ. ( )1Y B− ∈F
Όπως είδαµε παραπάνω 

( ) ( ) ( ) ( )1 1Y B Ω \ Ν Χ Β Ν Υ Β− −⎡ ⎤ ⎡= ∩ ∪ ∩⎣ ⎦ ⎣
1− ⎤⎦

) =

. 

Τα ενδεχόµενα της ένωσης αυτής είναι ξένα µεταξύ τους και επειδή 
 θα έχουµε ( )( 1P N Y B 0−∩

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1P Y B P Ω \ Ν Χ Β Ρ Χ Β Ν Χ Β− − −= ∩ = − ∩ 1− =  

( )( ) ( )( )1 1Ρ Χ Β Ρ Ν Χ Β− −− ∩ . 

Όµως  και τελικά ( )( 1Ρ Ν Χ Β 0−∩ ) = ( )( ) ( )( )1 1Ρ Υ Β Ρ Χ Β− −= . 5 

 
Παρατήρηση 2.1. α) Η υπόθεση της πληρότητας χρειάζεται µόνο για την απόδειξη 
του ισχυρισµού ότι η Υ είναι τ.µ. Αν δοθεί εξ αρχής ότι η Υ είναι τ.µ. τότε αρκεί µόνο η 
(2.4) για να αποδειχθεί ότι  και η υπόθεση της πληρότητας περιττεύει. XP P= Y
β) Αν δύο τ.µ. Χ, Υ ικανοποιούν την (2.4) τότε όπως αποδείχθηκε έχουν την ίδια κατα-
νοµή. Το αντίστροφο δεν ισχύει όπως φαίνεται από το ακόλουθο Παράδειγµα. 
Έστω ο χ.π. ( ]( )0Ω 0,1 , ,P= B  όπου ( ]{ }10 B 0,1 : B= ⊂ ∈B B  και P λ=  το µέτρο Lebes-

gue δηλαδή ( ]P a, b b a= −  για όλα τα ( ] ( ]a, b 0,1⊂ . Θεωρείστε την τ.µ.  µε 
. Εύκολα τώρα επαληθεύεται ότι οι τ.µ. Χ και 

X :Ω→ �

( )X ω ω= Υ 1 Χ= −  έχουν την ίδια κατα-
νοµή που µάλιστα συµπίπτει µε Ρ. 
Να σηµειωθεί ακόµα ότι δύο τ.µ. µπορούν να είναι ορισµένες σε διαφορετικές χ.π. αλλά 
να έχουν την ίδια κατανοµή (βλ. Άσκηση 2.1). 
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Ορισµός. Έστω  χ.π. και τ.µ. . Ονοµάζεται συνάρτηση κατα-
νοµής της τ.µ. Χ η συνάρτηση  που ορίζεται από την 

(Ω, ,ΡF ) X :Ω→ �

XF : →� �

 ( ) ( ){ }( )XF t P ω Ω :Χ ω t= ∈ ≤ , t∈� . (2.5) 

Είναι φανερό ότι ( ) ( ]( ) ( ]( )1
XF t P X , t P , t−= −∞ = −∞X  όπου  η κατανοµή της τ.µ. Χ 

και συνεπώς κατά την Πρόταση 5.1 του ΚΕΦ. Ι είναι πράγµατι συνάρτηση κατανοµής. 
Ακόµα περισσότερο 

XP

( ] ( ] ( ] ( ) ( )X X X X XP a, b P , b P ,a F b F a= −∞ − −∞ = −  
και συνεπώς κατά τις Προτάσεις (5.1), (5.2) του ΚΕΦ. Ι το ζεύγος ( )X XP ,F  είναι ζεύγος 
αντίστοιχων στην αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µέτρων πιθανότητας και συναρτήσεων 
κατανοµής στο . Μια τυχαία µεταβλητή Χ κατατάσσεται ως απολύτως συνεχής ή 
διακριτή ή µικτή ή µη-οµαλή σε ευθεία αντιστοιχία µε την κατάταξη της συνάρτησης 
κατανοµής της  όπως ορίζεται στην Πρόταση 5.3 του ΚΕΦ. Ι και τις περιπτώσεις α, 
β, γ, δ που την ακολουθούν. 

�

XF

 
Άσκηση 2.1. Έστω ο χώρος πιθανότητας ( ), ,Q� B  και η τ.µ.  µε 

. Όπως φαίνεται αµέσως 
X : →� �

( )X ω ω= XP Q= . Θεωρούµε τώρα ένα µέτρο πιθανότητας Ρ 

στον  µε την ιδιότητα ( 2 2,� B )
( ) ( ) ( )P A B Q A Q B× =  για A∈B , B∈B  

(δηλαδή το µέτρο γινόµενο ) και την τ.µ. P Q Q= ⊗ ( )2
1 2 1Y : : Y ω ,ω ω→ =� � . ∆είξ-

τε ότι . Y XP P= = Q

)
�

 
Άσκηση 2.2. Έστω  χ.π. και τ.µ. . Λέγεται ότι η τ.µ. Χ έχει συ-

νάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  όταν για κάθε  ισχύει 

(Ω, ,ΡF nX :Ω→ �
nf : →� nA∈B

( ) ( )X 1 2 n 1A
P A f u , u , , u du du= ∫ ∫L K K n . 

Έστω  και  όταν κ n< ( )Τ1 2 κY X ,X , , X= K ( )1 2 nΧ Χ ,Χ , ,Χ= K . ∆είξτε ότι η τ.µ. Υ 
έχει πυκνότητα  που προκύπτει από την: Yf

( ) ( )Y 1 2 κ 1 2 n κ 1 nf u , u , , u f u , u , , u du du+= ∫ ∫K L K K . 
 
Άσκηση 2.3. Έστω τµ.  και συνάρτηση Borel . Έστω η τ.µ. 

. ∆είξτε ότι 

nX :Ω→ � ng : →� � m

( )Y g x= ( ) ( )( )1
Y XP B P g B−=  για κάθε  και συµπεράνετε ότι αν η 

τ.µ. Χ έχει πυκνότητα f τότε θα ισχύει 

mB∈B

( )
( )

( )
1Y 1 2 n

g B
P B f u , u , , u du du

−
= ∫ ∫L K L1 n .. 

 
Είναι τώρα η στιγµή εξοικείωσης µε δύο περιπτώσεις τρόπου γραφής που χρησιµοποι-
ούνται ευρύτατα στη θεωρία πιθανοτήτων. 
α) Έχουµε ήδη βρεθεί αντιµέτωποι µε συµβολικές εκφράσεις όπως οι παρακάτω ό-

που Χ, Υ  είναι τ.µ. ορισµένες σε ένα χώρο πιθανότητας nX ( )Ω, , PF  
( )P X A∈ , ( )P X Y= , { }X Y< , ( )nP lim X X=  κλπ. 

Το ακριβές νόηµα των εκφράσεων αυτών είναι αντίστοιχα: 
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( ){ }( ) ( )( )1P ω :Χ ω Α Ρ Χ Α−∈ = , ( ) ( ){ }( )Ρ ω :Χ ω Υ ω= , ( ) ( ){ }ω :Χ ω Υ ω< , 

( ) ( ){ }( )nΡ ω : lim X ω Χ ω= . 
β) Η δεύτερη περίπτωση είναι η έκφραση «σχεδόν βεβαίως για το µέτρο Ρ» και 

συµβολικά Ρ-σ.β. 
Θα γράφουµε  Ρ-σ.β. όταν και µόνο όταν Χ Υ= ( ) (Χ ω Υ ω)=  για κάθε 

 όπου  µε ω Ω \ Ν∈ Ν∈F ( )P N 0= . Ανάλογο νόηµα έχουν οι διατυπώσεις 
 Ρ-σ.β. ή  Ρ-σ.β. X Y< nlim X X=

 
Άσκηση 2.4. ∆είξτε ότι  Ρ-σ.β.X Y= ( )P X Y 1⇔ = = . 
 
Άσκηση 2.5. Έστω ακολουθία τ.µ. { }nX , n∈�  και τ.µ. Υ µε τιµές στο . ∆είξτε ότι: �

για κάθε n  ∈� nX Y≤  Ρ-σ.β.  Ρ-σ.β. n
n

sup X Y⇔ ≤

 

3. Ανεξαρτησία τυχαίων µεταβλητών 

Ορισµός. Έστω  χ.π. και οικογένεια τ.µ.  . Οι τ.µ. , 
 λέγονται ανεξάρτητες όταν και µόνο όταν για οποιοδήποτε πεπερασµένο υποσύ-

νολο {

(Ω, , PF ) n
iX :Ω→ � i I∈ iX

i I∈
}1 2 κi , i , , i I⊂K  και οποιαδήποτε , , ...,  ισχύει 1B 2B n

κB ∈B

  (3.1) ( ) ( )(m

κ κ
1

i m i m
m 1m 1

P X B Ρ X B−

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏I )m

1−

ή ισοδύναµα 
όταν και µόνο όταν οι κλάσεις ( ){ }1 n

iX B : B ,i− I∈ ∈B  είναι ανεξάρτητες. 

 
Παρατήρηση. Για την ανεξαρτησία των τ.µ.  είναι αρκετό να απαι-

τήσουµε: Για οποιαδήποτε , i 1
1 2 νX ,X , ,XK

n
iΒ ∈B , 2, , ν= K  

 . (3.2) ( ) ( )(
ν ν

1
i i i i

i 1i 1
P X B P X B−

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏I )1−

Τότε επαληθεύεται η (3.1) (πώς;). 

Αν τώρα θέσουµε ( )1 2 νΧ Χ ,Χ , ,Χ= K  και λόγω της σχέσης ( )
ν

1
i i

i 1
Χ B−

=

=I  

( )1
1 2 νΧ Β Β Β− × × ×L  συµπεραίνουµε ότι η (3.2) ισοδυναµεί µε 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 νX 1 ν Χ 1 Χ 2 Χ νP B B Ρ Β Ρ Β Ρ Β× × = ⋅L L  (3.3) 

για οποιαδήποτε  ή ακόµα n
iΒ ∈B

1 2 νX X X XP P P P= ⊗ ⊗ ⊗L . 

Να σηµειωθεί επίσης ότι στον ορισµό της ανεξαρτησίας οι κλάσεις ( ){ }1 n
iX B : B− ∈B  

είναι σ-άλγεβρες (δες Άσκ. 3.2). 
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Άσκηση 3.1. ∆είξτε ότι οι τ.µ.  είναι ανεξάρτητες όταν η (3.2) ή η (3.3) 

επαληθεύονται για , i 1
1 2 νX ,X , ,XK

n
iΒ ∈P , 2, , ν= K . 

 
Άσκηση 3.2. Έστω  χ.π. και τ.µ. . ∆είξτε ότι η κλάση ( )Ω, , PF nX :Ω→ �

( ){ }1X B : B− ∈Bn  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. Αυτή η σ-άλγεβρα λέγεται πα-

ραγόµενη από την τ.µ. Χ και συµβολικά γράφουµε 
( ) ( ){ }1 nσ Χ Χ Β : B−= ∈B . 

(Η  είναι η ελάχιστη για την οποία η Χ είναι µετρήσιµη). ( )σ Χ

∆είξτε ακόµα ότι ( ) ( ){ }( )1 nσ Χ σ Χ Β : B−= ∈P . 

 
Άσκηση 3.3. Έστω  χ.π. και τ.µ. , (Ω, , PF ) n

iX :Ω→ � i I∈ . ∆είξτε ότι οι τ.µ. , 

 είναι ανεξάρτητες όταν και µόνο όταν οι κλάσεις 
iX

i I∈ ( ){ }1X B : B− ∈P n  είναι ανεξάρ-

τητες. 
 
Άσκηση 3.4. Έστω ότι οι τ.µ.  και  είναι ανεξάρτητες. Έστω 
ακόµα συναρτήσεις Borel  και . ∆είξτε ότι οι τ.µ.  και 

 είναι ανεξάρτητες. 

nΧ :Ω→ � mY :Ω→ �
n kf : →� � mg : → l� � ( )f X

( )g Y
 
Άσκηση 3.5. Έστω ότι οι τ.µ. , iX :Ω→ � i 1, 2, , ν= K  είναι ανεξάρτητες και . 
∆είξτε ότι 

κ ν<

α) Οι τ.µ.  και ( )1 κΧ Χ , ,Χ′ = K ( )κ 1 νΥ Χ , ,Χ+= K  είναι ανεξάρτητες. 

β) Αν  και  είναι συναρτήσεις Borel τότε οι τ.µ. κf : →� � �ν κg : − →�

( )1 κf X , ,XK ,  είναι ανεξάρτητες. ( κ 1 νg X , ,Χ+ K )
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