
ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 
 

0. Εισαγωγική συζήτηση 

Έστω Ω ο δειγµατοχώρος ενός πειράµατος τύχης δηλαδή ένα σύνολο που περιέχει σύµ-
βολα αντίστοιχα των αποτελεσµάτων του πειράµατος που είναι δυνατόν να παρατηρη-
θούν. Ας εξετάσουµε π.χ. το πείραµα τύχης που είναι η απόπειρα να τεθεί σε λειτουργία 
ένα σύστηµα. Αν ε είναι η επιτυχής απόπειρα και α η µη-επιτυχής τότε ο δ.χ. είναι 

{ }1 2 3Ω ω ε, ω αε, ω ααε,= = = = K  όπου τα στοιχεία  έχουν την προφανή ερµηνεία. 
Αν για κάθε στοιχείο  είναι δοσµένη η πιθανότητα 

iω

iω { }( )i iq P ω 0= ≥  και ορίσουµε για 
κάθε A  Ω⊂
 ( ) { }( )

i

i
ω A

Ρ Α Ρ ω
∈

= ∑  (0.1) 

τότε έχουµε την πιθανότητα Ρ ορισµένη σε κάθε υποσύνολο του Ω (αρκεί βέβαια να έ-

χει εξασφαλιστεί ότι ). i
i 1

q 1
∞

=

=∑
Να σηµειωθεί ότι ο δ.χ. Ω του παραδείγµατος αυτού είναι αριθµήσιµο σύνολο και είναι 
φανερό ότι για δειγµατοχώρους που είναι υπεραριθµήσιµα σύνολα η παραπάνω διαδι-
κασία καθίσταται προβληµατική. Τα πράγµατα όµως είναι «ακόµα χειρότερα». Ας εξε-
τάσουµε το πείραµα τύχης που συνίσταται στην τυχαία επιλογή ενός αριθµού από το 
διάστηµα ( ]0,1 . Προφανώς ο δ.χ. του πειράµατος αυτού µπορεί να είναι ( ]Ω 0,1=  και 
είναι εύλογο να αναζητηθεί µια πιθανότητα Ρ τέτοια ώστε ( ]( )Ρ a,b  να είναι ανάλογη 

του µήκους b a−  και αφού ( ]( )P 0,1 1=  θα είναι ( ]( )P a,b b a= − . Γενικότερα είναι εύ-
λογο να παραµένει αναλλοίωτη στη µεταφορά δηλαδή ( ) (P A x P A)⊕ =  για κάθε 

 όπου για A Ω⊂ ( ]x, y 0,1∈  ορίζεται x y x y⊕ = +  αν ( ]x y 0,1+ ∈  ή  
αν 

x y x y⊕ = + −1
( ]x y 0,1+ ∉  ώστε να είναι πάντοτε ( ]A x 0,1⊕ ⊂ . Μια τέτοια πιθανότητα Ρ ορισµέ-

νη σε όλα τα υποσύνολα ( ]A Ω 0,1⊂ =  θα είχε λοιπόν τις ακόλουθες ιδιότητες: 
i)  ( )Ρ Α 0≥
ii)  ( )Ρ Ω 1=

iii)  µε (n n
n 1n 1

Ρ Α P A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U ) n mA A∩ =∅  όταν n m≠  

iv) ( ) ( )P A x P A⊕ =  για κάθε ( ]x 0,1∈  και  A Ω⊂

v) ( ]( )P a,b b a= − . 
Ως συνέπεια των ιδιοτήτων αυτών θα είχε επίσης την ιδιότητα: 
vi) { }( )P ω 0=  για κάθε . ω Ω∈
Ισχύει όµως το επόµενο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα. ∆εν υπάρχει συνολοσυνάρτηση ( )Α Ρ Α→  ορισµένη σε όλα τα υποσύ-
νολα του ( ]Ω 0,1=  µε τις ιδιότητες i-v. 
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Η απόδειξη του θεωρήµατος µπορεί να βρεθεί στο [1] σελ. 37 ή στο [7] σελ. 135*. 
Μάλιστα µε την υπόθεση του συνεχούς αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει συνολοσυνάρτη-
ση ( )A P A→  µε τις ιδιότητες i, ii, iii, vi ορισµένη σε όλα τα υποσύνολα του Ω ([5], 
σελ. 415 θεώρηµα Banach-Kuratowski). 
Εν συµπεράσµατι από την παραπάνω συζήτηση προκύπτει ότι δεν είναι πάντοτε µαθη-
µατικώς εφικτό να αναζητείται πιθανότητα ορισµένη σε όλα τα υποσύνολα του δειγµα-
τοχώρου όταν αυτός είναι «πολύ µεγάλος». Αν όµως δεν επιµείνουµε να είναι η πιθανό-
τητα ορισµένη σε όλα τα υποσύνολα του Ω; Πράγµατι στο τελευταίο παράδειγµα είναι 
δυνατόν να διατηρήσει η πιθανότητα Ρ τις ιδιότητες i-v αν περιοριστεί σε µια ορισµένη 
οικογένεια υποσυνόλων  του Ω που δεν είναι η F ( )ΩP , είναι όµως αρκετά «πλούσι-
α» και ικανοποιητική για οποιαδήποτε εφαρµογή. Η επόµενη παράγραφος αποσκοπεί 
στην περιγραφή και διακρίβωση της δοµής κλάσεων υποσυνόλων κατάλληλων για τα 
πιθανοθεωρητικά µοντέλα. 
 

1. Κλάσεις υποσυνόλων ενός συνόλου 

Ορισµός. Έστω Ω ένα σύνολο διάφορο του κενού. Μια κλάση  υποσυνόλων του 
Ω ονοµάζεται σ-άλγεβρα (υποσυνόλων του Ω) όταν ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτή-
σεις: 

F

i)  Ω∈F
ii) αν Α  τότε  ∈F cΑ ∈F

iii) αν { }nA : n 1, 2,= ⊂K F  τότε n
n 1

A
∞

=

∈U F . 

 
Παράδειγµα 1.1. Έστω . Τότε η κλάση Ω ≠ ∅ ( )ΩP  όλων των υποσυνόλων του Ω 
είναι σ-άλγεβρα (η «ευρύτερη» µε την έννοια του εγκλεισµού). Επίσης η κλάση υποσυ-
νόλων { },Ω∅  είναι σ-άλγεβρα (η «ελάχιστη» µε την έννοια του εγκλεισµού). 
 
Παράδειγµα 1.2. Έστω  µε Α Ω⊂ Α ,Ω≠ ∅ . Τότε η κλάση { }c,Ω,Α,Α∅  είναι σ-

άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. 
 
Παρατήρηση 1.1. Αν  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του F Ω ≠ ∅  τότε εύκολα δια-
πιστώνονται τα ακόλουθα: 
i)  ∅∈F
ii) αν Α  τότε Α Β , Α Β,Β∈F ∪ ∩ , Α \Β∈F  

iii) αν { }nΑ , n 1, 2,= ⊂K F  τότε n
n 1

A
∞

=

∈I F . 

Γενικά µπορεί να διατυπωθεί το ακόλουθο: Αριθµήσιµες (το πολύ) το πλήθος συνολο-
θεωρητικές πράξεις µε σύνολα που ανήκουν στην  οδηγούν σε σύνολα που ανήκουν 
στην F . 

F

                                                 
*  Να σηµειωθεί ότι για την απόδειξη του θεωρήµατος αυτού χρησιµοποιείται το Αξίωµα επιλογής, 

πράγµα που εγείρει ενδιαφέροντα ζητήµατα Μαθηµατικής Λογικής. 
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Πρόταση 1.1. Αν ,  είναι οικογένεια σ-αλγεβρών υποσυνόλων του Ω τότε η 
κλάση  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. 

iF i I∈

i
i I∈

=IF F

Απόδειξη 
Ω∈F  αφού  για κάθε iΩ∈F i I∈ . Αν τώρα A∈F  τότε iA∈F  για κάθε  και 
αφού ,  είναι σ-άλγεβρες θα είναι 

i I∈

iF i I∈ c
iA ∈F  για κάθε i I∈  άρα και . Τέλος 

έστω 

cA ∈F

{ }nA , n 1, 2,= ⊂K F  τότε { }n iA , n 1, 2,= ⊂K F  για κάθε i I∈  άρα  

για κάθε i  κα άρα . 5 

n i
n 1

A
∞

=

∈U F

I∈ n
n 1

A
∞

=

∈U F

 
Έστω τώρα  µια µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω. Η τοµή όλων των σ-αλγεβρών 
που περιέχουν την κλάση  (και υπάρχουν τέτοιες π.χ. η 

C
C ( )ΩP ) είναι σ-άλγεβρα κατά 

την παραπάνω Πρόταση και προφανώς είναι η ελάχιστη (µε την έννοια του εγκλεισµού) 
που περιέχει την κλάση . C
 
Ορισµός. Έστω  µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω και  η τοµή όλων των σ-
αλγεβρών που περιέχουν την . Η σ-άλγεβρα  ονοµάζεται παραγόµενη από την  
και συµβολικά γράφουµε 

C F
C F C
( )σ=F C . 

 
Παράδειγµα 1.3. Έστω  και  µε Ω ≠ ∅ Α Ω⊂ Α ,Ω≠ ∅ . Θέτουµε { }Α=C . Τότε 

( ) { }cσ ,Ω,Α,Α= ∅C . 

 
Παράδειγµα 1.4. Έστω { }1 2Ω ω ,ω ,= K  αριθµήσιµο και { } { }{ }1 2ω , ω ,= KC . Τότε 
( ) ( )σ Ω=C P . 

 
Παράδειγµα 1.5. Έστω κλάσεις  υποσυνόλων του Ω . Τότε . 1 ⊂C C2 ( ) ( )1 2σ σ⊂C C
 
Παράδειγµα 1.6. Έστω  σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. Τότε . F ( )σ =F F
 
Άσκηση 1.1. Έστω ότι ( )σ=F C  και . Τότε δείξτε ότι ⊂ ⊂C E F ( )σ=F E . 
 
Παράδειγµα 1.7. Έστω  και γράφουµε  nΩ = �

( ] ( ] ( ]{ } { }n
1 1 2 2 n n i ia , b a ,b a ,b : a b= × × × < ∪LP .∅  

Η σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω η παραγόµενη από την κλάση  ονοµάζεται  
σ-άλγεβρα Borel του  και συµβολικά γράφεται . Είναι δηλαδή 

nP
n� nB

( )n nσ=B P . 

Συχνά για  γράφουµε . n 1= 1 =B B
 
Η σ-άλγεβρα Borel υποσυνόλων του  είναι πολύ σηµαντική για τη συνέχεια και θα 
επιµείνουµε για λίγο σε κάποια γνωρίσµατά της, ιδιαίτερα για 

n�
n 1= . 
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i) Για τυχόν  έχουµε  { }ω∈�
κ 1

1ω ω ,ω
κ

∞

=

⎛ ⎤= −⎜ ⎥⎝ ⎦
I  άρα { } 1ω ∈B . 

ii) Κάθε αριθµήσιµο υποσύνολο του  ανήκει στην . Άρα το σύνολο των ρητών 
. 

� 1B
1∈� B

iii) Αν  τότε a b< ( ) ( ] { }a,b a, b \ b=  άρα ( ) 1a,b ∈B . Όµοια [ ] 1a,b ∈B . 
Γενικά ισχύει το παρακάτω αποτέλεσµα η απόδειξη του οποίου θα παρατεθεί ενδεικτι-
κά για . n 1=
 
Πρόταση 1.2. Έστω  το σύνολο των ανοικτών του . Τότε . nE n� ( )n nσ=B E

Απόδειξη (για ) n 1=
Έστω . Θα δείξουµε ότι ( )1σ=F E 1=F B . 

Έστω U ανοικτό του . Τότε για τυχόν � x U∈  υπάρχει διάστηµα  µε ( )x xa , b

( )x xx a , b U∈ ⊂  και  ρητούς. Προφανώς x xa ,b ( )x x
x U

U a ,b
∈

= U . Επειδή το πλήθος ό-

λων των διαστηµάτων µε ρητά άκρα είναι αριθµήσιµο συµπεραίνουµε ότι η ένωση 
( )x x

x U
a ,b U

∈

=U  γράφεται σαν αριθµήσιµη ένωση ανοικτών διαστηµάτων δηλ. 

 και αφού ( n n
n 1

U a ,b
∞

=

=U ) ( ) 1
n na ,b ∈B  συµπεραίνουµε ότι 1U∈B  δηλαδή  άρα 1 ⊂E B1

( ) ( )1σ σ⊂E 1B  και τελικά . 1⊂F B

Έστω τώρα ( ] 1a,b ∈P . Τότε ( ]
κ 1

1a,b a,b
κ

∞

=

⎛ ⎞= +⎜
⎝ ⎠

I ⎟  και επειδή 1a, b
κ

⎛ +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  ανοικτά θα είναι 

1a, b
κ

⎛ ⎞+ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

F  άρα ( ]a,b ∈F  δηλαδή  και συνεπώς 1 ⊂P F ( ) ( )1 1σ σ= ⊂ =B P F F . 

Ώστε . 5 1=F B
 
Πόρισµα. Κάθε κλειστό υποσύνολο του  ανήκει στην . n� nB
 
Σηµείωση. Είναι δυνατόν η σ-άλγεβρα  να «κτιστεί εκ των έσω» ξεκινώντας από 
το σύνολο των ανοικτών  του  και µε διαδοχικές διευρύνσεις να φθάσουµε στην 

. Όµως η διαδικασία είναι υπερπεπερασµένη. Με τον τρόπο αυτόν προκύπτει ότι 
 (βλ. [7] σελ. 133-134). 

nB
nE n�

nB
ncard c card= ≡ �B

 
Άσκηση 1.2. ∆είξτε ότι τα παρακάτω υποσύνολα ανήκουν στην . 2B
α) ( ){ }2 2A x, y : x y 1= + ≤  

β) ( ){ }B x, y : x y= >  

γ) ( ){ }2Γ x, y : x y= = . 
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Άσκηση 1.3. Έστω  σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω παραγόµενη από την κλάση  
δηλαδή 

F C
( )σ=F C Ω. Έστω ακόµα . Θέτουµε 0Ω ⊂ { }0 0Α Ω :Α= ∩ ∈F F  και 

{ }0 0Α Ω :Α= ∩ ∈C C . ∆είξτε ότι: 
α)  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του  0F 0Ω
β)  ( )0 0σ=F C
γ) Αν  τότε 0Ω ∈F { }0 0Α Ω :Α= ⊂ ∈F F . 
 

2. Πιθανοθεωρητικά µαθηµατικά µοντέλα – Η έννοια της πιθανότητας 

Το µαθηµατικό µοντέλο για ένα πείραµα τύχης οφείλει βέβαια να είναι ένα πιθανοθεω-
ρητικό µοντέλο. Τα γενικά χαρακτηριστικά ενός τέτοιου µοντέλου φαίνονται στον πα-
ρακάτω ορισµό που προτάθηκε από τον Kolmogorov στα 1933 (βλ. [9]) και απεδείχθη 
αρκετά παραγωγικός ώστε να είναι ο πλέον αποδεκτός µέχρι σήµερα. Θέτει ένα πλαίσιο 
αξιωµατικής ανάπτυξης της θεωρίας Πιθανοτήτων και από την άποψη των µαθηµατι-
κών είναι µετροθεωρητικός στην ουσία του. 
 
Ορισµός. Χώρος πιθανότητας ονοµάζεται µία τριάδα ( )Ω, ,ΡF  όπου ,  
είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω και  είναι ένα µέτρο πιθανότητας δηλ. 
ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις: 

Ω ≠ ∅ F
Ρ : → �F

i)  για κάθε  ( )Ρ Α 0≥ Α∈F
ii)  ( )Ρ Ω 1=

iii) Αν { }nΑ , n 1, 2,= ⊂K F  µε n mA A n m∩ =∅ ∀ ≠  τότε . ( )n n
n 1n 1

P A P A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U

Το σύνολο Ω ονοµάζεται δειγµατοχώρος και τα υποσύνολα του Ω που ανήκουν στην 
 ονοµάζονται ενδεχόµενα. Οι απαιτήσεις i-iii αναφέρονται και ως αξιώµατα της πι-

θανότητας. 
F

 
Παράδειγµα 2.1. Έστω  κατά τµήµατα συνεχήςf : →� � * µε τις ιδιότητες: i) f 0  

και ii) 

≥

( )f x dx 1
+∞

−∞
=∫ . Θέτουµε ( ) ( ) 1

A

P A f x dx, A= ∈∫ B  όπου το εµφανιζόµενο ολο-

κλήρωµα νοείται µε την έννοια του ολοκληρώµατος Lebésque. Από τις ιδιότητες του 
ολοκληρώµατος αυτού απορρέουν οι ιδιότητες i-iii και συνεπώς ( )1, ,P� B  είναι χώρος 

πιθανότητας. Η συνάρτηση f ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας του µέτρου πιθανό-
τητας Ρ και η ερµηνεία της είναι προφανής: κατανέµει την πιθανότητα κατά µήκος του 
άξονα των x. 
 
Παράδειγµα 2.2. Έστω τυχόν Ω ≠ ∅  και  σ-άλγεβρα υποσυνόλων του. Έστω α-
κόµα  µε {

F
a Ω∈ }a ∈F . Ορίζουµε για A∈F  

( )a
1 αν a A

δ A
0 αν a A

∈⎧
= ⎨ ∉⎩

 

                                                 
*  Η f µπορεί να είναι απλώς µια συνάρτηση Borel όπως ορίζεται στο Κεφ. ΙΙ. 
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Τότε (  είναι χώρος πιθανότητας και η πιθανότητα  ονοµάζεται µέτρο Dirac 
στο a. 

)aΩ, ,δF aδ

Ας εξειδικεύσουµε το παράδειγµα αυτό για Ω = � , 1=F B  και a∈� . Η ερµηνεία εί-
ναι προφανής: Το µοντέλο  είναι κατάλληλο για ένα πείραµα τύχης του ο-

ποίου το µόνο παρατηρούµενο αποτέλεσµα είναι a (και συνεπώς προβλέψιµο). Ένα τέ-
τοιο πείραµα είναι ουσιαστικά ντετερµινιστικό και το µέτρο Dirac  είναι ο τρόπος 
που «µιλάει» γι’ αυτό η θεωρία Πιθανοτήτων, είναι ο τρόπος που εντάσσει ένα ντετερ-
µινιστικό φαινόµενο στο πεδίο δράσης της. Να σηµειωθεί ακόµα ότι το µέτρο Dirac  
στο  δεν έχει συνάρτηση πυκνότητας δηλαδή δεν είναι δυνατόν να γραφεί όπως το 
µέτρο πιθανότητας του Παραδείγµατος 2.1. (Η συνάρτηση δέλτα του Dirac είναι µια 
σύµβαση όχι ορθή από αυστηρά µαθηµατική άποψη). 

( 1
a, ,δ� B )

aδ

aδ
�

 
Είναι σκόπιµο να αναφερθούµε σε περιπτώσεις δειγµατοχώρων εξετάζοντας το τι µπο-
ρεί να είναι το σύνολο Ω. Αν π.χ. το παρατηρούµενο αποτέλεσµα ενός π.τ. µπορεί να 
αποδοθεί από ένα πραγµατικό αριθµό τότε είναι φανερό ότι το Ω µπορεί να είναι το σύ-
νολο . Όµοια αν το παρατηρούµενο αποτέλεσµα ενός π.τ. µπορεί να αποδοθεί διανυ-
σµατικά τότε το Ω µπορεί να είναι το σύνολο . Ας εξετάσουµε όµως το πείραµα (και 
το φαινόµενο) που είναι γνωστό ως Κίνηση Brown. Πρόκειται για το πείραµα εκείνο 
όπου ένα σωµατίδιο πολύ µικρών διαστάσεων (κόκκος γύρης) εµβαπτίζεται σε ένα δο-
χείο νερού. Το σωµατίδιο ωθούµενο από τις κινήσεις των µορίων του νερού πραγµατο-
ποιεί µια τροµώδη και «ακανόνιστη» κίνηση. Εδώ το παρατηρούµενο αποτέλεσµα είναι 
η τροχιά του σωµατιδίου κατά το χρονικό διάστηµα [0,Τ]. Γίνεται άµεσα αντιληπτό 
λοιπόν ότι ένας κατάλληλος δειγµατοχώρος Ω είναι το σύνολο 

�
n�

[ ]( )3C 0,T ,�  όλων των 

συνεχών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το [0,Τ] και τιµές στο  δηλαδή το τυχόν 
στοιχείο  θα είναι µια συνεχής διανυσµατική συνάρτηση 

3�

ω Ω∈ ( ) ( ) ( ) (( )r t x t , y t , z t= ) , 

[ ]t 0,T∈ . Θα κλείσουµε αυτή τη συζήτηση µε µια ακόµα αναφορά στο δειγµατοχώρο. 
Έστω ότι ένα πείραµα τύχης Π αποδίδεται µε το δειγµατοχώρο Ω. Εξετάζουµε τώρα το 
πείραµα τύχης που συνίσταται σε m-επαναλήψεις του πειράµατος Π. Ένας κατάλληλος 
δειγµατοχώρος για το νέο πείραµα µπορεί εύλογα να είναι το σύνολο 

 - καρτεσιανό γινόµενο m-φορές. Το ίδιο και αν οι επαναλήψεις 

είναι άπειρες το πλήθος. Έτσι ο δ.χ. του πειράµατος: επ’ άπειρον ρίψη νοµίσµατος µπο-

ρεί να είναι το σύνολο . Αυτό το τελευταίο σύνολο «ισοδυναµεί» 

µε το σύνολο 

m

i 1
Ω Ω Ω Ω

=

× × × =∏L

{ } { }
i 1

Ω 0,1 0,1
∞

=

= ≡∏ �

[ ]I 0,1=  αφού σε κάθε ακολουθία ( )1 2a ,a ,K  του Ω αντιστοιχεί ο αριθµός 
 του Ι (δυαδικό ανάπτυγµα). Το παράδειγµα αυτό εξηγεί γιατί ως τώρα δεν 

µιλούµε για «τον» δειγµατοχώρο του πειράµατος αλλά για έναν δειγµατοχώρο του πει-
ράµατος. Επ’ αυτού είναι σχετική η παρακάτω. 

1 20,a ,a ,K

 
Άσκηση 2.1. Έστω  χώρος πιθανότητας και (Ω, ,ΡF ) 0Ω ∈F  µε . Θεωρεί-
στε την σ-άλγεβρα 

( )0Ρ Ω 1=
{ }0 0Α Ω :Α= ⊂ ∈F F  υποσυνόλων του  (δες ασκ. 1.3.) και ορί-

στε , . Τότε η τριάδα 
0Ω

( ) ( )0Ρ Α Ρ Α= 0Α∈F ( )0 0 0Ω , ,ΡF  είναι χώρος πιθανότητας. 
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Σηµείωση. Ο χ.π. (  είναι εξίσου κατάλληλος µε τον αρχικό χ.π. ( )
για το εξεταζόµενο πείραµα τύχης. Η άσκηση 2.1. λοιπόν µας παρέχει την δυνατότητα 
«απλοποίησης» του δειγµατοχώρου Ω σε  όταν το σύνολο 

)0 0 0Ω , ,ΡF Ω, ,ΡF  

0Ω 0Ν Ω \Ω=  έχει πιθανό-
τητα . Αυτό εξηγεί εν µέρει και την έννοια των ενδεχοµένων µε πιθανότητα 
µηδέν. 

( )Ρ Ν 0=

 

Άσκηση 2.2. Έστω { }1 2Ω ω ,ω ,= K  και ακολουθία ( )n nΡ ∈�  µε  και nP ≥ 0 n
n 1

P 1
∞

=

=∑ . 

Για  ορίζουµε . ∆είξτε ότι A Ω⊂ ( )
n

n
n:ω A

Ρ Α P
∈

= ∑ ( )( )Ω, Ω ,ΡP  είναι χ.π.  

 
Άσκηση 2.3. Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF ) Β∈F  µε ( )Ρ Β 0> . Ορίζουµε [ )ΒΡ : 0,→ ∞F : 

( ) ( )
( )Β

Ρ Α Β
Ρ Α

Ρ Β
∩

= . ∆είξτε ότι ( )ΒΩ, ,ΡF  είναι χώρος πιθανότητας. ∆είξτε επίσης ότι 

( )Β ΒΒ, ,ΡF  είναι χ.π. µε { }Β Α Β :Α= ⊂ ∈F F . 
 
Οι παρακάτω ιδιότητες της πιθανότητας είναι άµεσες και ήδη γνωστές. 
 
Πρόταση 2.1. Έστω (  χ.π. Τότε ισχύει: )Ω, ,ΡF
i)  ( )Ρ 0∅ =

ii)  για κάθε ( ) ( )cΡ Α 1 P A= − A∈F  

iii)  για κάθε  ( )0 P A 1≤ ≤ A∈F
iv) ( ) ( ) (P A \ B P A P A B= − ∩ )  για A, B∈F  
v) Αν  και  τότε A, B∈F A B⊃ ( ) ( )P A P B≥  
vi) Αν  τότε A, B∈F ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  

vii) Αν  τότε . 5 1 2 nA ,A , ,A ∈K F ( )
n n

i i
i 1i 1

P A P A
==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U

 
Αν { }nA , n 1, 2,= ⊂K F  πως συµπεριφέρεται η ακολουθία πραγµατικών αριθµών 

, ; Οι παρακάτω προτάσεις είναι σχετικές. ( )nP A n 1, 2,= K

 
Πρόταση 2.2. Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF ) { }nA : n 1, 2,= ⊂K F . 

α) Αν  τότε . n n 1A A n+⊂ ∀ ∈� ( )n nnn 1
P A lim P A

∞

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
U

β) Αν  τότε . n n 1A A n+⊃ ∀ ∈� ( )n nnn 1
P A lim P A

∞

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
I

Απόδειξη 
α) Το όριο ( )nn

lim P A  υπάρχει στο  αφού � ( ) ( )n n 1P A P A 1+≤ ≤  για κάθε . 

Θέτουµε τώρα  και 

n∈�

1B A= 1 B A An n n 1 ( )n 2,3,= K−= −  . Εύκολα επαληθεύονται 
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τα εξής: , , 
n

i n
i 1

B A
=

=U n n
n 1 n 1

B A
∞ ∞

= =

=U U i jB B i j∩ =∅ ∀ ≠ . Συνεπώς έχουµε διαδο-

χικά 

. ( ) ( ) (
κκ

n n n n n κκ κ κn 1 n 1n 1 n 1 n 1
P A P B P B lim P B lim P B lim P A

∞ ∞ ∞

= == = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑U U U )

1β) Θέτουµε , . Τότε c
n nΓ A= n 1, 2,= K n nΓ Γ +⊂  για κάθε n∈�  και σύµφωνα µε το 

α) µέρος θα ισχύει  

( )n nnn 1
P Γ lim P Γ

∞

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
U  άρα 

( )( )
c

c
n nnn 1

1 P Γ lim 1 P Γ
∞

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
U . 

Όµως  και . 5 c
nΓ A= n n

c
c

n n
n 1 n 1 n 1

Γ Γ A
∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
U I I

 

Πόρισµα. Αν { }nA , n 1, 2,= ⊂K F  τότε ισχύει  (Ανισότητα 

Boole). 

(n
n 1n 1

P A P A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U )n

nA ⎟ A(Υπόδειξη: παρατηρείστε ότι  και ότι η  είναι αύξουσα. 

Θυµηθείτε την Πρόταση 2.1. vii). 

κ

n
n 1 κ 1 n 1

A
∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
U U U

κ

κ n
n 1

B
=

=U

 
Ορισµός. Έστω { }nA , n 1, 2,= K  µια ακολουθία ενδεχοµένων. 
Ορίζουµε 

n m
n 1m n

limsup A A
∞ ∞

= =

=I U  

και . n m
n 1 m n

liminf A A
∞ ∞

= =

=U I

Λέγεται ότι nlim A A=  όταν και µόνον όταν ισχύει: 

n nlimsup A liminf A A= = . 
 
Είναι απαραίτητο να ερµηνεύσουµε τα  και  ως ενδεχόµενα. nlimsup A nliminf A
Ένα στοιχείο του δειγµατοχώρου nω limsup A∈  όταν και µόνο όταν για κάθε  
υπάρχει m n  µε  δηλαδή 

n∈�
≥ mω A∈ nω limsup A∈  όταν και µόνο όταν  για α-

πείρως πολλά n ή αλλιώς το  πραγµατοποιείται όταν και µόνο όταν απείρως 
πολλά από τα  πραγµατοποιούνται. Αντίστοιχα 

nω A∈

nlimsup A

nA nω liminf A∈  όταν και µόνο όταν 
υπάρχει  τέτοιο ώστε  για κάθε m n  δηλαδή το  πραγµατο-
ποιείται όταν και µόνο όταν όλα τα  πραγµατοποιούνται εκτός ίσως πεπερασµένου 
πλήθους από αυτά. Σηµειώστε ακόµα την προφανή σχέση 

n∈� mω A∈ ≥ nliminf A

nA

 . (2.1) nliminf A limsup A⊂ n
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Η σχέση (2.1) δεν είναι ισότητα όπως φαίνεται από το ακόλουθο Παράδειγµα: 
( ]Ω 1,1= −  και για n  θέτουµε  ∈�

n

1 ,1 , αν n περιττός
n

A
11, , αν n άρτιος
n

⎧⎛ ⎤−⎜⎪ ⎥⎪⎝ ⎦= ⎨
⎛ ⎤⎪ −⎜ ⎥⎪⎝ ⎦⎩

 

Τότε { }nliminf A 0=  και ( ]nlimsup A 1,1= − . (επαληθεύστε τα) 
 
Πρόταση 2.3. Έστω (  χ.π. και )Ω, ,ΡF { }nA , n∈ ⊂� F . Τότε ισχύει: 
α) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nP liminf A liminf P A limsup P A P limsup A≤ ≤ ≤ . 
β) Αν  τότε nlim A A= ( ) ( )nlim P A P A= . 
Απόδειξη 

Θέτουµε  και . Εύκολα διαπιστώνουµε ότι n m
m n

B
∞

=

= I A m 1n
m n

Γ A
∞

=

= U n nB B +⊂ , 

 για κάθε n . n nΓ Γ +⊃ 1

n

n

n

∈�
Άρα 

  (2.2) ( ) ( )n n
n 1

lim P B P B P liminf A
∞

=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
U

  (2.3) ( ) ( )n n
n 1

lim P Γ P Γ P limsup A
∞

=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
I

Επειδή τώρα  για κάθε n nB A Γ⊂ ⊂ n∈� , έχουµε  
( ) ( ) ( )n nP B P A P Γn≤ ≤  

και συνεπώς 
( ) ( ) ( ) (n n nliminf P B liminf P A limsup P A limsup P Γ≤ ≤ ≤ )n . 

Λαµβάνοντας τώρα υπόψη τις (2.2) και (2.3) συµπεραίνουµε το α) µέρος της Πρότα-
σης. Το β) είναι άµεσο. 5 
 
Πρόταση 2.4. (1ο Λήµµα των Borel-Cantelli) 
Έστω χ.π. ( ) και {Ω, ,ΡF  }nA : n 1, 2,= ⊂K F .  

Αν  τότε ( )n
n 1

P A
∞

=

< +∞∑ ( )nP limsup A 0= . 

Απόδειξη 

Προφανώς  για κάθε n m
n 1 m n m n

limsup A A A
∞ ∞ ∞

= = =

= ⊂I U U m n∈�  και χρησιµοποιώντας την 

ανισότητα Boole (Πόρισµα Προτ. 2.2) έχουµε για κάθε n∈�  

  (2.4) ( ) (n m
m nm n

P limsup A P A P A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U )m

Επειδή  ισχύει ( )n
n 1

P A
∞

=

< +∞∑ ( )mn m n
lim P A 0

∞

=

=∑  και συνεπώς από την (2.4) συµπεραί-

νουµε ότι ισχύει η ( )nP limsup A 0= . 5 
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Παράδειγµα 2.3. Ένα σωµατίδιο κινείται στον άξονα x x′  αρχίζοντας από το 0 και 
µε τον εξής τρόπο: ανά χρονική µονάδα εκτελεί ένα βήµα µήκους 1 προς τα δεξιά µε 
πιθανότητα q ή ένα βήµα µήκους 1 προς τα αριστερά µε πιθανότητα 1 . Υποθέτουµε q−

1q
2

≠  και για κάθε  θεωρούµε το ενδεχόµενο 0κ∈�

κA : το σωµατίδιο βρίσκεται στο 0 ύστερα από 2κ βήµατα. 
Το  πραγµατοποιείται όταν από τα 2κ βήµατα, τα κ βήµατα είναι προς τη µία κατεύ-
θυνση και τα υπόλοιπα κ προς την άλλη. Χρησιµοποιώντας λοιπόν διωνυµική κατανο-
µή έχουµε 

κΑ

( ) ( ) ( )
( )

( )( )κκκ
κ 2

2κ 2κ !
Ρ Α q 1 q q 1 q

κ κ!
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Θέτοντας τώρα ( )κα Ρ Α κ=  εύκολα συµπεραίνουµε ότι  
( )( )

( )
( ) (κ 1

2
κ

2κ 1 2κ 2α q 1 q 4q 1 q
α κ 1
+ + +
= − → )

+
κ→∞−  όταν  

και επειδή 1q
2

≠  συµπεραίνουµε ότι ( )4q 1 q 1− < . Άρα ( )κ
κ 1

P A
∞

=

< +∞∑  και σύµφωνα 

µε το Λήµµα Borel-Cantelli θα ισχύει ( )κP limsup A 0=  δηλαδή η πιθανότητα να 
πραγµατοποιηθούν απείρως πολλά από τα  είναι µηδέν ή αλλιώς η πιθανότητα το 
σωµατίδιο να επισκέπτεται επ’ άπειρον το σηµείο µηδέν είναι µηδενική. 

κΑ

 

Σηµείωση. Αν 1q
2

=  τότε αποδεικνύεται ότι ( )κP limsup A 1=  µε προφανή ερµη-

νεία. Η απόδειξη όµως είναι δυσκολότερη (βλ. [2]). 
 
Άσκηση 2.5. Έστω { }1 2Ω ω ,ω ,= K  και ( )Ω=F P . ∆είξτε ότι δεν υπάρχει µέτρο πι-
θανότητας Ρ στον ( )Ω, F  µε την ιδιότητα { }( ) { }( ) { }( )1 2 3Ρ ω Ρ ω Ρ ω= = =L . 
 
Άσκηση 2.6. Έστω , , ...,  ενδεχόµενα. ∆είξτε ότι  1Α 2Α nΑ

( )
n

1 n
i 1

n P A A 1 P A
=

+ ∩ ∩ ≥ +∑L ( )i

)

. 

 
Άσκηση 2.7. Έστω  χώρος πιθανότητας και (Ω, ,ΡF { }nΑ , n∈ ⊂� F . Έστω ότι 

 όπου a . ∆είξτε ότι ( )nP A a n≥ ∀ ∈� 0> nlimsup A ≠∅ . 
 
Άσκηση 2.8. Έστω ένα πείραµα τύχης π µε χ.π. ( )Ω, ,ΡF  όπου Ω είναι αριθµήσιµο 
και . Το πείραµα π επαναλαµβάνεται n-φορές και έστω Π το πείραµα τύχης 
που συνίσταται από τις n-επαναλήψεις του πειράµατος π. Κατασκευάστε και προτείνετε 
ένα χώρο πιθανότητας για το πείραµα Π. 

( )Ω=F P

(Υπόδειξη: Θέτουµε  n-φορές. Τότε το σύνολο W είναι αριθµήσιµο. 
Θέτουµε  και ορίζουµε για τυχόν 

W Ω Ω Ω= × × ×L

( )W=A P ( )1 nw ω , ,ω W= ∈K  

 { }( ) { }( ) { }( ) { }( )*
1 2P w P ω Ρ ω Ρ ω= ⋅ L n . (2.5) 

 10



∆είξτε ότι { }( )*

w W
P w

∈

=∑ 1

)

 και χρησιµοποιείστε την Ασκ. 2.2. Παρατηρείστε ότι υπάρ-

χει ένα µόνο µέτρο πιθανότητας  στον (W, ) που ικανοποιεί την (2.5)). *P A
 
Άσκηση 2.9. Έστω  χ.π. Ένα σύνολο (Ω, ,ΡF E∈F  ονοµάζεται άτοµο του Ρ όταν 
και µόνο όταν: ( )P E 0>  και  µε F E⊂ ( ) ( )F P F P E∈ ⇒ =F  ή ( )P F 0= . Έστω τώρα 
ότι το µέτρο Ρ δεν έχει άτοµα. ∆είξτε τότε ότι για κάθε [ ]a 0,1∈  υπάρχει  µε 

. 
A∈F

( )P A a=
 

3. Ισότητα µέτρων πιθανότητας 

∆ύο µέτρα πιθανότητας ,  ορισµένα στην σ-άλγεβρα  υποσυνόλων του Ω είναι 
ίσα όταν βέβαια ισχύει: 

1P 2P F
( ) ( )1 2P A P A=  για κάθε A∈F . Το αντικείµενο της παραγρά-

φου αυτής είναι η αναζήτηση «οικονοµικότερων» συνθηκών ισότητας της µορφής: Αν 
δύο µέτρα πιθανότητας συµπίπτουν σε µια κλάση  τότε συµπίπτουν στην C ( )σ=F C . 
Σε κάτι τέτοιο αποσκοπεί ο παρακάτω ορισµός. 
 
Ορισµός. Έστω  και  µια κλάση υποσυνόλων του Ω. Η κλάση  ονοµά-
ζεται σύστηµα Dynkin όταν και µόνο όταν ικανοποιεί τις απαιτήσεις: 

Ω ≠ ∅ D D

i)  Ω∈D
ii) Αν  µε  τότε Α,Β∈D Α Β⊂ Β \Α∈D  

iii) Αν { }nΑ : n∈ ⊂� D  και n mΑ A∩ =∅  για κάθε n m≠  τότε . n
n 1

A
∞

=

∈U D

 
Παρατήρηση 3.1. Αν  είναι σύστηµα Dynkin τότε είναι προφανές ότι ισχύουν τα 
παρακάτω 

D

i)  ii) Αν Α∅∈D ∈D  τότε cΑ ∈D . 
 
Μια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω είναι προφανώς σύστηµα Dynkin. Για το αντίστρο-
φο σχετική είναι η παρακάτω. 
 
Πρόταση 3.1. Έστω  ένα σύστηµα Dynkin υποσυνόλων του Ω µε την ιδιότητα: 

. Τότε η κλάση  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω. 
D

Α,Β Α Β∈ ⇒ ∩ ∈D D D
Απόδειξη 
Αν  τότε  και άρα Α∈D cΑ Ω \Α= cΑ ∈D . Εξάλλου αν Α,Β∈D  τότε  
και συνεπώς 

Α Β∩ ∈D
Β \Α Β∩ ∈D . Επειδή ( )Α Β Α Β \Α Β∪ = ∪ ∩ ∪∅∪∅L  και τα σύνολα 

της ένωσης είναι ξένα µεταξύ τους συµπεραίνουµε ότι  συνεπώς και ότι 

 όταν 

Α Β∪ ∈D
κ

i
i 1
Α

=

∈U D { }iΑ : i 1, 2, ,κ= K D∈ . Έστω τώρα { }nΑ : n∈ ⊂� D . Θέτουµε 
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1 1Β Α= , , 2 2 1Β Α \Α= ( )3 3 1 2Β Α \ Α Α= ∪

j

 και γενικά  για . 

Τότε επαληθεύονται (πώς;) τα εξής

n 1

n n i
i 1

Β A \ A
−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
U n 2≥

*: 

  και n n
n 1 n 1

A B
∞ ∞

= =

=U U i jB B i∩ =∅ ∀ ≠ . (3.1) 

Όµως  από υπόθεση και άρα τα σύνολα  α-

νήκουν στην D . Επικαλούµενοι τώρα την (3.1) συµπεραίνουµε ότι . 5 

n 1

i n
i 1

A A
−

=

⎛ ⎞
∩ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
U D

n 1

n n i
i 1

Β A \ A A
−

=

⎛ ⎞
= ∩⎜ ⎟

⎝ ⎠
U n

n
n 1

A
∞

=

∈U D

 
Άσκηση 3.1. Αν  είναι ένα σύνολο δεικτών και , Ι ≠∅ iD i I∈  είναι συστήµατα 
Dynkin τότε η κλάση  είναι σύστηµα Dynkin. i

i I∈
ID

Η άσκηση 3.1 δικαιολογεί τον παρακάτω ορισµό. 
 
Ορισµός. Έστω  µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω. Η τοµή όλων των συστηµά-
των Dynkin που περιέχουν την κλάση  ονοµάζεται σύστηµα Dynkin παραγόµενο 
από την  και συµβολικά γράφεται 

C
C

C ( )d C . Η κλάση ( )d C  είναι το ελάχιστο σύστηµα 
Dynkin που περιέχει την . C
 
Η επόµενη Πρόταση είναι το βασικό εργαλείο για τους σκοπούς αυτής της παραγράφου. 
 
Πρόταση 3.2. Έστω  µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω µε την ιδιότητα: 

. Τότε ισχύει:  
C

Α,Β Α Β∈ ⇒ ∩ ∈C C
( ) ( )d σ=C C . 

Απόδειξη 
Η σ-άλγεβρα  είναι σύστηµα Dynkin άρα ( )σ C ( ) ( )σ d⊃C C . Αν η κλάση  ήταν σ-
άλγεβρα τότε θα ήταν και 

( )d C
( ) ( )d σ⊃C C . Πράγµατι θα αποδείξουµε ότι η  είναι σ-

άλγεβρα. Αρκεί σύµφωνα µε την προηγούµενη Πρόταση να αποδείξουµε ότι: 
( )d C

( ) ( )Α,Β d Α Β d∈ ⇒ ∩ ∈C C . 
Για τυχόν ( )Ε d∈ C  θεωρούµε την κλάση 

( ){ }Ε Q Ω :Ω Ε d= ⊂ ∩ ∈D C . 
Εύκολα επαληθεύεται (;) ότι η κλάση  είναι σύστηµα Dynkin και µάλιστα αν  
τότε . Συνεπώς 

ΕD Ε∈C

Ε ⊃D C
( ) Εd ⊂C D  όταν Ε∈C. 

Άρα αν  και  τότε ( )D d∈ C E∈C ΕD∈D  και συνεπώς ( )D E d∩ ∈ C  και άµεσα συ-
µπεραίνουµε ότι 

( ){ }DE Q Ω : Q D d∈ ≡ ⊂ ∩ ∈D C . 
Ώστε  όταν  οπότε D⊂C D ( )D d∈ C

                                                 
*  Η τεχνική αυτή της χρήσης των ξένων µεταξύ τους συνόλων , nB n ∈ �  συναντάται συχνά στη 

θεωρία µέτρου και τη Θεωρία Πιθανοτήτων. 
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 ( ) Dd ⊂C D  για κάθε ( )D d∈ C . (3.2) 
Αν τώρα ( )A, B d∈ C  τότε σύµφωνα µε την (3.2) θα είναι  και άρα 

. 5 
ΒA∈D

( )Α Β d∩ ∈ C
 
Εύκολη συνέπεια της Πρότασης 3.2 είναι η παρακάτω Πρόταση – κριτήριο. 
 
Πρόταση 3.3. Έστω  µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω µε την ιδιότητα: 

. Υποθέτουµε ότι δύο µέτρα πιθανότητας  ορισµένα στην 
 έχουν την ιδιότητα 

C
Α,Β Α Β∈ ⇒ ∩ ∈C C

C
1 2Ρ ,Ρ

σ( )=F

1 2Ρ (Α) Ρ (Α)=  για κάθε Α∈C. 
Τότε ισχύει 1 2P (A) P (A)=  για κάθε A∈F . 
Απόδειξη 
Θέτουµε }{ 1 2Α :Ρ (Α) Ρ (Α)= ∈ =A F  
Τότε προφανώς . Όµως η κλάση  είναι σύστηµα Dynkin (επαληθεύστε 
το) και συνεπώς 

⊂ ⊂C A F A
d( )⊃A C

C
. Λόγω της υπόθεσης για την  ισχύει η προηγούµενη Πρό-

ταση δηλ.  και άρα 
C

d( ) σ( )=C ⊃A F . 5 
 
Άσκηση 3.2. ∆είξτε ότι µια κλάση ∆ είναι ένα σύστηµα Dynkin όταν και µόνο όταν 
ικανοποιούνται τα παρακάτω: 
(i)  Ω∈D
(ii)  µε  Α,Β∈D Α Β Β \Α⊂ ⇒ ∈D
(iii)  µε  και  Α,Β∈D Α Β Α Β∩ =∅⇒ ∪ ∈D

(iv) Αν }{ nΑ : n∈ ⊂¥ D  µε  τότε n n 1Α A n+⊂ ∀ ∈¥ n
n 1

A
∞

=

∈”U D . 

 
Άσκηση 3.3. Έστω  µέτρα πιθανότητας ορισµένα στον  µε την ιδιότητα: 

 για κάθε 
1 2Ρ ,Ρ 1( , )΅ B

( ) (1 2Ρ ( , x] Ρ ( , x]−∞ = −∞ ) x∈¤  όπου το  είναι το σύνολο των ρητών. ∆είξ-

τε ότι  για κάθε . 

¤

1 2P (B) P (B)= 1B∈B
 
Άσκηση 3.4. Θεωρούµε τους χώρους πιθανότητας  και . Έστω 
τώρα ότι Ρ είναι ένα µέτρο πιθανότητας ορισµένο στον  και έχει την ιδιότητα: 

1
1( , , P )΅ B 1

2( , , P )΅ B
2 2( ,΅ B )

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 1 2 2 2P (a ,b ] (a , b ] P (a ,b ] P (a ,b ]× = ⋅  (3.3) 
για όλα τα «ορθογώνια»  1 1 2 2(a ,b ] (a ,b ]×
α) ∆είξτε ότι το Ρ είναι το µόνο µέτρο πιθανότητας µε την ιδιότητα (3.3) 
β) ∆είξτε ότι το µέτρο Ρ έχει την ακόλουθη ιδιότητα 

1 2P(A B) P (A) P (B)× = ⋅  
για όλα τα . 1 1A , B∈ ∈B B
(Σηµείωση: Υπάρχει µέτρο πιθανότητας µε την ιδιότητα (3.3), είναι το µέτρο γινόµενο 
όπως θα ιδούµε στη συνέχεια). 
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4. Επέκταση µέτρου πιθανότητας 

Η κατασκευή ενός χώρου πιθανότητας  που αντιστοιχεί σε κάποιο πείραµα 
τύχης δεν είναι γενικά προφανής αφού συνήθως απαιτείται να πραγµατοποιηθεί µε βά-
ση «µικρό» αριθµό πληροφοριών σχετικών µε το υπό µελέτη πείραµα. Μια εκδοχή αυ-
τής της προβληµατικής είναι η ακόλουθη: Αν η πιθανότητα είναι γνωστή για τα υποσύ-
νολα µια κλάσης , πως µπορεί να επεκταθεί σε µια ευρύτερη κλάση υποσυνόλων; 
Αυτό θα είναι το αντικείµενο αυτής της παραγράφου. 

(Ω, ,Ρ)F

C

 
Ορισµός. Έστω  µια µη κενή κλάση υποσυνόλων του Ω. Η κλάση  ονοµάζεται 
ηµιδακτύλιος όταν ικανοποιούνται οι παρακάτω απαιτήσεις 

C C

(i)  ∅∈C
(ii)  Α,Β Α Β∈ ⇒ ∩ ∈C C

(iii) Αν  τότε η διαφορά  µπορεί να γραφεί σαν ένωση  µε , 

 ξένα µεταξύ τους. 

Α,Β∈C Α \Β
m

i
i 1

E
=
U iE ∈C

i 1, 2, , m= K
Αν επί πλέον ισχύει η απαίτηση: Ω∈C τότε η κλάση C  ονοµάζεται ηµιάλγεβρα. 
 
Παράδειγµα 4.1. Η κλάση υποσυνόλων του  που ορίζεται από  n΅

n
1 1 2 2 n n i i{(a b ] (a b ] (a b ] : a b } { }= × × × < ∪LP ∅  

είναι ηµιδακτύλιος (επαληθεύστε για n 1= , n 2= ). 
 
Παράδειγµα 4.2. Έστω  σ-άλγεβρα υποσυνόλων του  και  σ-άλγεβρα υπο-
συνόλων του . Θέτουµε  και θεωρούµε την κλάση υποσυνόλων του Ω 

, . Τότε η κλάση  είναι ηµιάλγεβρα υποσυνόλων του Ω (ε-
παληθεύστε). 

1F 1Ω 2F

2Ω 1Ω Ω Ω= × 2

2B }∈F

i

1{A B: A= × ∈C F C

 
Άσκηση 4.1. Έστω  ηµιδακτύλιος υποσυνόλων του Ω και έστω ,  για 

. Τότε δείξτε ότι ισχύει:  όπου 

C A∈C iA ∈C

i 1, 2, ,κ= K
κ m

i
i 1 i 1

A \ A B
= =

=U U iB ∈C,  ξένα 

µεταξύ  τους (δοκιµάστε επαγωγικά). 

i 1, 2, , m= K

 
Άσκηση 4.2. Έστω ,  όπου  ηµιδακτύλιος. Τότε υπάρχουν 

,  ξένα µεταξύ τους εις τρόπον ώστε:  και κάθε  εί-

ναι υποσύνολο ενός τουλάχιστον . 

iA ∈C i 1, 2, ,κ= K C

jB ∈C j 1, 2, , l= K
κ m

i
i 1 j 1

A
= =

=U U jB

≤

E E

jB

iA
 
Πρόταση 4.1.(Θεώρηµα Καραθεοδωρή) Έστω  ηµιδακτύλιος υποσυνόλων του 
Ω και συνολοσυνάρτηση  που ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις: 

0F

0 0P : → ΅F
i)  για κάθε 00 P (A) 1≤ 0A∈F  

ii) Υπάρχει  µε n 0{E : n }∈ ⊂¥ F n n 1+⊂ n
n 1

E Ω
∞

=

=U  και  0 nn
lim P (E ) 1=, 
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iii) Αν  µε n 0{A : n }∈ ⊂¥ F i jA A∩ =∅  για κάθε i j≠  και  τότε 

. 

n
n 1

A
∞

=

∈U F0

n )0 n 0
n 1n 1

P A P (A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U

Τότε υπάρχει µέτρο πιθανότητας Ρ ορισµένο στην σ-άλγεβρα 0σ( )=F F  εις τρόπον 
ώστε  
 ( )0P(A) P Α=  για κάθε 0A∈F  (4.1) 
Το µέτρο πιθανότητας Ρ είναι το µοναδικό που ικανοποιεί την (4.1). 
 
Η απόδειξη του θεωρήµατος Καραθεοδωρή παραλείπεται. Θα παραθέσουµε εν τούτοις 
µια σύντοµη αναφορά στις κύριες ιδέες της που είναι χρήσιµες για τη συνέχεια. Ο ενδι-
αφερόµενος για την πλήρη απόδειξη µπορεί να ανατρέξει στα [1] ή [3] ή [5] ή [10].  
Για κάθε υποσύνολο  ορίζουµε  Α Ω⊂

*
0 n n 0 n

n 1 n 1
P (A) inf P (A ) : A και A A

∞∞

= =

⎧ ⎫
= ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ UF ⊃ . 

Η συνολοσυνάρτηση  είναι ορισµένη για όλα τα υποσύνολα του Ω και αποδεικνύε-
ται ότι: 

*P

*P ( ) 0∅ =  
Αν  τότε  A B⊂ *P (A) (B)≤

  (4.2) *
n

n 1n 1
P B P (B

∞ ∞

==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U *

n )

για οποιαδήποτε ακολουθία n{B : n } (Ω)∈ ⊂¥ P . 
Η συνολοσυνάρτηση  ονοµάζεται εξωτερικό µέτρο παραγόµενο 
από την . Επειδή η (4.2) δεν είναι πάντοτε ισότητα ακόµα και για ξένα µεταξύ τους 

σύνολα , η συνολοσυνάρτηση  δεν είναι µέτρο πιθανότητας στο 
. Εν τούτοις ισχύει  

*P : (Ω) [0,→ ∞P )

0P

n{B : n }∈¥ *P
(Ω, (Ω))P
  για κάθε *

0P (A) P (A)= 0A∈F  (4.3) 
*P (Ω) 1= . 

Θεωρούµε τώρα την κλάση υποσυνόλων του Ω 
* * *{A Ω : P (E) P (E A) P (E Α )= ⊂ = ∩ + ∩M c

n

 για κάθε  E Ω}⊂
Τότε αποδεικνύονται τα εξής: 
• Η κλάση  είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω και µάλιστα  άρα και 

.  
M 0 ⊂F M

0σ( )= ⊂F F M

• Αν  µε n{B : n }∈ ⊂¥ M m nB B m∩ =∅ ∀ ≠  τότε . * *
n n

n 1n 1
P B P (B

∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U )

)

)

Συνεπώς  είναι χώρος πιθανότητας. Αν λοιπόν ορίσουµε για 
 και λάβουµε υπόψη την (4.3) αποκτούµε το ζητούµενο µέτρο πιθανότη-

τας Ρ που επεκτείνει την  Η µοναδικότητα είναι άµεση απόρροια της Πρότασης  

3.3. Ο χώρος πιθανότητας  που επίσης προκύπτει είναι εν γένει ευρύτερος 
του χώρου πιθανότητας  αφού 

*(Ω, , PM *P(A) P (A)=

0A σ( )∈ =F F

0P .
*(Ω, , PM

(Ω, , P)F ⊃M F . 5 
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Πρόταση 4.1(b) Τα συµπεράσµατα της Πρότασης 4.1 ισχύουν αν ικανοποιούνται οι 
παρακάτω προϋποθέσεις: Η  είναι ηµιάλγεβρα υποσυνόλων του Ω και η συνολοσυ-
νάρτηση  ικανοποιεί τις i) και ii) της Πρότασης 4.1 και επί πλέον (αντί της ii) την  

0F

0P
ii΄)  0P (Ω) 1=  

 
Άσκηση 4.3. Έστω  ηµιδακτύλιος υποσυνόλων του Ω και συνολοσυνάρτηση 

 τέτοια ώστε: 
0F

0 0P : [0, )→ ∞F
i)  0P ( ) 0∅ =

ii) Αν  µε 1 2 κ 0A ,A , ,A ∈K F nm nA A m∩ =∅∀ ≠  και  τότε 

 (απλά προσθετική) 

κ

i
i 1

A
=

∈U F0

i )

0 n )

n

κ κ

0 i 0
i 1i 1

P A P (A
==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U

iii) Αν  µε  τότε  (σ-

υποπροσθετική). ∆είξτε ότι ισχύει: Αν  µε 

 και 

n 0{A , n }∈ ⊂¥ F n
n 1

A
∞

=

∈U F 0 n 0
n 1n 1

P A P (A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U

n 0{A , n }∈ ⊂¥ F

m nA A m∩ =∅∀ ≠ n 0
n 1

A
∞

=

∈U F  τότε  (σ-

προσθετική). 

0 n 0
n 1n 1

P A P (A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U n )

 
Άσκηση 4.4. Για το εξωτερικό µέτρο  και την κλάση M  που ορίστηκαν παραπάνω 
δείξτε ότι:  

*P
* * c{A Ω : P (A) P (A ) 1}= ⊂ + =M

 
Άσκηση 4.5. Έστω  άλγεβρα υποσυνόλων του Ω δηλαδή µία κλάση υποσυνόλων 

του Ω που ικανοποιεί τις απαιτήσεις: 
0F

0Ω∈F , αν 0A∈F  τότε c
0A ∈F , αν 

τότε  
0A, B∈F  

0A B∪ ∈F .
Έστω τώρα συνολοσυνάρτηση  που ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτή-
σεις: 

0 0P : [0, )→ +∞F

•  για κάθε 00 P (A) 1≤ ≤ 0A∈F  
•  0P (Ω) 1=

• Αν  µε 1 2 κ 0A ,A , ,A ∈K F m nA A∩ =∅  m n∀ ≠  τότε  

(απλά προσθετική). 

κ κ

0 i 0
i 1i 1

P A P (A
==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U i )

1• Αν  µε n 0{A : n }∈ ⊂¥ F n nA A +⊃  και n
n 1

A
∞

=

= ∅I  τότε . (αξίω-

µα συνεχείας) 

0 nn
lim P (A ) 0=

∆είξτε ότι: η συνολοσυνάρτηση είναι σ-προσθετική δηλαδή για  µε 

  και  ισχύει ότι . 

n 0{A : n }∈ ⊂¥ F

m nA A∩ =∅ m n∀ ≠ n
n Λ

Α
∞

=

∈U F0 n )0 n 0
n 1n 1

P A P (A
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U
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Σηµείωση. Συνεπώς το ζεύγος  ικανοποιεί τις απαιτήσεις του θεωρήµατος 
Καραθεοδωρή. 

0 0( ,P )F

 
 
Έστω τώρα ένας χώρος πιθανότητας  και ένα ενδεχόµενο  µε 

. Υποθέτουµε τώρα ότι ένα υποσύνολο Μ του Ω είναι υποσύνολο του Ν δηλ. 
. Είναι εύλογο να αναµένεται ότι η πιθανότητα του συνόλου Μ θα είναι µηδέν 

όµως δεν εξασφαλίζεται ότι  και συνεπώς είναι προβληµατική η διατύπωση: 
. Η παρακάτω επεξεργασία είναι σχετική µε το πρόβληµα αυτό. 

(Ω, , P)F N∈F
P(N) 0=
M N⊂

M∈F
P(M) 0=
 
Ορισµός. Ο χ.π.  ονοµάζεται πλήρης όταν ικανοποιείται η παρακάτω 
απαίτηση:  µε  και M N  (και άρα P(M ). 

(Ω, , P)F
N∈F P(N) 0= M⊂ ⇒ ∈F ) 0=

 
Παράδειγµα 4.3. Ο χ.π. όπου  το µέτρο Dirac στο 0 δηλαδή 

 είναι προφανώς πλήρης. Αντίθετα ο χ.π.  δεν είναι πλή-

ρης. 

0( , ( ),δ )΅ ΅P  0δ

0
1, 0 Α

δ (Α)
0, 0 Α

∈⎧
= ⎨ ∉⎩

0( , ,δ )΅ B

Για να διαπιστωθεί το τελευταίο χρειαζόµαστε το γεγονός ότι η σ-άλγεβρα Borel  είναι 
γνήσιο υποσύνολο του  δηλαδή ότι υπάρχει σύνολο  µε . Πράγµατι 
υπάρχει τέτοιο σύνολο (βλ. [1] σελ. 37 ή [7] σελ. 135) και βέβαια δεν µπορεί να είναι 
το {0 . Αν τώρα θεωρήσουµε το σύνολο 

( )΅P N ⊂ ΅ N∉B

} M N=  αν 0 N∉  ή M N \{0}=  αν  τότε 
 (γιατί;). Όµως  και 

0 N∈
M∉B M Λ \{0}⊂ = ΅ Λ∈B  µε 0δ (Λ) 0= . 
 
Παράδειγµα 4.4. Ας τοποθετηθούµε στο πλαίσιο και τις προϋποθέσεις του θεωρήµα-
τος Καραθεοδωρή. Έχουµε ορίσει  για 
κάθε  όπου  το εξωτερικό µέτρο το παραγόµενο από την . Όπως ειπώθηκε 
ήδη η κλάση  είναι σ-άλγεβρα που περιέχει την  και ο περιορισµός της συνολο-

συνάρτησης  στην κλάση  είναι µέτρο πιθανότητας δηλ.  είναι χώρος 
πιθανότητας και µάλιστα . Θα δείξουµε ότι ο χ.π.  είναι 

πλήρης. Πράγµατι θεωρούµε ένα σύνολο 

* * *{A Ω : P (E) Ρ (E A) P (E A )= ⊂ = ∩ + ∩M c

)
) )

E Ω}⊂ *P 0P
M 0F
*P M *(Ω, , PM

0σ(⊃ =M F F *(Ω, , PM

N∈M  µε *P (N) 0=  και . Τώρα για 
τυχόν  και λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες της  (βλ. Πρόταση 4.1) έχουµε 
αφενός ότι 

M N⊂
E Ω⊂ *P

( )* * c * *P (E) P (E M) (E M ) P (Ε Μ) Ρ (E M )= ∩ ∪ ∩ ≤ ∩ + ∩ c

*

 

και αφετέρου 
* * c * *P (E M) P (E M ) P (N) P (E) P (E)∩ + ∩ ≤ + =  και συνεπώς  . M∈M

 
Ένας χώρος πιθανότητας είναι δυνατόν να επεκταθεί «καταλλήλως» ώστε να καταστεί 
πλήρης. Σχετική είναι η παρακάτω Πρόταση. 
 
Πρόταση 4.2. Έστω  χώρος πιθανότητας. (Ω, , P)F
Ορίζουµε {A N : A= ∪ ∈F F  και  µε N F⊂ F∈F  και P(F) 0}=   
και P : [0,1] : P(A N) P(A)→ ∪ =F . Τότε η κλάση F  είναι σ-άλγεβρα που περιέχει 
την  και η συνολοσυνάρτηση F P  είναι καλώς ορισµένο µέτρο πιθανότητας που επε-
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κτείνει το µέτρο πιθανότητας Ρ. Επί πλέον ο χώρος πιθανότητας (Ω, , P)F  είναι πλήρης 
και συνιστά µια minimal πλήρη επέκταση του  (αν δηλαδή  είναι 
πλήρης χ.π. µε 

(Ω, , P)F 1 1(Ω, ,P )F
⊃1F F  και  στην F  τότε 1P P= 1⊂F F  και 1P P=  στην F ). 

Απόδειξη 
Θέτουµε  υπάρχει {N Ω := ⊂N F∈F  µε  και N F⊂ P(F) 0}= . Τότε το τυχόν E∈F  
γράφεται ως  µε  και E A N= ∪ A∈F N∈N . Όµως E A (N \ A)= ∪  και αν τεθεί 

 τότε έχουµε  µε 1N N \ A≡ 1E A N= ∪ A∈F , 1A N∩ =∅  και  (αφού 
 και 

1N ∈N

1N N \ A= N∈N  θα είναι  όπου 1 1N F \ A⊂ ≡ F F∈F  µε . Όµως 
 και . Ώστε το τυχόν 

P(F) 0=

1F ∈F 1P(F ) 0)= E∈F  γράφεται ως E A N= ∪  όπου , 
 και . 

A∈F
N∈N A N∩ =∅
Θα δείξουµε τώρα ότι η F  είναι σ-άλγεβρα 
Επειδή  και , Ω Ω= ∪∅ Ω∈F ∅∈N  συµπεραίνουµε ότι Ω∈F . Αν τώρα 
E A N= ∪ ∈F  και  µε N F⊂ ∈F P(F) 0=  τότε (επωφεληθείτε µε διαγράµµατα) 

 όπου  και . Ε-

πειδή  και  συµπεραίνουµε ότι 

c c c
1E (A F) (F \ N) A B N⎡ ⎤= ∪ ∪ ∩ = ∪⎣ ⎦

cB (A F)≡ ∪ c
1N (F \ N) A≡ ∩

B∈F 1N ⊂ F cE ∈F . Αποµένει να δείξουµε ότι αν 

n{E : n }∈ ⊂¥ F  τότε n
n 1

E
∞

=

∈U F . Πράγµατι  

 µε  και 

( )n n n
n 1 n 1

E A N
∞ ∞

= =

= ∪U U =

⎞
⎟
⎠

n n
n 1 n 1

A N
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛
∪⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
U U nA ∈F nN ∈N . Προφανώς  και (γιατί;) 

. 

n
n 1

A
∞

=

∈U F

n
n 1

N
∞

=

∈U N

Θα δείξουµε ότι η συνολοσυνάρτηση P  είναι καλά ορισµένη 
Έστω E∈F  και έστω ότι  µε 1 2E A N B N= ∪ = ∪ 1A N∩ =∅ ,  Επειδή 

 υπάρχουν  µε 
2B N∩ =∅.

1 2N , N ∈N 1 2F ,F ∈F 1 2P(F ) P(F ) 0= =  και , . 1 1N F⊂ 2 2N F⊂
Έχουµε τώρα διαδοχικά και λαµβάνοντας υπόψη ότι  2N E⊂

( ) ( ) ( ) ( )cc c c
1 2 1 2 1A \ B A B E \ N E \ N E N E N E N N= ∩ = ∩ = ∩ ∩ ∪ = ∩ ∩ =c

2

2

 

 και συνεπώς 2 1 2N \ N N F⊂ ⊂ ( )P A \ B 0=  άρα ( ) (P A P A B)= ∩ . Όµοια 
 και άρα ( ) ( )P B P A B= ∩ ( )P E  µονοσήµαντα ορισµένο. 

Θα δείξουµε ότι P  είναι µέτρο πιθανότητας 
Έστω { }nE : n∈ ⊂¥ F  µε τα σύνολα  ξένα µεταξύ τους. Τα σύνολα  γράφονται 
ως  µε , 

nE nE

n nE A N= ∪ n nA ∈F nN ∈N  και n nA N∩ =∅  για κάθε . Αφού τα 
,  είναι ξένα συµπεραίνουµε ότι τα , 

n∈¥

nE n∈¥ nA n∈¥  είναι ξένα και λαµβάνοντας 

υπόψη ότι  έχουµε διαδοχικά n
n 1

N
∞

=

∈U N

( ) ( )n n n n n
n 1 n 1n 1 n 1 n 1 n 1

P E P A N P A P A P E
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= == = = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∪ = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑U U U U n . 

Επίσης ( ) ( ) ( )P Ω Ρ Ω Ρ Ω 1= ∪∅ = = . 

Θα δείξουµε ότι ο χ.π. ( FΩ, ,P)  είναι πλήρης 
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Έστω Λ∈F  µε ( )Ρ Λ 0=  και . Τότε Μ Λ⊂ Λ Α Ν= ∪  µε Α∈F  και . Αφού 
από τον ορισµό 

Ν∈N
( ) ( )Ρ Λ Ρ Α=  συµπεραίνω ότι ( )Ρ Α 0= . Έστω τώρα  µε 

 και . Τότε  και 
F∈F

( )P F 0= N F⊂ M Λ Α Ν Α F⊂ = ∪ ⊂ ∪ ( )P A F 0∪ = . Άρα 
M∈ ⊂N F . 
Θα δείξουµε ότι η επέκταση (F P, )  είναι minimal 

Έστω ε  και ( )1 1,PF  µ 1⊂F F 1P P=  στην  εις τρόπον ώστε ο χ.π.  είναι 
πλήρης. Θα δείξουµε ότι 

F ( )1 1Ω, ,ΡF

1⊂F F  και 1Ρ Ρ=  στην F . Πράγµατι για τυχόν Ε∈F  είναι 
,  και  µε Ε Α Ν= ∪ Α∈F Ν F⊂ F∈F , ( )P F 0= . Όµως  και  στην  

άρα  και . Αφού 
1⊂F F 1P P= F

1F∈F ( )1P F 0= ( )1 1Ω, ,ΡF  πλήρης συµπεραίνουµε ότι  και άρα 
. Ώστε  και 

1N∈F
( )1P N 0= 1E A N= ∪ ∈F ( ) ( ) ( ) ( )1P E P A N P A P A= ∪ = = =  
( ) ( ) ( ) (1 1 1 1P A P N P A N P E+ = ∪ = )  ο.ε.δ. 5 

 
Άσκηση 4.6. ∆είξτε ότι για την κλάση  που ορίστηκε στην απόδειξη της Πρότασης 
4.2 ισχύουν τα ακόλουθα: 

N

∅∈N  και αν { }nN : n∈ ⊂¥ N  τότε , . n
n 1

N
∞

=

∈I N n
n 1

N
∞

=

∈U N

 
Άσκηση 4.7. ∆είξτε ότι η σ-άλγεβρα F  της Πρότασης 4.2 γράφεται επίσης ως 
{ }A \ N : A , N και N A∈ ∈ ⊂F N  ή ακόµα ως { }A Ω : υπάρχει Β µε Α Β⊂ ∈ VF N∈  
ή ακόµα ( ){ }1 2 1 2 2 1Α Ω : υπάρχουν Α ,Α µε Α Α Α και Ρ Α \Α 0⊂ ∈ ⊂ ⊂F = . 
 
Άσκηση 4.8. ∆είξτε ότι ( )σ= ∪F F N . 
 
Άσκηση 4.9. Στα πλαίσια του θεωρήµατος Καραθεοδωρή θεωρείστε τις επεκτάσεις 

 και ( )( )0Ω,σ ,ΡF \ ( )*Ω, ,ΡM  που προκύπτουν. Έστω ( )( )0Ω,σ ,ΡF  η πλήρωση του 

χ.π.  κατά την Πρόταση 4.2. ∆είξτε ότι ( )( 0Ω,σ ,ΡF \ ) )( 0σ=M F \  και *Ρ = Ρ . (Θυµη-

θείτε ότι το µέτρο Ρ είναι ο περιορισµός της  στην *Ρ ( )0σ F \ ). 
 
Σηµείωση. Η άσκηση 4.9 µας υποδεικνύει έναν ακόµα τρόπο πλήρωσης ενός χ.π. 

. Αρκεί να εφαρµόσουµε το Θ. Καραθεοδωρή µε (Ω, ,ΡF ) 0 =F F  και . Ο προ-

κύπτων χ.π. 
0Ρ Ρ=

( )*Ω, ,ΡM  είναι πλήρης και ισούται µε ( )Ω, ,ΡF . Σηµειώστε ότι εδώ 

. ( ) ( )0σ σ= =F \ F F
 

5. Μέτρα πιθανότητας και συναρτήσεις κατανοµής 

Ορισµός. Συνάρτηση κατανοµής στο  ονοµάζεται οποιαδήποτε συνάρτηση 
 ικανοποιεί τις παρακάτω απαιτήσεις: 

΅
F : →΅ ΅
i) H F είναι αύξουσα. 
ii) Η F είναι δεξιά συνεχής. 
iii) ( )

x
lim F x 0
→−∞

=  και ( )
x
lim F x 1
→∞

= . 
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Οι επόµενες δύο Προτάσεις αφορούν τη σχέση µεταξύ συναρτήσεων κατανοµής και µέ-
τρων πιθανότητας στον  ( ),΅ B .
 
Πρόταση 5.1. Έστω (  χώρος πιθανότητας. Τότε η συνάρτηση ), , P΅ B ( ) ( ]( )F t P , t= −∞ , 

 είναι συνάρτηση κατανοµής. t∈ ΅
Απόδειξη 
Εύκολα επαληθεύεται ότι η F είναι αύξουσα. Θα δείξουµε ότι η F είναι δεξιά συνεχής 
στο τυχόν . Επειδή από τον ορισµό της F ισχύει α∈ ΅ ( )0 F t 1≤ ≤  για κάθε  και 
αφού είναι αύξουσα υπάρχει το 

t∈ ΅
( )

t α
lim F t

+→
 και λαµβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.2 έ-

χουµε 

( ) ( ]( ) ( )
n nt α n 1

1 1 1lim F t lim F α lim P ,α P ,α P ,α F α
n n n+

∞

→ =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎤ ⎛ ⎤= + = −∞ + = −∞ + = −∞ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎟⎥ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎦ ⎝ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
I  

αφού η ακολουθία 1,α
n

⎛ ⎤−∞ +⎜ ⎥⎝ ⎦
, n∈¥  είναι φθίνουσα και επιπλέον 

( ]
n 1

1,α ,α
n

∞

=

⎛ ⎤−∞ + = −∞⎜ ⎥⎝ ⎦
I . 

Επειδή η F είναι αύξουσα και φραγµένη υπάρχει το ( )
t
lim F t
→∞

 και είναι 

.  ( ) ( ) ( ]( ) ( ] ( )
t n n n 1
lim F t lim F n lim P ,n P ,n P 1

∞

→∞ →∞ =

⎛ ⎞
= = −∞ = −∞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
΅U =

Όµοια αποδεικνύεται ότι ( )
t
lim F t 0
→−∞

= . 5 

 
Πρόταση 5.2. Έστω F συνάρτηση κατανοµής στο . Τότε υπάρχει ένα και µόνο µέτρο 
πιθανότητας Ρ στον 

΅
( ),΅ B  εις τρόπον ώστε ( ]( ) ( ) ( )P α,β F β F α= −  για όλα τα α β<  

στο . ΅
Απόδειξη 
Στον ηµιδακτύλιο ( ]{ } { }1 α,β :α β στο= < ∪΅P ∅  ορίζουµε ( )0Ρ 0∅ =  και 

( ]( ) ( ) ( )0Ρ α,β F β F α= − . 

Είναι προφανές ότι  για κάθε  και θέτοντας ( )00 Ρ Α 1≤ ≤ 1Α∈P ( ]nΕ n,n= −  έχουµε 

ότι ,  και n n 1E E +⊂ n
n 1

E
∞

=

= ΅U ( ) ( ) ( )( )0 nn n
lim P E lim F n F n 1= − − = . Προκειµένου να 

εφαρµοστεί το θεώρηµα Καραθεοδωρή στο ζεύγος ( )1
0, PP  αποµένει να δείξουµε ότι: 

Αν ( ]n n nI α ,β= n, ∈¥

n n

 είναι ξένα ανά δύο µεταξύ τους και  τό-

τε ισχύει 

( ] ( ] 1
n n

n 1
α ,β α,β

∞

=

= ∈U P

 . (5.1) ( ] ( ]0 0
n 1

Ρ α,β Ρ α ,β
∞

=

=∑
Προκειµένου να µην διακοπεί η ροή της απόδειξης θα χρησιµοποιήσουµε δύο ιδιότητες 
της συνολοσυνάρτησης  τις οποίες θα δείξουµε στο τέλος. Οι ιδιότητες αυτές είναι: 0P
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Έστω Α, , , ..., . 1A 2A 1
κA ∈P

• Αν τα , , ...,  είναι ξένα και  τότε 1Α 2Α κΑ
κ

i
i 1
Α Α

=

⊂U

 . (5.2) ( ) ( )
κ

0 i 0
i 1
Ρ Α Ρ Α

=

≤∑

• Αν  τότε ισχύει 
κ

i
i 1

Α
=

⊂UΑ

i  (5.3) ( ) ( )
κ

0 0
i 1

Ρ Α Ρ A
=

≤∑

Θα αποδείξουµε τώρα την (5.1). Επειδή για κάθε m∈¥  ισχύει  συ-

µπεραίνουµε λόγω της (5.2) ότι 

( ] ( ]
m

n n
n 1

α ,β α,β
=

⊂U

( ] ( ]
m

0 n n 0
n 1

Ρ α ,β P α,β
=

≤∑  για κάθε m∈¥  

και µεταβαίνοντας στο όριο για  έχουµε ότι m → 0

( ] ( ]0 n n 0
n 1

P α ,β P α,β
∞

=

≤∑ . 

Έστω τώρα τυχόν ε . 0>
Επειδή η F είναι δεξιά συνεχής στα α, , , ... υπάρχουν 1β 2β ( )α α,β′∈  και , 

 εις τρόπον ώστε: 
n nβ β′ >

n 1, 2,= K
 ( ) ( ) 1F α F α ε2−′ < +  (5.4) 

 ( ) ( ) ( )n 1
n nF β F β ε2− +′ < +  (5.5) 

Από την επιλογή των ,  είναι προφανές ότι [ ]α′ nβ′ ( n n
n 1

α ,β α ,β
∞

=
)′ ′⊂ U  και συνεπώς υπάρ-

χουν πεπερασµένα το πλήθος διαστήµατα ( )κ κn nα ,β′ , κ 1, 2, , r= K  εις τρόπον ώστε 

[ ] ( )κ κ

r

n n
κ 1

α ,β α ,β
=

′ ′⊂ U  

και άρα 

( ] ( κ κ

r

n n
κ 1

α ,β α ,β
=

′ ′ ⎤⊂ ⎦U . 

Επικαλούµενοι τώρα την (5.3) έχουµε ότι 

( ) ( ) ( ) ( )( )κ κ

r

n n
κ 1

F β F α F β F α
=

′ ′− ≤ −∑  

και λόγω των (5.4), (5.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )κ
κ κ

r
n 1

n n
κ 1

εF β F α F β F α ε2
2

− +

=

− − ≤ − +∑  

και συνεπώς 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )n 1
n n

n 1 n 1

εF β F α F β F α ε 2
2

∞ ∞
− +

= =

− − ≤ − +∑ ∑ . 
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Από αυτήν λοιπόν την τελευταία εξασφαλίζεται ότι για κάθε  ε 0>

( ] ( ]0 0 n
n 1

Ρ α,β Ρ α ,β ε
∞

=
n≤ +∑ . 

Ώστε ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Καραθεοδωρή και συνεπώς υπάρχει µέτρο πιθα-
νότητας Ρ στον ( ),΅ B  που επεκτείνει την  και είναι το µοναδικό µε την ιδιότητα 0Ρ
( ] ( ] ( ) ( )0Ρ α,β Ρ α,β F β F α= = − . 

Απόδειξη της (5.2) 
Αρκεί να δείξουµε το ζητούµενο για ( ]i i iΑ γ ,δ= , i 1, 2, ,κ= K  και ( ]Α γ,δ= . Επειδή 
τα  είναι ξένα υποθέτουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας (αλλιώς αναδιατάσσουµε) 
ότι 

iΑ

1 1 2 2 κ κγ γ δ γ δ γ δ δ≤ < ≤ < ≤ ≤ < ≤L . 

Συνεπώς  ( ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
κ

0 i i κ κ κ 1 κ 1 1
i 1
Ρ γ ,δ F δ F γ F δ F γ F δ F γ− −

=

= − + − + + −∑ L .1

Επειδή η F είναι αύξουσα ( ) ( ) ( ) ( ) ( )κ κ 1 κ 1 2 1F γ F δ F γ F γ F δ 0− −− + − + − +L  ≤

)

και συνε-

πώς  και για τον ίδιο λόγο ( ] ( ) (
κ

0 i i κ 1
i 1
Ρ γ ,δ F δ F γ

=

≤ −∑ ( ) ( ) ( ) ( )κ 1F δ F γ F δ F γ− ≤ − =  

( ]0Ρ γ,δ . 
Απόδειξη της (5.3) 
Αρκεί να γίνει για ( ]Α γ,δ=  και ( ]i iΑ γ ,δi= . 

( ] ( ] ( ] ( ] ( ]
κ κ

i i i i i
i 1 i 1 i 1

κ
γ,δ γ ,δ γ,δ γ ,δ γ,δ Λ

= =

⎛ ⎞
= ∩ = ∩ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
U U

=
U  

όπου . Είναι προφανές ότι 1
iΛ ∈P

 ( ] ( )
κ κ

0 i i 0 i
i 1 i 1

P γ ,δ Ρ Λ
= =

≥∑ ∑ . (5.6) 

Σύµφωνα τώρα µε την άσκηση 4.2 είναι δυνατόν να έχουµε  όπου 

 είναι ξένα µεταξύ τους και το κάθε ένα περιέχεται σε ένα τουλάχιστον . Αν 

λοιπόν ,  είναι αυτά που περιέχονται στο  θα έχουµε  και σύµ-

φωνα µε την (5.2) θα ισχύει  

κ m

i
i 1 j 1
Λ

= =

=U U jΝ

jΝ

1
jN ∈P iΛ

jN 1j I∈ 1Λ
1

1
j I

Λ
∈

⊃ U

( ) ( )
1

0 1 0 j
j I

P Λ Ρ N
∈

≥ ∑ . 

Οµοίως αν ,  είναι αυτά που περιέχονται στο  και δεν περιέχονται στο  
θα έχουµε 

jN 2j I∈ 2Λ 1Λ

( ) ( )
2

0 2 0 j
j I

Ρ Λ P N
∈

≥ ∑  κ.ο.κ. 

Συνεπώς θα έχουµε 

 . (5.7) ( ) ( )
κ m

0 i 0 j
i 1 j 1

P Λ Ρ N
= =

≥∑ ∑
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Λόγω των (5.6) και (5.7) αρκεί να δείξουµε ότι ( ) ( ]
m

0 j 0
j 1

P N P γ,δ
=

=∑ .  

Επειδή ( )0Ρ 0∅ =  δεν είναι βλάβη της γενικότητας να θεωρήσουµε ότι 

 για . (j j jΝ κ ,λ ⎤= ≠⎦ ∅

δ

j 1, 2, , m= K

Αφού  και  ξένα µεταξύ τους θα είναι  

 (αλλιώς αναδιατάσσουµε) και συνεπώς 

( ] (
m

j j
j 1

γ,δ κ ,λ
=

⎤= ⎦U ( j jκ ,λ ⎤⎦ 1 1γ κ λ= < =

2 2 m mκ λ κ λ< = = < =L

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
m m

0 j j j
j 1 j 1
Ρ N F λ F κ F δ F γ

= =

= − = −∑ ∑  

αφού . 5 j 1 jλ κ− =
 
Πόρισµα. Υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ µέτρων πιθανότητας στο 
( ),΅ B  και συναρτήσεων κατανοµής στο . Ένα ζεύγος αντίστοιχων  προσδιο-
ρίζεται από την 

΅ (P, F)

( ]( ) ( ) ( )P α,β F β F α= −  για όλα τα α β<  στο . ΅
 
Παράδειγµα 5.1. Έστω η συνάρτηση  που ορίζεται ως ακολούθως (βε-
βαιωθείτε ότι είναι συνάρτηση κατανοµής) 

F : →΅ ΅

( )
0, x 0

F x x, 0 x 1
1, x 1

≤⎧
⎪= < ≤⎨
⎪ >⎩

 

Για το µέτρο πιθανότητας Ρ που αντιστοιχεί στην F διαπιστώνουµε τα ακόλουθα: 

 και επίσης ( ] ( ] ( ] ( ) ( )(
n nn 1

P ,0 P n,0 lim P n,0 lim F 0 F n
∞

=

⎛ ⎞
−∞ = − = − = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
U ) 0 ( )P 1,∞ =  

. Συνεπώς ισχύει ότι: ( ] ( ] ( ) ( )(
n nn 2

P 1,n lim P 1,n lim F n F 1
∞

=

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
U ) 0=

( ] ( )( )P ,0 1, 0−∞ ∪ ∞ =  
και ( ]P α,β β α= −  για ( ] ( ]α,β 0,1⊂ . 

Αν τώρα θέσουµε ( ]0Ω 0,1=  και ( ]{ }10 Β 0,1 :Β= ⊂ ∈B B

)
 (βλ. Άσκ. 2.1) αποκτούµε τον 

χ.π.  όπου για το µέτρο πιθανότητας λ ισχύει: ( 0 0Ω , ,λB ( ] ( ]λ α,β Ρ α,β β α= = − , είναι 
δηλαδή το µέτρο Lebesque στο (0,1]. 
 
Παράδειγµα 5.2. Έστω η συνάρτηση F :  που ορίζεται ως ακολούθως: →΅ ΅

( )
0, x c

F x
1, x c

<⎧
= ⎨ ≥⎩

 

όπου c πραγµατικός αριθµός. Το µέτρο πιθανότητας που αντιστοιχεί στην F είναι το µέ-
τρο Dirac . Πράγµατι διαπιστώνουµε αµέσως ότι cδ ( ]( ) ( ) (cδ α,β F β F α= − )  για όλα τα 

. α β<
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Άσκηση 5.1. Έστω η συνάρτηση  που ορίζετια ως ακολούθως: , , κ εί-
ναι πραγµατικοί αριθµοί µε , 

F : →΅ ΅ 1c 2c

1 2c c< ( )κ 0,1∈  και ( )F x 0=  όταν 1x c< ,  όταν 
,  όταν . ∆είξτε ότι η F είναι συνάρτηση κατανοµής και βρεί-

τε το µέτρο πιθανότητας που παράγει. 

( )F x κ=

1 2c x c≤ < ( )F x 1= 2x c≥

 
Άσκηση 5.2. Έστω χ.π.  και F η συνάρτηση κατανοµής που αντιστοιχεί στο 
µέτρο πιθανότητας Ρ. ∆είξτε ότι 

( , , P΅ B )
{ }( ) ( ) ( )P c F c F c= − −  και συµπεράνετε ότι: η F είναι 

συνεχής στο c όταν και µόνο όταν { }( )P c 0= . 
 
Άσκηση 5.3. Έστω χ.π.  και υποθέτουµε ότι υπάρχει σύνολο ( , , P΅ B )

{ }1 2D x x= < <L  µε . Βρείτε την F που αντιστοιχεί στο µέτρο πιθανότητας Ρ. ( )P D 1=
 
Έστω F µια συνάρτηση κατανοµής και D το σύνολο των σηµείων ασυνέχειάς της. Το 
σύνολο D µπορεί να είναι το  αλλά είναι γνωστό ότι σε κάθε περίπτωση είναι το πο-
λύ αριθµήσιµο (βλ. [4]). Ισχύει το παρακάτω θεώρηµα: 

∅

 
Πρόταση 5.3. Η συνάρτηση κατανοµής F αναλύεται κατά µοναδικό τρόπο ως ακολού-
θως 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
t

c
c D

F t f x dx F c F c H t G t , t
−∞

∈

= + − − +∑∫ ΅∈  

όπου i) Η  είναι συνάρτηση Borelf : →΅ ΅ * και είναι µη-αρνητική σχεδόν παντού 
για το µέτρο Lebesque (µήκος) στο . ΅

ii)  ( )c
0, t c

H t
1, t c

<⎧
= ⎨ ≥⎩

και iii) Η συνάρτηση  είναι αύξουσα, συνεχής και σχεδόν παντού για το 
µέτρο Lebesque στο  ισχύει ότι 

G : →΅ ΅
΅ G 0′ = . 

Για την απόδειξη της Πρότασης αυτής παραπέµπουµε στο [8] ΚΕΦ. 9. Ανάλογα µε την 
ειδική µορφή της παραπάνω ανάλυσης οι συναρτήσεις κατανοµής κατατάσσονται όπως 
παρακάτω: 
α) Αν  και  τότε η σ.κ. F λέγεται ότι είναι απολύτως συνεχής. Στην πε-

ρίπτωση αυτή είναι  και η συνάρτηση f λέγεται συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) οφείλει δε να ικανοποιεί επιπλέον την απαίτη-

ση  (γιατί;). 

D =∅ G 0≡

( ) ( )
t

F t f x dx
−∞

= ∫

( )f x dx 1
+∞

−∞
=∫

β) Αν  και  τότε η σ.κ. F λέγεται διακριτή και προφανώς . Η F 
γράφεται 

f 0≡ G 0≡ D ≠∅
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

c D c t
F t F c F c H t F c F c

∈ ≤
= − − = −∑ ∑ −  για κάθε  (επα-

ληθεύστε το) και από εδώ συµπεραίνουµε ότι 

t∈ ΅

( ) ( )( )
c D

F c F c 1
∈

− − =∑ . 

 Αν τώρα Ρ είναι το µέτρο πιθανότητς που αντιστοιχεί στην F τότε (βλ. Άσκ. 5.2) 

{ }( ) ( ) ( )P c F c F c= − −  και άρα ( ) { } { }( )
c Dc D

P D P c P c 1
∈∈

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U . 

                                                 
*  ∆ες ΚΕΦ. ΙΙ. 
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γ) Αν  και  και G 0≡ D ≠∅ f 0≡  η σ.κ. F λέγεται µικτή και στην περίπτωση αυτή 

είναι , ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
t

c D
F t f x dx F c F c H t

−∞
∈

= + − −∑∫ t∈ ΅ . Προφανώς 

 και θέτοντας ( )
t

t
lim f x dx α 1

−∞→∞
= <∫ ( ) ( )

t
1

1F t f x dx
α −∞

= ∫ , ( )2F t =  

( ) ( )( ( )
c D

1 F c F c H t
1 α ∈

− −
− ∑ )  έχουµε ότι ( )1F αF 1 α F2= + −  δηλαδή η F γράφεται 

σαν κυρτός συνδυασµός µιας απολύτως συνεχούς και µιας διακριτής. 
δ) Αν  και f 0≡ G 0≡  η F λέγεται µη-οµαλή (singular). Για µια τέτοια περίπτωση 

δες στο [1] σελ. 361. 

6. Ανεξαρτησία Ενδεχοµένων 

Έστω  χ.π. και . Τα Α, Β λέγονται ανεξάρτητα όταν  (Ω, ,ΡF ) Α,Β∈F ( )Ρ Α Β∩ =

( ) ( )Ρ Α Ρ Β  και τότε επαληθεύεται εύκολα ότι ισχύουν επίσης οι σχέσεις: ( )cΡ Α B∩ =  

, ( ) ( )cP A P B ( ) ( ) ( )c cP A B P A P B∩ =  και ( ) ( ) ( )c c c cP A B P A P B∩ = . Συνεπώς 

µπροούµε να γράψουµε ότι ισχύει 
( ) ( ) ( )P Λ Μ Ρ Λ Ρ Μ∩ =  

για οποιαδήποτε σύνολα Λ, Μ από τις σ-άλγεβρες { }c,Ω,Α,Α∅  και { }c,Ω,Β,Β∅  α-

ντίστοιχα. Η παρατήρηση αυτή αποτελεί ένα προοίµιο για τη γενίκευση της έννοιας της 
ανεξαρτησίας που επιχειρείται στον παρακάτω Ορισµό. 
 
Ορισµός. Έστω  χ.π. και , (Ω, ,ΡF ) iC i I∈  κλάσεις υποσυνόλων του Ω µε  
για κάθε . Οι κλάσεις ,  λέγονται ανεξάρτητες όταν και µόνο όταν: για ο-
ποιοδήποτε  και οποιαδήποτε ενδεχόµενα 

i ⊂C F
i I∈ iC i I∈

n∈¥
1 1i iA ∈C , 

2iA
2i∈C , ...,  ισχύει 

niA ∈C
ni

( )k k

n n

i i
k 1 k 1

P A P A
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏I . 

Τα ενδεχόµενα { }iΛ , i I∈ ⊂ F  λέγονται ανεξάρτητα όταν και µόνο όταν οι κλάσεις 
{ }i iΛ=C ,  είναι ανεξάρτητες. i I∈

 
Παρατήρηση 6.1. Είναι φανερό ότι οι κλάσεις , iC i I∈  είναι ανεξάρτητες όταν και 
µόνο όταν οποιεσδήποτε , , ...,  από αυτές είναι ανεξάρτητες. Επίσης είναι φα-

νερό ότι αν οι κλάσεις ,  είναι ανεξάρτητες και , 
1iC

2iC
kiC

iC i I∈ iA i I∈  είναι µη κενές κλάσεις 
µε  για κάθε  τότε οι κλάσεις , ii ⊂A iC i I∈ iA I∈  είναι ανεξάρτητες. 
 
Η επόµενη Πρόταση συνιστά ένα «οικονοµικό» κριτήριο ελέγχου της ανεξαρτησίας. 
 
Πρόταση 6.1. Έστω  χώρος πιθανότητας και κλάσεις  κλειστές ως 
προς την πεπερασµένη τοµή όπως λέγεται δηλαδή: αν 

(Ω, ,ΡF ) 1 2, ⊂C C F

iA,B∈C  τότε  
( i 1 ). Αν οι κλάσεις ,  είναι ανεξάρτητες τότε οι σ-άλγεβρες  

iA B∩ ∈C
, 2= 1C 2C ( )1σ C , ( )2σ C  εί-

ναι ανεξάρτητες. 
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Απόδειξη 
Έστω τυχόν  και θεωρούµε την κλάση 1Ε∈C

( ) ( ) ( ){ }Α : P E A P E P A= ∈ ∩ =A F . 
Επειδή ,  ανεξάρτητες ισχύει 1C 2C ( ) ( ) ( )P E A P E P A∩ =  για κάθε  και συνεπώς 

. Θα δείξουµε τώρα ότι η κλάση  είναι ένα σύστηµα Dynkin. Πράγµατι 
2A∈C

2 ⊂C A A
( ) ( ) ( )P Ω Ε Ρ Ω Ρ Ε∩ =  και άρα Ω∈A . Έστω τώρα Α,Β∈A  µε . Τότε θα είναι Α Β⊂

( ) ( ) ( )Ρ Ε Β Ρ Ε Ρ Β∩ =  
( ) ( ) ( )Ρ Ε Α Ρ Ε Ρ Α∩ =  

και αφαιρώντας κατά µέλη σε συνδυασµό µε τις βασικές ιδιότητες της πιθανότητας έ-
χουµε 

( ) ( ) ( )Ρ Ε Β \ Ε Α Ρ Ε Ρ Β \Α∩ ∩ = . 
Όµως  και άρα ( )Ε Β \ Ε Α Β \Α∩ ∩ = ∩Ε Β \Α∈A . Όµοια αν { }nΑ : n∈ ⊂¥ A

)n

n

=

 ξένα 
µεταξύ τους έχουµε 

( ) (

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n
n 1n 1 n 1

n n
n 1 n 1 n 1

P A E P A E P A E

P A P E P E P A P E P A

∞ ∞ ∞

== =

∞∞ ∞

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∩ = ∩ = ∩⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑

U U

U
 

και συνεπώς n
n 1

A
∞

=

∈U A . Ώστε η κλάση  είναι ένα σύστηµα Dynkin που περιέχει την 

 και συνεπώς 

A

2C ( )2d ⊂C A . Όµως η  είναι κλειστή στην πεπερασµένη τοµή και άρα 
κατά την Πρόταση 3.2 είναι 

2C
( ) ( )2d σ 2=C C  και τελικά ( )2σ ⊂C A . Ώστε µέχρι τώρα 

δείξαµε ότι για κάθε  και κάθε 1Ε∈C ( )2Α σ∈ C  ισχύει 
 ( ) ( ) ( )Ρ Ε Α Ρ Ε Ρ Α∩ = . (6.1) 
Θεωρούµε τώρα τυχόν  και την κλάση  ( )2Α σ∈ C

( ) ( ) ( ){ }1 Β :Ρ Β Α Ρ Β Ρ Α= ∈ ∩ =A F : . 
Αφού η (6.1) ισχύει για κάθε  συµπεραίνουµε ότι  και µε τον ίδιο όπως 
παραπάνω τρόπο αποδεικνύεται ότι η κλάση  είναι σύστηµα Dynkin και άρα 

 και άρα 

1Ε∈C 1 ⊂C A1

1

1A
( )1d ⊂C A ( )1σ ⊂C A1 . Ώστε η (6.1) ισχύει για όλα τα ( )1Ε σ∈ C  και 

 5 ( )2Α σ∈ C .
 
Παρατήρηση 6.2. Επαναλαµβάνοντας επαγωγικά την παραπάνω απόδειξη βεβαιωνό-
µαστε ότι η Πρόταση 6.1 παραµένει αληθής για  ανεξάρτητες κλάσεις , , ..., 

 κλειστές ως προς την πεπερασµένη τοµή. Λαµβάνοντας τώρα υπόψη την Παρατή-
ρηση 6.1 συµπεραίνουµε ότι η Πρόταση 6.1 ισχύει για οποιαδήποτε οικογένεια ανεξάρ-
τητων κλάσεων  κλειστών στην πεπερασµένη τοµή και ως πόρισµα έχουµε ότι 

αν {

κ 2> 1C 2C

κC

i, i I∈C

}iA , i I∈ ⊂ F  ανεξάρτητα τότε οι κλάσεις { }ci i,Ω,A ,A∅ , i I∈  είναι ανεξάρτητες. 

 
Άσκηση 6.1. Έστω ότι οι κλάσεις , , ...,  είναι ανεξάρτητες και κάθε µία είναι 
κλειστή ως προς την πεπερασµένη τοµή. Έστω 

1C 2C mC
( )1 1 κσ= ∪ ∪LF C C ,  και κ m<
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(2 κ 1σ += ∪ ∪LF C C )m . ∆είξτε ότι οι σ-άλγεβρες ,  είναι ανεξάρτητες. Γενικεύ-
στε. 

1F 2F

 
Άσκηση 6.2. Έστω ότι τα ενδεχόµενα { }nA , n∈¥  είναι ανεξάρτητα και  
όπου ,  ξένα µεταξύ τους. Θέτουµε 

1 2= ∪¥ ¥ ¥

1¥ 2¥ { }( )1 nσ A : n= ∈¥F 1  και 2 =F  

{ }( )nσ A : n∈¥ 2 . ∆είξτε ότι ,  είναι ανεξάρτητες.  1F 2F
 
Παράδειγµα 6.1. Έστω π ένα πείραµα τύχης µε χ.π. ( )W, ,QA . Θα εξετάσουµε το 
πείραµα τύχης Π που συνίσταται από δύο διαδοχικές εκτελέσεις του πειράµατος π. Έ-
νας εύλογος δ.χ. για το πείραµα Π είναι το σύνολο ( ){ }1 2 1 2Ω W W ω ,ω :ω ,ω W= × ≡ ∈ . 
Θεωρούµε την κλάση υποσυνόλων του Ω που είναι { }A B : A, B= × ∈C A . Εύκολα δια-
πιστώνεται ότι η κλάση  είναι ηµιάλγεβρα και η συνολοσυνάρτηση C [ ]0P : 0,1→C  που 
ορίζεται από την 
 ( ) ( ) ( )0P A B Q A Q B× =  (6.2) 
αποδεικνύεται (βλ. [1] ή [3] π.χ.) ότι ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Κα-
ραθεοδωρή. Συνεπώς υπάρχει ένα και µόνο µέτρο πιθανότητας Ρ ορισµένο στην σ-
άλγεβρα ( )σ=F C  που επεκτείνει την . Με αυτό τον τρόπο κατασκευάζεται ο χ.π. 

 όπου 
0Ρ

( )Ω, ,ΡF Ω W W= × , ( )σ=F C  και Ρ είναι το µοναδικό µέτρο πιθανότητας που 
ικανοποιεί την  

( ) ( ) ( )P A B Q A Q B× = . 
Η σ-άλγεβρα  λέγεται σ-άλγεβρα γινόµενο και συµβολικά γράφεται  και 
αντίστοιχα το µέτρο Ρ ονοµάζεται µέτρο γινόµενο και γράφεται 

F = ⊗F A A
Ρ Q Q= ⊗ . Ο χώρος 

 είναι ο κατάλληλος για το πείραµα τύχης Π: δύο διαδοχικές επαναλήψεις του 
π.τ. π. Ας είναι τώρα  δύο ενδεχόµενα. Τα καρτεσιανά γινόµενα  
και  είναι ενδεχόµενα του χ.π. 

(Ω, ,ΡF )

B
A, B∈A 1A A W= ×

2A W= × ( )Ω, ,ΡF  και η προφανής ερµηνεία τους εί-
ναι η ακόλουθη: Το  πραγµατοποιείται όταν και µόνο όταν το Α πραγµατο-
ποιείται στην πρώτη εκτέλεση του π και το 

1A A W= ×

2A W B= ×  πραγµατοποιείται όταν και µό-
νο όταν το Β πραγµατοποιείται στην δεύτερη εκτέλεση του π. θα δείξουµε ότι τα , 

 είναι ανεξάρτητα. Πράγµατι 
1A

2A
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

P A A P A W W B P A B Q A Q B

Q A Q W Q W Q B P A W P W B P A P A .

∩ = × ∩ × = × = ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ = × × = ⋅
 

Η επέκταση των παραπάνω σε περισσότερες από δύο επαναλήψεις είναι εύκολη. 
 
Παράδειγµα 6.2. Ένα πείραµα τύχης π µε χ.π. ( )W, ,QA  επαναλαµβάνεται άπειρες 

φορές. Θέτουµε  και ορίζουµε ( ){ }1 2 i
n 1

Ω W ω ,ω , :ω W
∞

=

= = ∈∏ K ( )σ=F C  όπου  η 

κλάση υποσυνόλων της µορφής 

C

1 2 m
i m 1

Α Α Α W
∞

= +

× × × × ∏L  µε m∈¥  και . Τό-

τε αποδεικνύεται (βλ. [3] π.χ.) ότι υπάρχει ένα και µόνο µέτρο Ρ στον  που ικα-
νοποιεί την απαίτηση 

iA ∈A

(Ω, F )
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  (6.3) ( ) ( ) ( )1 2 m 1 2 m
i m 1

P A A A W Q A Q A Q A
∞

= +

⎛ ⎞
× × × × =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏L L

για οποιαδήποτε m∈¥  και 1 2 mA ,A , ,A ∈K A . 
Έστω τώρα  και θεωρούµε τα ενδεχόµενα A, B,Γ,∆∈A

ν

1
i 1 i ν 3

Α W A B W
∞

= = +

= × × ×∏ ∏
ν 3

2
i 1 i ν 6

Γ ∆ W
+ ∞

= = +

= × × ×, A W∏ ∏ . 

Η ερµηνεία είναι προφανής. Το ενδεχόµενο  του χ.π. 1Α ( )Ω, ,ΡF  πραγµατοποιείται 
όταν και µόνο όταν τα Α, Β πραγµατοποιούνται στην ν 1+ , ν 2+  εκτέλεση του π αντί-
στοιχα. Ανάλογη ερµηνεία έχουµε για το . Κατά την σχέση (6.3) έχουµε τώρα 2Α

( ) ( ) ( )1Ρ Α Q A Q B= , ( ) ( ) ( )2P A Q Γ Q ∆= . 

Εξάλλου  και συνεπώς πάλι κατά την (6.3) έ-

χουµε 

ν

1 2
i 1 i ν 6

Α Α W A B Γ ∆ W
∞

= =

∩ = × × × × ×∏
+
∏

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2Ρ Α Α Q A Q B Q Γ Q ∆∩ = . 
Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι ,  ανεξάρτητα. 1Α 2Α
 
Πρόταση 6.2. (2ο Λήµµα των Borel-Cantelli) 
Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF ) { }nΑ , n∈ ⊂¥ F  ανεξάρτητα ενδεχόµενα εις τρόπον ώστε 

. Τότε ( )n
n 1

P A
∞

=

= +∞∑
( )nP limsup A 1= . 

Απόδειξη 
Επειδή τα ,  είναι ανεξάρτητα ισχύει nA n∈¥

 . (6.4) ( ) ( )(c c
n n

n m n m n m
P A P A 1 P A

= = =

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏

l l l

I )n

cA

c

Έστω . n n
m 1 n m

A lim sup A A
∞ ∞

= =

= ≡ I U

Τότε  και συνεπώς  c
n

m 1 n m
A

∞ ∞

= =

= U I

( ) ( )c c
n nm mn m n m

1 P A P A lim P A lim lim P A
∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

l

lI I  

και λόγω της (6.4) έχουµε ότι 

( ) ( )( )nm n m
1 P A lim lim 1 P A

=

− = −∏
l

l
. 

Όµως ( ) ( )nP A
n1 P A e−− ≤  και συνεπώς για κάθε  m>l

( )( )
( )n

n m
P A

n
n m

1 P A e =
−

=

∑
− ≤∏

l
l

. 
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Επειδή από υπόθεση  θα είναι και ( )n
n 1

P A
∞

=

= +∞∑ ( )n
n m

lim P A
=

= +∞∑
l

l
 για κάθε  

και άρα 

m∈¥

( )( )n
n m

lim 1 P A 0
=

− =∏
l

l
. 

Αυτό αρκεί για να συµπεράνουµε ότι ( )P A 1= . 5 
 
Παράδειγµα 6.3. Έστω π ένα πείραµα τύχης µε δύο δυνατά ισοπίθανα αποτελέσµατα 
1 και 0. Ο αντίστοιχος χ.π. είναι { }( )0,1 , ,QA  όπου { } { } { }{ }, 0,1 , 0 , 1= ∅A  και το µέτρο 

Q προσδιορίζεται από τις { }( ) { }( ) 1Q 0 Q 1
2

= = . Επαναλαµβάνουµε το πείραµα τύχης επ’ 

άπειρον και ονοµάζουµε Π το πείραµα τύχης των άπειρων επαναλήψεων του π. Τοπο-
θετούµενοι στα πλαίσια του Παραδείγµατος 6.2 ο χώρος πιθανότητας του Π είναι ο 

 όπου ,  είναι η ( )Ω, ,ΡF { }
i 1

Ω 0,1
∞

=

=∏ F ( )σ C  όπου  η κλάση υποσυνόλων της µορ-

φής  µε 

C

{ }1 2 m
i m 1

A A A 0,1
∞

= +

× × × × ∏L m∈¥  και iA ∈A  και το µέτρο πιθανότητας Ρ το 

µοναδικό που ικανοποιεί την απαίτηση 

 . (6.5) { } ( ) ( ) ( )1 2 m 1 2 m
i m 1

P A A A 0,1 Q A Q A Q A
∞

= +

⎛ ⎞
× × × × =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏L L

Για κάθε  θεωρούµε τα ενδεχόµενα n∈¥

{ } { } { } { }1
i 4

A 1 1 0 0,1
∞

=

= × × ×∏  

{ } { } { } { } { }2
i 5

A 0,1 1 1 0 0,1
∞

=

= × × × ×∏  

.............................................................. 

{ } { } { } { } { }
n 1

n
i 1 i n 3

A 0,1 1 1 0 0,1
− ∞

= =

= × × × ×∏ ∏
+

. 

Η ερµηνεία είναι προφανής: Το  πραγµατοποιείται όταν πραγµατοποιούνται δύο 
ακριβώς διαδοχικές «επιτυχίες» 1 αρχής γενοµένης από την n-οστή εκτέλεση. Όπως στο 
παράδειγµα 6.2 διαπιστώνουµε ότι τα , , , ... είναι ανεξάρτητα και µε βάση 
την (6.5) υπολογίζουµε ότι 

nA

1A 4A 7A

( )3k 1
1P A
8+ =  για k 0,1, 2,= K  

Συνεπώς  και άρα κατά το 2( )3k 1
k 0

P A
∞

+
=

= +∞∑ ο Λήµµα Borel-Cantelli ισχύει 

. Όµως  και συνεπώς ( )3k 1P limsup A 1+ = 3k 1 nlimsup A limsup A+ ⊂

( )nP limsup A 1= . 
Η ερµηνεία του αποτελέσµατος είναι προφανής: Με πιθανότητα 1 θα πραγµατοποιη-
θούν απείρως συχνά 2 ακριβώς διαδοχικές «επιτυχίες» 1. Στο ίδιο ακριβώς αποτέλεσµα 
θα καταλήξουµε αν απαιτηθούν k ακριβώς διαδοχικές «επιτυχίες» µε . k 2>
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Σηµείωση. Υπάρχει και ένας άλλος τρόπος πιθανοθεωρητικής αναπαράστασης στο 
Παράδειγµα 6.3. Το πείραµα Π της επ’ άπειρον επανάληψης του πειράµατος τύχης 
{ }( 0,1 , ,QA )  µπορεί να αποδοθεί πιθανοθεωρητικά µε τον χ.π. ( ]( )0Ω 0,1 , ,Ρ= B  όπου 

( ]{ }10 Β 0,1 :Β= ⊂ ∈B B  και  το µέτρο Lebesque (βλ. Παράδ. 5.1). Για να γίνει 

κατανοητή αυτή η δυνατότητα οφείλουµε να γνωρίζουµε ότι κάθε αριθµός 

Ρ λ=

( ]ω 0,1∈  

αναπαρίσταται δυαδικά δηλαδή i
1 2i

i 1

dω 0,d d
2

∞

=

= =∑ L  όπου id 0=  ή 1. Αν µάλιστα α-

παιτηθεί  για απείρως πολλά i τότε η αναπαράσταση είναι µοναδική (αυτό διότι 

κάποιοι αριθµοί έχουν δύο αναπαραστάσεις π.χ. 

id 0≠
1 0,1000 0,01111
2
= =L L ). Ώστε κάθε 

αριθµός ( ]ω 0,1∈  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως  
( ) ( ) ( )i

1 2i
i 1

d ω
ω 0,d ω d ω

2

∞

=

= =∑ L  

όπου ( )id ω 0=  ή 1 και ( )id ω 0≠  για άπειρα i∈ ¥ . Συνεπώς κάθε ( ]ω 0,1∈  µπορεί να 
ερµηνευτεί σαν ένα αποτέλεσµα του πειράµατος Π, συγκεκριµένα το αποτέλεσµα 

. ( ) ( )( ) { }1 2
i 1

d ω ,d ω , 0
∞

=

∈∏L ,1

Ας θεωρήσουµε τώρα το υποσύνολο ( ] ( ){ }1A ω 0,1 : d ω 1= ∈ = . Πρόκειται για το σύνο-
λο όλων των αριθµών του  της µορφής  και προφανώς αντιστοιχεί στο 
ενδεχόµενο: «επιτυχία» 1 στην πρώτη εκτέλεση. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι εί-
ναι 

( ]0,1 1 20,1α α L

(1Α ,12
⎤= ⎦ . (Επειδή στην αποδεκτή αναπαράσταση 1 0,011112 = L  συµπεραί-

νουµε ότι 1 Α2∉ ) και συνεπώς ( ) ( ) 1Ρ Α λ Α
2

= = . Γενικά ισχύει: 

( ] ( ) ( ){ }
k k

i i
1 1 k k i i

i 1 i 1

x x 1B ω 0,1 : d ω x , ,d ω x ,
2 2 2= =

⎛ ⎤
= ∈ = = = +⎜ k ⎥

⎝ ⎦
∑ ∑K  και άρα ( ) k

1P B
2

= . 

 
Άσκηση 6.3. Έστω  χώρος πιθανότητας και (Ω, ,ΡF ) { }nΑ , n∈ ⊂¥ F  ανεξάρτητα 

ενδεχόµενα. ∆είξτε ότι  και ότι . (n n
n 1 n 1

P A P A
∞ ∞

= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏I )

)

( )( )n n
n 1 n 1

P A 1 1 P A
∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏U

 
Άσκηση 6.4. Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF { }nΑ , n∈ ⊂¥ F  ανεξάρτητα. Υποθέτουµε ότι 

 για κάθε n  και ότι ( )nP A 1< ∈¥ n
n 1

P A
∞

=

⎛ ⎞
1=⎜ ⎟

⎝ ⎠
U . ∆είξτε ότι ( )nP limsup A 1= . 

 
Άσκηση 6.5. Έστω  χ.π. και (Ω, ,ΡF ) { }nΑ , n∈ ⊂¥ F  ενδεχόµενα για τα οποία ισχύ-

ουν:  και ( )nP A o(1)= ( )n n 1
n 1

P A \ A
∞

+
=

< +∞∑ . ∆είξτε ότι ( )nP limsup A 0= . 

 
Στον επίλογο του Κεφαλαίου αυτού επιστρέφουµε σε ζητήµατα που παραθέσαµε στην 
Εισαγωγή του. Τοποθετούµενοι στα πλαίσια του Παραδείγµατος 5.1 και εξετάζοντας 
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λεπτοµερέστερα το θεώρηµα Καραθεοδωρή στο οποίο βασίζεται συµπεραίνουµε ότι το 
µέτρο Lebesque λ στο (0,1] µπορεί να οριστεί σε µία άλγεβρα  υποσυνόλων του 

(0,1] που είναι κατ’ αρχήν ευρύτερη της 
0M

( ]{ }10 B 0,1 : B= ⊂ ∈B B . Μάλιστα (βλ. Άσκ. 

4.9) 0 =M B0  όπου 0B  η πλήρωση της  για το µέτρο λ. Πόσο ευρεία είναι η σ-
άλγεβρα ; Γι’ αυτό το ζήτηµα µεταξύ άλλων είναι γνωστά τα παρακάτω: 

0B

0M
• Η σ-άλγεβρα  δεν συµπίπτει µε την 0M ( ]( )0,1P , υπάρχει δηλαδή σύνολο 

( ]A 0,1⊂  µε  0A∉M .

•  και επειδή c
0card 2=M 0card c=B  συµπεραίνουµε εµµέσως ότι υπάρχει 

µε . Είναι δυνατό να κατασκευαστεί ένα τέτοιο σύνολο Β. 
0B∈M  

0B∉B
Αποδείξεις για τα παραπάνω και άλλα συναφή ζητήµατα µπορούν να βρεθούν στο [7] 
σελ. 132-137. 
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