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Μία σχολιασµένη µετάφραση από τον Ι.Β.Κιουστελίδη µε εκσυγχρονισµό του 
λογικού συµβολισµού. 1

 
Η ακολουθία των ακεραίων θετικών αριθµών θα ονοµάζεται Ν. Ας είναι 

δεδοµένο ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα άπειρο σύνολο Π  αληθών 
προτάσεων σχετικά µε τους όρους της Ν. Αυτές οι προτάσεις έχουν έναν 
«πυρήνα», που σχηµατίζεται µε σύζευξη [συµβολικά Α&Β], διάζευξη [Α¤Β], 
και άρνηση [~Α] εξισώσεων [f=g] ή σχέσεων µικρότερου [f<g] µεταξύ 
αριθµητικών συναρτήσεων. Εδώ «αριθµητική συνάρτηση» σηµαίνει µία  
συνάρτηση πεπερασµένου πλήθους µεταβλητών, τέτοια ώστε η Ν είναι το 
σύνολο τιµών τόσο των µεταβλητών όσο και της συνάρτησης. Στην πλέον 
γενική περίπτωση προκύπτει η πλήρης πρόταση από τον πυρήνα µε 
ποσοτικοποίηση των µεταβλητών, δηλ. µε εφαρµογή των «όλα» (") ή 
«υπάρχει» ($).   

Κατ’ αρχήν θα εξετάσω, όµως, την ιδιαίτερα απλή περίπτωση όπου πριν 
από τον πυρήνα υπάρχουν µόνο καθολικοί ποσοδείκτες. Τότε µπορεί κανείς 
παραλείποντας τους καθολικούς ποσοδείκτες να γράψει την πρόταση µε 
«πραγµατικές» ή «ελεύθερες» µεταβλητές, µε το να πει ότι ο πυρήνας ισχύει 
για τυχαίες τιµές των µεταβλητών. Μία τέτοια πρόταση µε ελεύθερες 
µεταβλητές την ονοµάζω τύπο και θεωρώ κατ’ αρχήν ότι το Π είναι ένα 
σύνολο µόνο από τύπους. Παραδείγµατα τύπων είναι: 

x¤y=y¤x, x¤(y¤z)=(x¤y)¤z, x&y=y&x, x&(y&z)=(x&y)&z, 
x&(y¤z)=x&y¤x&z, (x<y) ¤(x=y) ¤(x>y), (x∫y)¤(x¤z=y¤z)&(x&z=y&z) 

(x∫y)¤(z∫u)¤(x¤z=y¤u)&(x&z=y&u) 
[Schr] Οι δύο τελευταίοι τύποι µπορούν να γραφτούν µε την βοήθεια του 

συµβόλου συνεπαγωγής ‘Ø’ και ως εξής: 
(x=y) Ø (x¤z=y¤z)&(x&z=y&z) 

(x=y)&(z=u) Ø (x¤z=y¤u)&(x&z=y&u) 
[Schr].  
Οι αριθµητικές συναρτήσεις, που εµφανίζονται στις προτάσεις που ανήκουν 

στο Π αποτελούν ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα άπειρο σύνολο Μ.  
Αν τα µη εκ ταυτότητος µηδενικά πολυώνυµα πεπερασµένου πλήθους 

µεταβλητών µε µη αρνητικούς ακέραιους συντελεστές δεν εµφανίζονται ήδη 

                                        
1 [Η µετάφραση έγινε για ιδία χρήση και κυρίως για εκσυγχρονισµό του λογικού συµβολισµού. 
Φράσεις µέσα σε αγκύλες ‘[ ]’ είναι ερµηνευτικά σχόλια του µεταφραστή. Με έγχρωµο φόντο 
έχουν τονισθεί ουσιώδη σηµεία. ‘[Schr]’ σηµαίνει παράλειψη κειµένου που αναφέρεται σε 
επεξήγηση του διφορούµενου συµβολισµού του Schröder, που καταργείται εδώ.] 
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στο Μ µπορούν να προστεθούν. Έτσι παίρνει κανείς ένα σύνολο συναρτήσεων 
Μ’, που είναι αριθµήσιµα άπειρο. 

Αν το Μ’ δεν είναι ήδη κλειστό ως προς παντοειδείς αντικαταστάσεις 
µπορεί µε σταδιακή διεξαγωγή όλων των δυνατών αντικαταστάσεων να 
επεκταθεί σε ένα σύνολο Μ που είναι κατ’ αυτόν τον τρόπο κλειστό.  

Όπως διαπιστώνεται εύκολα, θα είναι και το Μ αριθµήσιµα άπειρο. Οι 
συναρτήσεις µίας µεταβλητής που υπάρχουν στο Μ σχηµατίζουν ένα σύνολο 
Μ1 .2 Τα στοιχεία του Μ1  έστω ότι είναι: 

f1(x), f2(x), … 
Όπως έχω αποδείξει παλαιότερα, ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα1.  Αν είναι f1(x), f2(x), f3(x),… µία τυχαία ακολουθία 

συναρτήσεων, τότε υπάρχει µία µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση g(x), τέτοια  
ώστε, για κάθε ζεύγος  (i, j) υπάρχει ένας    φυσικός αριθµός ti,j    τέτοιος ώστε για
όλα τα t> t  i,j  είτε παραµένει είναι πάντα: 

fi j(g(t))<f (g(t)), είτε fi(g(t))=fj(g(t)), είτε fi(g(t))>fj(g(t)). 
 
Απόδειξη: Θα αποδείξω εδώ το θεώρηµα µε έναν, ίσως πιο εποπτικό, 

ελαφρά αλλαγµένο τρόπο.  
Προτάσσω την παρατήρηση ότι, αν είναι f1(t) και f2(t) δύο τυχαίες 

αριθµητικές συναρτήσεις, τότε υπάρχει µία µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση 
g(t) τέτοια ώστε για όλα τα t ισχύει µεταξύ f1g(t) και f2g(t) η ίδια σχέση, <, =, 
ή >. Γιατί τα στοιχεία t του Ν µοιράζονται σε τρεις κατηγορίες αναλόγως του 
αν είναι f1(t) < f2(t), f1(t) = f2(t), ή f1(t) > f2(t) και σε τουλάχιστον µία από 
αυτές τις κατηγορίες πρέπει να υπάρχει άπειρο πλήθος αριθµών. Αυτοί οι 
άπειροι αριθµοί µπορούν όµως να παρασταθούν ως τιµές µίας µονοτόνως 
αύξουσας συνάρτησης g(t), για t=1,2,3,….    

Εξετάζουµε τώρα τις άπειρες συναρτήσεις f1 , f2, … του Μ1. Εδώ µπορούµε 
να διατάξουµε τα ζεύγη (i,j), i<j, όλων των δεικτών σε µίαν απλά άπειρη 
ακολουθία, για παράδειγµα, έτσι ώστε να τα διατάξουµε πρώτα κατά αύξουσες 
τιµές των i+j και αυτούς µε το ίδιο άθροισµα i+j κατά αύξουσες τιµές του i. 
Έτσι παίρνουµε την ακολουθία: 

                                        
2 Το ότι κάθε αριθµήσιµο σύνολο συναρτήσεων Μ1 µπορεί να επεκταθεί µε την εκτέλεση 

όλων των δυνατών αντικαταστάσεων σε ένα αριθµήσιµο σύνολο Μω που είναι κλειστό ως 
προς αντικαταστάσεις αποδεικνύεται εύκολα ως εξής: Για κάθε συνάρτηση στο Μ1 υπάρχει 
προφανώς µόνο ένα αριθµήσιµο σύνολο συναρτήσεων που προκύπτουν από συναρτήσεις στο 
Μ1 µε µία µόνο αντικατάσταση µέσα σε αυτές. Εποµένως, σχηµατίζουν όλες οι νέες 
συναρτήσεις µαζί µε αυτές του Μ1 ένα αριθµήσιµο σύνολο συναρτήσεων Μ2. Αν 
σχηµατισθούν από αυτό πάλι όλες οι συναρτήσεις που σχηµατίζονται µε µία µοναδική 
αντικατάσταση τότε δίνουν οι όλες οι νέες συναρτήσεις που υπάρχουν µεταξύ τους µαζί µε τις 
συναρτήσεις στο Μ2 ένα αριθµήσιµο σύνολο Μ3. Κατά τον ίδιο τρόπο παίρνει κανείς 
παραπέρα τα αριθµήσιµα σύνολα Μ4, Μ5, …. Έστω ότι Μω είναι η ένωση όλως των Μn. Τότε 
είναι, ως γνωστό, και το Μω αριθµήσιµο. Από την άλλη πλευρά είναι το Μω ένα κλειστό 
σύνολο σε σχέση µε αντικαταστάσεις. Έστω, δηλαδή, ότι F(x1, x2, …,xk) είναι µία συνάρτηση 
από το Μω και ας αντικατασταθούν στην θέση µερικών από τα x ή και όλων συναρτήσεις F1, 
F2, … που ανήκουν στο Μω. Τότε εµφανίζονται οι F, F1, F2, … ήδη στα Μn , Μn1 , Μn2, και 
εποµένως όλες στο Μm , όπου είναι m = max(n,n1,n2, …). Τότε εµφανίζεται όµως η 
συνάρτηση που προκύπτει από την αντικατάσταση ήδη στο Μm+1 άρα σίγουρα στο Μω. 
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(1)          (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(1,5),(2,4),(1,6),(2,5),(3,4),(1,7),… 
Σύµφωνα µε την προηγούµενη παρατήρηση, υπάρχει µία µονοτόνως 

αύξουσα συνάρτηση g1(t) τέτοια ώστε για όλα τα t ισχύει  
f1g1(t) B1 f2g1(t), 

όπου Β1 σηµαίνει ένα από τα σύµβολα <, =, >. Παροµοίως υπάρχει, 
σύµφωνα µε την ίδια παρατήρηση, αν αντικαταστήσουµε σε αυτήν τις f1 και f2 
µε f1g1 και f3g1, µία µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση g2(t) τέτοια, ώστε για όλα 
τα t ισχύει 

f1g1g2(t) B2 f3g1g2(t) 
όπου Β2 σηµαίνει πάλι ένα από τα σύµβολα <, =, >. Στην συνέχεια 

παίρνουµε, σύµφωνα µε την ίδια παρατήρηση, αν αντικατασταθούν σε αυτήν 
οι f1 και f2 µε f1g1g2 και f4g1g2, ότι υπάρχει µία µονοτόνως αύξουσα 
συνάρτηση g3(t) τέτοια, ώστε για όλα τα t ισχύει 

f1g1g2g3(t) B3 f4g1g2g3(t) 
όπου Β3 σηµαίνει ένα από τα σύµβολα <, =, >. Την επόµενη φορά 

παίρνουµε µε τον ίδιο τρόπο 
f2g1g2g3g4(t) B4 f3g1g2g3g4(t) 

κ.ο.κ. Τώρα βάζω για όλα τα n 
g1 g2 …gn(n) = g(n) 

και ισχυρίζοµαι ότι, αν είναι (i,j) το ζεύγος τάξεως n στην ακολουθία (1), 
τότε ισχύει για όλα τα tsn η σχέση: 

(2)                                        fig(t) Bn fjg(t) 
Γιατί για όλα τα t είναι 
(3)                             fig1g2 ...gn(t) Bn fjg1g2 ...gn(t) 
Αν βάλουµε εδώ ειδικά t=n, παίρνει  
(4)                                       fig(n) Bn fjg(n) 
Αν βάλουµε στην (3) gn+1 gn+2 …gn+h(t) στην θέση του t αναγνωρίζουµε 

ότι για όλα τα t ισχύει 
fig1g2 ...gn+h(t) Bn fjg1g2 ...gn+h(t) 

και αν βάλουµε ειδικά t=n+h παίρνουµε 
(5)                                      fig(n+h) Bn fjg(n+h) 
Λόγω των (4) και (5) ισχύει η (2) για όλα τα tsn, όπως ισχυρισθήκαµε. 

Φυσικά είναι η g(t) µονοτόνως αύξουσα, γιατί ισχύει 
g(n+1)= g1g2 ... gngn+1(n+1)> g1g2 ... gn(n) = g(n) 

αν παρατηρήσουµε ότι πρέπει να είναι gn+1(n+1)>n αφού η gn+1 αυξάνεται 
µονοτόνως. Έτσι αποδείχθηκε το θεώρηµα 1.  

Αυτό το θεώρηµα το εφαρµόζουµε τώρα στο σύνολο Μ1. Έστω, λοιπόν, 
ότι η µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση g(t) είναι τέτοια, ώστε, αν είναι fi(t) και 
fj(t) δύο τυχαία στοιχεία του Μ1, τότε ισχύει για όλα τα t>ti,j πάντοτε µία 
σταθερή σχέση µεγέθους µεταξύ των fig(t) και fjg(t). Αυτό το χρησιµοποιώ για 
να ορίσω µίαν γραµµική διάταξη όλων των στοιχείων του Μ1. Αν, δηλαδή, 
ισχύει για όλα τα t>ti,j η σχέση fig(t) Β fjg(t), όπου Β σηµαίνει είτε <, είτε =, 
είτε >, βάζω για τα στοιχεία fi και fj του Μ1, 

fi Β fj.  
Το ότι µε αυτόν τον τρόπο ορίζεται µία γραµµική διάταξη του Μ1, είναι 

εύκολο να αναγνωρισθεί. Γιατί, σύµφωνα µε το αποδειχθέν θεώρηµα, ισχύει 
για κάθε ζεύγος (i ,j) µία και µόνο µία από τις σχέσεις 

fi < fj, fi = fj, fi > fj
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και αναγνωρίζουµε ότι από τις fi < fj και fj < fh προκύπτει fi < fh, και 
παροµοίως προκύπτει fi = fh, από τις fi = fj, και fi = fh , ενώ οι fi > fj, και fj < fi 
είναι ταυτόσηµες. Όταν έχουµε, για παράδειγµα, fi < fj και fj < fh, αυτό 
σηµαίνει ότι για όλα τα t>ti,j και αντιστοίχως t>tj,h ισχύει  

fig(t) < fjg(t) και fjg(t) < fhg(t) 
και από αυτά προκύπτει ότι για t> max(ti,j, tj,h) είναι 

fig(t) < fhg(t). 
Η σταθερή σχέση που προκύπτει για όλα τα t>ti,h µεταξύ fig(t) και fhg(t) 

είναι, λοιπόν, η σχέση <.  
Αυτήν την ακολουθία των στοιχείων του Μ1 την ονοµάζω Ν*. Είναι εύκολο 

να δούµε ότι η Ν αποτελεί ένα γνήσια αρχικό κοµµάτι της  Ν*. Γιατί µεταξύ 
των στοιχείων του Ν* εµφανίζονται επίσης οι «σταθερές», δηλαδή τα στοιχεία 
του Ν. εκτός τούτου είναι προφανώς 1cf, όπου f είναι ένα τυχόν στοιχείο του 
Ν*, και για κάθε στοιχείο f(t) του Ν* υπάρχει ένα αµέσως µεγαλύτερο, δηλαδή 
το f(t)+1. το ότι είναι f<f+1 στο Ν* είναι άµεσα εµφανές. Αλλά δεν µπορεί 
κανείς να έχει επίσης f<h<f+1, γιατί αυτό θα σήµαινε, ότι για αρκετά µεγάλα t 
θα είχαµε fg(t)<hg(t)<fg(t)+1, πράγµα που είναι αδύνατο. Ως εκ τούτου 
αρχίζει η ακολουθία Ν*µε τα στοιχεία 1,2,3,… της Ν. Από την άλλη πλευρά 
είναι το στοιχείο t του Ν*, δηλαδή η συνάρτηση f(t)=t προφανώς µεγαλύτερη 
από κάθε σταθερά, δηλαδή από κάθε στοιχείο του Ν, γιατί η fg(t) = g(t) 
αυξάνεται, βέβαια, µε το t µέχρι το άπειρο. Άρα αποτελεί πράγµατι το Ν ένα 
γνήσιο αρχικό κοµµάτι του Ν*. 

Τώρα µπορούν τα στοιχεία του Μ, που είναι, βέβαια, συναρτήσεις στο Ν, 
να ορισθούν και ως συναρτήσεις στο Ν*, και µάλιστα έτσι, ώστε να διατηρούν 
το νόηµά τους στο Ν. Αυτή η διεύρυνση του νοήµατος εκείνων των 
συναρτήσεων προκύπτει, πράγµατι, αφ’ εαυτής. ∆ηλαδή, έστω ότι: 

(6)                                  F(x1,x2,…,xn)  
είναι µία τέτοια συνάρτηση. Έστω ότι φ1(t), …, φn(t) είναι µεταβλητά 

στοιχεία του Ν*. Κάθε φορά που κάνουµε µίαν ειδική επιλογή για τα φ1, …,φn, 
έστω f1, f2, …,fn, παίρνουµε µε αντικατάσταση των f1(t), …,fn(t) στην θέση 
των x1,…,xn την συνάρτηση F(f1(t), …,fn(t)), η οποία ανήκει πάλι στο Μ λόγω 
της κλειστότητας ως προς αντικαταστάσεις, άρα επίσης στο Μ1 αφού 
εµφανίζεται µόνο µία µεταβλητή t. Αυτό σηµαίνει όµως: 

Για κάθε επιλογή των τιµών των µεταβλητών φ1, …,φn από το Ν* 
παριστάνει η F(φ1, …,φn) πάλι ένα στοιχείο του Ν*. Με αυτόν τον τρόπο έχει 
ορισθεί η F ως συνάρτηση n µεταβλητών µέσα στο Ν*. 

Επίσης είναι φανερό ότι αν διαλέξουµε ως φ1(t), …, φn(t) n σταθερές, π. χ. 
τις a1, …, an, η F(a1, …, an) παριστάνει πάλι µίαν σταθερά και αυτή η σταθερά 
είναι η τιµή στο Ν της συνάρτησης F(x1,x2,…,xn) για τις τιµές a1, …, an στο Ν 
των µεταβλητών x1,x2,…,xn.  

Κατ’ αυτόν τον τρόπο µπορούν λοιπόν πράγµατι να θεωρηθούν οι 
συναρτήσεις F(x1,x2,…,xn) στο Ν και ως συναρτήσεις στο Ν*, µε διατήρηση 
του νοήµατός τους στο Ν.  

Θεώρηµα 2. Αν οι συναρτήσεις του συνόλου Μ θεωρηθούν ως
συναρτήσεις στο Ν

      
      * , κάθε τύπος του συνόλου Π παραµένει σε ισχύ µέσα στο

Ν*. 
Απόδειξη: Έστω ότι δίνεται ένας τυχαίος τύπος Α του συνόλου Π. Είναι 

κατασκευασµένος µε σύζευξη (&), διάζευξη (¤), και άρνηση (~) από σχέσεις 
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‘=’ ή ‘<’ [µεταξύ αριθµητικών συναρτήσεων]. Τώρα όµως ισχύει τόσο στο Ν 
όσο και στο Ν*, ότι η άρνηση του x=y µπορεί να γραφτεί ως διάζευξη 
(x<y)¤(y<x) και η άρνηση του x<y ως η διάζευξη (x=y)¤(y<x). Ως εκ τούτου 
µπορεί ο δοσµένος τύπος να κατασκευασθεί µέσω σύζευξης και διάζευξης 
αποκλειστικά σχέσεων µε ‘=’ ή ‘<’ και µάλιστα µε τον ίδιο τρόπο τόσο στο Ν*, 
όσο και στο Ν. Ως γνωστόν µπορεί τότε να γραφτεί ο Α στην µορφή  

(7)                             Α1¤Α2¤…¤Αn

όπου κάθε Α  σχηµατίζεται µόνο µε σύζευξη, περίπου ως εξής: i

)

i
 

(F1i(x1,…, xn) B1i G1i(x1,…, xn))&…& (Fm(i ,i(x1,…, xn) Bm(i),i Gm(i),i(x1,…, xn)) 
όπου κάθε Bj,i σηµαίνει το σύµβολο ‘=’ ή το σύµβολο ‘<’.  
Σύµφωνα µε την υπόθεση είναι, λοιπόν, ο Α αληθής για µίαν τυχαία 

επιλογή των τιµών των µεταβλητών x1,…, xn στο Ν. Πρέπει να αποδειχθεί ότι 
αν οι x1,…, xn αντικατασταθούν µε n µεταβλητά στοιχεία φ1(t), …, φn(t) του 
Ν*, τότε είναι ο Α αληθής για µίαν τυχαία επιλογή αυτών των συναρτήσεων φ 
στο Ν*.  

Έστω τώρα ότι f1(t), …,fn(t) είναι µία τυχαία ειδική επιλογή των 
µεταβλητών συναρτήσεων φ1, …,φn. Τότε παριστάνει κάθε Fr,i(f1(t), …,fn(t)) 
ένα ειδικό στοιχείο του Ν*, που θα το ονοµάσω συντοµότερα fr,i(t). 
Παροµοίως ονοµάζω το Gr,i(f1(t), …,fn(t)) συντοµότερα gr,i(t).  Σύµφωνα µε τις 
παραπάνω παρατηρήσεις υπάρχει τώρα ένα στοιχείο tr,i του Ν τέτοιο, ώστε για 
t> tr,i  παραµένει µία σταθερή σχέση <,=, ή > µεταξύ fr,ig(t) και gr,ig(t). Έστω 
τώρα ότι Τ είναι το µέγιστο των πεπερασµένου πλήθους αριθµών tr,i . Αν τώρα 
µπει ειδικά t=g(T+1), δηλαδή xk=fkg(T+1), k=1,2,…,n , στις (7) και (8), τότε 
είναι ο Α αληθής. ∆ηλαδή, τουλάχιστον ένα από τα ενδεχόµενα Α   αληθεύει. 
Έστω, λοιπόν ότι αληθεύει ο Αα . 

Τότε είναι λοιπόν όλες οι σχέσεις  
fr,αg(Τ+1) Βr,α gr,αg(Τ+1)  r=1,2,.., mα

αληθείς. Αφού όµως η σχέση Βr,α µεταξύ των fr,αg(t) και gr,αg(t)    
παραµένει σταθερή για όλα τα t>T έχει το στοιχείο fr,α του Μ1 στην ακολουθία 
Ν*, την σχέση Βr,α προς το gr,α. Με άλλα λόγια, για r = 1,2,…,n έχουµε 

Fr,α(f1(t), …,fn(t)) Βr,α Gr,α(f1(t), …,fn(t)) 
∆ηλαδή ο Αα είναι αληθής για την ειδική επιλογή n στοιχείων f1, …,fn του  

Ν*. Άρα είναι και ο Α αληθής γι’ αυτήν την επιλογή στοιχείων. Επειδή όµως 
αυτή η επιλογή ήταν τυχαία, είναι ο Α πράγµατι ένας αληθής τύπος στο Ν*. 
Έτσι αποδείχθηκε το θεώρηµα 2. 

Θεώρηµα3. Έστω ότι Π είναι ένα σύνολο από πεπερασµένες ή αριθµήσιµα
άπειρες προτάσεις σχετικά µε τα στοιχεία του Ν, όπου τώρα εµφανίζεται και ο
ποσοδείκτης «υπάρχει» ($). Επί πλέον ας έχει το Μ’ την προηγούµενη
σηµασία του. Τότε είναι δυνατόν να επεκτείνει κανείς το Μ’ µε προσθήκη νέων
στοιχείων σε ένα σύνολο Μ’’ έτσι, ώστε κάθε πρόταση στο Π µπορεί να
γραφτεί ως τύπος µέσω των συναρτήσεων στο Μ’’.  

       
        

      
         
      

      
 
Απόδειξη: Κάθε πρόταση στο Π µπορεί να γραφτεί στην µορφή 
 
(9)      $x1…$xm"y1…"yn$z1…$zp"u1…"uq$v1…$vr …A(x1, …, xm, y1, …, yn, 

z1, …, zp, u1, …, uq, v1, …, vr, …) 
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όπου µπορούν να λείπουν τα πρώτα σύµβολα ‘$’ (δηλαδή m=0), έτσι ώστε 
η παράσταση να αρχίζει µε ‘"’. Αυτή η πρόταση είναι όµως ισοδύναµη µε την 
ακόλουθη:  

Υπάρχουν κάποιοι αριθµοί a1, …, am και κάποιες συναρτήσεις f1(y1, …, yn), 
…, fp(y1, …, yn), g1(y1, …, yn, u1,…, uq), …, gr(y1, …, yn, u1,…, uq), … τέτοιες 
ώστε [η παράσταση]  

(10)  A(a1, …, am ,  y1, …, yn, f1(y1, …, yn), …, fp(y1, …, yn), u1, …, uq, 
g1(y1, …, yn, u1,…, uq), …, gr(y1, …, yn, u1,…, uq), … ) 

να είναι ένας τύπος, δηλαδή αληθής για τυχαίες τιµές των y1, …, yn, u1,…, 
uq, …. Μπορεί κανείς τώρα να θεωρήσει ότι έχουν επιλεγεί τέτοιοι ειδικοί 
αριθµοί και τέτοιες αριθµητικές συναρτήσεις για κάθε πρόταση στο Μ.  

Εδώ δεν είναι ανάγκη να χρησιµοποιηθεί η Αρχή Επιλογής, γιατί είναι 
εύκολο να ορισθεί  για όλες τις αληθείς προτάσεις µία µονοσήµαντα ορισµένη 
επιλογή αυτών των αριθµών και αριθµητικών συναρτήσεων. Θέτουµε, 
δηλαδή, αρχικά  

"y1…"yn$z1…$zp"u1…"uq$v1…$vr …A(x1, …, xm, y1, …, yn, u1, …, uq, v1, …, 
vr, …) = B(x1, …, xm) 

και διατάσσουµε όλες τις m-αδες x1, …, xm λεξικογραφικά. Έπειτα 
επιλέγουµε την m-αδα a1, …, am  ως την πρώτη (µικρότερη) για την οποία 
ισχύει η Β. Έπειτα θέτουµε 

$z1…$zp"u1…"uq$v1…$vr …A(a1, …, am, y1, …, yn, z1, …, zp, u1, …, uq, v1, 
…, vr, …)=C1(y1, …, yn, z1) 

Τότε είναι, λοιπόν, η "y1…"yn C1(y1, …, yn, z1) αληθής. Εδώ µπορούµε να 
επιλέξουµε το z1 για κάθε n-αδα y1, …, yn, όσο πιο µικρό γίνεται έτσι ώστε να 
είναι η C1 αληθής. Έτσι ορίζεται το z1 µονοσήµαντα ως συνάρτηση f1(y1, …, 
yn). Στην συνέχεια θέτουµε 

$z2…$zp"u1…"uq$v1…$vr …A(a1, …, am, y1, …, yn, f1(y1, …, yn), z2, …, zp, 
u1, …, uq, v1, …, vr, …)=C2(y1, …, yn, z2) 

ώστε να είναι η "y1…"yn $z2C2(y1, …, yn, z2) αληθής. Για κάθε n-αδα y1, …, 
yn, µπορούµε τότε πάλι να επιλέξουµε το z2 όσο πιο µικρό γίνεται έτσι, ώστε 
να είναι η C2(y1, …, yn, z2) αληθής. Έτσι ορίζεται η z2 µονοσήµαντα ως 
συνάρτηση f2(y1, …, yn). Την επόµενη φορά θέτουµε 

$z3…$zp"u1…"uq$v1…$vr …A(a1, …, am, y1, …, yn, f1(y1, …, yn), f2(y1, …, 
yn), z3, …, zp, u1, …, uq, v1, …, vr, …)=C3(y1, …, yn, z3) 

κ.ο.κ. Όταν έχουν ορισθεί όλα τα z ως συναρτήσεις των y1, …, yn τότε 
θέτουµε 

$v2…$vr …A(a1, …, am, y1, …, yn, f1(y1, …, yn),…, fp(y1, …, yn), u1, …, uq, v1, 
…, vr, …)=D1(y1, …, yn, u1, …, uq, v1) 

Τότε αληθεύει η "y1…"yn"u1…"uq$v1 D1(y1, …, yn, u1, …, uq, v1) και 
µπορούµε, για κάθε (n+q)-άδα y1, …, yn, u1, …, uq, να επιλέξουµε το v1 όσο 
µικρότερο γίνεται, ώστε να αληθεύει η D1(y1, …, yn, u1, …, uq, v1). Έτσι 
ορίζεται το v1 µονοσήµαντα ως συνάρτηση g1(y1, …, yn, u1, …, uq). Μετά 
θέτουµε 

$v3…$vr …A(a1,…, am, y1, …, yn, f1(y1, …, yn),…, fp(y1, …, yn), u1, …, uq,  
g1(y1, …, yn, u1, …, uq), v2, …, vr, …)=D2(y1, …, yn, u1, …, uq, v2) 

κ.ο.κ. Είναι φανερό το πώς ορίζεται µε αυτόν τον τρόπο για κάθε πρόταση 
στο Π µονοσήµαντα µία επιλογή αριθµών a1, …, am,  και αριθµητικών 
συναρτήσεων f1, …, fp, g1, …, gr, … . 
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Αν προστεθούν οι συναρτήσεις που ορίσθηκαν µε αυτόν τον τρόπο στο Μ’ 
µπορεί κάθε πρόταση (9) του Π να γραφτεί στην µορφή (10). Η παράσταση 
(10) αληθεύει τότε για τυχαίες τιµές των ελεύθερων µεταβλητών y1, …, yn, u1, 
…, uq, … και παριστάνει, εποµένως, έναν τύπο. Έτσι αποδείχθηκε το θεώρηµα 
3.  

Ένα πολύ απλό ενδεικτικό παράδειγµα του θεωρήµατος 3 είναι το ακόλουθο. Ως γνωστό 
είναι η Kongruenz  

2yª1(mod (2x+1)) 
επιλύσιµη για όλα τα x. Με άλλα λόγια, η πρόταση 

"x$y$z(2y=(2x+1)*z+1) 
είναι αληθινή. Για κάθε x µπορούµε όµως να επιλέξουµε y=x+1 και z=1, δηλαδή έχουµε 

τον τύπο  
2(x+1)=(2x+1)*1+1. 

 
Θεώρηµα 4 Έστω ότι τα Π και Μ’ έχουν το ίδιο νόηµα όπως στο

προηγούµενο θεώρηµα. Τότε υπάρχει ένα διατεταγµένο σύνολο Ν
      

      
        

    
         

    
:

*, του
οποίου το Ν είναι ένα γνήσιο αρχικό κοµµάτι τέτοιο, ώστε κάθε πρόταση του
Π είναι επίσης πρόταση του Ν*, µε κάποια επέκταση του νοήµατος των
συναρτήσεων από το Μ’, έτσι ώστε να γίνουν συναρτήσεις στο Ν* µε
διατήρηση του νοήµατός τους στο Ν.  

Απόδειξη  Σύµφωνα µε το θεώρηµα 3 µπορούµε να επεκτείνουµε το Μ’ σε 
ένα σύνολο Μ’’ τέτοιο, ώστε κάθε πρόταση του Π να µπορεί να γραφτεί ως 
τύπος µε την βοήθεια των συναρτήσεων από το Μ’’. Έστω ότι το σύνολο 
αυτών των τύπων είναι Π’. Σύµφωνα µε τα προκαταρτικά του θεωρήµατος 2 
µπορούµε τότε να σχηµατίσουµε µίαν ακολουθία Ν*, που το Ν είναι γνήσιο 
αρχικό της τµήµα, και να ορίσουµε µίαν επέκταση του νοήµατος όλων των 
συναρτήσεων από το Μ’’ έτσι, ώστε οι τελευταίες να γίνουν συναρτήσεις στο 
Ν* διατηρώντας το νόηµά τους στο Ν. Παράλληλα, σύµφωνα µε το θεώρηµα 
2, παραµένουν ακόµα οι τύποι του Π’ σε ισχύ στο Ν*. Αν όµως ένας τύπος 
όπως ο (10) ισχύει στο Ν*, προφανώς ισχύει τότε και η πρόταση (9), όπου 
στην (9) εµφανίζονται µόνο οι επεκτεταµένες συναρτήσεις από το Μ’. 
Προφανώς έχει έτσι αποδειχθεί το  θεώρηµα 4. 

Από το θεώρηµα 4 προκύπτει αµέσως ότι ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα
άπειρο σύστηµα αξιωµάτων, που τα αξιώµατά του είναι προτάσεις µόνο µε
αριθµητικές µεταβλητές, δεν µπορεί να χαρακτηρίσει την ακολουθία των
αριθµών. Γιατί το περιεχόµενο του θεωρήµατος 4 µπορεί να εκφρασθεί ως 
εξής: Πεπερασµένες ή αριθµήσιµα άπειρες προτάσεις µε µόνο ατοµικές
µεταβλητές, που ισχύουν για µίαν ακολουθία τύπου ω, δεν µπορούν να
διακρίνουν αυτήν την ακολουθία από ορισµένες ακολουθίες ανωτέρου
διατακτικού τύπου. Αλλά, αν θεωρήσουµε ένα πεπερασµένο σύστηµα 
αξιωµάτων, όπου εµφανίζονται ανώτερες µεταβλητές, όπως «προτασιακή 
συνάρτηση» ή «σύνολο», τότε µπορούν, σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Löwenheim ή αντίστοιχα µίαν γενίκευσή του

  
    

     

     
     

     
 

  
     

 

                                       

3,  να παραχθούν µόνο 
αριθµήσιµα άπειρες προτάσεις για τους αριθµούς από αυτά. Ένας πλήρης
χαρακτηρισµός της ακολουθίας των αριθµών δεν είναι ως εκ τούτου µε
κανέναν τρόπο δυνατός.  

 
3 Βλέπε Th. Skolem: Logisch-kombinatorische Untersuchungen etc. Oslo Vid. Akademis 
skrifter, I, 1920, No 4. 
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Ιδιαίτερα εύκολα το αναγνωρίζουµε αυτό για τα συνηθισµένα συστήµατα 
αξιωµάτων που παρατίθενται. Συνήθως παραθέτουµε αναδροµικά αξιώµατα 
προς κατασκευήν αριθµητικών συναρτήσεων. Επί πλέον έχουµε τα αξιώµατα 
της σχέσης <. Σε όλα αυτά τα αξιώµατα εµφανίζονται µόνο αριθµητικές 
µεταβλητές. Εκτός τούτου παραθέτουµε δύο αξιώµατα όπου εµφανίζεται µία 
µεταβλητή προτασιακή συνάρτηση, δηλαδή: 

Αρχή της ισότητας: 
(x=y)Ø(S(x)¨S(y)) 

Αρχή της πλήρους επαγωγής: 
S(1)& "x(S(x) ØS(x+1)) ØS(y) 

Όµως, οι κατασκευάσιµες προτασιακές συναρτήσεις σχηµατίζονται µε τις 
πέντε λογικές πράξεις από σχέσεις < και = µεταξύ αριθµητικών συναρτήσεων. 
Επειδή οι κατασκευάσιµες αριθµητικές συναρτήσεις είναι, φυσικά, 
αριθµήσιµες, το ίδιο θα ισχύει και για τα διάφορα S(x). Ως εκ τούτου µπορεί 
κάθε ένα από τα τελευταία αξιώµατα να θεωρηθεί ως ένα αριθµήσιµο σύνολο 
αξιωµάτων, όπου σε καθένα εµφανίζεται ένα ειδικό S(x). αυτά τα αξιώµατα 
έχουν τότε πάλι αποκλειστικά αριθµητικές µεταβλητές. Σύµφωνα µε το 
θεώρηµα 4 χαρακτηρίζεται, λοιπόν, η ακολουθία των αριθµών µόνο ελλειπώς 
µε αυτά τα αξιώµατα.  

∆ιαφορετικό είναι, όµως, το γεγονός ότι η ακολουθία των αριθµών 
χαρακτηρίζεται πλήρως, π. χ. από τα αξιώµατα του Peano, αν θεωρήσουµε 
την έννοια «σύνολο» ή «προτασιακή συνάρτηση» ως κάτι δοσµένο εκ των 
προτέρων µε ένα νόηµα απόλυτο ανεξάρτητο από όλες τις αρχές παραγωγής ή 
αξιώµατα. Αν όµως θέλουµε να κάνουµε την αξιωµατική θεµελίωση µε 
συνέπεια, έτσι ώστε να αναχθεί σε αξιώµατα επίσης η συλλογιστική µε σύνολα 
ή προτασιακές συναρτήσεις, τότε δεν είναι, όπως είδαµε, δυνατός ο 
µονοσήµαντος ή πλήρης χαρακτηρισµός της ακολουθίας των αριθµών.  

Παρατηρούµε ότι οι αποδείξεις µου βασίζονται εδώ σε κλασσικά 
µαθηµατικό-λογικό έδαφος. Ειδικά προϋποθέτει η απόδειξη του θεωρήµατος 1 
την αρχή αποκλεισµού τρίτου ενδεχοµένου. Θα µπορούσαµε, τώρα να 
επιδιώξουµε να διαµορφώσουµε έτσι τους συλλογισµούς ώστε να 
απαλλαχθούµε από την αρχή αποκλεισµού τρίτου. Ίσως και να επιτύχει αυτό. 
Έχω µίαν ιδέα για το πώς να το προσπαθήσω. Εντούτοις δεν υπεισέρχοµαι 
εδώ σε αυτό αλλά επιφυλάσσοµαι να επανέλθω αργότερα. 

 
Παρατήρηση της Συντακτικής Επιτροπής 

 
Τα ακόλουθα (ειδικότερα και ανεξάρτητα) αποτελέσµατα, τα οποία 

προέκυψαν το έτος 1927/28 στο σεµινάριο του κ. A. Tarski (Πανεπιστήµιο της 
Βαρσοβίας) έχουν άµεση σχέση µε το παραπάνω αποτέλεσµα του κ. Th. 
Skolem. 

(1) Ο κ. A. Tarski παρατήρησε ότι το σύνολο των αριθµητικών προτάσεων 
(= προτάσεων µε µόνο ατοµικές µεταβλητές) στις οποίες εµφανίζεται (εκτός 
από τα λογικά σύµβολα, π.χ. το σύµβολο ταυτότητας) ως σταθερό σύµβολο 
το σύµβολο της διατακτικής σχέσης ‘<’, και οι οποίες ικανοποιούνται για τον 
διατακτικό τύπο ω, ταυτίζεται µε το αντίστοιχο σύνολο για τον τύπο 
ω+(ω*+ω)τα, όπου τ είναι ένας τυχαίος διατακτικός τύπος.  
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(2) Ο κ. S. Jaskowski απέδειξε (ως συνέχεια µίας εργασίας του κ. M. 
Pressburger: C. R. du Congres des Math. Des Pays Slaves, 1929, σελ. 92 και 
395), ότι το σύνολο των αριθµητικών προτάσεων όπου ως σταθερά σύµβολα 
(εκτός από τα λογικά σύµβολα) εµφανίζονται τα σύµβολα ‘1’ και ‘+’ , και οι 
οποίες ικανοποιούνται για την περιοχή των ακεραίων αριθµών, ταυτίζεται µε 
το αντίστοιχο σύνολο για την περιοχή των αριθµών α +βi , όπου το α  
διατρέχει ακεραίους και το β ρητούς αριθµούς. 

(3) Ο κ. A. Tarski απέδειξε ως συµπλήρωµα του γνωστού θεωρήµατος των 
Löwenheim-Skolem ότι για κάθε χωρίς αντιφάσεις σύνολο αριθµητικών 
προτάσεων, που δεν έχει καµία πεπερασµένη, ερµηνεία υπάρχει µία ερµηνεία, 
όχι µόνο στο αριθµήσιµα άπειρο, αλλά και στο µη αριθµήσιµα άπειρο. Από 
αυτό προκύπτει ότι τέτοια σύνολα δεν µπορεί να είναι κατηγορικά [να έχουν 
µόνο ισόµορφα µεταξύ τους µοντέλα]. 

 
 
Σχόλια 
 
1. Ερώτηση: Γιατί επεκτείνει και συµπληρώνει ο Skolem το σύνολο Μ των 

αριθµητικών συναρτήσεων του Π για να συµπεριλάβει τα αριθµητικά 
πολυώνυµα και όλες τις συναρτήσεις που προκύπτουν µε αντικαταστάσεις;  

∆ηµιουργεί έτσι το υπερσύνολο Μ’ που περιλαµβάνει και τα πολυώνυµα και 
το υπερσύνολο αυτού το Μ, που περιλαµβάνει και όλες τις συναρτήσεις που 
προκύπτουν µε αντικαταστάσεις. Μετά επιλέγει το υποσύνολο Μ1, των 
συναρτήσεων µίας µεταβλητής στο Μ και το διατάσσει κατά σειρά µεγέθους 
των συναρτήσεων αυτών δηµιουργώντας έτσι την ακολουθία N*.  

Απάντηση: Αυτά όλα γίνονται για να ισχύει τελικά F:(N*)nØN* για τις 
συναρτήσεις n µεταβλητών FœM, όπως ισχύει και F:NnØN (βλ. σελ.4). 

2. Ο Skolem δεν κατασκευάζει πολλαπλά µοντέλα για κάθε σύστηµα 
αξιωµάτων. Χρησιµοποιεί µόνο το N*. Η ύπαρξη πολλαπλών µη ισόµορφων 
µοντέλων (διαφορετικού πληθικού τύπου) για κάθε σύστηµα αξιωµάτων 
φαίνεται να αποδείχθηκε από τον Alfred Tarski. Στις εργασίες του 1933 και 
1934 ο Skolem αποδεικνύει απλά την ύπαρξη ενός µόνο µη ισόµορφου προς 
τους φυσικούς αριθµούς µοντέλου, είτε περιγράφονται µε ένα πεπερασµένο 
σύστηµα αξιωµάτων είτε µε ένα άπειρο αλλά αριθµήσιµο! 
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∆οµή της εργασίας του Skolem του έτους 1934 
 
1. Εξετάζει συναρτήσεις ακεραίων θετικών µεταβλητών που έχουν 

ακέραιες θετικές τιµές. Αν f(x) και g(x) είναι δύο τέτοιες συναρτήσεις, τότε 
υπάρχουν πάντοτε είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) < g(x), είτε άπειρα x 
για τα οποία είναι f(x) = g(x) είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) > g(x). Για 
κάθε τέτοιο ζεύγος συναρτήσεων ορίζεται µία διάταξη αναλόγως του ποιο από 
τα τρία ενδεχόµενα ισχύει, όπου αν ισχύουν περισσότερα από ένα τέτοια 
ενδεχόµενα επιλέγουµε αυθαίρετα µία από τις προσφερόµενες δυνατότητες 
διάταξης. Για να δηµιουργηθεί µία διάταξη συγκεκριµένων συναρτήσεων 
αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρηµα: 

Θεώρηµα1.  Έστω ότι fr(x), r=1,2,3,… είναι µία ακολουθία συναρτήσεων. 
Τότε υπάρχει πάντα µία συνάρτηση g(x), που αυξάνεται µονότονα, τέτοια    
ώστε, αν είναι i<j δύο δείκτες, ισχύει πάντα συνεχώς µία από τις τρεις       
περιπτώσεις: 

fi j i j j(g(x))<f (g(x)), f (g(x))=f (g(x)), fi(g(x))>f (g(x)) 
 
όταν x>x0  όπου x0 ορισµένος αριθµός. 
 
2. Εξετάζει τώρα ένα απλό σύστηµα αξιωµάτων της Αριθµητικής 

αποτελούµενο από τις ακόλουθες προτάσεις που ισχύουν για τους φυσικούς 
αριθµούς Ν: 

(1) Οι αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης <. Αυτή η 
σχέση είναι ασύµµετρη και µεταβατική.  

(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος x+1, δηλαδή 

x<yzx+1cy.  
(4) Υπάρχει µία πράξη +, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Για µία οποιαδήποτε προτασιακή συνάρτηση [δηλ. κατηγόρηµα] U(x)  

ισχύει η αρχή της επαγωγής: 
U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 

(7) Για µία τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x) ισχύει <η αρχή της 
αντικαταστάσεως>: 

(x=y) Ø(U(x)VU(y)). 
 

3. Ως «προτασιακές συναρτήσεις» ονοµάζει κάθε είδους προτάσεις που 
κατασκευάζονται µέσω των 5 λογικών πράξεων µε βάση εξισώσεις, ή σχέσεις 
µεγαλυτέρου ή µικροτέρου µεταξύ πολυωνύµων 

4. Αποδεικνύει ότι όλες οι προτάσεις που µπορούν να παραχθούν µε βάση 
τις προϋποθέσεις (1)-(7) µε προσθήκη της αρχής της του τρίτου αποκλείσεως 
ισχύουν επίσης για γραµµικά διατεταγµένα σύνολα άλλης, ευρύτερης φύσης 
από τους φυσικούς αριθµούς.  
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5. Από την γενική φύση της απόδειξης προκύπτει ότι αυτό θα ισχύει 
πάντοτε, ακόµα και αν προστεθούν ως αξιώµατα άλλες ιδιότητες της 
ακολουθίας των αριθµών ανεξάρτητες από τα δοθέντα αξιώµατα. 

6. Αποδεικνύει κατ’ αρχήν την ακόλουθη επέκταση της επαγωγικής 
συναγωγής:  

Έστω ότι ισχύει U(1) και επίσης U(z+1) αν ισχύει U(z) για όλα τα u c z. 
Τότε ισχύει U(x) για όλα τα x. Πρόκειται, λοιπόν, να δειχθεί ότι  

    
  

U(1)& "y["x((xcy) ØU(x))ØU(y+1)]Ø U(z). 
7. Παρατηρεί ότι σε κάθε µη κενό σύνολο αριθµών υπάρχει ένας      

ελάχιστος, όπου εδώ «σύνολο» σηµαίνει µία συλλογή δοσµένη µέσω των 
προτασιακών συναρτήσεων µίας µεταβλητής.  

8. Στοχεύει τώρα στο να αποδείξει ότι όλες οι προτάσεις που ισχύουν για 
τους ΦΑ, δηλαδή την ακολουθία Ν, ισχύουν και για το διατεταγµένο σύνολο 
συναρτήσεων µίας µεταβλητής των ΦΑ.  

Για να το πετύχει αυτό κατασκευάζει για κάθε πρόταση που αληθεύει για 
ΦΑ µίαν συνάρτηση ΦΑ που να ικανοποιεί την πρόταση αυτήν.  

Αυτό γίνεται µε εξέταση όλων των δυνατών περιπτώσεων: 
α. Αν η πρόταση "x $yA(x,y) είναι αληθής έτσι, ώστε για κάθε x υπάρχει 

µόνο ένα y τέτοιο ώστε να ισχύει A(x,y). Τότε µπορεί κανείς να πει ότι µε την 
A(x,y) ορίζεται µία συνάρτηση y=f(x) µε την συνηθισµένη µαθηµατική έννοια. 
Η εξίσωση y=f(x) είναι µία µεταγραφή της A(x,y), και αντί για "x$yA(x,y) έχει 
κανείς τότε "x A(x,f(x)), {δηλαδή "x $fA(x,f) µε fœN*}. 

β. Σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) αλλά για κάθε x υπάρχουν 
περισσότερες τιµές y που την ικανοποιούν διαλέγει ως f(x) την ελάχιστη από 
αυτές τις τιµές.  

Σύµφωνα µε ότι ήδη απέδειξε, υπάρχει µεταξύ όλων των y για τα οποία 
ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, ένας ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να 
ονοµασθεί f(x) και προσδιορίζεται από το x (και φυσικά από την προτασιακή 
συνάρτηση Α).  

Τότε είναι, εποµένως, η y=f(x) ισοδύναµη µε A(x,y)& "z(A(x,z) Ø(ycz)), 
και έχουµε "xA(x,f(x)). 

γ. Παρόµοια, αν είναι δοσµένη µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z), µπορεί 
κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση A(x,u,v)&"u"v(A(x,u,v) 
Ø(y<u)¤(y=u)&(ycv)), µέσω της οποίας είναι δοσµένα τα y και z ως 
συναρτήσεις y=f(x) και z=g(x) του x.  

Ο y=f(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για τον οποίο ισχύει η A(x,y,z) για 
οποιοδήποτε z, και z=g(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για τον οποίο ισχύει η 
A(x,f(x),z). Αν η "x$y$zA(x,y,z) είναι αληθής, τότε υπάρχουν οι συναρτήσεις 
f(x) και g(x) για όλα τα x, και έχουµε "xA(x,f(x),g(x)). 

δ. Παρόµοια, αν αληθεύει η "x"y$zA(x,y,z), µπορεί κανείς να σχηµατίσει 
την προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z)&"u(A(x,y,u)Ø(zcu)), µέσω της οποίας 
δίνεται το z ως συνάρτηση f(x,y). Η τελευταία πρόταση µπορεί τότε να 
γραφτεί στην µορφή "x"yA(x,y,f(x,y)).  

ε. Με παρόµοιο τρόπο εργάζεται και αν τα σύµβολα " και $ εµφανίζονται 
εναλλάξ. Έστω, π.χ., η πρόταση "x$y"z$uA(x,y,z,u).  

Για συντοµία βάζουµε προσωρινά, "z$uA(x,y,z,u)=B(x,y) και σχηµατίζουµε 
την "x$yB(x,y)&"v(B(x,v)Ø(ycv)), που είναι µία αληθής πρόταση.  
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Αυτή ορίζει το y ως συνάρτηση f(x), οπότε ισχύει "xB(x,f(x)), δηλαδή, 
"x"z$uA(x,f(x),z,u).  

Τότε ισχύει επίσης η "x"z$uA(x,f(x),z,u)& "w(A(x,f(x),z,w)Ø(ucw)), µε 
την οποία προσδιορίζεται η u=g(x,z).  

Έτσι, αντί για "x$y"z$uA(x,y,z,u) µπορούµε να γράψουµε 
"x"zA(x,f(x),z,g(x,z)). 

ζ. Αν έχει κανείς µία πρόταση, που αρχίζει µε ένα σύµβολο ‘$’, όπως π. χ. 
$x"y$zA(x,y,z), µπορεί να πει ότι έχει "yA(a,y,f(y)) για έναν ορισµένο αριθµό 
a και µία συνάρτηση f(y). 

9. Οι συναρτήσεις που προκύπτουν έτσι µέσω των αληθών γενικών 
υπαρξιακών προτάσεων σχηµατίζουν µία κλειστή ολότητα σε σχέση µε 
αντικαταστάσεις τέτοιων συναρτήσεων στην θέση µεταβλητών.  

Ας  θεωρήσουµε, π.χ., τις z=f(x,y) και y=g(u), όπου η  z=f(x,y) ισοδυναµεί 
µε την ισχύ µίας πρότασης A(x,y,z) και η y=g(u) µε την ισχύ της πρότασης 
B(y,u).4

Τότε για την πρόταση C(x,u,z)= $yA(x,y,z)&B(y,u), προκύπτει ότι είναι 
αληθής η  "x"u$zC(x,u,z) και το z προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τα x και 
u, δηλ. η z είναι συνάρτηση των x και u. Αυτή η συνάρτηση προκύπτει µε 
αντικατάσταση του y=g(u) στην z=f(x,y), δηλ. z=f(x,g(u)).  

Παρόµοια, αν σχηµατίσει κανείς την πρόταση $zA(x,y,z)&B(u,z)=D(x,y,u), 
αναγνωρίζει ότι η πρόταση "x"y$uD(x,y,u) αληθεύει και µάλιστα έτσι ώστε η 
µεταβλητή u να προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τις x, y. Αυτή η συνάρτηση 
είναι τότε η u=g(f(x,y)). Είναι ξεκάθαρο ότι αυτή η αναπαραγωγή ισχύει 
γενικά.  

Ας ονοµάσουµε την ολότητα αυτών των συναρτήσεων Ν*.  
{Προφανώς, ο Skolem εννοεί εδώ ότι, µε κατάλληλες αντικαταστάσεις, 

όλες οι συναρτήσεις πολλών µεταβλητών θα γίνουν συναρτήσεις µίας (το 
πολύ) µεταβλητής. Αυτήν την παράλειψη προσπαθεί να διευκρινίσει µε τα 
θεωρήµατα 3 και 4 στην εργασία του 1935.} 

10. Επειδή προϋποτίθεται ότι ισχύει η αρχή αποκλείσεως τρίτου για τις 
προτάσεις που κατασκευάζονται µε βάση τα δοθέντα αξιώµατα, δεν είναι 
δύσκολο να αναγνωρίσουµε ότι, αν f1(x) και f2(x) είναι δύο τυχόντα στοιχεία 
του Ν*, ή θα υπάρχουν άπειρα x τέτοια ώστε είναι f1(x)<f2(x), ή άπειρα τέτοια 
ώστε f1(x)=f2(x), ή άπειρα τέτοια ώστε f1(x)>f2(x). Ως εκ τούτου µπορούν τα 
στοιχεία του Ν* σύµφωνα µε το θεώρηµα 1 να διαταχθούν γραµµικά 
σύµφωνα µε τον ρυθµό αυξήσεώς τους προς το άπειρο, αν βάλει κανείς µίαν 
κατάλληλη συνάρτηση g(x) στην θέση του x.  

11. Το ότι ισχύουν και οι ιδιότητες (2) και (3) του Ν φαίνεται εύκολα. Γιατί 
στα στοιχεία του Ν* ανήκουν και οι «σταθερές», δηλαδή τα στοιχεία του Ν. 
Ειδικότερα ανήκει, λοιπόν το 1 στο  Ν* και προφανώς είναι στο  Ν* 1cf, όπου 
f είναι ένα τυχαίο στοιχείο του Ν*, αφού είναι 1cf(g(x)) για όλα τα x. 
Παροµοίως είναι το 1+f1(x) ένα στοιχείο του Ν αν είναι τέτοιο το f1(x), και αν 
ισχύει f1g(x)<f2g(x) για όλα τα x, τότε ισχύει f1g(x)+1cf2g(x) για όλα τα x, 
δηλαδή η (3) είναι σωστή.  

                                        
4 (Συνήθως αυτή η συνάρτηση A είναι κατασκευασµένη έτσι, ώστε εµφανίζονται µέσα σε 
αυτήν φαινοµενικές µεταβλητές, όπως φαίνεται από τα παραπάνω παραδείγµατα). 
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12. Παρατηρούµε, τώρα, ότι το Ν* είναι διατεταγµένο κατά έναν πολύ 
ευρύτερο τρόπο από ότι το Ν. Συνολοθεωρητικά, έχει το Ν    * έναν σηµαντικά
ανώτερο διατακτικό     τύπο από ότι το Ν, γιατί ήδη το στοιχείο x του Ν* είναι > 
από οποιαδήποτε σταθερά n.5 Παραπέρα είναι x+1>x, x+2>x+1, …, 2x>x+n, 
όπου n µία τυχούσα σταθερά κ.ο.κ. 

Κατά τα άλλα υπάρχει στο Ν*, ακριβώς όπως και στο Ν, ένα αµέσως 
µικρότερο στοιχείο για κάθε στοιχείο που είναι >1. Έστω, δηλαδή, ότι η 
y=δ(x) είναι δοσµένη µε την πρόταση (y+1rx)&"z(z+1rxØ(ycz)) [σωστό 
είναι να µπει εδώ (z>y)]6. Επειδή προφανώς στο Ν αληθεύει η πρόταση 
"x$y(y+1rx), υπάρχει η δ(x) για όλα τα x και είναι εποµένως ένα στοιχείο του 
Ν*. Είναι, όµως, εύκολο να δούµε ότι η δf(x) είναι το αµέσως προηγούµενο 
της f στοιχείο7 του Ν*, αν είναι f>1, γιατί f>1 σηµαίνει ότι είναι fg(x)>1 για 
όλα τα x, και επειδή δ(x)+1=x για x>1, θα είναι δfg(x)+1=fg(x). ∆εν είναι 
απαραίτητο να εξετάσουµε στενότερα τον τύπο του Ν*. 

13. Αν F(x1,x2,…) είναι µία συνάρτηση ορισµένη πάνω στο Ν, τότε, αν 
φ1(x), φ2(x), … παριστάνουν µεταβλητά στοιχεία του Ν*, είναι F(φ1(x), φ2(x), 
…) µία συνάρτηση στο Ν*, δηλαδή κάθε συνάρτηση στο Ν παριστάνει κατ’ 
αυτόν τον τρόπο µίαν τέτοια συνάρτηση και στο Ν*. Το Ν* έχει εποµένως τις 
ιδιότητες (1), (2), (3), (4), (5), γιατί προφανώς παραµένουν και στο Ν* σε 
ισχύ οι αναδροµικοί τύποι για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό. 

Παρόµοια έχουν ένα νόηµα και στο Ν* όλες οι προτάσεις και προτασιακές 
συναρτήσεις, που µπορούν να συντεθούν µε βάση τα αξιώµατα, γιατί κάθε 
τέτοια πρόταση ή προτασιακή συνάρτηση έχει την µορφή 

Qx1Qx2…U(x1,x2,…,y1,y2,…),  
όπου τα Q παριστάνουν ποσοτικοποιήσεις [" ή $], ενώ η U σχηµατίζεται µε 

Σύζευξη , ∆ιάζευξη ή Άρνηση (και, αν θέλει κανείς, συνεπαγωγή) από σχέσεις 
µε ‘<’ ή ‘=’ µεταξύ πολυωνύµων8 µε ακέραιους συντελεστές. Αυτές οι σχέσεις 
διατηρούν, όµως ένα νόηµα, αν βάλει κανείς στην θέση των µεταβλητών 
τυχαίες συναρτήσεις µίας µεταβλητής x από το Ν ή, µε άλλα λόγια, τυχόντα 
στοιχεία του Ν*.  

14. Το ότι για το Ν* ισχύουν επίσης τα αξιώµατα επαγωγής, (6), και 
αντικατάστασης, (7), προκύπτει ως ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος 2. 

Προηγείται µία απλουστευτική παρατήρηση: 
Τόσο στο Ν όσο και στο Ν* έχουµε 

(x>y) = $z(x=y+z) 
Ως εκ τούτου, µπορεί κανείς να γράψει τις προτάσεις µε τέτοιον τρόπο, 

ώστε στο στοιχειώδες µέρος τους [τον τύπο χωρίς τους ποσοδείκτες] να 
εµφανίζονται µόνο εξισώσεις και όχι ανισότητες. Περαιτέρω, έχουµε 

(x=y)¤(z=u) = (xz+yu=xu+yz) 

                                        

 

5 {∆εν υπάρχει όρος του Ν που να αντιστοιχεί στον xœN*, γιατί οι όροι του Ν είναι ήδη σε 
αντιστοιχία ένας-προς-έναν προς τις σταθερές συναρτήσεις στο N*.} 
6 {Ο τύπος (y+1rx)&"z(z+1rxØ(z>y)) ισοδυναµεί µε (yrx-1)&"z(zrx-1Ø(z>y)). ∆ηλαδή 
είναι yrx-1 και αν για τυχόν  είναι επίσης zrx-1, τότε οφείλει να είναι z>y. Ειδικότερα, αφού 
x>x-1, πρέπει να είναι x>y, δηλαδή, x>yrx-1, άρα y=x-1.} 
7 {∆ηλαδή δf(x)=f(x)-1, αλλά αυτό ισχύει µόνο όταν ορισθεί η πράξη της αφαίρεσης!} 
8 {24.10.03: Οι συναρτήσεις xn, και nx είναι και οι δύο πολυώνυµα ως προς κατάλληλες 
µεταβλητές, επειδή x και n είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί}.{19.7.04: ΛΑΘΟΣ!: Η συνάρτηση 
nx δεν είναι άµεσα ορισµένη για κάθε x. Ορίζεται µόνο αναδροµικά: nx+1=nxn}. 
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ώστε µπορούν να απαλειφθούν οι διαζεύξεις9.  
Άρα µπορεί κάθε πρόταση ή προτασιακή συνάρτηση να γραφτεί έτσι ώστε 

το στοιχειώδες µέρος της να είναι σύζευξη εξισώσεων. 
 
Θεώρηµα 2: Κάθε πρόταση που µπορεί να παραχθεί µε βάση τα     

παρατεθέντα αξιώµατα, η οποία είναι αληθής στο Ν είναι αληθής και στο Ν           *.  
 
Απόδειξη:  
Όπως εξηγήσαµε τώρα µόλις, µπορεί κανείς να γράψει την δοσµένη 

πρόταση έτσι ώστε το στοιχειώδες µέρος της να είναι σύζευξη εξισώσεων, 
τόσο όταν θεωρείται στο  Ν όσο και όταν θεωρείται στο Ν*.  

Η ισχύς της πρότασης στο Ν µπορεί, µε αντικατάσταση µερικών 
µεταβλητών µε ορισµένες συναρτήσεις των άλλων, και επί πλέον µε εισαγωγή 
ειδικών αριθµών για ορισµένες µεταβλητές,  να εκφρασθεί έτσι ώστε αυτή η 
σύζευξη να ισχύει για τυχαίες τιµές στο Ν των µεταβλητών που αποµένουν 
(Βλέπε §8 εδώ).  

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2 αρκεί τότε προφανώς να δείξουµε το 
ακόλουθο: ∆ίνεται µία εξίσωση 

F(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) = 
G(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) 

που είναι αληθής στο Ν για τυχούσες τιµές των x1, x2,…, όπου a1, a2,… 
είναι ορισµένα ειδικά στοιχεία του Ν και f1, f2, …, ορισµένες συναρτήσεις, 
δηλαδή στοιχεία του Ν* ενώ F και G σχηµατίζονται µε πρόσθεση και 
πολλαπλασιασµό σε πεπερασµένη επανάληψη, δηλαδή είναι πολυώνυµα. 

Πρέπει να αποδειχθεί ότι η εξίσωση παραµένει αληθής στο Ν*, δηλαδή, αν 
αντί x1, x2,… εισαχθούν τυχαίες συναρτήσεις φ1(x), φ2(x), …. Αυτό όµως το 
αναγνωρίζει κανείς σχεδόν αµέσως. Γιατί τόσο το F, όσο και το G γίνονται µε 
εισαγωγή µία τυχαίας σειράς από φ στην θέση των x δύο συναρτήσεις της 
µεταβλητής x και έχουν για κάθε x από το Ν την ίδια τιµή [που ανήκει] στο Ν.  

Είναι εποµένως επίσης πάντα ίσες αν εισαχθεί g(x) αντί για x [βλ. Θεώρηµα 
1], δηλαδή είναι σύµφωνα µε τον ορισµό της σχέσης ‘=’ µεταξύ των 
συναρτήσεων πράγµατι «ίδιες /ίσες» συναρτήσεις ή, µε άλλα λόγια, για κάθε 
επιλογή των στοιχείων φ1, φ2, … στο Ν*, παριστάνουν το ίδιο στοιχείο του 
Ν*. Με αυτό έχει αποδειχθεί το θεώρηµα 2. É 

15. Προφανώς βασίζεται η αποδειξιµότητα του θεωρήµατος 2 µόνο στο ότι 
έχει προϋποτεθεί ο αποκλεισµός τρίτου [ενδεχοµένου], ενώ οι εν γένει 
κατασκευάσιµες συναρτήσεις µπορούν να απαριθµηθούν. Το τελευταίο, όµως, 
ισχύει πάντα αν έχει δοθεί ένα συγκεκριµένο πλαίσιο παραγωγής προτάσεων 
και συναρτήσεων, δηλαδή αν έχει κανείς εν γένει ένα ακριβώς διατυπωµένο 
σύστηµα αξιωµάτων. Εποµένως: 

Ένα πεπερασµένο σύστηµα αξιωµάτων δεν µπορεί ποτέ να χαρακτηρίσει   
την ακολουθία των [φυσικών] αριθµών, δηλαδή, να την διαχωρίσει από όλες     
τις άλλες ακολουθίες, τουλάχιστον αν περιλαµβάνει την αρχή του αποκλεισµού       
τρίτου ενδεχοµένου.   

                                       

16. Θα ήταν τώρα όµως πολύ ενδιαφέρον να δώσουµε µίαν πρόταση που 
θα ίσχυε στο Ν*, όχι όµως στο Ν και µάλιστα έτσι, που να µην είναι 

 
9 {Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε (x-y)*(z-u)=0 όταν ορισθεί η πράξη της αφαίρεσης}. 
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κοινότυπη, όπως [είναι] η ακόλουθη: Στο Ν* υπάρχουν στοιχεία που δεν 
υπάρχουν στο Ν, ενώ φυσικά στο Ν δεν υπάρχουν στοιχεία που να µην 
ανήκουν στο Ν*.  

Για να κατασκευάσουµε µίαν τέτοια πρόταση αντιστοιχούµε σε κάθε 
πρόταση σχετικά µε το Ν, που κατασκευάζεται µε βάση τα αξιώµατα, έναν 
αριθµό που τον ονοµάζουµε «ύψος» της.  

Οι προτασιακές συναρτήσεις µπορούν να γραφτούν, όπως εξηγήσαµε 
παραπάνω, ως εξής: 

Qx1Qx2…Qxn(P1(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P2(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))& 
(P3(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P4(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))&… 

όπου τα Ρ είναι πολυώνυµα και κάθε Q είναι ένα σύµβολο ολότητας, ", ή 
ένα σύµβολο ύπαρξης, $.  

Φυσικά τα πολυώνυµα είναι έτσι γραµµένα ώστε να εµφανίζονται σε αυτά 
µόνο θετικοί συντελεστές, γιατί αυτές οι συναρτήσεις υποτίθεται ότι 
σχηµατίζονται µόνο µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό.  

Αν Κ είναι το άθροισµα των συντελεστών [των πολυωνύµων] τότε θα 
ονοµάζεται «ύψος» της πρότασης ο αριθµός 

Κ+n+m+max(g1,g2,…,gm)+ max(y1,y2,…,ym) 
όπου gr είναι ο βαθµός του πολυωνύµου Pr.  

Προφανώς υπάρχουν τότε µόνο πεπερασµένο πλήθος προτάσεων µε ένα 
δοσµένο ύψος στο Ν.  

Παρατηρεί κανείς, ότι η παραπάνω παράσταση είναι µόνο µία προτασιακή 
συνάρτηση όσο οι y1,y2,…,ym είναι αόριστες. Γίνεται πρόταση τότε µόνον όταν 
δοθούν για τα y1,y2,…,ym συγκεκριµένες τιµές.  

Μέσα στο Ν ισχύει τότε η ακόλουθη πρόταση:  
Πρόταση:    

      
     

Αν σε συναρτήσεις µίας µεταβλητής, που ορίζονται µέσω
προτάσεων ύψους bx αντικαταστήσουµε την µεταβλητή µε την τιµή x, τότε
µεταξύ των αριθµών που προκύπτουν υπάρχει ένας µέγιστος. 

Αντιθέτως, αυτό δεν ισχύει στο Ν*! 
Αν θεωρήσει κανείς όλες τις προτάσεις µε ύψος bt, που ορίζουν 

συναρτήσεις µίας µεταβλητής, µε το να παρασταθούν όλα τα στοιχεία του  Ν* 
ως συναρτήσεις της µεταβλητής tœΝ εµφανίζονται ανάµεσά τους όλες όσες 
έχουν ύψος έναν αριθµό από το Ν.  

Οι συναρτήσεις µίας µεταβλητής που ορίζονται έτσι αποτελούν όµως όλα 
τα στοιχεία f του Ν*, και δεν µπορεί µεταξύ των διαφόρων f(t) να εµφανισθεί 
καµία µέγιστη.  

17. Αν ονοµάζει κανείς τις ως τώρα κατασκευάσιµες συναρτήσεις, 
συναρτήσεις µε την στενότερη έννοια [δηλαδή στο Ν ], µπορεί κανείς να πει 
ότι για το Ν* ισχύει επί πλέον το ακόλουθο αξίωµα:  

Αξίωµα:       
[

Υπάρχει µία προτασιακή συνάρτηση A(x) υπό την ευρύτερη έννοια
δηλαδή στο Ν*] τέτοια, ώστε αληθεύει:  

$xA(x)& "x$y(A(x)ØA(y)&(x>y)). 
 
18. Ο Skolem παρατηρεί ότι δεν µπορεί να ονοµάσει κανείς µίαν τέτοια 

ακολουθία σαν την Ν* την «ακολουθία των φυσικών αριθµών», γιατί όποια 
περιοχή προτασιακών συναρτήσεων και να µας δίνουν τα παρατιθέµενα 
αξιώµατα, θα πρέπει µάλλον να απαιτήσουµε και την ισχύ του αξιώµατος 
πλήρους επαγωγής, (6). 
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Στοιχεία και ∆οµή της εργασίας του Skolem του έτους 1935 
 
1. Τα διάφορα σύνολα που ορίζονται: 
 
Ν: Η ακολουθία των ακεραίων θετικών αριθµών θα ονοµάζεται Ν.  
Π: Ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα άπειρο σύνολο αληθών προτάσεων 

σχετικά µε τους όρους της Ν. 
Μ: Οι αριθµητικές συναρτήσεις, που εµφανίζονται στις προτάσεις που 

ανήκουν στο Π. Aποτελούν ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα άπειρο σύνολο.  
Μ’: Ένωση του Μ µε τα µη εκ ταυτότητος µηδενικά πολυώνυµα 

πεπερασµένου πλήθους µεταβλητών µε µη αρνητικούς ακέραιους συντελεστές 
(αν δεν εµφανίζονται ήδη στο Μ). Το σύνολο συναρτήσεων Μ’, είναι 
αριθµήσιµα άπειρο. 
Μ: Προκύπτει από το Μ’ µε σταδιακή διεξαγωγή όλων των δυνατών 

αντικαταστάσεων (αν το Μ’ δεν είναι ήδη κλειστό ως προς παντοειδείς 
αντικαταστάσεις) Το Μ είναι κατ’ αυτόν τον τρόπο κλειστό. επίσης είναι  
αριθµήσιµα άπειρο.  
Μ1: Οι συναρτήσεις µίας µεταβλητής f1(x), f2(x), … που υπάρχουν στο Μ.  
Το αριθµήσιµο σύνολο συναρτήσεων Μ1 µπορεί να επεκταθεί µε την 

εκτέλεση όλων των δυνατών αντικαταστάσεων σε ένα αριθµήσιµο σύνολο Μω 
που είναι κλειστό ως προς αντικαταστάσεις.  

 
Ν*:Η διατεταγµένη ακολουθία των στοιχείων του Μ1.  
Η Ν αποτελεί ένα γνήσια αρχικό κοµµάτι της  Ν*, γιατί µεταξύ των 

στοιχείων του Ν* εµφανίζονται επίσης οι «σταθερές», δηλαδή τα στοιχεία του 
Ν.  

Εκτός τούτου είναι προφανώς 1cf, όπου f είναι ένα τυχόν στοιχείο του Ν*, 
και για κάθε στοιχείο f(t) του Ν* υπάρχει ένα αµέσως µεγαλύτερο, δηλαδή το 
f(t)+1. το ότι είναι f<f+1 στο Ν* είναι άµεσα εµφανές. Αλλά δεν µπορεί κανείς 
να έχει επίσης f<h<f+1, γιατί αυτό θα σήµαινε, ότι για αρκετά µεγάλα t θα 
είχαµε fg(t)<hg(t)<fg(t)+1, πράγµα που είναι αδύνατο.  

Ως εκ τούτου αρχίζει η ακολουθία Ν* µε τα στοιχεία 1,2,3,… της Ν.  
Από την άλλη πλευρά είναι το στοιχείο t του Ν*, δηλαδή η συνάρτηση 

f(t)=t προφανώς µεγαλύτερη από κάθε σταθερά, δηλαδή από κάθε στοιχείο 
του Ν, γιατί η fg(t) = g(t) αυξάνεται, βέβαια, µε το t µέχρι το άπειρο. Άρα 
αποτελεί πράγµατι το Ν ένα γνήσιο αρχικό κοµµάτι του Ν*. 

Τα στοιχεία του Μ, που είναι συναρτήσεις στο Ν, µπορούν να ορισθούν 
και ως συναρτήσεις στο Ν*, και µάλιστα έτσι, ώστε να διατηρούν το νόηµά 
τους στο Ν:  

Έστω ότι F(x1,x2,…,xn) είναι µία τέτοια συνάρτηση και έστω ότι φ1(t), …, 
φn(t) είναι µεταβλητά στοιχεία του Ν*. Κάθε φορά που κάνουµε µίαν ειδική 
επιλογή για τα φ1, …,φn, έστω f1, f2, …,fn, παίρνουµε µε αντικατάσταση των 
f1(t), …,fn(t) στην θέση των x1,…,xn την συνάρτηση F(f1(t), …,fn(t)), η οποία 
ανήκει πάλι στο Μ λόγω της κλειστότητας ως προς αντικαταστάσεις, άρα 
επίσης στο Μ1 αφού εµφανίζεται µόνο µία µεταβλητή t. Αυτό σηµαίνει όµως: 

Για κάθε επιλογή των τιµών των µεταβλητών φ1, …,φn από το Ν* 
παριστάνει η F(φ1, …,φn) πάλι ένα στοιχείο του Ν*. Με αυτόν τον τρόπο έχει 
ορισθεί η F ως συνάρτηση n µεταβλητών µέσα στο Ν*. 
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Επίσης είναι φανερό ότι αν διαλέξουµε ως φ1(t), …, φn(t) n σταθερές, π. χ. 
τις a1, …, an, η F(a1, …, an) παριστάνει πάλι µίαν σταθερά και αυτή η σταθερά 
είναι η τιµή στο Ν της συνάρτησης F(x1,x2,…,xn) για τις τιµές a1, …, an στο Ν 
των µεταβλητών x1,x2,…,xn.  

Κατ’ αυτόν τον τρόπο µπορούν λοιπόν πράγµατι να θεωρηθούν οι 
συναρτήσεις F(x1,x2,…,xn) στο Ν και ως συναρτήσεις στο Ν*, µε διατήρηση 
του νοήµατός τους στο Ν.  

M”, Π’ : Κάθε πρόταση στο Π µπορεί να γραφτεί στην µορφή 
 

(9)      $x"y$z"u$v …A(x, y, z, u, v …) 
 
όπου 

  $x=$x1…$xm, "y="y1…"yn , $z=$z1…$zp, "u="u1…"uq, $v= $v1…$vr 
ενώ x=x[1,m]=(x1, …,xm), κ.ο.κ. 

Εδώ µπορούν να λείπουν τα πρώτα σύµβολα ‘$’ (δηλαδή m=0), έτσι ώστε 
η παράσταση να αρχίζει µε ‘"’. Αυτή η πρόταση είναι όµως ισοδύναµη µε την 
ακόλουθη:  

Υπάρχουν κάποιοι αριθµοί ak, k=1(1)m και κάποιες συναρτήσεις fj(y), 
j=[1,p]=1(1)p , gs(y, u), s=[1,r], … {δηλαδή x=a, z=f(y), v=g(y, u)} τέτοιες 
ώστε [η παράσταση]  

(10)         A(a ,  y, f(y), u, g(y, u), … ) 
να είναι ένας τύπος, δηλαδή αληθής για τυχαίες τιµές των y, u, ….  

Μπορούµε, δηλαδή, να επεκτείνουµε το Μ’ σε ένα σύνολο Μ’’ τέτοιο, ώστε 
κάθε πρόταση του Π να µπορεί να γραφτεί ως {πάντοτε αληθής} τύπος µε 
την βοήθεια των συναρτήσεων από το Μ’’.  
Ν*: Έστω ότι το σύνολο αυτών των τύπων {δηλαδή των τύπων          

"y"u …A(a, y, f(y), u, g(y,u) …)} είναι Π’. Σύµφωνα µε το γενικό κριτήριο 
διάταξης συναρτήσεων ΦΑ, µπορούµε τότε να σχηµατίσουµε µίαν ακολουθία 
Ν*, που το Ν είναι γνήσιο αρχικό της τµήµα, και να ορίσουµε µίαν επέκταση 
του νοήµατος όλων των συναρτήσεων {f(y), g(y,u) κ.ο.κ.} από το Μ’’ έτσι, 
ώστε οι τελευταίες να γίνουν συναρτήσεις στο Ν* διατηρώντας το νόηµά τους 
στο Ν. 

{M” είναι το σύνολο των ελαχιστότιµων συναρτήσεων (minimal-value 
functions) που η κατασκευή τους περιγράφεται κατά την απόδειξη του 
Θεωρήµατος 3 ενώ το Ν* προκύπτει µε αντικατάσταση συναρτήσεων µίας 
µεταβλητής στην θέση των παραµέτρων συναρτήσεων πολλών µεταβλητών}. 

 
 
2. Συµβολισµός 
 
Στα παρακάτω η t είναι απλή µεταβλητή Φυσικών Αριθµών tœN, ενώ 

x,y,z,u,v είναι πολλαπλότητες µεταβλητών: 
x=x[1,m]=(x1, …,xm)œΝm, y=y[1,n]=(y1, …,yn)œΝn, z=z[1,p]=(z1, …,zp)œΝp, 

u=u[1,q]=(u1, …,uq)œΝq, v=v[1,r]=(v1, …,vr)œΝr, κ.ο.κ. 
Επίσης f(t) είναι µία πολλαπλότητα συναρτήσεων του t: 

f(t)=f[1,n](t)=(f1(t), …,fn(t)) 
Παρόµοια, η F(x) είναι συνάρτηση πολλών µεταβλητών: 

F(x)=F(x[1,m])=F(x1, …,xm), και F(f(t))=F(f[1,n](t))=F(f1(t), …,fn(t)) 
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Η χρήση ενός διαστήµατος ΦΑ ως δείκτη εισάγεται για να µπορούν να 
παρασταθούν συνοπτικά διαφορετικά τµήµατα µίας πολλαπλότητας 
µεταβλητών. Π.χ.: 

F(a1, x[2,m])=F(a1, x2, …,xm) 
Κατ’ αναλογία χρησιµοποιούµε τους συνοπτικούς συµβολισµούς: 
$x = $x[1,m] = $x1…$xm,  "y = "y[1,n] = "y1…"yn, ενώ $z[2,p] =$z2…$zp , 

κ.ο.κ.10  
Επίσης: 

¤Α[1,n] = Α1¤Α2¤…¤Αn

ενώ Αk είναι η σύζευξη των παραστάσεων (F k,j(x) Bk,j Gk,j(x)) για j=[1,n]: 
 

Αk =&(F k,j(x) Bk,j Gk,j(x)) j=[1,m(k)]=(F1k(x)B1kG1k(x))&…& 
(Fm(k),k(x)Bm(k),kGm(k),k(x)) 

 
3. Τα βασικά θεωρήµατα σε συνοπτική γραφή 
 
Θεώρηµα 2. Αν οι συναρτήσεις του συνόλου Μ θεωρηθούν ως      

συναρτήσεις στο Ν      * , κάθε τύπος του συνόλου Π παραµένει σε ισχύ µέσα στο
Ν*. 

Απόδειξη: Έστω ότι δίνεται ένας τυχαίος τύπος Α {δηλαδή το αντίστοιχο 
µίας καθολικής ισχύος πρότασης} του συνόλου Π. Είναι κατασκευασµένος µε 
σύζευξη (&), διάζευξη (¤), και άρνηση (~) από σχέσεις ‘=’ ή ‘<’ [µεταξύ 
αριθµητικών συναρτήσεων].  

  

Τώρα όµως ισχύει τόσο στο Ν όσο και στο Ν*, ότι η άρνηση του x=y 
µπορεί να γραφτεί ως διάζευξη (x<y)¤(y<x) και η άρνηση του x<y ως η 
διάζευξη (x=y)¤(y<x). Ως εκ τούτου µπορεί ο δοσµένος τύπος να 
κατασκευασθεί µέσω σύζευξης και διάζευξης αποκλειστικά σχέσεων µε ‘=’ ή 
‘<’ και µάλιστα µε τον ίδιο τρόπο τόσο στο Ν*, όσο και στο Ν11. 

Ως γνωστόν µπορεί τότε να γραφτεί ο Α στην µορφή  
(7)                             Α1¤Α2¤…¤Αn

όπου κάθε Αi σχηµατίζεται µόνο µε σύζευξη, περίπου ως εξής: 
(F1i(x) B1i G1i(x))&…& (Fm(i),i(x) Bm(i),i Gm(i),i(x)) 

όπου x= (x1,…, xn) και κάθε Bj,i σηµαίνει το σύµβολο ‘=’ ή το σύµβολο ‘<’.  
Σύµφωνα µε την υπόθεση είναι, λοιπόν, ο Α αληθής για µίαν τυχαία 

επιλογή των τιµών των n µεταβλητών x στο Ν. Πρέπει να αποδειχθεί ότι αν οι 
xk, k=1(1)n αντικατασταθούν µε n µεταβλητά στοιχεία φk(t) του Ν*, τότε 
είναι ο Α αληθής για µίαν τυχαία επιλογή αυτών των συναρτήσεων φ στο Ν*.  

Έστω τώρα ότι fk(t) είναι µία τυχαία ειδική επιλογή των µεταβλητών 
συναρτήσεων φk. Τότε παριστάνει κάθε Fr,i(f(t)) ένα ειδικό στοιχείο του Ν*, 
που θα το ονοµάσω συντοµότερα fr,i(t). Παροµοίως ονοµάζω το Gr,i(f(t)) 
συντοµότερα gr,i(t).  Σύµφωνα µε τις παραπάνω παρατηρήσεις υπάρχει τώρα 
ένα στοιχείο tr,i του Ν τέτοιο, ώστε για t> tr,i  παραµένει µία σταθερή σχέση 

                                        
10 Θα µπορούσαµε επίσης να γράψουµε: 

$z[2,p] =$k=[2,p] zk = $z2…$zp ή "y[2,n] ="k=[2,n] yk = "y2…"yn, 
 
11 Μπορεί κανείς επίσης να απαλείψει τις διαζεύξεις και ανισώσεις. Βλέπε σελ.13 παρ.14. 
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<,=, ή > µεταξύ fr,ig(t) και gr,ig(t). {Όπου g(t) µία διατάσσουσα συνάρτηση, 
που υπάρχει µε βεβαιότητα κατά το Θεώρηµα 1}. 

Έστω τώρα ότι Τ είναι το µέγιστο των πεπερασµένου πλήθους αριθµών tr,i 
. Αν τώρα µπει ειδικά t=g(T+1), δηλαδή xk=fkg(T+1), k=1,2,…,n , στις (7) και 
(8), τότε είναι ο Α αληθής. ∆ηλαδή, τουλάχιστον ένα από τα ενδεχόµενα Αi  
αληθεύει. Έστω, λοιπόν ότι αληθεύει ο Αα .  

Τότε είναι λοιπόν όλες οι σχέσεις  
fr,αg(Τ+1) Βr,α gr,αg(Τ+1)  r=1,2,.., mα

αληθείς. Αφού όµως η σχέση Βr,α µεταξύ των fr,αg(t) και gr,αg(t)    
παραµένει σταθερή για όλα τα t>T έχει το στοιχείο fr,α του Μ1 στην ακολουθία 
Ν*, την σχέση Βr,α προς το gr,α. Με άλλα λόγια, για r = 1,2,…,n έχουµε 

Fr,α(f(t)) Βr,α Gr,α(f(t)) 
∆ηλαδή ο Αα είναι αληθής για την ειδική επιλογή n στοιχείων f1, …,fn του  

Ν*. Άρα είναι και ο Α αληθής γι’ αυτήν την επιλογή στοιχείων. Επειδή όµως 
αυτή η επιλογή ήταν τυχαία, είναι ο Α πράγµατι ένας αληθής τύπος στο Ν*.  

{∆ηλαδή ο Α ισχύει για κάθε n-αδα  f1(t), …,fn(t) όρων του Ν*}.  
 
Θεωρηµα3:        

        
      

 

Έστω ότι Π είναι ένα σύνολο από πεπερασµένες ή αριθµήσιµα
άπειρες προτάσεις σχετικά µε τα στοιχεία του Ν, όπου τώρα εµφανίζεται και ο
ποσοδείκτης «υπάρχει» ($). Επί πλέον ας έχει το Μ’ την προηγούµενη
σηµασία του. Τότε: 

 Είναι δυνατόν να επεκτείνει κανείς το Μ’ µε προσθήκη νέων στοιχείων σε         
ένα σύνολο Μ’’ έτσι, ώστε κάθε πρόταση στο Π µπορεί να γραφτεί ως τύπος      
µέσω των συναρτήσεων στο Μ’’.   

 
Απόδειξη: Κάθε πρόταση στο Π µπορεί να γραφτεί στην µορφή 
 

(9)      $x"y$z"u$v …A(x, y, z, u, v …) 
 
όπου 

  $x=$x1…$xm, "y="y1…"yn , $z=$z1…$zp, "u="u1…"uq, $v= $v1…$vr 
ενώ x=x[1,m]=(x1, …,xm), κ.ο.κ. 

Εδώ µπορούν να λείπουν τα πρώτα σύµβολα ‘$’ (δηλαδή m=0), έτσι ώστε 
η παράσταση να αρχίζει µε ‘"’. Αυτή η πρόταση είναι όµως ισοδύναµη µε την 
ακόλουθη:  

Υπάρχουν κάποιοι αριθµοί ak, k=1(1)m και κάποιες συναρτήσεις fj(y), 
j=[1,p]=1(1)p , gs(y, u), s=[1,r], … τέτοιες ώστε [η παράσταση]  

(10)         A(a ,  y, f(y), u, g(y, u), … ) 
να είναι ένας τύπος, δηλαδή αληθής για τυχαίες τιµές των y, u, ….  

Μπορεί κανείς τώρα να θεωρήσει ότι έχουν επιλεγεί τέτοιοι ειδικοί αριθµοί 
και τέτοιες αριθµητικές συναρτήσεις για κάθε πρόταση στο Μ.  

Είναι εύκολο να ορισθεί  για όλες τις αληθείς προτάσεις µία µονοσήµαντα 
ορισµένη επιλογή αυτών των αριθµών και αριθµητικών συναρτήσεων:  

Θέτουµε αρχικά  
"y$z"u$v …A(x, y, u, v, …) = B(x) 

και διατάσσουµε όλες τις m-αδες x=x[1,m]=(x1, …, xm) λεξικογραφικά. Έπειτα 
επιλέγουµε την m-αδα a=(a1, …, am) ως την πρώτη (µικρότερη) για την οποία 
ισχύει η Β.  
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Έπειτα θέτουµε 
$z[1,p]"u$v …A(a, y, z, u, v, …)=C1(y[1,n],…, z1) 

Τότε είναι, λοιπόν, η "yC1(y, z1) αληθής.  
Εδώ µπορούµε να επιλέξουµε το z1 για κάθε n-αδα y= (y1, …, yn), όσο πιο 

µικρό γίνεται έτσι ώστε να είναι η C1 αληθής. Έτσι ορίζεται το z1 µονοσήµαντα 
ως συνάρτηση f1(y)=f1(y1, …, yn). Στην συνέχεια θέτουµε 

$z[2,p]"u$v …A(a, y, f1(y), z[2,p], u, v, …)=C2(y, z2) 
ώστε να είναι η "y$z2C2(y, z2) αληθής.  

Για κάθε n-αδα y[1,n], µπορούµε τότε πάλι να επιλέξουµε το z2 όσο πιο 
µικρό γίνεται έτσι, ώστε να είναι η C2(y, z2) αληθής. Έτσι ορίζεται η z2 
µονοσήµαντα ως συνάρτηση f2(y).  

Την επόµενη φορά θέτουµε 
$z[3,p]"u[1,q]$v[1,r] …A(a[1,m], y[1,n], f1(y[1,n]), f2(y[1,n]), z[3,p], u[1,q], v[1,r]r,…) = 

C3(y[1,n], z3) 
κ.ο.κ. Όταν έχουν ορισθεί όλα τα z ως συναρτήσεις των y1, …, yn τότε 

θέτουµε 
$v[2,r] …A(a[1,m], y[1,n], f[1,p](y[1,n]), u[1,q], v[1,r], …)=D1(y[1,n], u[1,q], v1) 

Τότε αληθεύει η "y[1,n]"u[1,q]$v1 D1(y[1,n], u[1,q], v1) και µπορούµε, για κάθε 
(n+q)-άδα y[1,n], u[1,q] να επιλέξουµε το v1 όσο µικρότερο γίνεται, ώστε να 
αληθεύει η D1(y[1,n], u[1,q], v1). Έτσι ορίζεται το v1 µονοσήµαντα ως 
συνάρτηση g1(y[1,n], u[1,q]). Μετά θέτουµε 

$v[3,r] …A(a[1,m], y[1,n], f[1,p](y[1,n]), u[1,q],  g1(y[1,n], u[1,q]), v[2,r], …)=D2(y[1,n], 
u[1,q], v2) 

κ.ο.κ. 
 Είναι φανερό το πώς ορίζεται µε αυτόν τον τρόπο για κάθε πρόταση στο 

Π µονοσήµαντα µία επιλογή αριθµών a1, …, am,  και αριθµητικών 
συναρτήσεων f1, …, fp, g1, …, gr, … . 

Αν προστεθούν οι συναρτήσεις που ορίσθηκαν µε αυτόν τον τρόπο στο Μ’ 
µπορεί κάθε πρόταση (9) του Π να γραφτεί στην µορφή (10).  

Η παράσταση (10) αληθεύει τότε για τυχαίες τιµές των ελεύθερων 
µεταβλητών y1, …, yn, u1, …, uq, … και παριστάνει, εποµένως, έναν τύπο. Έτσι 
αποδείχθηκε το θεώρηµα 3. 

Θεώρηµα 4:       Έστω ότι τα Π και Μ’ έχουν το ίδιο νόηµα όπως στο
προηγούµενο θεώρηµα. Τότε υπάρχει ένα διατεταγµένο σύνολο Ν      *, του
οποίου το Ν είναι ένα γνήσιο αρχικό κοµµάτι τέτοιο, ώστε κάθε πρόταση του        
Π είναι επίσης πρόταση του Ν*, µε κάποια επέκταση του νοήµατος των    
συναρτήσεων από το Μ’, έτσι ώστε να γίνουν συναρτήσεις στο Ν         * µε
διατήρηση του νοήµατός τους στο Ν.      

:Απόδειξη  Σύµφωνα µε το θεώρηµα 3 µπορούµε να επεκτείνουµε το Μ’ σε 
ένα σύνολο Μ’’ τέτοιο, ώστε κάθε πρόταση του Π να µπορεί να γραφτεί ως 
{πάντοτε αληθής} τύπος µε την βοήθεια των συναρτήσεων από το Μ’’. {M” 
είναι το σύνολο των ελαχιστότιµων συναρτήσεων (minimal-value functions) 
που κατασκευάσαµε κατά την απόδειξη του Θεωρήµατος 3}. 

Έστω ότι το σύνολο αυτών των τύπων είναι Π’.  
Σύµφωνα µε τα προκαταρτικά του θεωρήµατος 2, µπορούµε τότε να 

σχηµατίσουµε µίαν ακολουθία Ν*, που το Ν είναι γνήσιο αρχικό της τµήµα, 
και να ορίσουµε µίαν επέκταση του νοήµατος όλων των συναρτήσεων από το 
Μ’’ έτσι, ώστε οι τελευταίες να γίνουν συναρτήσεις στο Ν* διατηρώντας το 
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νόηµά τους στο Ν. Παράλληλα, σύµφωνα µε το θεώρηµα 2, παραµένουν 
ακόµα οι τύποι του Π’ σε ισχύ στο Ν*. Αν όµως ένας τύπος όπως ο (10) ισχύει 
στο Ν*, προφανώς ισχύει τότε και η πρόταση (9), όπου στην (9) εµφανίζονται 
µόνο οι επεκτεταµένες συναρτήσεις από το Μ’. 
Έτσι έχει αποδειχθεί το  θεώρηµα 4. Το περιεχόµενό του µπορεί να εκφρασθεί 
ως εξής:  

Πεπερασµένες ή αριθµήσιµα άπειρες προτάσεις µε µόνο ατοµικές
µεταβλητές, που ισχύουν για µίαν ακολουθία τύπου ω, δεν µπορούν να
διακρίνουν αυτήν την ακολουθία από ορισµένες ακολουθίες ανωτέρου
διατακτικού τύπου.  

    
     

     
 

     
    
     

        

Από αυτό προκύπτει όµως αµέσως ότι:  
Ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµα άπειρο σύστηµα αξιωµάτων, που τα

αξιώµατά του είναι προτάσεις µόνο µε αριθµητικές µεταβλητές, δεν µπορεί να
χαρακτηρίσει την ακολουθία των αριθµών. Ένας πλήρης χαρακτηρισµός της
ακολουθίας των αριθµών δεν είναι ως εκ τούτου µε κανέναν τρόπο δυνατός.  

  
{{Προκαταρκτικά Θ2: Έστω ότι η µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση g(t) 

είναι τέτοια, ώστε, αν είναι fi(t) και fj(t) δύο τυχαία στοιχεία του Μ1, τότε 
ισχύει για όλα τα t>ti,j πάντοτε µία σταθερή σχέση µεγέθους µεταξύ των fig(t) 
και fjg(t). Αυτό το χρησιµοποιώ για να ορίσω µίαν γραµµική διάταξη όλων των 
στοιχείων του Μ1. Αν, δηλαδή, ισχύει για όλα τα t>ti,j η σχέση fig(t) Β fjg(t), 
όπου Β σηµαίνει είτε <, είτε =, είτε >, βάζω για τα στοιχεία fi και fj του Μ1, 

fi Β fj.  
Με αυτόν τον τρόπο ορίζεται µία γραµµική διάταξη του Μ1.  
Αυτήν την ακολουθία των στοιχείων του Μ1 την ονοµάζω Ν*.  
Η Ν αποτελεί ένα γνήσια αρχικό κοµµάτι της  Ν*, γιατί µεταξύ των 

στοιχείων του Ν* εµφανίζονται επίσης οι «σταθερές», δηλαδή τα στοιχεία του 
Ν.  

Εκτός τούτου είναι προφανώς 1cf, όπου f είναι ένα τυχόν στοιχείο του Ν*, 
και για κάθε στοιχείο f(t) του Ν* υπάρχει ένα αµέσως µεγαλύτερο, δηλαδή το 
f(t)+1. Το ότι είναι f<f+1 στο Ν* είναι άµεσα εµφανές. Αλλά δεν µπορεί 
κανείς να έχει επίσης f<h<f+1, γιατί αυτό θα σήµαινε, ότι για αρκετά µεγάλα t 
θα είχαµε fg(t)<hg(t)<fg(t)+1, πράγµα που είναι αδύνατο.  

Ως εκ τούτου αρχίζει η ακολουθία Ν*µε τα στοιχεία 1,2,3,… της Ν.  
Από την άλλη πλευρά είναι το στοιχείο t του Ν*, δηλαδή η συνάρτηση 

f(t)=t προφανώς µεγαλύτερη από κάθε σταθερά, δηλαδή από κάθε στοιχείο 
του Ν, γιατί η fg(t) = g(t) αυξάνεται, βέβαια, µε το t µέχρι το άπειρο. Άρα 
αποτελεί πράγµατι το Ν ένα γνήσιο αρχικό κοµµάτι του Ν*. 

Τώρα µπορούν τα στοιχεία του Μ, που είναι κατ’ αρχήν συναρτήσεις στο 
Ν, να ορισθούν και ως συναρτήσεις στο Ν*, και µάλιστα έτσι, ώστε να 
διατηρούν το νόηµά τους στο Ν.  

∆ηλαδή, έστω ότι: 
(6)                                  F(x1,x2,…,xn)  

είναι µία τέτοια συνάρτηση και έστω ότι φ1(t), …, φn(t) είναι µεταβλητά 
στοιχεία του Ν*. Κάθε φορά που κάνουµε µίαν ειδική επιλογή για τα φ1, …,φn, 
έστω f1, f2, …,fn, παίρνουµε µε αντικατάσταση των f1(t), …,fn(t) στην θέση 
των x1,…,xn την συνάρτηση F(f1(t), …,fn(t)), η οποία ανήκει πάλι στο Μ λόγω 
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της κλειστότητας ως προς αντικαταστάσεις, άρα επίσης στο Μ1 αφού 
εµφανίζεται µόνο µία µεταβλητή t.  

Αυτό σηµαίνει όµως ότι για κάθε επιλογή των τιµών των µεταβλητών φ1, 
…,φn από το Ν* η F(φ1, …,φn) παριστάνει πάλι ένα στοιχείο του Ν*. Με αυτόν 
τον τρόπο έχει ορισθεί η F ως συνάρτηση n µεταβλητών µέσα στο Ν*. 

Επίσης είναι φανερό ότι αν διαλέξουµε ως φ1(t), …, φn(t) n σταθερές, π. χ. 
τις a1, …, an, η F(a1, …, an) παριστάνει πάλι µίαν σταθερά και αυτή η σταθερά 
είναι η τιµή στο Ν της συνάρτησης F(x1,x2,…,xn) για τις τιµές a1, …, an στο Ν 
των µεταβλητών x1,x2,…,xn.  

Κατ’ αυτόν τον τρόπο µπορούν λοιπόν πράγµατι να θεωρηθούν οι 
συναρτήσεις F(x1,x2,…,xn) στο Ν και ως συναρτήσεις στο Ν*, µε διατήρηση 
του νοήµατός τους στο Ν. }} 

 
Παρατηρήσεις (βλ. 3α,3β στο Zahlenreihe34): 
 
1. Οι συναρτήσεις f(x) που αποτελούν στοιχεία του Ν*, δεν είναι 

οπωσδήποτε πολυώνυµα ως προς όλες τις παραµέτρους τους. Σύµφωνα µε τα 
γραφόµενα στις σελίδες 3 και 4 ισχύει:  

Σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) µπορεί να εισαχθεί µία 
συνάρτηση f(x), έτσι ώστε να προκύψει ότι ισχύει A(x,f(x)) για κάθε x. Μεταξύ 
όλων των y για τα οποία ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, υπάρχει ένας 
ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να ονοµασθεί f(x) και προσδιορίζεται από το x 
(και την προτασιακή συνάρτηση Α). Έτσι, η συνάρτηση y=f(x) είναι 
ισοδύναµη µε A(x,y)&"z(A(x,z)Ø(ycz)), {∆ηλαδή, για κάποια x,y ισχύει A(x,y), 
και για κάθε z για το οποίο ισχύει A(x,z) ισχύει επίσης ycz}, και έχουµε 
"xA(x,f(x)). Η A(x,y) αναφέρεται µεν σε σχέσεις µεταξύ πολυωνύµων των 
µεταβλητών x και y, αλλά η εξάρτηση του y από το x δεν είναι απαραίτητα 
πολυωνυµική. Παραδείγµατα: 

Π1. Η σχέση x2+y2b25 σηµαίνει, µε βάση τον κανόνα επιλογής για κάθε x 
του ελάχιστου y: (x,y) = (1,1), (2,1), (3,1), (4,1) µόνο. Άλλα ζεύγη δεν 
υπάρχουν. Άρα η σχέση αυτή δεν ορίζει µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y), 
γιατί δεν ισχύει για κάθε x. 

Π2. Η σχέση x2by έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,4), (3,9), … και γενικά, 
y=x2.  

Π3. Η σχέση x2b2y έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,5), (4,8), (5,13), 
…, δηλαδή y=[x2/2] όπου [z] το ακέραιο µέρος του z. Η σχέση αυτή δεν είναι 
πολυωνυµική. 

Π4. Η σχέση x2+1s2y έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,5), (4,8), … 
δηλαδή y=[(x2+1)/2].  

 Π5. Η σχέση x2b2y3 έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,2), (4,2), … 
δηλαδή y=[(x2/2)1/3]. 

Π6. Η σχέση: xnbkym επαληθεύεται για κάθε x και η ελαχιστότιµη 
επαληθεύουσα είναι: f(x)=[(xn/k)1/m].   

Η f(x) είναι η συνάρτηση των ελαχίστων τιµών που επαληθεύουν την 
σχέση A(x,y) αν αυτή επαληθεύεται µε κατάλληλα y για κάθε τιµή του x.  
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2. Η κατασκευή αριθµητικών συναρτήσεων, που να αντιστοιχούν σε 
τύπους του φορµαλιστικού συστήµατος της Αριθµοθεωρίας, γίνεται προφανώς 
για να επιβεβαιωθεί ότι για κάθε τέτοιον τύπο υπάρχουν συναρτήσεις από την 
ακολουθία Ν* που να τον ικανοποιούν!!! 

Έτσι ο Skolem διαπιστώνει ότι όλες οι γενικής ισχύος προτάσεις που 
µπορούν να παραχθούν από το εκάστοτε σύστηµα αξιωµάτων ισχύουν και αν 
στην θέση των µεταβλητών βάλουµε αντί ΦΑ πολυώνυµα των ΦΑ {ή άλλες 
κατάλληλα κατασκευασµένες συναρτήσεις των ΦΑ}. 

3. Για την κατασκευή συναρτήσεων που να επαληθεύουν τους τύπους του 
προτασιακού λογισµού δεν είναι οπωσδήποτε ανάγκη να πάρουµε τις 
ελαχιστότιµες συναρτήσεις!! Για την κατασκευή των συναρτήσεων που 
επαληθεύουν µία πρόταση µπορούµε, αντί για την ελάχιστη εκάστοτε 
επαληθεύουσα τιµή, να πάρουµε π. χ. την αµέσως µεγαλύτερη. 

4. Η µη ισοµορφία των ακολουθιών Ν και Ν* αποδεικνύεται, όχι µε βάση 
την Αριθµοθεωρία, αλλά µίαν Μεταθεωρία της, την Θεωρία Συνόλων. 

 
5. ∆ική µου πρόταση: Αν Μ” είναι το σύνολο των αληθών στο Ν τύπων 

της Αριθµοθεωρίας (που µπορούν να κατασκευασθούν µε την µέθοδο του 
Skolem) και Ν** είναι το µη αριθµήσιµο διατεταγµένο σύνολο των 
κλιµακωτών συναρτήσεων, που περιγράφεται παρακάτω, οι συναρτήσεις 
αυτές επαληθεύουν του τύπους M”. 

 
6. Επεξήγηση του θεωρήµατος 1 και στις δύο εργασίες 
 
α. Αν fj(t), fk(t) είναι δύο τυχαίες συναρτήσεις ακεραίων τότε ένα 

τουλάχιστον από τα ενδεχόµενα fj(x) > fk(x), fj(x) = fk(x), fj(x) < fk(x) ισχύει 
για άπειρο πλήθος ΦΑ. Εποµένως υπάρχει µία µονοτόνως αύξουσα συνάρτηση 
ακεραίων x=g(t) (η συνάρτηση που διατρέχει τις κατάλληλες τιµές του x) 
τέτοια ώστε ένα τουλάχιστον από τα ενδεχόµενα fj(g(t)) > fk(g(t)), fj(g(t)) = 
fk(g(t)), fj(g(t)) < fk(g(t)) ισχύει για όλους τους ΦΑ t. 

β. Βασικό ερώτηµα είναι τώρα αν για τρεις συναρτήσεις ακεραίων, f1(x), 
f2(x), f3(x) υπάρχει συνάρτηση g(t) που να τις διατάσσει ενιαία. 

Έστω, π.χ. ότι f1(g1(t)) ¥ f2(g1(t)). Συγκρίνοντας την f1g1(t) µε την f3g1(t) 
έστω ότι έχουµε f1g1g2(t) ¥ f3g1g2(t). Επειδή είναι όµως ταυτοχρόνως και 
f1g1g2(t) ¥ f2 g1g2(t) αρκεί να συγκρίνουµε τις  f2g1g2(t) και  f3g1g2(t). Έστω 
ότι είναι f2g1g2g3(t) ¥ f3g1g2g3(t). Τότε ισχύει προφανώς: 

f1g1g2g3(t) ¥ f2g1g2g3(t) ¥ f3g1g2g3(t) 
∆ηλαδή, η συνάρτηση g(t)=g1g2g3(t) δηµιουργεί την ζητούµενη ενιαία 

διάταξη.  
Εδώ χρησιµοποιήσαµε µόνο το γεγονός ότι αν είναι fjg(t) > fkg(t) θα είναι 

και fjgh(t) > fkgh(t) για µίαν τυχαία συνάρτηση ακεραίων h(t). 
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Παράρτηµα 1 

Πώς απέδειξε το θεώρηµά του ο Skolem 
 
Εδώ θα δώσουµε µίαν απλουστευτική παρουσίαση των βασικών ιδεών της 

αποδείξεως που αναπτύσσει ο Skolem στις εργασίες του 1934 και 1935.  
Ο Skolem χρησιµοποιεί ως αφετηρία των συλλογισµών του την ακόλουθη 

παραλλαγή των κλασσικών αξιωµάτων της Αριθµοθεωρίας, όπου ενσωµατώνει 
και τα αξιώµατα που ορίζουν την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό, και 
θεωρεί ότι πρώτος φυσικός αριθµός είναι ο ‘1’ και όχι ο ‘0’ (Εδώ τα 
απλοποιούµε κάπως παραλείποντας τον φορµαλισµό):12

(1) Οι φυσικοί αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης ‘<’.  
(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος, ο x+1.  
(4) Υπάρχει µία πράξη ‘+’, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Αρχή της επαγωγής: Αν µία πρόταση13, U(x), που αναφέρεται σε 

φυσικούς αριθµούς x, ισχύει για x = 1 και από την ισχύ της για x=k έπεται ότι 
ισχύει και για x=k+1, τότε έπεται ότι η πρόταση ισχύει για όλους τους ΦΑ x.  

(7) Αν µία τυχαία πρόταση U(.) ισχύει για τον αριθµό x και είναι x=y τότε 
ισχύει και για τον y. ∆ηλαδή, αν x=y, τότε οι προτάσεις  U(x) και U(y) είναι 
ισοδύναµες.14

                                        
12 Ακόµα και έτσι, βέβαια, η παραδοσιακή Αριθµητική είναι ελλιπής, αφού λείπει η 

αφαίρεση και η διαίρεση. Όµως αυτές οι πράξεις είναι απλά αντίθετες της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασµού και δεν προσδιορίζουν καλύτερα το τι είναι «φυσικός αριθµός», αφού 
µάλιστα στα πλαίσια των ΦΑ δεν µπορούν να εκτελεσθούν όλες οι αφαιρέσεις και διαιρέσεις. 
Οι πράξεις 2-3 και 2:3 δεν έχουν νόηµα. Έτσι, ο Skolem αρκέσθηκε στο να εξετάσει µόνο 
αριθµητικές σχέσεις που ανάγονται σε προσθέσεις και πολλαπλασιασµούς.  
 
13 Ακριβέστερα, ο Skolem µιλάει για «προτασιακές συναρτήσεις», δηλαδή τύπους που 
περιγράφουν κάποια ενδεχόµενη ιδιότητα φυσικών αριθµών. Ως «προτασιακές συναρτήσεις» 
θεωρούνται κάθε είδους προτάσεις που κατασκευάζονται µέσω των 5 λογικών πράξεων µε 
βάση εξισώσεις, ή σχέσεις µεγαλυτέρου ή µικροτέρου µεταξύ πολυωνύµων [Zahlenreihe34, 
σελ. 2]. 

14 (1) Οι αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης <. Αυτή η σχέση είναι 
ασύµµετρη και µεταβατική.  

(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος x+1, δηλαδή x<yzx+1cy.  
(4) Υπάρχει µία πράξη +, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η αναδροµική σχέση 

x+(y+1)=(x+y)+1. 
(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την [αναδροµική] 

σχέση 
x(y+1)=xy+x. 

(6) Για µία οποιαδήποτε προτασιακή συνάρτηση [δηλ. κατηγόρηµα] U(x) ισχύει η αρχή 
της επαγωγής: 

 

U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 
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Ο Skolem παρατηρεί τώρα ότι επανειληµµένες προσθέσεις και 
πολλαπλασιασµοί φυσικών αριθµών (ΦΑ) µας δίνουν µόνο πολυώνυµα µε 
συντελεστές φυσικούς αριθµούς, δηλαδή µη αρνητικούς ακέραιους. Για 
παράδειγµα, (x+y)*(x+y)=(x+y)2=x2+2xy+y2. Αυτή είναι µία πολυωνυµική 
παράσταση ως προς τις µεταβλητές x και y, όπως µαθαίνουµε στο Γυµνάσιο. 

Στην συνέχεια ο Skolem παρατηρεί ότι σχέσεις µε µορφή ανισοτήτων, π. χ. 
x>y, µε x, y από το σύνολο Ν των ΦΑ µπορούν να µεταβληθούν σε ισότητες 
αν χρησιµοποιήσουµε µια βοηθητική παράµετρο. Η σχέση x>y σηµαίνει, 
προφανώς ότι υπάρχει ένας ΦΑ, z, τέτοιος ώστε x=y+z. Έτσι, αρκεί να 
ασχοληθούµε µε τις ισότητες και µάλιστα ισότητες πολυωνύµων, που ισχύουν 
για το σύστηµα αξιωµάτων (1) ως (7). 

Αν, τώρα, έχουµε µίαν πρόταση του είδους «Για όλους τους ΦΑ x, y, z, 
ισχύει η σχέση F(x, y, z) = G(x, y, z)» ο Skolem παρατηρεί ότι η σχέση αυτή 
θα ισχύει ειδικότερα και αν στην θέση των τυχαίων ΦΑ x, y, z βάλουµε 
πολυώνυµα p(t), q(t), r(t)  µε φυσικούς αριθµούς ως συντελεστές, όπου το x 
παίρνει ως τιµές µόνο φυσικούς αριθµούς. Τέτοιου είδους πολυώνυµα έχουν 
ως τιµές µόνο φυσικούς αριθµούς και γι’ αυτό θα τα ονοµάσουµε «πολυώνυµα
φυσικών αριθµών». Προφανώς θα ισχύει για όλα τα t η σχέση: 
F(p(t),q(t),r(t))= G(p(t),q(t),r(t)), αφού τα πολυώνυµα p,q,r έχουν µόνο ΦΑ 
ως τιµές και για όλους τους ΦΑ υποθέσαµε ότι ισχύει F=G. 

 
 

Αν, αντίθετα, έχουµε µίαν πρόταση του είδους «Για όλους τους ΦΑ, x, 
υπάρχουν ΦΑ, y, τέτοιοι ώστε να είναι Μ(x,y)=Ν(x,y), τότε επιλέγουµε για 
κάθε x την ελάχιστη τιµή f(x) του y, για την οποία επαληθεύεται ο τύπος. 
∆ηλαδή, για όλα τα x είναι Μ(x,f(x))=Ν(x,f(x)). Έτσι επεκτείνουµε το σύνολο 
των πολυωνύµων ΦΑ σε πιο γενικές συναρτήσεις ΦΑ µε τέτοιον τρόπο ώστε 
κάθε τύπος, που ισχύει για όλους τους ΦΑ, να ισχύει και αν κάποιες 
µεταβλητές αντικατασταθούν µε κατάλληλες συναρτήσεις ΦΑ, που δεν είναι 
πάντα πολυώνυµα.  

Για παράδειγµα, η ανισότητα xm § kyn ισχύει για y=[(xm/k)1/n], όπου [v] το 
ακέραιο µέρος του πραγµατικού αριθµού v. 

 
Έτσι, ο Skolem διαπιστώνει ότι όλες οι γενικής ισχύος προτάσεις που 

µπορούν να παραχθούν από το σύστηµα αξιωµάτων ισχύουν και αν στην θέση 
των µεταβλητών βάλουµε αντί για ΦΑ πολυώνυµα των ΦΑ ή άλλες 
κατάλληλες συναρτήσεις ΦΑ. 

Τώρα ο Skolem κάνει µίαν ευφυή κατασκευή. Ενσωµατώνει στους ΦΑ και 
όλα τα πολυώνυµα ΦΑ και τις υπόλοιπες συναρτήσεις ΦΑ, που αντιστοιχούν 
σε γενικούς τύπους. Επεκτείνει έτσι το σύνολο Ν σε ένα σύνολο Ν* 
πολυωνύµων και άλλων συναρτήσεων των ΦΑ. Για να το κάνει αυτό πρέπει 
όµως να βρει µία συγκεκριµένη διάταξη κατ’ αρχήν για τα πολυώνυµα και 
στην συνέχεια για όλες τις συναρτήσεις ΦΑ, όπως οι ΦΑ έχουν την διάταξη: 
0<1<2<3<4<5<… . Μία τέτοια διάταξη µπορούµε όµως να δώσουµε και στα 
πολυώνυµα ΦΑ, p(t). Κατ’ αρχή έρχονται τα πολυώνυµα µηδενικού βαθµού, 

                                                                                                               
(7) Για µία τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x) ισχύει: 

(x=y) Ø(U(x)VU(y)). 
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p0(t)=c=σταθερά, βαλµένα µε την σειρά µεγέθους των σταθερών αυτών 
τιµών. Ουσιαστικά έχουµε, δηλαδή εδώ και πάλι τους ΦΑ µε την γνωστή τους 
διάταξη. Έπειτα βάζουµε όλα τα πολυώνυµα πρώτου βαθµού p1(t,a,b)=at+b, 
βαλµένα πρώτον κατά σειρά µεγέθους των συντελεστών a, και δεύτερον, 
στην περίπτωση ίδιων συντελεστών a, κατά σειράν µεγέθους των 
συντελεστών b. ∆ηλαδή γράφουµε: 

t<t+1<t+2<…<2t<2t+1<2t+2<…<3t<3t+1<3t+2<…<4t<…. 
Αυτή η διάταξη δεν είναι και τόσο αυθαίρετη. Για µεγάλες τιµές του t είναι 

πράγµατι και οι τιµές, για παράδειγµα, του 3t πάντα µεγαλύτερες από αυτές 
έστω του 2t+10 ή ακόµα και του 2t+1000. 

Στην συνέχεια βάζουµε τα πολυώνυµα δευτέρου βαθµού 
p2(t,a,b,c)=at2+bt+c, βαλµένα πάλι µε την σειρά µεγέθους κατ’ αρχήν των 
συντελεστών, a, του t2. Για ίδιες τιµές του a διατάσσουµε κατά το µέγεθος 
των συντελεστών b, και για ίδιες τιµές των a και b διατάσσουµε κατά το 
µέγεθος των σταθερών όρων c. ∆ηλαδή γράφουµε: 

t2< t2+1< t2+2<…< t2+t< t2+t+1< t2+t+2<…< t2+2t< t2+2t+1<…< 
t2+3t<…< 2t2< 2t2+1< 2t2+2<… 

Αυτή η διάταξη έχει πάλι το χαρακτηριστικό ότι ισχύει πράγµατι για αρκετά 
µεγάλες τιµές του t. Για παράδειγµα, ισχύει πράγµατι 2t2> t2+10t+100 όταν 
το t υπερβαίνει την τιµή 17 ή ισούται µε αυτήν. Γενικά, για δύο πολυώνυµα 
ΦΑ, p(t) και q(t) ισχύει η διάταξη p(t)<q(t) αν η σχέση αυτή αληθεύει για 
άπειρες τιµές του t.  

Έτσι προκύπτει µία διάταξη όλων των πολυωνύµων ΦΑ που περιλαµβάνει 
µάλιστα στην αρχή της και τους ίδιους τους ΦΑ. Η συνολική διάταξη είναι, 
δηλαδή: 
0<1<2<…<t<t+1<t+3<…<2t<2t+1<…<t2<t2+1<…<2t2<2t2+1<…<t3<… 

Για να εντάξει σε αυτήν την διάταξη τις υπόλοιπες συναρτήσεις ΦΑ 
χρησιµοποιεί την ακόλουθη σύµβαση: 

Αν f(t), g(t) είναι δύο συναρτήσεις ΦΑ τότε γράφουµε: 
f<g αν είναι f(t) < g(t) για άπειρες τιµές του t,  
f=g αν είναι f(t) = g(t) για άπειρες τιµές του t και 
f>g αν είναι f(t) > g(t) για άπειρες τιµές του t. 
Αν συµβαίνει περισσότερα από ένα από τα παραπάνω ενδεχόµενα, τότε 

επιλέγουµε κατά σειράν την πρώτη από τις παραπάνω διατάξεις η οποία ισχύει 
για άπειρες τιµές του t.  

Για το διατεταγµένο αυτό σύνολο, Ν*, που είναι πολύ ευρύτερο από το 
σύνολο Ν των ΦΑ ισχύουν όµως όλα τα αξιώµατα που µας έχουν δοθεί, ενώ 
όλες οι γενικής ισχύος σχέσεις ΦΑ ισχύουν και αν ορισµένες µεταβλητές 
αντικατασταθούν µε συναρτήσεις ΦΑ, δηλαδή ισχύουν και στο Ν*.  

Η κατάσταση αυτή δεν αλλάζει ακόµα και αν προσθέσουµε στα δοσµένα 
αξιώµατα και άλλα αξιώµατα, γιατί κάθε γενική πρόταση που ισχύει για το 
διατεταγµένο σύνολο Ν των φυσικών αριθµών µεταφέρεται άµεσα και σε µίαν 
αντίστοιχη πρόταση για το διατεταγµένο σύνολο Ν* της επέκτασης του Ν σε 
πολυώνυµα (και άλλες συναρτήσεις) φυσικών αριθµών. 
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Σχόλια 
 
1. Ίσως θα πείτε ότι η παραπάνω διάταξη Ν* δεν είναι απόλυτα σωστή, 

γιατί δεν είναι πάντα, για παράδειγµα, 2t2> t2+10t+100, αλλά αυτό ισχύει 
µόνο  για ts17. Είναι σηµαντικό να καταλάβουµε ότι το σύµβολο ‘<’ δεν έχει 
εδώ το συµβατικό του νόηµα, αλλά ότι επωφελούµαστε από την ελευθερία 
ερµηνείας των συµβόλων που µας παρέχει ο φορµαλισµός για να του 
δώσουµε ένα νόηµα δικής µας επιλογής. Όπως είπαµε, θεωρούµε ότι η σχέση 
‘f(t)<g(t)’ σηµαίνει µόνο ότι για άπειρο πλήθος φυσικών αριθµών t η τιµή f(t) 
είναι µικρότερη από την g(t). Για τα πολυώνυµα φυσικών αριθµών αυτό 
συµβαίνει πάντα για αρκετά µεγάλες τιµές του t. δηλαδή, ‘f(t)<g(t)’ σηµαίνει 
ότι η τιµή f(t) είναι µικρότερη από την g(t) «σχεδόν για όλα τα t», όπου 
«σχεδόν για όλα» σηµαίνει «µε εξαίρεση πεπερασµένο πλήθος». Αυτή είναι η 
ερµηνεία που επιλέγουµε να δώσουµε στο σύµβολο ‘<’. Για τις υπόλοιπες 
συναρτήσεις ΦΑ  ‘f(t)<g(t)’ σηµαίνει ότι η τιµή f(t) είναι µικρότερη από την 
g(t) απλά για άπειρες τιµές του t, έστω και αν δεν ισχύει επίσης για άπειρες 
τιµές του t. Εδώ η επιλογή της διάταξης των συναρτήσεων είναι ακόµα πιο 
αυθαίρετη αλλά δεν αλλάζει την ουσία του φορµαλισµού. αλλάζει µόνο την 
εξω-φορµαλιστική ερµηνεία του. 

Συνοπτικά µπορούµε να πούµε ότι ο Skolem διαπιστώνει ότι όχι µόνο η 
ακολουθία Ν των φυσικών αριθµών, αλλά και η επέκτασή της σε µία 
ακολουθία όπως η Ν’: 

0<1<2<…<t<t+1<…<2t<2t+1<…<t2<t2+1<…<2t2<2t2+1<…<t3<… 
ικανοποιεί τα ίδια αξιώµατα, αν ερµηνεύσουµε το σύµβολο ‘<’ που ορίζει 

και τις σχέσεις διαδοχής ως «σχεδόν πάντα µικρότερο». Επίσης διαπιστώνει 
ότι κάθε σχέση που ισχύει για όλους τους ΦΑ, δηλαδή τους όρους της 
ακολουθίας Ν, ισχύει υπό την παραπάνω ερµηνεία του συµβόλου ‘<’ και για 
όλους τους όρους της Ν*, που είναι επέκταση της παραπάνω ακολουθίας Ν’. 
Το αντίθετο δεν ισχύει, βέβαια. Κάθε σχέση που ισχύει για την Ν* δεν ισχύει 
οπωσδήποτε και για την Ν. Ο Skolem δίνει ένα παράδειγµα που τεκµηριώνει 
αυτό στην εργασία [5]. 

Αν δεχθούµε την άποψη των φορµαλιστών ότι δεν έχει σηµασία πώς 
ερµηνεύουµε τον φορµαλισµό, υπάρχουν έτσι «Μη Συµβατικές Αριθµητικές» 
παράλληλα µε την συµβατική15. Αυτό όµως δείχνει ότι ο Λογικός Ατοµισµός 
δεν µπορεί να ευσταθεί αφού κανένα σύστηµα αξιωµάτων, κανένα σύνολο 
θεµελιωδών ιδιοτήτων, δεν µπορεί να προσδιορίσει µονοσήµαντα τι είναι 
φυσικός αριθµός.   

                                        
15 9.5.04: Στην πραγµατικότητα ο Skolem µπορεί να κατασκευάσει, όχι µόνο ένα, αλλά άπειρα 
νέα αριθµητικά συστήµατα, γιατί εισάγει τον συµβολισµό f<g για οποιεσδήποτε συναρτήσεις 
ΦΑ αν είναι f(t)<g(t) για άπειρο πλήθος ΦΑ t. Αντί για πολυώνυµα ΦΑ µπορεί να θεωρήσει 
«µίγµατά» τους.  Για παράδειγµα, f(2k)=2k, f(2k+1)=(2k+1)2, g(2k)=(2k)2, g(2k+1)=2k+1. 
Εδώ ισχύει f(t)<g(t) για άπειρους ΦΑ t, αλλά και f(t)>g(t) για άπειρους ΦΑ t. Έτσι µπορούµε 
να κατασκευάσουµε πολλών ειδών διατάξεις όπως είναι η Ν’ αν αντί για πολυώνυµα ΦΑ 
πάρουµε «µίγµατά» τους (βλ. παρατήρηση 7, σελ.22). 

Skolem: Zahlenreihe35  8/10/2005, 12:53 ΠΜ 27



 
2. ∆ική µου πρόταση: 
Αυτά ισχύουν επίσης και αν αντί για το σύνολο Ν*, πάρουµε κάποιο 

υπερσύνολο Μ του Ν*( Μ…Ν*). Ένα τέτοιο υπερσύνολο προκύπτει, για 
παράδειγµα, αν τοποθετήσουµε µετά το  Ν*, την συνάρτηση 2t και στην 
συνέχεια όλες όσες προκύπτουν από αυτήν µε προσθέσεις και 
πολλαπλασιασµούς. Μία δεύτερη επέκταση µπορούµε να έχουµε εισάγοντας 
στην συνέχεια την 3t και τις παραγόµενες από αυτήν συναρτήσεις κ.ο.κ. Έτσι, 
για οποιαδήποτε επέκταση του παραπάνω συστήµατος αξιωµάτων, µπορούµε 
να κατασκευάσουµε οσεσδήποτε θέλουµε, επεκτάσεις του συνόλου των ΦΑ 
που ικανοποιούν ακριβώς τα ίδια αξιώµατα. Πρόκειται, όπως είδαµε, για 
διατεταγµένα σύνολα συναρτήσεων πολύ ευρύτερα από το σύνολο των ΦΑ 
αφού το περιλαµβάνουν ως υποσύνολο. Όµως όλα αυτά τα µοντέλα είναι 
αριθµήσιµα έστω και αν έχουν διαφορετικό διατακτικό χαρακτήρα. 

3. Αν το σύµβολο ‘<’ σηµαίνει «µικρότερο για άπειρες τιµές του t» τότε 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ακόµα πιο γενικές συναρτήσεις των ΦΑ, και 
έχουµε ακόµα µεγαλύτερη ελευθερία στον καθορισµό της διάταξης των 
συναρτήσεων. Για παράδειγµα, αν ορίσουµε την συνάρτηση f(t) για t φυσικό 
αριθµό µε τις σχέσεις: 

f(2k)=2k ενώ f(2k+1)=(2k+1)2

και την g(t) µε τις σχέσεις: 
g(2k)=(2k)2, g(2k+1)=2k+1,  

όπου ο k διατρέχει το Ν, τότε είµαστε ελεύθεροι να καθορίσουµε είτε την 
διάταξη f(t)<g(t) είτε την διάταξη f(t)>g(t) αφού και οι δύο ανισότητες 
ισχύουν για άπειρο πλήθος τιµών του k. Απλά πρέπει να επιλέξουµε εξ αρχής 
µία από τις δύο διατάξεις και να την χρησιµοποιούµε µε συνέπεια από εκεί και 
µετά.  

Γενικά, π.χ. τα «µίγµατα πολυωνύµων»: 
f(0)(t) = pr(t), t=qd+r, r=0(1)d-1, f(k)(t) = p(r+k)mod(d)(t), t=qd+r, r=0(1)d-1, 
k=0(1)d-1, όπου pr(t) διάφορα πολυώνυµα ΦΑ, µπορούν να διαταχθούν µε 
οποιονδήποτε τρόπο.  

4. Η διάταξη: 
0<1<2<…<t<t+1<…<2t<2t+1<…<t2<t2+1<…<2t2<2t2+1<…<t3<…<2t

<2t+1<…<2t+t<…<3t<… 
οφείλεται στο ότι για t>1 ισχύει πάντα: t<t2<t3<…, ενώ για κάθε δοσµένο ΦΑ, 
n, ισχύει n<t όταν το t πάρει αρκετά µεγάλες τιµές (δηλαδή για tsn+1). 
Επίσης είναι: 

tn<2t<3t<… 
για αρκετά µεγάλα t. Για παράδειγµα, για ns4 ισχύει tnc2t όταν είναι t=n2 

(Η ανισότητα αυτή ισοδυναµεί τότε µε nc2n που ισχύει για ns4). Για t>n2 θα 
ισχύει η ίδια ανισότητα, γιατί η ανισότητα tnc2t ισοδυναµεί µε f(t)=lnt/t-
ln2/n<0. Για ts3 είναι όµως f’(t)=(1-lnt)/t2<0. ∆ηλαδή η f(t) είναι µονοτόνως 
φθίνουσα. Αν για κάποια τιµή του t γίνει αρνητική, τότε για µεγαλύτερες τιµές 
θα είναι οπωσδήποτε αρνητική.  

Έτσι, για παράδειγµα, έχουµε: 100+t<2t για t>100 ενώ για t>1 είναι 
2t<t+t2. Άρα είναι 100+t<2t<t+t2 για t>100. 

5. Ερώτηµα: Πώς προκύπτουν το Ν* και τα υπερσύνολά του; 
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Απάντηση: Το σύνολο Ν είναι κλειστό σύνολο ως προς τα αθροίσµατα και 
γινόµενα των όρων του, δηλαδή µαζί µε τους όρους α και β περιλαµβάνει ως 
όρους και το α+β καθώς και το α*β. 

Το Ν* αποτελείται (µεταξύ άλλων και) από πολυώνυµα µίας µεταβλητής µε 
ακέραιους θετικούς συντελεστές, τα γινόµενα και αθροίσµατά τους (που είναι 
πάλι παρόµοια πολυώνυµα) καθώς και πολυώνυµα µίας µεταβλητής που 
προκύπτουν από πολυώνυµα πολλών µεταβλητών µε ακέραιους θετικούς 
συντελεστές αν στην θέση των µεταβλητών αντικαταστήσουµε πολυώνυµα 
µίας µεταβλητής µε ακέραιους θετικούς συντελεστές. Όλοι αυτοί οι παράγωγοι 
όροι πρέπει να προκύπτουν µε συγκεκριµένο και όχι µεταβλητό αριθµό 
εφαρµογής προσθέσεων, πολλαπλασιασµών, κ.τ.λ. ∆ηλαδή, µαζί µε τον όρο t 
περιλαµβάνεται στο Ν* ο k*t και ο tk , µε k σταθερό, αλλά όχι ο tt ή ο 2t. Ο 
όρος 2t δεν προκύπτει από πεπερασµένο πλήθος πολλαπλασιασµών, δηλαδή 
µίαν πεπερασµένη αλγεβρική παράσταση σταθερού µήκους, αλλά από µίαν 
αναδροµική σχέση: 2t+1=2*2t και µπορούµε να τον συµπεριλάβουµε στην 
πρώτη επέκταση Ν** του Ν*. Μαζί µε αυτόν θα συµπεριληφθούν αναγκαστικά 
και οι p(t)*2kt , p(2t), 2p(t), 2p(2Æt) κ.ο.κ., αφού επιτρέπουµε µαζί µε τις f(t), g(t) 
και τις f(g(t)) και g(f(t)). Στην δεύτερη επέκταση, Ν*** θα συµπεριλάβουµε το 
όρο 3t και όλους όσοι παράγονται από αυτόν µε την βοήθεια των όρων του 
Ν**.  

Οι διαδικασίες κατασκευής νέων όρων παράγουν, δηλαδή, από τους όρους 
f(t), g(t) αρχικά τους f(t)+g(t), f(t)*g(t), f(g(t)) και στην συνέχεια όσους 
προκύπτουν µε πεπερασµένο πλήθος επαναλήψεων αυτών των «πράξεων».  

 
6. Όσοι αριθµοί δεν είναι αριθµήσιµοι δεν είναι αναγκαστικά µη διατάξιµοι 

κατά σειρά µεγέθους. Αριθµοί διατάξιµοι αλλά µη αριθµήσιµοι είναι οι 
πραγµατικοί αριθµοί. 
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Παράρτηµα 2 
∆ική µου πρόταση: Μη Αριθµήσιµο ∆ιατεταγµένο Σύνολο που 

ενδεχόµενα ικανοποιεί τα ίδια αξιώµατα µε τους Φυσικούς Αριθµούς: 
 
Κατ’ αναλογία µε τα Πολυώνυµα Φυσικών Αριθµών του Skolem και τις 

επεκτάσεις τους τα πολύ-πολυώνυµα ΦΑ ή Μίγµατα Πολυωνύµων ΦΑ, 
θεωρούµε κλιµακωτές ή βαθµιδωτές συναρτήσεις ΦΑ (Treppenfunktionen, 
step-functions), δηλαδή συναρτήσεις της µορφής fp(t)=njœN για tœ[j,j+1).  

Τις συναρτήσεις αυτές τις διατάσσουµε: 
(α) αναλόγως της τιµής τους στο διάστηµα [0,1). 
(β) συναρτήσεις µε την ίδια τιµή στο [0,1) τις διατάσσουµε αναλόγως της 

τιµής τους στο [1,2) κ.ο.κ. 
Τέτοιου είδους συναρτήσεις fp(t), fq(t) ικανοποιούν οποιαδήποτε σχέση του 

τύπου F(m,n)=G(m,n) για κάθε m,nœΝ, (F(fp(t),fq(t))=G(fp(t),fq(t))  για όλα τα 
p,q και για όλα τα tœΝ).  

Οι κλιµακωτές αυτές συναρτήσεις δεν είναι, όµως, αριθµήσιµες, γιατί αν 
δοθεί µία αντιστοίχησή τους προς το Ν: f1, f2, f3,… τότε µπορώ να 
κατασκευάσω µίαν νέα κλιµακωτή συνάρτηση µε διαφορετική τιµή από την f1 

στο [0,1), διαφορετική τιµή από την f2 στο [1,2), κ.ο.κ., η οποία προφανώς 
δεν ανήκει στον κατάλογο αυτόν.  

Η µόνη αντίρρηση που αποµένει είναι ότι η παραπάνω διάταξη µεγέθους 
των κλιµακωτών συναρτήσεως ΦΑ είναι αυθαίρετη και απαράδεκτη εφ’ όσον 
δεν είναι κατ’ ανάγκη fp(t)<fq(t) για όλα τα t αν αυτό ισχύει για tœ[0,1). Όµως 
αυτή η αντίρρηση είναι αντίθετη προς την αρχή του καθαρού φορµαλισµού, 
ότι µπορώ να ερµηνεύω το σύµβολο «<» µε όποιον τρόπο θέλω, φτάνει να 
µην παραβαίνω τις σχέσεις που καθορίζονται από τα αξιώµατα του 
φορµαλιστικού µου συστήµατος. Όπως είπε ο Hilbert, τα αξιώµατα της 
Γεωµετρίας θα πρέπει να ισχύουν αν ως σηµεία ευθείες και επίπεδα φαντασθώ 
καρέκλες, τραπέζια και δωµάτια. 

Σηµειώνουµε ότι το παραπάνω σύνολο των κλιµακωτών συναρτήσεων 
είναι µη αριθµήσιµο, ενώ το σύνολο των πολυωνύµων ΦΑ είναι µεν 
αριθµήσιµο, αλλά έχει άλλο διατακτικό αριθµό από ότι οι ΦΑ (µεταξύ δύο 
πολυωνύµων ΦΑ µπορεί να υπάρχουν άπειρα άλλα, ενώ αυτό δεν συµβαίνει 
για δύο τυχαίους ΦΑ). 

Παρατήρηση: Τα πολυώνυµα ή άλλες συναρτήσεις ΦΑ, f:NØN, είναι 
ισοδύναµα, µε ακολουθίες ΦΑ, γιατί µας ενδιαφέρουν µόνο για ακέραιες 
θετικές τιµές του x: 

f(x), xœN ~ {ak}, ak=f(k) 
όπου ‘~’ σηµαίνει ισοδυναµία, δηλαδή ισοµορφία.  
Αν θεωρήσουµε συναρτήσεις µε τιµές που παραµένουν σταθερές για 

xœ[k,k+1), τότε µπορούµε να τα θεωρήσουµε και ως ισοδύναµα µε 
κλιµακωτές ή βαθµιδωτές συναρτήσεις: fstep(x) = f(x) , xœ[k,k+1), δηλαδή 
συναρτήσεις που το γράφηµά τους αποτελείται από σκαλοπάτια (βαθµίδες), 
που ανεβοκατεβαίνουν. 
 
Αντίλογος: Οι παραπάνω συλλογισµοί περιέχουν ένα ΛΑΘΟΣ!!! 
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Οι κλιµακωτές συναρτήσεις (ΚΣ) δεν φαίνονται να ικανοποιούν τα βασικά 
αξιώµατα της Αριθµοθεωρίας. Κάθε τέτοια συνάρτηση fr(t) µπορεί να 
αντιστοιχηθεί µε την ακολουθία Fr={ fr(1), fr(2), fr(3), …} των τιµών που 
παίρνει για t=1,2,3,… (Το ίδιο ισχύει βέβαια και για τις συναρτήσεις ακεραίων 
του Skolem). Όµως εδώ δεν είναι εµφανές ποιες τέτοιες συναρτήσεις ή 
ακολουθίες αντιστοιχούν προς τους ΦΑ kœN.  

Είναι k~{k,1,1,…}; Αλλά τότε έχουµε k+1 ~ {k,1,1,…}+{1,1,1,…}= 
{k+1,2,2,…} ενώ έπρεπε να είναι k+1~{k+1,1,1,…}. 

Είναι k~{k,0,0,…} (έστω και αν το 0 δεν αποτελεί την αρχή της 
ακολουθίας των ΦΑ); Αλλά τότε για την σταθερή ΚΣ rep(a)~{a, a, a,…} θα 
έχουµε: 1*rep(a) ~ {1,0,0,…}* {a, a, a,…}= {a,0,0,…}∫ {a, a, a,…}~rep(a). 

Σηµειώνω ότι µε την κλασσική έννοια γινοµένου συναρτήσεων πρέπει να 
είναι: f(t)*g(t)|t=k=f(k)*g(k), δηλαδή το γινόµενο συναρτήσεων για 
οποιαδήποτε τιµή του t νοείται ως γινόµενο των αντιστοίχων τιµών τους. 

Ο Skolem  έχει 1~{1,1,1,…} και k~{k, k, k, …}, δηλαδή: 
k+1~ {k+1, k+1, k+1, …} και k*1~ {k, k, k, …} = k και µεταξύ k και k+1 

δεν παρεµβάλλονται άλλοι όροι αντίθετα από τις ΚΣ που αντιστοιχούν και σε 
ακολουθίες της µορφής Κ={k1, k2, k3, …} µε διαφορετικά kj. Είναι µεν εδώ: 

Κ+1= {k1+1, k2+1, k3+1, …} και Κ*1~ {k1, k2, k3, …} (αν 1={1,1,1,…}) 
αλλά µεταξύ Κ και Κ+1 παρεµβάλλονται άπειροι όροι! Μεταξύ της ακολουθίας 
{k, k, k, …} και της {k+1, k+1, k+1, …} υπάρχουν, για παράδειγµα, οι 
ακολουθίες {k, k, k+1, …}, {k, k+1, k, …}, {k, k+1, k+1, …}. 

 
Απάντηση 
 
Τα αξιώµατα που χρησιµοποιεί ο Skolem στην εργασία του 1934, άρα και 

στην διορθωµένη εργασία του 1935 είναι τα ακόλουθα: 
 (1) Οι αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης <. Αυτή η 

σχέση είναι ασύµµετρη και µεταβατική.  
(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος x+1, δηλαδή 

x<yzx+1cy.  
(4) Υπάρχει µία πράξη +, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Για µία οποιαδήποτε προτασιακή συνάρτηση [δηλ. κατηγόρηµα] U(x) 

ισχύει η αρχή της επαγωγής: 
 

U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 
(7) Για µία τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x) ισχύει: 

(x=y) Ø(U(x)VU(y)). 
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Τα αξιώµατα αυτά είναι όµως ισχυρότερα από αυτά του Peano. Ο Angelo 
Margaris [First Order Mathematical Logic p.128, p.182] χρησιµοποιεί τα 
ακόλουθα16: 

N1. "x"y(x’=y’Øx=y) 
N2. "x(x’∫0) 
N3. "x(x+0=x) 
N4. "x"y(x+y’=(x+y)’) 
N5. "x(x0=0) 
N6. "x"y(xy’=xy+x) 
N7. Για κάθε τύπο P(v): 
      P(0/v)& "v(P(v) ØP(v’/v)) Ø"vP(v) 
όπου P(0/v) σηµαίνει την πρόταση που προκύπτει µε αντικατάσταση της 

µεταβλητής v µε 0 µέσα στον τύπο (προτασιακή συνάρτηση) P(v). {Συχνά η 
P(0/v) συµβολίζεται απλά µε P(0)}.  

Ανάλογα αξιώµατα δίνει ο Kleene [Mathematical Logic, p.206] και ο Gödel, 
ο οποίος  χρησιµοποιεί τα Ν2, Ν1, Ν7 [έκδοση Dover, p.44] ενώ θεωρεί ότι η 
πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός αποτελούν αναδροµικά οριζόµενες 
συναρτήσεις [p.48, footnote 31]17. 

Τα αξιώµατα αυτά δεν περιλαµβάνουν όµως τον περιορισµό (3) του 
Skolem (x<yzx+1cy), που λέει ότι µεταξύ του x και του x+1 δεν υπάρχουν 
ενδιάµεσοι όροι της ακολουθίας των ΦΑ.  

Αν παραλείψουµε αυτόν τον περιορισµό του Skolem τότε το µη 
αριθµήσιµο µοντέλο που προτείνουµε ικανοποιεί όλα τα άλλα αξιώµατα.  

Απλά δεν συµπίπτουν στο διατεταγµένο αυτό σύνολο ο x’ (διάδοχος του x) 
και ο x+1. 

Παροµοίως, η πλήρης επαγωγή ισχύει για το διατεταγµένο σύνολο των 
κλιµακωτών συναρτήσεων (ή ακολουθιών) έστω και αν δεν προσδιορίζει
αιτιώδη σχέση. Η αλήθεια των τύπων γU(1) και U(k)ØU(k+1) για όλους τους 
όρους k συνεπάγεται ότι η πρόταση U(x) ισχύει, αρχικά για όλους του ΦΑ x, 
και στην συνέχεια και αν στην U αντικατασταθεί ο ΦΑ x µε µίαν κλιµακωτή 
συνάρτηση, αφού οι τιµές της είναι πάντα Φυσικοί Αριθµοί.  

    
 

Ο Skolem εισάγει τους ΦΑ ως ακολουθία, ενώ στην συνήθη περιγραφή 
αυτού του συνόλου δεν εισάγεται η έννοια της ακολουθίας, ίσως επειδή 
θεωρείται ότι έµµεσα προϋποθέτει την έννοια των φυσικών αριθµών.  

Ο Skolem, βέβαια, θα έλεγε «απλά εισάγω στα αξιώµατά µου τα σύµβολα 
‘+’ και ‘<’, ενώ θεωρώ ότι sx=x+1 δηλαδή x’=x+1». 

 
Παρατηρήσεις 
 
1. Πώς πρέπει να ορισθούν οι βασικές πράξεις µεταξύ κλιµακωτών 

συναρτήσεων ακεραίων ή ακολουθιών ακεραίων; 
                                        
16 Τα Ν2, Ν1, Ν7 χρησιµοποιούνται και από τον Gödel [έκδοση Dover, p.44] ενώ θεωρεί ότι η 
πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός αποτελούν αναδροµικά οριζόµενες συναρτήσεις [p.48, 
footnote 31]. 
17 Παρόµοια αξιώµατα δίνει ο dtv-Atlas Mathematik, Bd.1, S.53, όπου διευκρινίζεται και ότι οι 
πράξεις πρόσθεση και πολλαπλασιασµός δεν συµπεριλαµβάνονται στα αξιώµατα, γιατί 
µπορούν να ορισθούν επαγωγικά µέσω των σχέσεων: n+0=n, n+m’=(n+m)’, n*0=0, 
n*m’=n*m+n. 
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Προφανώς για την πρόσθεση, τον πολλαπλασιασµό και την σύνθεση είναι: 
(f+g)(t)=f(t)+g(t), (f*g)(t)=f(t)*g(t), (f ±g)(t)=f(g(t)) 

Αντίστοιχα, για ακολουθίες θα ισχύει: 
{ak}+{bk}={ak+bk}, {ak}*{bk}={ak*bk}, {ak}±{bk}={ab(k)}, όπου b(k)=bk. 
 
2. Για το διατεταγµένο σύνολο των κλιµακωτών συναρτήσεων είναι  

δx(t)∫x(t)+1, ενώ δx(t)+y(t)=δ(x(t)+y(t)) αλλά δx(t)*y(t)∫x(t)*y(t)+y(t).  
Όµως τίποτα δεν µας εµποδίζει να ορίσουµε και εδώ την πρόσθεση και τον 

πολλαπλασιασµό µε τις σχέσεις: 
x(t)+0=x(t), x(t)*0=0,  (x(t)+1)+y(t)=(x(t)+y(t))+1, 

(x(t)+1)*y(t)=x(t)*y(t)+y(t). 
∆ηλαδή ορίζουµε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό µε χρήση του 

φυσικού διαδόχου x(t)+1 του x(t) και όχι του µη συµβατικού διαδόχου δx(t). 
3. Σε κάθε πραγµατικό αριθµό a=0.a1a2a3…œ[0,1) µε akœ[0,9], akœN 

µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µίαν κλιµακωτή συνάρτηση fa(t) µε fa(k)=ak 
kœN. Άρα,  οι κλιµακωτές συναρτήσεις είναι τουλάχιστον τόσες όσοι οι 
πραγµατικοί αριθµοί από το [0,1). Για τις κλιµακωτές συναρτήσεις είναι akœN 
τυχόν. Θα µπορούσαµε να περιορισθούµε σε αυτές µε akœ[0,9] αλλά πρέπει 
να εντάξουµε στις κλιµακωτές συναρτήσεις και όλους τους ΦΑ. Η διάταξη των 
κλιµακωτών συναρτήσεων είναι, πάντως, ανάλογη µε την συνήθη διάταξη 
µεγέθους των πραγµατικών αριθµών του [0,1).  

4. Από τους τύπους m’+n=(m+n)’ και m+0=m που ορίζουν αναδροµικά 
την πρόσθεση προκύπτει άµεσα: n+0’=(n+0)’=n’, δηλαδή n+1=n’, αν 
υποτεθεί ότι 0’=1. Αυτό αποκλείει την κατασκευή ενός µη αριθµήσιµου 
µοντέλου. 

Όµως, δεν είναι απαραίτητο να θεωρήσουµε ότι 0’=1! Απλά 0’ είναι ο 
διάδοχος του 0. Στο ακολουθιακό µοντέλο της Αριθµοθεωρίας θα είχαµε: 

0={0,0,0,….}, ενώ 0’= ε = {εκ}, µε εκ=0, κ=1,2,3,…, ¶-1, αλλά ε¶=1  
Η δυσκολία ανακύπτει από το αξίωµα "x"y(xy’=xy+x), γιατί µας δίνει την 

σχέση x0’=x0+x=x για όλα τα x, ενώ x0’={0,0,0,…, x¶}. 
Αν θεωρήσουµε ότι µία ακολουθία a={ak} µε akœ[0,9] αντιστοιχεί µε έναν 

πραγµατικό αριθµό a=0.a1a2a3…œR, τότε το µέγεθος ε=0’ αντιστοιχεί µε ένα 
«απειροστό» του Abraham Robinson, το οποίο µπορούµε να θεωρήσουµε εδώ 
ως το µοναδικό απειροστό.  

Όµως, ενώ είναι ε2={0,0,0,…, ε¶}=ε, δεν ισχύει xε=x, αλλά xε={0,0,0, …., 
x¶}.  Έτσι, είµαστε αναγκασµένοι να εισαγάγουµε τον χωριστό αριθµό 1, έστω 
και αν δεν τον ταυτίζουµε µε 0’. 

Εναλλακτικά, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η σχέση x’>x ορίζει διαδοχικές 
ακολουθίες χωρίς να προσπαθούµε να κατασκευάσουµε την x’ µέσω της x, 
όπως και στους πραγµατικούς αριθµούς δεχόµαστε ότι είναι γραµµικά 
διατεταγµένοι χωρίς να µπορούµε να προσδιορίσουµε τον διάδοχο ενός 
τέτοιου αριθµού. ∆εν ξέρουµε τον διάδοχο του ◊2. 

      

Το 1 αντιστοιχεί τότε, όχι στο 0’, αλλά στην ακολουθία {1}={1,1,1,…} και 
οι σχέσεις που ορίζουν την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό δεν είναι 
m+n’=(m+n)’ αλλά m+(n+1)=(m+n)+1, και αντίστοιχα (m+1)n=mn+n, αντί 
για m’n=mn+n. 

∆ηλαδή το σύστηµα αξιωµάτων που ικανοποιείται τόσο από τους ΦΑ όσο 
και από τις ακολουθίες ΦΑ είναι: 
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N1. "x"y(x’=y’Øx=y) 
N2. "x(x’∫0) 
N3. "x(x+0=x) 
N4. "x"y(x+y’=(x+y)’) 
N5. "x(x0=0) 
N6’. "x"y(x(y+1)=xy+x) {αντί για "x"y(xy’=xy+x)}. 
N7. Για κάθε τύπο P(v): 
      P(0/v)& "v(P(v) ØP(v’/v)) Ø"vP(v) 
 
Η ύπαρξη απειροστών τεκµηριώνεται και ως απάντηση στο πρόβληµα του 

∆ηµόκριτου [Boyer-Merzbach, σελ.92]: Έχουν διαδοχικές τοµές ενός κώνου 
διαφορετικό µεταξύ τους εµβαδόν ή ίδιο; 

Αν στις διαδοχικές τοµές ενός κώνου οι ακτίνες του εκάστοτε κύκλου δεν 
διέφεραν κατά ένα απειροστό, τότε ο κώνος θα ήταν κύλινδρος, γιατί όλες οι 
ακτίνες θα ήταν ίσες. 

Since infinitesimals exist in Nonstandard Analysis we may declare only one 
infinitesimal as existing and apply exactly the same axioms as above to create 
the real numbers.  

5. Ο Skolem δεν αποδεικνύει την ύπαρξη µη αποκρίσιµων προτάσεων, 
δηλαδή νέων τύπων (προτάσεων) ανεξάρτητων από τα δοσµένα αξιώµατα. 
Απλά λέει ότι, όσοι τέτοιοι τύποι και αν υπάρχουν ενδεχόµενα αδυνατούν να 
προσδιορίσουν µονοσήµαντα το σύνολο των φυσικών αριθµών. 

6. Όχι το θεώρηµα µη πληρότητας του Gödel, αλλά τα θεωρήµατα των 
Skolem και Tarski προσδιορίζουν τα όρια του φορµαλισµού:  

Όσους τύπους (αξιώµατα) και αν προσθέσουµε, δεν µπορούµε να 
διακρίνουµε µεταξύ τους µεσα από τον φορµαλισµό τα διάφορα µοντέλα ενός 
φορµαλιστικού συστήµατος (αναφερόµενου σε άπειρα αντικείµενα). Αυτό 
µπορεί να γίνει µόνο εξω-φορµαλιστικά µε µίαν Μεταθεωρία, εδώ την Θεωρία 
Συνόλων. 

7. Αυτό δείχνει επίσης και τα όρια των Η/Υ. Οι Η/Υ είναι µηχανές διακριτών 
καταστάσεων, που εκτελούν αλγορίθµους. Κάθε αλγόριθµος απαιτεί, όµως, 
κάποιον φορµαλισµό για την διατύπωσή του (δεν εκτελείται µε λόγια). Οι Η/Υ 
είναι, εποµένως, µηχανές επεξεργασίας φορµαλιστικών τύπων. Όµως, καµία 
επεξεργασία τύπων της Αριθµοθεωρίας δεν µπορεί να ξεχωρίσει απλούς 
φυσικούς αριθµούς (ΦΑ) από ακολουθίες ΦΑ ή κλιµακωτές συναρτήσεις ΦΑ. 

8. Θα µπορούσαµε, βέβαια, να επιδιώξουµε την φορµαλιστική διατύπωση 
της Θεωρίας Συνόλων, µε την ελπίδα ότι αυτό θα επέτρεπε την αντιδιαστολή 
όλων των δυνατών µοντέλων. Όµως, τα θεωρήµατα των Löwenheim – 
Skolem και Tarski µας λένε ότι κάθε φορµαλιστικό σύστηµα αντιµετωπίζει τα 
ίδια προβλήµατα. Έχει Μετα-θεωρητικώς διακριτά µεταξύ τους µοντέλα, που 
δεν διακρίνονται µεταξύ τους µέσα στα πλαίσια του φορµαλισµού, αφού 
εκπληρούν όλα όλους τους τύπους του.  

Μία φαινοµενική διέξοδο για την θεµελίωση µίας φορµαλιστικής 
Σηµασιολογίας (formal semantics) προσφέρει η Κατηγορηµατική Λογική 
δευτέρας βαθµίδος, που επιτρέπει κατηγορήµατα (χαρακτηρισµούς) όχι µόνο 
για αντικείµενα, αλλά και για κατηγορήµατα πρώτης βαθµίδας (κατηγορήµατα, 
που αναφέρονται σε αντικείµενα). Στην φορµαλιστική Αριθµοθεωρία που 
ενσωµατώνει την δευτεροβάθµιο Κατηγορηµατική Λογική δεν ισχύει το 

Skolem: Zahlenreihe35  8/10/2005, 12:53 ΠΜ 34



Θεώρηµα Μη Πληρότητας του Gödel {ούτε το θεώρηµα του Tarski}. Ξέρουµε, 
λοιπόν, γιατί µιλάµε. ∆εν υπάρχουν διαφορετικά (µη ισόµορφα µεταξύ τους) 
µοντέλα του Φορµαλιστικού συστήµατος. Όµως αυτό γίνεται µε κάποιο 
κόστος: Στην δεύτερη βαθµίδα επιτυγχάνεται µεν ο µονοσήµαντος 
χαρακτηρισµός των ΦΑ, αλλά δεν υπάρχει πια καµία διαδικασία για να 
παραγάγουµε συντακτικά όλες τις προτάσεις για ΦΑ.  

 
9. (dtv-Atlas zur Mathematik σελ.19:) Στην δευτεροβάθµια Λογική ή 

Λογικές ακόµα µεγαλύτερης βαθµίδας δεν µπορεί πια να επιτευχθεί η 
σύµπτωση µεταξύ Συντακτικής και Σηµασιολογικής δοµής (Μη Πληρότητα της 
Ανωτέρας Κατηγορηµατικής Λογικής).  

Για την στοιχειώδη Αριθµοθεωρία αυτό σηµαίνει ότι στην πρωτοβάθµια 
Κατηγορηµατική Λογική έχουµε µεν έναν πλήρη Λογικό λογισµό, αλλά δεν 
µπορούµε να χαρακτηρίσουµε µονοσήµαντα τους ΦΑ. Στην δεύτερη βαθµίδα 
επιτυγχάνεται µεν ο µονοσήµαντος χαρακτηρισµός, αλλά δεν υπάρχει πια 
καµία διαδικασία για να παραγάγουµε συντακτικά όλες τις προτάσεις για ΦΑ.  

Μπορούµε να πετύχουµε να είναι ακριβώς όλες οι προτάσεις της 
πρωτοβάθµιας Κατηγορηµατικής Λογικής φορµαλιστικά (δηλαδή συντακτικά) 
αποδείξιµες (Θεώρηµα Πληρότητας του Gödel). Αντιθέτως, δεν µπορεί για 
κάθε φορµαλιστική παράσταση να αποφασισθεί σε πεπερασµένο πλήθος 
βηµάτων αν πρόκειται για πρόταση της Κατηγορηµατικής Λογικής ή όχι 
(Θεώρηµα µη αποφανσιµότητας του Church).  

10. Boolos & Jeffry: Computability and Logic, Cambridge U.P. 1982: 
σελ.203: ∆εν υπάρχει αποτελεσµατικό θετικό κριτήριο για την ισχύ 

δευτεροβάθµιων προτάσεων. {Αντίθετα, υπάρχει τέτοιο κριτήριο για 
πρωτοβάθµιες προτάσεις (βλέπε σελ.142-144)}. 

σελ.204: Αυτό το αποτέλεσµα διατυπώνεται ορισµένες φορές κάπως 
παραπλανητικά ως εξής: «Η δευτεροβάθµια Λογική είναι µη πλήρης». Λιγότερο 
παραπλανητική διατύπωση θα ήταν: «Καµία σωστή τυποποίηση 
{φορµαλιστική διατύπωση} της δευτεροβάθµιας λογικής δεν είναι πλήρης» 
(∆εν είναι η λογική µη πλήρης, αλλά οι απόπειρες φορµαλιστικής της 
διατύπωσης από εµάς). 

Η δευτεροβάθµια λογική είναι εποµένως … «µη τυποποιήσιµη», µη 
συµπαγής, και µη  Skolem – Löwenheim- ική. Επιπλέον, ας υποθέσουµε ότι 
αριθµοί Gödel µπορούν να αντιστοιχηθούν µε κάποιον εύλογο τρόπο σε 
δευτεροβάθµιες προτάσεις. Τότε το σύνολο των αριθµών Gödel των 
ισχυουσών δευτεροβάθµιων προτάσεων δεν µπορεί καν να ορισθεί.  

 
σελ. 198: Λογική 1ης βαθµίδας: αναφέρεται σε δηλώσεις σχετικά µε 

αντικείµενα, ή σε ιδιότητες αντικειµένων. 
Λογική 2ης βαθµίδας: αναφέρεται σε σύνολα δηλώσεων ή σύνολα 

ιδιοτήτων, δηλαδή ιδιότητες ιδιοτήτων. 
 
11. The reason why people persist in trying to make computers think in 

spite of the implications of Skolem’s result, is that they believe that the 
human brain is also a logically thinking machine. The implicit argument is: If a 
human brain can do it, then a computer should also be able to do it 
somehow. However, the way a human brain reaches inspirations is not by 
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exhausting all logical possibilities, or by making random guesses. The human 
brain interconnects logically unconnected concepts or experiences, because 
this is how it stores them. The storing mechanism provides non-logical 
interconnections. 

12. Η προτεινόµενη διάταξη των ακολουθιών {α1,α2,α3,…} αντιστοιχεί προς 
την διάταξη µεγέθους των αντίστοιχων πραγµατικών αριθµών α1.α2α3α4… 
όταν ισχύει ακœ[0,9]. ∆ηλαδή, γράφουµε: {ακ} < {βκ} όταν α1< β1 ή α1= β1 

αλλά α2< β2 ή α2= β2 αλλά α3< β3  κ.ο.κ.  
Έτσι, π.χ., αφού: 

◊2=1.414213562…<1.732050808…=◊3 
γράφουµε και seq(◊2)<seq(◊3) όπου: 

seq(◊)={1,4,1,4,2,1,3,5,6,2,…}, seq(◊3)={1,7,3,2,0,5,0,8,0,8,…}. 
Αντίστοιχα, θεωρούµε ότι: 

{12,27,32,5,…}<{13,21,31,4,…} 
 

Proof of the existence of non-denumerable models for Peano’s 
axiom system 

 
(Adapted from the proof of theorem 6/p.176 in the book of A. Margaris) 

 
Theorem Let T=P be Peano’s axiom system, which has the model M=N. 

Then, if C is the cardinal number of the real numbers, T=P has a model with 
at least C elements. 

 
Proof:  
{Let S be the set of all natural number- sequences with elements between 

0 and 9: S={a, aœ[0,9]¶}, where [ ] denotes an interval of integers. This is a 
non-denumerable set, since it corresponds, e.g., to R[0,1].} NOT USED! 

Let A be a set of symbols with cardinality |R| (the cardinality of real the 
numbers). 

Let T’=P’ result from T=P by adjoining to T all symbols ar, rœ R[0,1] and a 
new proper axiom:  

ar ∫ at for each pair r∫t, r,t œ R[0,1]. 
Let X be a finite subset of the proper axioms of T’=P’ consisting of Peano’s 

axioms plus a finite number of axioms of the form ar ∫ at for r∫t. I.e., we 
select a finite subset KÕ[0,1] and let r,tœK with r∫t.  

Thus, ar, with rœK, are the distinct new constant symbols that occur in X.  
Let M’=N’ be the same as M=N except that it assigns a different element 

of the domain18 N to each ar. This is always possible, because M is infinite. 
Then, M’ is a model of X.  

Hence, T’=P’ has a model M1 by the compactness theorem [Margaris, 
p.166]. M1 is a model for T=P, because T’=P’ is an extension of T=P.  

The cardinal number of M1 is at least C, because each new proper axiom 
“ar ∫ at for r∫t” is true in M1.  

                                        
18 I thought that the domain would be S, but S is used in the proof only in order to 
characterize the cardinality of the adjoined new set of symbols! The domain seems to be the 
original domain N. See Hao Wang, p.79 proof of 5.5.5. 
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{Notes: 1. Since K is finite, K={rj, j=1(1)n} where n is a natural number, 
and:  if r(j)=rj=0.r1r2r3… then ar(j)={r1,r2,r3, …}. 

2. Is M1 an extension of (T, N) to (T, N»S)? 
3. The models M’ and M1 have two different kinds of objects: nœN, and 

aœS. Correspondingly, T’=P’ contains three different kinds of symbols: 0, 
xœN, and ar, rœ[0,1]. 

4. It seems that we don’t try to apply Peano’s axioms on the symbols ar, 
rœ[0,1] !!!} WRONG INTERPRETATION! 

 
Note: The axioms: 
N1. "x"y(x’=y’Øx=y) 
N2. "x(x’∫0) 
N3. "x(x+0=x) 
N4. "x"y(x+y’=(x+y)’) 
N5. "x(x0=0) 
N6’. "x"y(x(y+1)=xy+x) {αντί για "x"y(xy’=xy+x)}. 
N7. Για κάθε τύπο P(v): 
      P(0/v)& "v(P(v) ØP(v’/v)) Ø"vP(v) 
which we propose to use for the model of natural number sequences, are 

also fulfilled by the set R+, the nonnegative real numbers!!  
Another possibility would be to use "x"y(xy’=xy+x0’), but what value 

does x0’ have? 
Note: Skolem’s 1935-theorem about the existence of non-

standard models of Arithmetic is proved in a modernized form in G. 
S.Boolos-R.C.Jeffrey: Computability and Logic, pp.193-195 (see also 
p.192 on aleph-null categoricity). 

5. Can we postulate the existence of a successor to a real number x?  
Although R is an ordered set, no xœR can have a successor, because, if x’ 

is the successor of x, then ½(x+x’) lies between x and x’. Not even a rational 
number can have a successor! 

Objection: If we let ε be an infinitesimal and define x’ as x+ε, then x+ε/2 
does not belong to the set created by the axioms. In fact, elementary 
Arithmetic does not include division! So, x+ε/2 cannot be created by 
elementary Arithmetic.  

 
6. What is the significance of the theorems of Skolem and Tarski? 
a. In the same way as we have non-Euclidean geometries we also have 

non-Pythagorean Arithmetics (if we may call the classical Arithmetic 
Pythagorean, since Pythagoras was the first to investigate properties of 
integers considering them as arrays of points)! 

b. Just as we have Euclidean models for non-Euclidean geometries we also 
have Pythagorean models of non-Pythagorean Arithmetics. Skolem’s sequence 
of integer-polynomials is such a Pythagorean model of a non-Pythagorean 
kind of  ‘positive integers’, which have a different ordinality than the natural 
numbers.  

c. These observations show that neither Euclidean Geometry, nor 
Pythagorean Arithmetic are a priori concepts inborn in our mind! they are 
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abstractions based on certain rudimentary inborn faculties for perceiving and 
handling space and numerical quantity. 

d. The natural world does not necessarily comply with any of these 
conceptual systems. In intermediate dimensions it can be seen as Euclidean, 
but in celestial dimensions it is rather non-Euclidean. In atomic dimensions it 
may also seem to be Euclidean, but this is an illusion. What is a point, and 
what is a line in  Physics? Elementary particles are considered to be point-like 
in Relativity Theory, but this is also a mystery, since it is difficult to 
understand how dimensionless objects can have different physical properties. 
There are also no lines consisting of such point-like objects. Continuity is an 
illusion, since any edge or surface consists of atoms. The orbit or trajectory of 
a moving body can be considered as a continuous line, but this is rather a 
mental construction than a perceptible reality. We don’t perceive continuous 
lines, since our retina consists of discrete cones and rods, which register the 
variations of light signals.  

In the same way, we may introduce in Skolem’s way various ‘infinite’, or 
rather, “illimited integers” ((see Alain M. Robersts: Nonstandard Analysis, 
p.17)  numbers (actually a denumerable set of infinite numbers) and declare 
infinitesimals to be the inverses of these numbers. In this way we create Non-
standard Analysis. This is the way, in which Abraham Robinson initially 
introduced his infinitesimals (see Alain M. Robersts, pp. 9-11). 
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