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Μία σχολιασµένη µετάφραση από τον Ι.Β.Κιουστελίδη µε εκσυγχρονισµό του 

λογικού συµβολισµού. 2

 
Εδώ θα εξετάσουµε συναρτήσεις ακεραίων θετικών µεταβλητών που έχουν 

ακέραιες θετικές τιµές. Θα υποθέσουµε ότι, αν f(x) και g(x) είναι δύο τέτοιες 
συναρτήσεις, τότε υπάρχουν πάντοτε είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) < 
g(x), είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) = g(x) είτε άπειρα x για τα οποία 
είναι f(x) > g(x). Φυσικά αυτό µπορεί να αποδειχθεί αν γίνει δεκτό το αξίωµα 
του αποκλεισµού τρίτου ενδεχοµένου. 

Υπό αυτές τις προϋποθέσεις µπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο θεώρηµα: 
Θεώρηµα1.  Έστω ότι fr(x), r=1,2,3,… είναι µία ακολουθία συναρτήσεων. 

Τότε υπάρχει πάντα µία συνάρτηση g(x), που αυξάνεται µονότονα, τέτοια    
ώστε, αν είναι i<j δύο δείκτες, ισχύει πάντα συνεχώς µία από τις τρεις       
περιπτώσεις: 

fi j i j j(g(x))<f (g(x)), f (g(x))=f (g(x)), fi(g(x))>f (g(x)) 
 
όταν x>x0  όπου x0 ορισµένος αριθµός. 
 
Απόδειξη: Μπορεί κανείς αρχικά να διατάξει τα ζεύγη δεικτών i, j σε µία 

απλά άπειρη σειρά, για παράδειγµα έτσι, ώστε διατάσσει κανείς αρχικά κατά 
αυξανόµενες τιµές του i+j και τα ζεύγη (i,j) µε το ίδιο άθροισµα i+j κατά τις 
τιµές του i.  

Έστω ότι αρχικά είναι g1
-(x), g1

0(x), και g1
+(x) για x = 1,2,3,… κατά σειράν 

τα x για τα οποία είναι f1(x)<f2(x), f1(x)=f2(x), και f1(x)>f2(x). Σύµφωνα µε 
την υπόθεση υπάρχει µία από αυτές τις τρεις συναρτήσεις για όλα τα x. Έστω 
ότι g1(x) είναι η πρώτη, κατά την παραπάνω σειρά, για την οποία ισχύει αυτό. 
Για όλα τα x έχει κανείς τότε ή πάντοτε f1(g1(x))<f2(g1(x)) ή πάντοτε 
f1(g1(x))=f2(g1(x)) ή πάντοτε f1(g1(x))>f2(g1(x)). Έτσι τακτοποιήθηκε το θέµα 
για το ζεύγος δεικτών (1,2).  

Θεωρώ τώρα ότι οι συναρτήσεις g1, …, gn, h1,…,hn-1 έχουν ήδη ορισθεί, 
όπου είναι πάντα3 gr+1(x)=grhr(x), (r=1,2,…,n), και µεταξύ των fkgr(x) και 
flgr(x), όπου (k,l) το r ζεύγος δεικτών, ισχύει πάντα για όλα τα x είτε η σχέση 
< είτε η σχέση = είτε η σχέση >. Τότε ας δίνουν hn

-(x), hn
0(x), hn

+(x) κατά 
σειράν εκείνα τα x, για τα οποία γίνεται fi(gn(x))<fj(gn(x)), ή fi(gn(x))=fj(gn(x)), 
ή fi(gn(x))>fj(gn(x)) όπου (i,j) το n+1 ζεύγος δεικτών. Τουλάχιστον µία από 
                                        
1 ∆ηλαδή, όταν οι έννοιες «Σύνολο» ή «Προτασιακή Συνάρτηση» προσδιοριστούν µε ακρίβεια. 
2 [Η µετάφραση έγινε για ιδία χρήση και κυρίως για εκσυγχρονισµό λογικού συµβολισµού. 
Φράσεις µέσα σε αγκύλες ‘[]’ είναι σχόλια που έχουν προστεθεί από τον µεταφραστή. Με 
έγχρωµο φόντο έχουν τονισθεί ουσιώδη σηµεία.] 
3 Skolem: Γράφω απλούστερα fg(x) αντί f(g(x)). 
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αυτές τις συναρτήσεις υπάρχει για όλα τα x. Ας είναι hn(x) η πρώτη από τις 
παραπάνω συναρτήσεις για την οποία ισχύει αυτό. Τότε ισχύει, εποµένως, 
µεταξύ fi(gn+1(x)) και fj(gn+1(x)) ή πάντοτε η σχέση <, ή πάντοτε =, ή πάντοτε 
>, αν βάλουµε gn+1(x)=fnhn(x). Με αυτόν τον τρόπο αποδείχθηκε και για το 
n+1 στάδιο η παραδοχή που έγινε πιο πάνω για το n στάδιο. Αφού πιο πάνω 
ξεκαθαρίσαµε και το στάδιο 1, αποδείχθηκε έτσι ότι µε την επαναληπτική 
διαδικασία που δώσαµε παίρνουµε µίαν ακολουθία συναρτήσεων g1, g2, … και 
µίαν ακολουθία h1, h2, … , όπου είναι πάντα gr+1=grhr και, αν (i,j) είναι το r 
ζεύγος, υπάρχει µεταξύ figr(x) και fjgr(x) είτε πάντα το σύµβολο ‘<’, είτε πάντα 
‘=’, είτε πάντα ‘>’. 

Από αυτό προκύπτει περαιτέρω, ότι, αν  (i,j) είναι το r ζεύγος, τότε µεταξύ 
figs(x) και fjgs(x) ισχύει πάντα µία από τις τρεις σχέσεις όταν είναι ssr και 
µάλιστα η ίδια σχέση που είχαµε για s=r. Γιατί για s=r+1  είναι gs=grhr, και αν 
για παράδειγµα ισχύει figr(x)<fjgr(x) για όλα τα x, ισχύει προφανώς επίσης 
figrhr(x)< fjgrhr(x) για όλα τα x, δηλαδή figr+1(x)<fjgr+1(x). Εξαιτίας της 
ταυτότητας gr+2(x)=gr+1hr+1(x) προκύπτει όµως από αυτό κατά τον ίδιο τρόπο 
figr+2(x)<fjgr+2(x) για όλα τα x. Με πλήρη επαγωγή προκύπτει από αυτά ο 
ισχυρισµός.  

Έστω, τώρα g(x)=gx(1). Αν  (i,j) είναι το r ζεύγος, ισχύει σύµφωνα µε το 
ήδη αποδειχθέν αποτέλεσµα πάντοτε η ίδια από τις τρεις σχέσεις µεταξύ 
figx(1) και fjgx(1) αν είναι xsr. ∆ηλαδή για όλα τα xsr ισχύει µεταξύ fig(x) και 
fjg(x) πάντα η ίδια από τις τρεις σχέσεις. Με αυτό απεδείχθη το θεώρηµα 1.‡ 

 
Θα εξετάσουµε τώρα ένα απλό σύστηµα αξιωµάτων της Αριθµητικής. Για 

τους φυσικούς αριθµούς Ν ισχύουν πάντως οι ακόλουθες προτάσεις: 
(1) Οι αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης <. Αυτή η 

σχέση είναι ασύµµετρη και µεταβατική.  
(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος x+1, δηλαδή 

x<yzx+1cy.  
(4) Υπάρχει µία πράξη +, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Για µία οποιαδήποτε προτασιακή συνάρτηση [δηλ. κατηγόρηµα] U(x)  

ισχύει η αρχή της επαγωγής: 
U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 

(7) Για µία τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x) ισχύει: 
(x=y) Ø(U(x)VU(y)). 

 
Αν ως «προτασιακές συναρτήσεις» θεωρηθούν κάθε είδους προτάσεις που 

κατασκευάζονται µέσω των 5 λογικών πράξεων µε βάση εξισώσεις, ή σχέσεις 
µεγαλυτέρου ή µικροτέρου µεταξύ πολυωνύµων, θα αποδείξω ότι όλες οι
προτάσεις που µπορούν να παραχθούν µε βάση τις παρατιθέµενες
προϋποθέσεις (1)-(7) µε προσθήκη της αρχής της του τρίτου αποκλείσεως
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ισχύουν επίσης για γραµµικά διατεταγµένα σύνολα άλλης, ευρύτερης φύσης
από τους αριθµούς. Από την γενική φύση της απόδειξης θα προκύψει ότι αυτό
θα ισχύει πάντοτε, ακόµα και αν προστεθούν ως αξιώµατα άλλες ιδιότητες της
ακολουθίας των αριθµών ανεξάρτητες από τα δοθέντα αξιώµατα. 

    
    

      
       

Κατ’ αρχήν θα αποδειχθεί µία τυπική /φορµαλιστική επέκταση της 
επαγωγικής συναγωγής. Αυτή η συναγωγή είναι η ακόλουθη: Έστω ότι ισχύει  
U(1) και επίσης U(z+1) αν ισχύει U(z) για όλα τα u c z. Τότε ισχύει U(x) για   
όλα τα x. Πρόκειται, λοιπόν, να δειχθεί ότι    

U(1)& "y["x((xcy) ØU(x))ØU(y+1)]Ø U(z) 
 
[Απόδειξη:] Θέτω  

"x((xcy) ØU(x))=V(y). 
Τότε είναι V(1)=U(1) και  
V(y+1)="x((xcy+1)ØU(x))="x((x=y+1)ØU(x))&((xcy)ØU(x)) = U(y+1)& 

"x((xcy) ØU(x)) = U(y+1)&V(y). 
Ως εκ τούτου έχουµε  
U(1)& "y["x((xcy)ØU(x))ØU(y+1)] = U(1)&"y[V(y) ØU(y+1))= U(1)& 

"y[V(y) ØV(y)&U(y+1))=U(1)& "y[V(y) ØV(y+1)) ØV(z), 
Όπου χρησιµοποιείται το [αξίωµα] (6). ‡ 
Μέσω αυτής της διεύρυνσης της επαγωγικής συνεπαγωγής µπορεί να 

δειχθεί για µίαν τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x), ότι αν η U(x)είναι αληθής  
για οποιονδήποτε αριθµό x, τότε ισχύει επίσης $xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)), ή, µε 
άλλα λόγια, 

U(z) Ø$xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)) 
Αυτή η πρόταση ισχύει για z=1, γιατί σύµφωνα µε το (2) έχουµε "y(1cy), 

από όπου έχουµε "y(U(y)Ø(1cy)), και από αυτό U(1) ØU(1)&"y(U(y)Ø(1cy)), 
και από αυτό U(1) Ø$xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)) 

Υποθέτω την ορθότητα της πρότασης για όλα τα ucz. Τότε έχουµε 
               (a)        U(z+1) Ø$u(ucz)&U(u)¤"u((u>z)¤U(u)) 
και παραπέρα, σύµφωνα µε την υπόθεση,  

          U(u)&( ucz) Ø$xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)). 
Από αυτήν πάλι 
              (b)        $uU(u)&(ucz) Ø$xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)). 
Αφετέρου παίρνουµε 
             (c)     U(z+1)& "u((u>z) ¤U(u)) Ø U(z+1)& "u(U(u) Ø(z+1cu)) 

Ø$xU(x)& "u(U(u)Ø(xcu)). 
Από τα (a), (b), (c) προκύπτει 

U(z+1) Ø$xU(x)&"y(U(y)Ø(xcy)). 
∆ηλαδή η πρόταση ισχύει για z+1. Έτσι αποδείχθηκε η ισχύς της για όλα 

τα z. ‡  
Σε κάθε µη κενό σύνολο αριθµών υπάρχει, λοιπόν, ένας ελάχιστος, όπου 

εδώ φυσικά «σύνολο» σηµαίνει τις συλλογές που είναι δοσµένες µέσω των 
προτασιακών συναρτήσεων µίας µεταβλητής.  

    

 
Κατά περιστάσεις θα προκύψει ότι η πρόταση "x $yA(x,y) είναι αληθής και 

µάλιστα έτσι, ώστε για κάθε x υπάρχει µόνο ένα y τέτοιο ώστε να ισχύει 
A(x,y). Τότε µπορεί κανείς να πει ότι µε την A(x,y) ορίζεται µία συνάρτηση 
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y=f(x) µε την συνηθισµένη µαθηµατική έννοια. Η εξίσωση y=f(x) είναι µία 
µεταγραφή της A(x,y). Αντί για "x$yA(x,y) έχει κανείς τότε "xA(x,f(x)). 
Μπορεί κανείς τώρα σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) να εισαγάγει 
µίαν συνάρτηση f(x), έτσι ώστε να προκύψει ότι ισχύει A(x,f(x)) για κάθε x. 
Σύµφωνα µε ότι ήδη αποδείξαµε υπάρχει, βέβαια, µεταξύ όλων των y για τα 
οποία ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, ένας ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να 
ονοµασθεί f(x) και προσδιορίζεται από το x (και φυσικά από την προτασιακή 
συνάρτηση Α). Τότε είναι, εποµένως, η y=f(x) ισοδύναµη µε A(x,y)& "z(A(x,z) 
Ø(ycz)), και έχουµε "xA(x,f(x)). 

Παρόµοια, αν είναι δοσµένη µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z), µπορεί 
κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση A(x,u,v)&"u"v(A(x,u,v) 
Ø(y<u)¤(y=u)&(ycv)), µέσω της οποίας είναι δοσµένα τα y και z ως 
συναρτήσεις y=f(x) και z=g(x) του x. Ο y=f(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για 
τον οποίο ισχύει η A(x,y,z) για οποιοδήποτε z, και z=g(x) είναι ο µικρότερος 
αριθµός για τον οποίο ισχύει η A(x,f(x),z). Αν η "x$y$zA(x,y,z) είναι αληθής, 
τότε υπάρχουν οι συναρτήσεις f(x) και g(x) για όλα τα x, και έχουµε 
"xA(x,f(x),g(x)). 

Παρόµοια µπορεί κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση 
A(x,y,z)&"u(A(x,y,u)Ø(zcu)), µέσω της οποίας δίνεται το z ως συνάρτηση 
f(x,y), αν αληθεύει η "x"y$zA(x,y,z). Η τελευταία πρόταση µπορεί τότε να 
γραφτεί στην µορφή "x"yA(x,y,f(x,y)).  

Παρόµοια πράγµατα µπορούν να γίνουν αν τα σύµβολα " και $ 
εµφανίζονται εναλλάξ. Ας θεωρήσουµε, π.χ., την "x$y"z$uA(x,y,z,u). Αν 
βάλουµε προσωρινά, "z$uA(x,y,z,u)=B(x,y), για συντοµία και εποπτικότητα,   
µπορούµε να σχηµατίσουµε την "x$yB(x,y)&"v(B(x,v)Ø(ycv)), που είναι µία 
αληθής πρόταση και ορίζει το y ως συνάρτηση f(x). Τότε ισχύει "xB(x,f(x)), 
δηλαδή, "x"z$uA(x,f(x),z,u). Τότε ισχύει επίσης η "x"z$uA(x,f(x),z,u)& 
"w(A(x,f(x),z,w)Ø(ucw)), µε την οποία προσδιορίζεται η u=g(x,z). Τέλος, 
µπορεί κανείς αντί για "x$y"z$uA(x,y,z,u) να γράψει "x"zA(x,f(x),z,g(x,z)). 

Αν έχει κανείς µία πρόταση, που αρχίζει µε ένα σύµβολο ‘$’, όπως π. χ. 
$x"y$zA(x,y,z), µπορεί να πει ότι έχει "yA(a,y,f(y)) για έναν ορισµένο αριθµό 
a και µία συνάρτηση f(y). 

Οι συναρτήσεις που προκύπτουν έτσι µέσω των αληθών γενικών 
υπαρξιακών προτάσεων σχηµατίζουν µία κλειστή ολότητα σε σχέση µε 
αντικαταστάσεις τέτοιων συναρτήσεων στην θέση µεταβλητών. Ας  
θεωρήσουµε, π.χ., τις z=f(x,y) και y=g(u), όπου η  z=f(x,y) ισοδυναµεί µε την 
ισχύ µίας πρότασης A(x,y,z) και η y=g(u) µε την πρόταση B(y,u).4 Αν 
σχηµατίσει κανείς την πρόταση C(x,u,z)= $yA(x,y,z)&B(y,u), αναγνωρίζει τότε 
ότι είναι αληθής η  "x"u$zC(x,u,z) και το z προσδιορίζεται µονοσήµαντα από 
τα x και u, δηλ. η z είναι συνάρτηση µε την παραπάνω έννοια των x και u. 
Αυτή η συνάρτηση δεν είναι τίποτα άλλο από αυτήν που προκύπτει µε 
αντικατάσταση του y=g(u) στην z=f(x,y), δηλ. z=f(x,g(u)). Παρόµοια, αν 
σχηµατίσει κανείς την πρόταση $zA(x,y,z)&B(u,z)=D(x,y,u), αναγνωρίζει ότι η 
πρόταση "x"y$uD(x,y,u) αληθεύει και µάλιστα έτσι ώστε η [µεταβλητή] u 

                                        
4 (Συνήθως αυτή η συνάρτηση A είναι κατασκευασµένη έτσι, ώστε εµφανίζονται µέσα σε 
αυτήν φαινοµενικές µεταβλητές, όπως φαίνεται από τα παραπάνω παραδείγµατα). 
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προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τις x, y. Αυτή η συνάρτηση είναι τότε η 
u=g(f(x,y)). Είναι ξεκάθαρο ότι αυτή η αναπαραγωγή ισχύει γενικά.  

Την ολότητα αυτών των συναρτήσεων ας την ονοµάσουµε Ν*. Επειδή 
προϋποτίθεται ότι ισχύει η αρχή αποκλείσεως τρίτου για τις προτάσεις που 
κατασκευάζονται µε βάση τα δοθέντα αξιώµατα, δεν είναι δύσκολο να 
αναγνωρίσουµε ότι, αν f1(x) και f2(x) είναι δύο τυχόντα στοιχεία του Ν*, ή θα 
υπάρχουν άπειρα x τέτοια ώστε είναι f1(x)<f2(x), ή άπειρα τέτοια ώστε 
f1(x)=f2(x), ή άπειρα τέτοια ώστε f1(x)>f2(x). Αρκεί προφανώς να εξετάσει τις 
προτάσεις "x$y(x<y)&(f1(y)<f2(y)) ή αντίστοιχα τις ανάλογες, όπου 
εµφανίζεται ‘=’ ή ‘>’. Αν εισαγάγει κανείς τους ορισµούς των f1 και f2 µέσω 
προτασιακών συναρτήσεων, παίρνει τότε προτάσεις του αναφερθέντος τύπου, 
για τις οποίες ισχύει η αρχή αποκλείσεως τρίτου. Αν π.χ. ορίζεται η f1 µε το ότι 
η z= f1(x) είναι ισοδύναµη µε την προτασιακή συνάρτηση A1(y,z) και 
παροµοίως u=f2(x) ισοδυναµεί µε A2(y,u), µπορεί κανείς  αντί "x$y(x<y) 
&(f1(y)<f2(y)) να γράψει προφανώς "x$y(x<y)&"z"u(A(y,z)&B(y,u)Ø(zcu)). 
Μία τέτοια πρόταση είναι, λοιπόν, είτε αληθής είτε ψευδής, και από τις τρεις 
ανάλογες πρέπει µία να είναι αληθής. Ως εκ τούτου µπορούν τα στοιχεία του 
Ν* σύµφωνα µε το θεώρηµα 1 να διαταχθούν γραµµικά σύµφωνα µε τον 
ρυθµό αυξήσεώς τους προς το άπειρο, αν βάλει κανείς µίαν κατάλληλη 
συνάρτηση g(x) στην θέση του x. Το ότι ισχύουν και οι ιδιότητες (2) και (3) 
του Ν φαίνεται εύκολα. Γιατί στα στοιχεία του Ν* ανήκουν και οι «σταθερές», 
δηλαδή τα στοιχεία του Ν. Ειδικότερα ανήκει, λοιπόν το 1 στο  Ν* και 
προφανώς είναι στο  Ν* 1cf, όπου f είναι ένα τυχαίο στοιχείο του Ν*, αφού 
είναι 1cf(g(x)) για όλα τα x. Παροµοίως είναι το 1+f1(x) ένα στοιχείο του Ν αν 
είναι τέτοιο το f1(x), και αν ισχύει f1g(x)<f2g(x) για όλα τα x, τότε ισχύει 
f1g(x)+1cf2g(x) για όλα τα x, δηλαδή η (3) είναι σωστή.  

Πριν προχωρήσω παρακάτω παρατηρώ όµως ότι το Ν* είναι διατεταγµένο 
κατά έναν πολύ ευρύτερο τρόπο από ότι το Ν. Συνολοθεωρητικά, έχει το Ν  * 

έναν σηµαντικά ανώτερο   διατακτικό τύπο από ότι το Ν, γιατί ήδη το στοιχείο    
x του Ν* είναι > από οποιαδήποτε σταθερά n.5 Παραπέρα είναι x+1>x, 
x+2>x+1, …, 2x>x+n, όπου n µία τυχούσα σταθερά κ.ο.κ. Κατά τα άλλα 
υπάρχει στο Ν*, ακριβώς όπως και στο Ν, ένα αµέσως µικρότερο στοιχείο για 
κάθε στοιχείο που είναι >1. Έστω, δηλαδή, ότι η y=δ(x) είναι δοσµένη µε την 
πρόταση (y+1rx)&"z(z+1rxØ(ycz)) [σωστό είναι να µπει εδώ (z>y)]6. Επειδή 
προφανώς στο Ν αληθεύει η πρόταση "x$y(y+1rx), υπάρχει η δ(x) για όλα 
τα x και είναι εποµένως ένα στοιχείο του Ν*. Είναι, όµως, εύκολο να δούµε ότι 
η δf(x) είναι το αµέσως προηγούµενο της f στοιχείο7 του Ν*, αν είναι f>1, 
γιατί f>1 σηµαίνει ότι είναι fg(x)>1 για όλα τα x, και επειδή δ(x)+1=x για 
x>1, θα είναι δfg(x)+1=fg(x). ∆εν είναι απαραίτητο να εξετάσουµε στενότερα 
τον τύπο του Ν*. 

                                        
5 [∆εν υπάρχει όρος του Ν που να αντιστοιχεί στον xœN*, γιατί οι όροι του Ν είναι ήδη σε 
αντιστοιχία ένας-προς-έναν προς τις σταθερές συναρτήσεις στο N*.] 
6 [Ο τύπος (y+1rx)&"z(z+1rxØ(z>y)) ισοδυναµεί µε (yrx-1)&"z(zrx-1Ø(z>y)). ∆ηλαδή είναι 
yrx-1 και αν για τυχόν  είναι επίσης zrx-1, τότε οφείλει να είναι z>y. Ειδικότερα, αφού x>x-1, 
πρέπει να είναι x>y, δηλαδή, x>yrx-1, άρα y=x-1.] 
7 [∆ηλαδή δf(x)=f(x)-1, αλλά αυτό ισχύει µόνο όταν ορισθεί η πράξη της αφαίρεσης!] 
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Αν F(x1,x2,…) είναι µία συνάρτηση στο Ν, τότε, αν φ1(x), φ2(x), … 
παριστάνουν µεταβλητά στοιχεία του Ν*, είναι F(φ1(x), φ2(x), …) µία 
συνάρτηση στο Ν*, δηλαδή κάθε συνάρτηση στο Ν παριστάνει κατ’ αυτόν τον 
τρόπο µίαν τέτοια συνάρτηση και στο Ν*. Το Ν* έχει εποµένως τις ιδιότητες 
(1), (2), (3), (4), (5), γιατί προφανώς παραµένουν και στο Ν* σε ισχύ οι 
αναδροµικοί τύποι για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό. 

Παρόµοια έχουν ένα νόηµα και στο Ν* όλες οι προτάσεις και προτασιακές 
συναρτήσεις, που µπορούν να συντεθούν µε βάση τα αξιώµατα, γιατί κάθε 
τέτοια πρόταση ή προτασιακή συνάρτηση έχει την µορφή 

Qx1Qx2…U(x1,x2,…,y1,y2,…),  
όπου τα Q παριστάνουν ποσοτικοποιήσεις [" ή $], ενώ η U σχηµατίζεται µε 

Σύζευξη , ∆ιάζευξη ή Άρνηση (και, αν θέλει κανείς, συνεπαγωγή) από σχέσεις 
µε ‘<’ ή ‘=’ µεταξύ πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές. Αυτές οι σχέσεις 
διατηρούν, όµως ένα νόηµα, αν βάλει κανείς στην θέση των µεταβλητών 
τυχαίες συναρτήσεις µίας µεταβλητής x από το Ν ή, µε άλλα λόγια, τυχόντα 
στοιχεία του Ν*. Θα δείξω τώρα ότι για το Ν* ισχύουν επίσης τα αξιώµατα (6) 
και (7). Αυτό θα είναι µόνο µία ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος 2. 

Πριν περάσω στην απόδειξη του θεωρήµατος 2, θα ήθελα να κάνω ακόµα 
την ακόλουθη απλουστευτική παρατήρηση. Τόσο στο Ν όσο και στο Ν* 
έχουµε 

(x>y) = $z(x=y+z) 
Ως εκ τούτου, µπορεί κανείς να γράψει τις προτάσεις µε τέτοιον τρόπο, 

ώστε στο στοιχειώδες µέρος τους [τον τύπο χωρίς τους ποσοδείκτες] να 
εµφανίζονται µόνο εξισώσεις και όχι ανισότητες. Περαιτέρω, έχουµε 

(x=y)¤(z=u) = (xz+yu=xu+yz) 
ώστε µπορούν να απαλειφθούν οι διαζεύξεις8. Άρα µπορεί κάθε πρόταση ή 

προτασιακή συνάρτηση να γραφτεί έτσι ώστε το στοιχειώδες µέρος της να 
είναι σύζευξη εξισώσεων. 

Θεώρηµα 2: Κάθε πρόταση που µπορεί να παραχθεί µε βάση τα     
παρατεθέντα αξιώµατα, η οποία είναι αληθής στο Ν είναι αληθής και στο Ν           *.  

Παρατηρώ ότι δεν εµφανίζονται σε αυτήν ελεύθερες µεταβλητές, γιατί δεν 
έχουµε µία προτασιακή συνάρτηση.  

Απόδειξη: Όπως εξηγήσαµε τώρα µόλις, µπορεί κανείς να γράψει την 
δοσµένη πρόταση έτσι ώστε το στοιχειώδες µέρος της να είναι σύζευξη 
εξισώσεων, τόσο όταν θεωρείται στο  Ν όσο και όταν θεωρείται στο Ν*. Η 
ισχύς της πρότασης στο Ν µπορεί, µε αντικατάσταση µερικών µεταβλητών µε 
ορισµένες συναρτήσεις των άλλων, και επί πλέον µε εισαγωγή ειδικών 
αριθµών για ορισµένες µεταβλητές,  να εκφρασθεί έτσι ώστε αυτή η σύζευξη 
να ισχύει για τυχαίες τιµές στο Ν των µεταβλητών που αποµένουν.  

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2 αρκεί τότε προφανώς να δείξουµε το 
ακόλουθο: ∆ίνεται µία εξίσωση 

F(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) = 
G(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) 

που είναι αληθής στο Ν για τυχούσες τιµές των x1, x2,…, όπου a1, a2,… 
είναι ορισµένα ειδικά στοιχεία του Ν και f1, f2, …, ορισµένες συναρτήσεις, 
δηλαδή στοιχεία του Ν* ενώ F και G σχηµατίζονται µε πρόσθεση και 

                                        
8 [Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε (x-y)*(z-u)=0 όταν ορισθεί η πράξη της αφαίρεσης]. 
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πολλαπλασιασµό σε πεπερασµένη επανάληψη, δηλαδή είναι πολυώνυµα. 
Πρέπει να αποδειχθεί ότι η εξίσωση παραµένει αληθής στο Ν*, δηλαδή, αν 
αντί x1, x2,… εισαχθούν τυχαίες συναρτήσεις φ1(x), φ2(x), …. Αυτό όµως το 
αναγνωρίζει κανείς σχεδόν αµέσως. Γιατί τόσο το F, όσο και το G γίνονται µε 
εισαγωγή µία τυχαίας σειράς από φ στην θέση των x δύο συναρτήσεις της 
µεταβλητής x και έχουν για κάθε x από το Ν την ίδια τιµή [που ανήκει] στο Ν. 
Είναι εποµένως επίσης πάντα ίσες αν εισαχθεί g(x) αντί για x [βλ. Θεώρηµα 1], 
δηλαδή είναι σύµφωνα µε τον ορισµό της σχέσης ‘=’ µεταξύ των 
συναρτήσεων πράγµατι «ίδιες /ίσες» συναρτήσεις ή, µε άλλα λόγια, για κάθε 
επιλογή των στοιχείων φ1, φ2, … στο Ν*, παριστάνουν το ίδιο στοιχείο του 
Ν*. Με αυτό έχει αποδειχθεί το θεώρηµα 2. É 

Προφανώς βασίζεται η αποδειξιµότητα του θεωρήµατος 2 µόνο στο ότι 
έχει προϋποτεθεί ο αποκλεισµός τρίτου [ενδεχοµένου], ενώ οι εν γένει 
κατασκευάσιµες συναρτήσεις µπορούν να απαριθµηθούν. Το τελευταίο, όµως, 
ισχύει πάντα αν έχει δοθεί ένα συγκεκριµένο πλαίσιο παραγωγής προτάσεων 
και συναρτήσεων, δηλαδή αν έχει κανείς εν γένει ένα ακριβώς διατυπωµένο 
σύστηµα αξιωµάτων. Εποµένως: 

Ένα πεπερασµένο σύστηµα αξιωµάτων δεν µπορεί ποτέ να χαρακτηρίσει   
την ακολουθία των [φυσικών] αριθµών, δηλαδή, να την διαχωρίσει από όλες     
τις άλλες ακολουθίες, τουλάχιστον αν περιλαµβάνει την αρχή του αποκλεισµού       
τρίτου ενδεχοµένου.   

Θα ήταν τώρα όµως πολύ ενδιαφέρον να δώσουµε µίαν πρόταση που θα 
ίσχυε στο Ν*, όχι όµως στο Ν και µάλιστα έτσι, που να µην είναι κοινότυπη, 
όπως [είναι] η ακόλουθη: Στο Ν* υπάρχουν στοιχεία που δεν υπάρχουν στο 
Ν, ενώ φυσικά στο Ν δεν υπάρχουν στοιχεία που να µην ανήκουν στο Ν*.  

Κατ’ αρχήν πρόκειται να αντιστοιχηθεί σε κάθε πρόταση που 
κατασκευάζεται µε βάση τα αξιώµατα ένας αριθµός ως «ύψος», όπου οι 
προτασιακές συναρτήσεις θα γράφονται, όπως εξηγήσαµε παραπάνω, ως εξής: 

Qx1Qx2…Qxn(P1(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P2(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))& 
(P3(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P4(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))&… 

όπου τα Ρ είναι πολυώνυµα και κάθε Q είναι ένα σύµβολο ολότητας ή ένα 
σύµβολο ύπαρξης [ένας καθολικός ή ένας υπαρκτικός ποσοδείκτης]. Φυσικά 
τα πολυώνυµα είναι έτσι γραµµένα ώστε να εµφανίζονται σε αυτά µόνο 
θετικοί συντελεστές, γιατί αυτές οι συναρτήσεις υποτίθεται ότι σχηµατίζονται 
µόνο µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό.  

Αν Κ είναι το άθροισµα των συντελεστών τότε θα ονοµάζεται «ύψος» της 
πρότασης ο αριθµός 

Κ+n+m+max(y1,y2,…,ym)+max(g1,g2,…,gm) 
όπου gr είναι ο βαθµός του πολυωνύµου Pr.  
Προφανώς υπάρχουν τότε µόνο πεπερασµένο πλήθος προτάσεων µε ένα 

δοσµένο ύψος στο Ν. (Παρατηρεί κανείς, ότι η γραµµένη παράσταση είναι µία 
προτασιακή συνάρτηση όσο οι y1,y2,…,ym είναι αόριστες. Μία πρόταση 
προκύπτει τότε µόνον όταν δοθούν για τα y1,y2,…,ym συγκεκριµένες τιµές). 
Μέσα στο Ν ισχύει τότε η ακόλουθη πρόταση:  

Υπάρχει ένας µέγιστος αριθµός µεταξύ όλων, που εµφανίζονται ως τιµές 
συναρτήσεων µίας µεµονωµένης µεταβλητής, οι οποίες ορίζονται µέσω 
προτάσεων ύψους bx για την τιµή x του ορίσµατος.  
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Αντιθέτως, αυτό δεν ισχύει στο Ν*. Συγκεκριµένα, αν θεωρήσει κανείς όλες 
τις προτάσεις που ορίζουν συναρτήσεις µίας µεταβλητής και έχουν ύψος bt, µε 
το να παρασταθούν όλα τα στοιχεία του  Ν* ως συναρτήσεις της µεταβλητής 
tœΝ εµφανίζονται ανάµεσά τους όλες όσες έχουν ύψος έναν αριθµό από το 
Ν.9 Οι συναρτήσεις µίας µεταβλητής που ορίζονται µε αυτές αποτελούν όµως 
όλα τα στοιχεία f του Ν*, και δεν µπορεί τότε να εµφανισθεί µεταξύ των 
διαφόρων f(t) καµία µέγιστη.  

Μπορεί, µάλιστα, κανείς να πει ότι για το Ν* ισχύει επί πλέον το ακόλουθο 
αξίωµα, αν ονοµάζει κανείς τις ως τώρα κατασκευάσιµες συναρτήσεις, 
συναρτήσεις µε την στενότερη έννοια: Υπάρχει µία προτασιακή συνάρτηση 
A(x) υπό την ευρύτερη έννοια τέτοια, ώστε αληθεύει:  

$xA(x)& "x$y(A(x)ØA(y)&(x>y)). 
Εντούτοις, δεν θα ονοµάσει κανείς µίαν τέτοια ακολουθία την «ακολουθία των 
φυσικών αριθµών», γιατί όποια περιοχή προτασιακών συναρτήσεων και να 
µας δώσουν τα παρατιθέµενα αξιώµατα, θα απαιτήσει κανείς, ότι το αξίωµα 
(6) θα ισχύει για κάθε τέτοια.  
 
Σχόλια και Παρατηρήσεις  
 
1. Παραδείγµατα συναρτήσεων των φυσικών αριθµών f:NØN µε την 

παραπάνω έννοια  (όπου n,xœN αλλά και k, ak, bkœN): 

xn,  , a∑
=

=
n
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k
kn xaxP

0
)( kœN,  ∑

=

−=
n

k

knk
kn yxayxP

0
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Πρόκειται για όλες τις δυνατές συνδέσεις των στοιχείων ενός συνόλου 
συµβόλων {n, m, α0, α1, …, αn, x, y} µε τα σύµβολα «+» και «*», όπου η 
τελευταία δυνατότητα επιτρέπει επίσης υψώσεις σε σταθερή δύναµη. 

Οι παραστάσεις αυτές µπορούν να θεωρηθούν ως πολυώνυµα πολλών 
µεταβλητών ως προς κατάλληλες µεταβλητές, αφού όλες οι µεταβλητές καθώς 
και όλες οι παράµετροι είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί! Αντίθετα, δεν 
συµπεριλαµβάνονται οι συναρτήσεις: 
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)( ∑
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γιατί δεν προκύπτουν µε πεπερασµένο πλήθος προσθέσεων και 
πολλαπλασιασµών. ∆εν ορίζονται για κάθε x µε πεπερασµένο πλήθος πράξεων 
(προσθέσεων και πολλαπλασιασµών).  

Αντίθετα οι ΕΚΠ(x,y) και ΜΚ∆(x,y) είναι συναρτήσεις των ΦΑ x και y.  
2. Οι συναρτήσεις g(x) που κατασκευάζονται ή επιλέγονται σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 1 δεν είναι εν γένει πολυώνυµα! 
3α. Οι συναρτήσεις f(x) που αποτελούν στοιχεία του Ν*, δεν είναι 

οπωσδήποτε πολυώνυµα ως προς όλες τις παραµέτρους τους. Σύµφωνα µε τα 
γραφόµενα στις σελίδες 3 και 4 ισχύει:  

Σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) µπορεί να εισαχθεί µίαν 
συνάρτηση f(x), έτσι ώστε να προκύψει ότι ισχύει A(x,f(x)) για κάθε x. Μεταξύ 
όλων των y για τα οποία ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, υπάρχει ένας 
ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να ονοµασθεί f(x) και προσδιορίζεται από το x 

                                        
9 δηλαδή όλες οι προτάσεις εκείνου του είδους στο Ν. 
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(και την προτασιακή συνάρτηση Α). Έτσι, η συνάρτηση y=f(x) είναι 
ισοδύναµη µε A(x,y)&"z(A(x,z)Ø(ycz)), {∆ηλαδή, για κάποια x,y ισχύει A(x,y), 
και για κάθε z για το οποίο ισχύει A(x,z) ισχύει επίσης ycz}, και έχουµε 
"xA(x,f(x)). Η A(x,y) αναφέρεται µεν σε σχέσεις µεταξύ πολυωνύµων των 
µεταβλητών x και y, αλλά η εξάρτηση του y από το x δεν είναι απαραίτητα 
πολυωνυµική. Παραδείγµατα: 

Π1. Η σχέση x2+y2b25 σηµαίνει, µε βάση τον κανόνα επιλογής για κάθε x 
του ελάχιστου y: (x,y) = (1,1), (2,1), (3,1), (4,1) µόνο. Άλλα ζεύγη δεν 
υπάρχουν. Άρα η σχέση αυτή δεν ορίζει µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y), 
γιατί δεν ισχύει για κάθε x. 

Π2. Η σχέση x2by έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,4), (3,9), … και γενικά, 
y=x2.  

Π3. Η σχέση x2b2y έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,5), (4,8), (5,13), 
…, δηλαδή y=[x2/2] όπου [z] το ακέραιο µέρος του z. Η σχέση αυτή δεν είναι 
πολυωνυµική. 

Π4. Η σχέση x2+1s2y έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,5), (4,8), … 
δηλαδή y=[(x2+1)/2].  

 Π5. Η σχέση x2b2y3 έχει τις λύσεις (x,y)=(1,1), (2,2), (3,2), (4,2), … 
δηλαδή y=[(x2/2)1/3]. 

Π6. Η σχέση: xnbkym επαληθεύεται για κάθε x και η ελαχιστότιµη 
επαληθεύουσα είναι: f(x)=[(xn/k)1/m].   

Η f(x) είναι η συνάρτηση των ελαχίστων τιµών που επαληθεύουν την 
σχέση A(x,y) αν αυτή επαληθεύεται µε κατάλληλα y για κάθε τιµή του x.  

 
3β. Η κατασκευή αριθµητικών συναρτήσεων, που να αντιστοιχούν σε 

τύπους του φορµαλιστικού συστήµατος της Αριθµοθεωρίας, γίνεται προφανώς 
για να επιβεβαιωθεί ότι για κάθε τέτοιον τύπο υπάρχουν συναρτήσεις από την 
ακολουθία Ν* που να τον ικανοποιούν!!! 

Έτσι ο Skolem διαπιστώνει ότι όλες οι γενικής ισχύος προτάσεις που 
µπορούν να παραχθούν από το εκάστοτε σύστηµα αξιωµάτων ισχύουν και αν 
στην θέση των µεταβλητών βάλουµε αντί ΦΑ πολυώνυµα <ή άλλες 
συναρτήσεις> των ΦΑ. 

 
4. Ορισµός των όρων «προτάσεις» και «προτασιακές συναρτήσεις» µε 

βάση το κείµενο: 
Σελ.2: Ως «προτασιακές συναρτήσεις» θεωρούνται κάθε είδους προτάσεις 

που κατασκευάζονται µέσω των 5 λογικών πράξεων µε βάση εξισώσεις, ή 
σχέσεις µεγαλυτέρου ή µικροτέρου µεταξύ πολυωνύµων. 

 
Σελ.6: Οι προτάσεις και προτασιακές συναρτήσεις, που µπορούν να 

συντεθούν µε βάση τα αξιώµατα, έχουν την µορφή:  
Qx1Qx2…U(x1,x2,…,y1,y2,…),  

όπου τα Q παριστάνουν ποσοδείκτες [" ή $], ενώ η U σχηµατίζεται µε 
Σύζευξη , ∆ιάζευξη ή Άρνηση (και, αν θέλει κανείς, συνεπαγωγή) από σχέσεις 
µε ‘<’ ή ‘=’ µεταξύ πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές. 

 
5. Ορισµός του συνόλου Ν* µε βάση το κείµενο: 
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Σελ.3-4: Σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) µπορεί κανείς να 
εισαγάγει µίαν συνάρτηση f(x), έτσι ώστε να προκύψει ότι ισχύει A(x,f(x)) για 
κάθε x. Μεταξύ όλων των y για τα οποία ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, 
υπάρχει ένας ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να ονοµασθεί f(x) και 
προσδιορίζεται από το x (και την προτασιακή συνάρτηση Α). Τότε είναι, 
εποµένως, η y=f(x) ισοδύναµη µε A(x,y)& "z(A(x,z) Ø(ycz)), και έχουµε 
"xA(x,f(x)). 

Παρόµοια, αν είναι δοσµένη µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z), µπορεί 
κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση A(x,u,v)&"u"v(A(x,u,v) 
Ø(y<u)¤(y=u)&(ycv)), µέσω της οποίας είναι δοσµένα τα y και z ως 
συναρτήσεις y=f(x) και z=g(x) του x. Ο y=f(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για 
τον οποίο ισχύει η A(x,y,z) για οποιοδήποτε z, και z=g(x) είναι ο µικρότερος 
αριθµός για τον οποίο ισχύει η A(x,f(x),z). Αν η "x$y$zA(x,y,z) είναι αληθής, 
τότε υπάρχουν οι συναρτήσεις f(x) και g(x) για όλα τα x, και έχουµε 
"xA(x,f(x),g(x)). 

Παρόµοια µπορεί κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση 
A(x,y,z)&"u(A(x,y,u)Ø(zcu)), µέσω της οποίας έχουµε z = f(x,y), αν αληθεύει 
η "x"y$zA(x,y,z). Η τελευταία πρόταση µπορεί τότε να γραφτεί στην µορφή 
"x"yA(x,y,f(x,y)).  

Σύµφωνα µε την πρώτη παράγραφο στην σελ. 8 τα στοιχεία f του Ν* είναι 
συναρτήσεις µίας µεταβλητής! Άρα στο Ν*    

      

      
   

περιλαµβάνονται µόνο τα δύο
πρώτα από τα τρία είδη συναρτήσεων που κατασκευάζονται παραπάνω.   

 
Σελ.4: Οι συναρτήσεις που προκύπτουν έτσι µέσω των αληθών γενικών

υπαρξιακών προτάσεων σχηµατίζουν µία κλειστή ολότητα  σε σχέση µε
αντικαταστάσεις τέτοιων συναρτήσεων στην θέση µεταβλητών. Την ολότητα    
αυτών των συναρτήσεων την ονοµάζουµε Ν    *.  

Σελ.6:  Αν F(x1,x2,…) είναι µία συνάρτηση στο Ν, και φ1(x), φ2(x), … 
µεταβλητά στοιχεία του Ν*, τότε η F(φ1(x), φ2(x), …) είναι µία συνάρτηση 
στο Ν*. Κάθε συνάρτηση στο Ν αντιστοιχεί κατ’ αυτόν τον τρόπο σε µίαν 
συνάρτηση στο Ν*.  

Σελ.6: Η συνάρτηση F σχηµατίζεται µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό σε 
πεπερασµένη επανάληψη. Άρα είναι πολυώνυµο (ως προς κατάλληλες 
µεταβλητές). 

Τα στοιχεία του Ν* µπορούν κατά το θεώρηµα 1 να διαταχθούν γραµµικά 
σύµφωνα µε τον ρυθµό αυξήσεώς τους προς το άπειρο, αν βάλει κανείς µίαν 
κατάλληλη συνάρτηση g(x) στην θέση του x.  

 
5. Στην επόµενή του εργασία επεκτείνει και συµπληρώνει ο Skolem το 

σύνολο Μ των αριθµητικών συναρτήσεων του Π για να συµπεριλάβει τα 
αριθµητικά πολυώνυµα και όλες τις συναρτήσεις που προκύπτουν µε 
αντικαταστάσεις. ∆ηµιουργεί έτσι το υπερσύνολο Μ’ που περιλαµβάνει και τα 
πολυώνυµα και το υπερσύνολο αυτού το Μ, που περιλαµβάνει και όλες τις 
συναρτήσεις που προκύπτουν µε αντικαταστάσεις. Μετά επιλέγει το 
υποσύνολο Μ1, των συναρτήσεων µίας µεταβλητής στο Μ και το διατάσσει 
κατά σειρά µεγέθους των συναρτήσεων αυτών δηµιουργώντας έτσι την 
ακολουθία N*.  
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Αυτά όλα γίνονται για να ισχύει τελικά F:(N*)nØN* για τις συναρτήσεις n 
µεταβλητών FœM, όπως ισχύει και F:NnØN. 

 
6α. Ερώτηση: Πόσα συστήµατα σαν το Ν*, δηλαδή πόσες παραλλαγές του 

Ν*, µπορούν να υπάρξουν; 
Απάντηση: Αναρίθµητες! Το Ν* αποτελείται από τις συναρτήσεις µίας 

µεταβλητής, που αντιστοιχούν σε αριθµοθεωρητικές προτάσεις µε καθολική 
ισχύ (περιέχουν τον ποσοδείκτη ‘"’), όπως η "x$yA(x,y) ή η "x$y$zA(x,y,z) ή 
η "x$y"z$uA(x,y,z,u) ή η $x"y$zA(x,y,z). Όµως εδώ έχουµε διάφορους 
τρόπους να δηµιουργήσουµε παραλλαγές: 

(α) Μπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε µία πρόταση "x$yA(x,y) για κάθε x, 
όχι την ελάχιστη τιµή y για την οποία αληθεύει η πρόταση, αλλά την αµέσως 
µεγαλύτερη (όταν υπάρχει) ή την δεύτερη µεγαλύτερη κ.ο.κ. Έτσι, αντιστοιχεί 
στην παραπάνω πρόταση µία διαφορετική συνάρτηση y=f(x) από ότι αρχικά. 

(β) Κατά την γραµµική διάταξη αυτών των συναρτήσεων µε σύγκριση των 
σηµειακών τιµών τους, για να γράψουµε f<g ή f>g ή f=g µπορούµε να 
επιλέξουµε (αν υπάρχει) ένα διαφορετικό απειροσύνολο τιµών για τις οποίες 
ισχύει η µία από τις τρεις σχέσεις από εκείνο που επιλέξαµε αρχικά. Για 
παράδειγµα, αν f(2k)<g(2k) αλλά f(2k+1)>g(2k+1) για όλα τα kœN µπορούµε 
αντί για f<g να επιλέξουµε την διάταξη f>g. 

6β. Παρατήρηση: Όλα αυτά τα µοντέλα είναι, όµως, ισόµορφα 
προς το Ν*. 

Ο Skolem δεν κατασκευάζει πολλαπλά µοντέλα για κάθε σύστηµα 
αξιωµάτων. Χρησιµοποιεί µόνο το N*.  

Η ύπαρξη πολλαπλών µη ισόµορφων µοντέλων (διαφορετικού πληθικού 
τύπου) για κάθε σύστηµα αξιωµάτων φαίνεται να αποδείχθηκε από τον Alfred 
Tarski. Στις εργασίες του 1933 και 1934 ο Skolem αποδεικνύει απλά την 
ύπαρξη ενός µόνο µη ισόµορφου προς τους φυσικούς αριθµούς µοντέλου, είτε 
περιγράφονται µε ένα πεπερασµένο σύστηµα αξιωµάτων είτε µε ένα άπειρο 
αλλά αριθµήσιµο! 

 
7. Η Πλήρης Επαγωγή είναι: 

U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 
ενώ το νέο αξίωµα της τελευταίας παραγράφου του κειµένου έχει την µορφή: 

$xA(x)& "x$y(A(x)ØA(y)&(x>y)) 
∆ηλαδή, για κάποιο x ισχύει A(x), και για όλα τα x υπάρχει κατάλληλο y 

µικρότερο του x τέτοιο ώστε A(x) συνεπάγεται A(y).  
Αυτό είναι ατέρµων αναδροµή προς τα πίσω και όχι επαγωγή.  

8. Η µετέπειτα εξέλιξη αυτών των ιδεών του Skolem σύµφωνα µε τον Hao 
Wang: Popular Lectures on Mathematical Logic, Dover, 1993. 

p.80: In 1933 Skolem introduced a method of constructing models for the 
theory of natural numbers to give nonstandard models. This was generalized 
by Los in 1955 and has been widely used since then.  

See J. Los: Fundamenta Mathematica, vol.42 (1955), pp.38-54. 
p.82: One application of these theorems is the introduction of nonstandard 

analysis which was originally instituted by other considerations. By using a 
suitable ultrapower of the structure of the field R of real numbers, a real 
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closed field that is elementarily equivalent to R is obtained that is non-
Archimedean. 
 
Σύγχρονη Ορολογία και Συµβολισµός:  
 

Στην παράφραση αυτή της εργασίας του Skolem αντικαταστήσαµε τον 
συµβολισµό του Schröder, που δεν χρησιµοποιείται πια, µε τα ακόλουθα 
σύµβολα: 

‘"’ Καθολικός Ποσοδείκτης,  ‘$’ Υπαρκτικός Ποσοδείκτης 
‘&’ ή ‘⁄’ Σύζευξη, ‘¤’ ∆ιάζευξη, ‘Ø’ Συνεπαγωγή, ‘~’ Άρνηση, ‘ñ’ ή ‘=’ 

Ισοδυναµία. 
Για την σύζευξη των παραστάσεων Α και Β χρησιµοποιείται συχνά, εκτός 

από τους συµβολισµούς ‘Α&Β’ ή ‘Α⁄Β’, επίσης η απλή παράθεση: ‘ΑΒ’. Εδώ 
χρησιµοποιώ το σύµβολο ‘&’ αντί για το σύνηθες σύµβολο σύζευξης ‘⁄’, γιατί 
το τελευταίο µοιάζει πολύ µε αυτό της διάζευξης ‘¤’. 

‘"x$yU(x,y)’ σηµαίνει ότι για κάθε x υπάρχει κατάλληλο y , όχι
αναγκαστικά πάντα το ίδιο, ώστε να ισχύει U(x,y). 

 
  

M(x,y,z) Είναι Τριµελές Κατηγορηµατικό Σύµβολο που δηλώνει µία σχέση. 
∆ηλαδή, ο όρος «Σχέσεις» σηµαίνει «Κατηγορήµατα».  

Οι δύο βασικές βαθµίδες Συµβολικής Λογικής ονοµάζονται στα Ελληνικά 
«Προτασιακή Λογική», και η «Κατηγορηµατική Λογική», όπου η δεύτερη 
χωρίζεται επίσης σε πρώτη και δεύτερη βαθµίδα. Ο Skolem χρησιµοποιεί εδώ 
κυρίως τον συµβολισµό της Κατηγορηµατικής Λογικής πρώτης βαθµίδας. 
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∆οµή της εργασίας του Skolem του έτους 1934 
 
1. Εξετάζει συναρτήσεις ακεραίων θετικών µεταβλητών που έχουν 

ακέραιες θετικές τιµές. Αν f(x) και g(x) είναι δύο τέτοιες συναρτήσεις, τότε 
υπάρχουν πάντοτε είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) < g(x), είτε άπειρα x 
για τα οποία είναι f(x) = g(x) είτε άπειρα x για τα οποία είναι f(x) > g(x). Για 
κάθε τέτοιο ζεύγος συναρτήσεων ορίζεται µία διάταξη αναλόγως του ποιο από 
τα τρία ενδεχόµενα ισχύει, όπου αν ισχύουν περισσότερα από ένα τέτοια 
ενδεχόµενα επιλέγουµε αυθαίρετα µία από τις προσφερόµενες δυνατότητες 
διάταξης. Για να δηµιουργηθεί µία διάταξη συγκεκριµένων συναρτήσεων 
αποδεικνύεται το ακόλουθο θεώρηµα: 

Θεώρηµα1.  Έστω ότι fr(x), r=1,2,3,… είναι µία ακολουθία συναρτήσεων. 
Τότε υπάρχει πάντα µία συνάρτηση g(x), που αυξάνεται µονότονα, τέτοια    
ώστε, αν είναι i<j δύο δείκτες, ισχύει πάντα συνεχώς µία από τις τρεις       
περιπτώσεις: 

fi j i j j(g(x))<f (g(x)), f (g(x))=f (g(x)), fi(g(x))>f (g(x)) 
 
όταν x>x0  όπου x0 ορισµένος αριθµός. 
 
2. Εξετάζει τώρα ένα απλό σύστηµα αξιωµάτων της Αριθµητικής 

αποτελούµενο από τις ακόλουθες προτάσεις που ισχύουν για τους φυσικούς 
αριθµούς Ν: 

(1) Οι αριθµοί είναι γραµµικά διατεταγµένοι µέσω της σχέσης <. Αυτή η 
σχέση είναι ασύµµετρη και µεταβατική.  

(2) Υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός 1. 
(3) Για κάθε αριθµό x υπάρχει ένας αµέσως µεγαλύτερος x+1, δηλαδή 

x<yzx+1cy.  
(4) Υπάρχει µία πράξη +, που λέγεται πρόσθεση, όπου ισχύει η 

αναδροµική σχέση 
x+(y+1)=(x+y)+1. 

(5) Υπάρχει µία πράξη που λέγεται πολλαπλασιασµός, [δοσµένη] µε την 
[αναδροµική] σχέση 

x(y+1)=xy+x. 
(6) Για µία οποιαδήποτε προτασιακή συνάρτηση [δηλ. κατηγόρηµα] U(x)  

ισχύει η αρχή της επαγωγής: 
U(1)&"x(U(x)ØU(x+1)) Ø "yU(y) 

(7) Για µία τυχαία προτασιακή συνάρτηση U(x) ισχύει <η αρχή της 
αντικαταστάσεως>: 

(x=y) Ø(U(x)VU(y)). 
 

3. Ως «προτασιακές συναρτήσεις» ονοµάζει κάθε είδους προτάσεις που 
κατασκευάζονται µέσω των 5 λογικών πράξεων µε βάση εξισώσεις, ή σχέσεις 
µεγαλυτέρου ή µικροτέρου µεταξύ πολυωνύµων 

4. Αποδεικνύει ότι όλες οι προτάσεις που µπορούν να παραχθούν µε βάση 
τις προϋποθέσεις (1)-(7) µε προσθήκη της αρχής της του τρίτου αποκλείσεως 
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ισχύουν επίσης για γραµµικά διατεταγµένα σύνολα άλλης, ευρύτερης φύσης 
από τους φυσικούς αριθµούς.  

5. Από την γενική φύση της απόδειξης προκύπτει ότι αυτό θα ισχύει 
πάντοτε, ακόµα και αν προστεθούν ως αξιώµατα άλλες ιδιότητες της 
ακολουθίας των αριθµών ανεξάρτητες από τα δοθέντα αξιώµατα. 

6. Αποδεικνύει κατ’ αρχήν την ακόλουθη επέκταση της επαγωγικής 
συναγωγής:  

Έστω ότι ισχύει U(1) και επίσης U(z+1) αν ισχύει U(z) για όλα τα u c z. 
Τότε ισχύει U(x) για όλα τα x. Πρόκειται, λοιπόν, να δειχθεί ότι  

    
  

U(1)& "y["x((xcy) ØU(x))ØU(y+1)]Ø U(z). 
7. Παρατηρεί ότι σε κάθε µη κενό σύνολο αριθµών υπάρχει ένας      

ελάχιστος, όπου εδώ «σύνολο» σηµαίνει µία συλλογή δοσµένη µέσω των 
προτασιακών συναρτήσεων µίας µεταβλητής.  

8. Στοχεύει τώρα στο να αποδείξει ότι όλες οι προτάσεις που ισχύουν για 
τους ΦΑ, δηλαδή την ακολουθία Ν, ισχύουν και για το διατεταγµένο σύνολο 
συναρτήσεων µίας µεταβλητής των ΦΑ.  

Για να το πετύχει αυτό κατασκευάζει για κάθε πρόταση που αληθεύει για 
ΦΑ µίαν συνάρτηση ΦΑ που να ικανοποιεί την πρόταση αυτήν.  

Αυτό γίνεται µε εξέταση όλων των δυνατών περιπτώσεων: 
α. Αν η πρόταση "x $yA(x,y) είναι αληθής έτσι, ώστε για κάθε x υπάρχει 

µόνο ένα y τέτοιο ώστε να ισχύει A(x,y). Τότε µπορεί κανείς να πει ότι µε την 
A(x,y) ορίζεται µία συνάρτηση y=f(x) µε την συνηθισµένη µαθηµατική έννοια. 
Η εξίσωση y=f(x) είναι µία µεταγραφή της A(x,y), και αντί για "x$yA(x,y) έχει 
κανείς τότε "x A(x,f(x)).  

β. Σε κάθε περίπτωση που ισχύει "x$yA(x,y) αλλά για κάθε x υπάρχουν 
περισσότερες τιµές y που την ικανοποιούν διαλέγει ως f(x) την ελάχιστη από 
αυτές τις τιµές.  

Σύµφωνα µε ότι ήδη απέδειξε, υπάρχει µεταξύ όλων των y για τα οποία 
ισχύει A(x,y) για ένα τυχαίο x, ένας ελάχιστος αριθµός, που µπορεί να 
ονοµασθεί f(x) και προσδιορίζεται από το x (και φυσικά από την προτασιακή 
συνάρτηση Α).  

Τότε είναι, εποµένως, η y=f(x) ισοδύναµη µε A(x,y)& "z(A(x,z) Ø(ycz)), 
και έχουµε "xA(x,f(x)). 

γ. Παρόµοια, αν είναι δοσµένη µία προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z), µπορεί 
κανείς να σχηµατίσει την προτασιακή συνάρτηση A(x,u,v)&"u"v(A(x,u,v) 
Ø(y<u)¤(y=u)&(ycv)), µέσω της οποίας είναι δοσµένα τα y και z ως 
συναρτήσεις y=f(x) και z=g(x) του x.  

Ο y=f(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για τον οποίο ισχύει η A(x,y,z) για 
οποιοδήποτε z, και z=g(x) είναι ο µικρότερος αριθµός για τον οποίο ισχύει η 
A(x,f(x),z). Αν η "x$y$zA(x,y,z) είναι αληθής, τότε υπάρχουν οι συναρτήσεις 
f(x) και g(x) για όλα τα x, και έχουµε "xA(x,f(x),g(x)). 

δ. Παρόµοια, αν αληθεύει η "x"y$zA(x,y,z), µπορεί κανείς να σχηµατίσει 
την προτασιακή συνάρτηση A(x,y,z)&"u(A(x,y,u)Ø(zcu)), µέσω της οποίας 
δίνεται το z ως συνάρτηση f(x,y). Η τελευταία πρόταση µπορεί τότε να 
γραφτεί στην µορφή "x"yA(x,y,f(x,y)).  

ε. Με παρόµοιο τρόπο εργάζεται και αν τα σύµβολα " και $ εµφανίζονται 
εναλλάξ. Έστω, π.χ., η πρόταση "x$y"z$uA(x,y,z,u).  
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Για συντοµία βάζουµε προσωρινά, "z$uA(x,y,z,u)=B(x,y) και σχηµατίζουµε 
την "x$yB(x,y)&"v(B(x,v)Ø(ycv)), που είναι µία αληθής πρόταση.  

Αυτή ορίζει το y ως συνάρτηση f(x), οπότε ισχύει "xB(x,f(x)), δηλαδή, 
"x"z$uA(x,f(x),z,u).  

Τότε ισχύει επίσης η "x"z$uA(x,f(x),z,u)& "w(A(x,f(x),z,w)Ø(ucw)), µε 
την οποία προσδιορίζεται η u=g(x,z).  

Έτσι, αντί για "x$y"z$uA(x,y,z,u) µπορούµε να γράψουµε 
"x"zA(x,f(x),z,g(x,z)). 

ζ. Αν έχει κανείς µία πρόταση, που αρχίζει µε ένα σύµβολο ‘$’, όπως π. χ. 
$x"y$zA(x,y,z), µπορεί να πει ότι έχει "yA(a,y,f(y)) για έναν ορισµένο αριθµό 
a και µία συνάρτηση f(y). 

9. Οι συναρτήσεις που προκύπτουν έτσι µέσω των αληθών γενικών 
υπαρξιακών προτάσεων σχηµατίζουν µία κλειστή ολότητα σε σχέση µε 
αντικαταστάσεις τέτοιων συναρτήσεων στην θέση µεταβλητών.  

Ας  θεωρήσουµε, π.χ., τις z=f(x,y) και y=g(u), όπου η  z=f(x,y) ισοδυναµεί 
µε την ισχύ µίας πρότασης A(x,y,z) και η y=g(u) µε την ισχύ της πρότασης 
B(y,u).10

Τότε για την πρόταση C(x,u,z)= $yA(x,y,z)&B(y,u), προκύπτει ότι είναι 
αληθής η  "x"u$zC(x,u,z) και το z προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τα x και 
u, δηλ. η z είναι συνάρτηση των x και u. Αυτή η συνάρτηση προκύπτει µε 
αντικατάσταση του y=g(u) στην z=f(x,y), δηλ. z=f(x,g(u)).  

Παρόµοια, αν σχηµατίσει κανείς την πρόταση $zA(x,y,z)&B(u,z)=D(x,y,u), 
αναγνωρίζει ότι η πρόταση "x"y$uD(x,y,u) αληθεύει και µάλιστα έτσι ώστε η 
µεταβλητή u να προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τις x, y. Αυτή η συνάρτηση 
είναι τότε η u=g(f(x,y)). Είναι ξεκάθαρο ότι αυτή η αναπαραγωγή ισχύει 
γενικά.  

Ας ονοµάσουµε την ολότητα αυτών των συναρτήσεων Ν*.  
<Προφανώς, ο Skolem εννοεί εδώ ότι, µε κατάλληλες αντικαταστάσεις, 

όλες οι συναρτήσεις πολλών µεταβλητών θα γίνουν συναρτήσεις µίας (το 
πολύ) µεταβλητής. Αυτήν την παράλειψη προσπαθεί να διευκρινίσει µε τα 
θεωρήµατα 3 και 4 στην εργασία του 1935.>. 

10. Επειδή προϋποτίθεται ότι ισχύει η αρχή αποκλείσεως τρίτου για τις 
προτάσεις που κατασκευάζονται µε βάση τα δοθέντα αξιώµατα, δεν είναι 
δύσκολο να αναγνωρίσουµε ότι, αν f1(x) και f2(x) είναι δύο τυχόντα στοιχεία 
του Ν*, ή θα υπάρχουν άπειρα x τέτοια ώστε είναι f1(x)<f2(x), ή άπειρα τέτοια 
ώστε f1(x)=f2(x), ή άπειρα τέτοια ώστε f1(x)>f2(x). Ως εκ τούτου µπορούν τα 
στοιχεία του Ν* σύµφωνα µε το θεώρηµα 1 να διαταχθούν γραµµικά 
σύµφωνα µε τον ρυθµό αυξήσεώς τους προς το άπειρο, αν βάλει κανείς µίαν 
κατάλληλη συνάρτηση g(x) στην θέση του x.  

11. Το ότι ισχύουν και οι ιδιότητες (2) και (3) του Ν φαίνεται εύκολα. Γιατί 
στα στοιχεία του Ν* ανήκουν και οι «σταθερές», δηλαδή τα στοιχεία του Ν. 
Ειδικότερα ανήκει, λοιπόν το 1 στο  Ν* και προφανώς είναι στο  Ν* 1cf, όπου 
f είναι ένα τυχαίο στοιχείο του Ν*, αφού είναι 1cf(g(x)) για όλα τα x. 
Παροµοίως είναι το 1+f1(x) ένα στοιχείο του Ν αν είναι τέτοιο το f1(x), και αν 

                                        
10 (Συνήθως αυτή η συνάρτηση A είναι κατασκευασµένη έτσι, ώστε εµφανίζονται µέσα σε 
αυτήν φαινοµενικές µεταβλητές, όπως φαίνεται από τα παραπάνω παραδείγµατα). 
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ισχύει f1g(x)<f2g(x) για όλα τα x, τότε ισχύει f1g(x)+1cf2g(x) για όλα τα x, 
δηλαδή η (3) είναι σωστή.  

12. Παρατηρούµε, τώρα, ότι το Ν* είναι διατεταγµένο κατά έναν πολύ 
ευρύτερο τρόπο από ότι το Ν. Συνολοθεωρητικά, έχει το Ν    * έναν σηµαντικά
ανώτερο διατακτικό     τύπο από ότι το Ν, γιατί ήδη το στοιχείο x του Ν* είναι > 
από οποιαδήποτε σταθερά n.11 Παραπέρα είναι x+1>x, x+2>x+1, …, 2x>x+n, 
όπου n µία τυχούσα σταθερά κ.ο.κ. 

Κατά τα άλλα υπάρχει στο Ν*, ακριβώς όπως και στο Ν, ένα αµέσως 
µικρότερο στοιχείο για κάθε στοιχείο που είναι >1. Έστω, δηλαδή, ότι η 
y=δ(x) είναι δοσµένη µε την πρόταση (y+1rx)&"z(z+1rxØ(ycz)) [σωστό 
είναι να µπει εδώ (z>y)]12. Επειδή προφανώς στο Ν αληθεύει η πρόταση 
"x$y(y+1rx), υπάρχει η δ(x) για όλα τα x και είναι εποµένως ένα στοιχείο του 
Ν*. Είναι, όµως, εύκολο να δούµε ότι η δf(x) είναι το αµέσως προηγούµενο 
της f στοιχείο13 του Ν*, αν είναι f>1, γιατί f>1 σηµαίνει ότι είναι fg(x)>1 για 
όλα τα x, και επειδή δ(x)+1=x για x>1, θα είναι δfg(x)+1=fg(x). ∆εν είναι 
απαραίτητο να εξετάσουµε στενότερα τον τύπο του Ν*. 

13. Αν F(x1,x2,…) είναι µία συνάρτηση ορισµένη πάνω στο Ν, τότε, αν 
φ1(x), φ2(x), … παριστάνουν µεταβλητά στοιχεία του Ν*, είναι F(φ1(x), φ2(x), 
…) µία συνάρτηση στο Ν*, δηλαδή κάθε συνάρτηση στο Ν παριστάνει κατ’ 
αυτόν τον τρόπο µίαν τέτοια συνάρτηση και στο Ν*. Το Ν* έχει εποµένως τις 
ιδιότητες (1), (2), (3), (4), (5), γιατί προφανώς παραµένουν και στο Ν* σε 
ισχύ οι αναδροµικοί τύποι για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό. 

Παρόµοια έχουν ένα νόηµα και στο Ν* όλες οι προτάσεις και προτασιακές 
συναρτήσεις, που µπορούν να συντεθούν µε βάση τα αξιώµατα, γιατί κάθε 
τέτοια πρόταση ή προτασιακή συνάρτηση έχει την µορφή 

Qx1Qx2…U(x1,x2,…,y1,y2,…),  
όπου τα Q παριστάνουν ποσοτικοποιήσεις [" ή $], ενώ η U σχηµατίζεται µε 

Σύζευξη , ∆ιάζευξη ή Άρνηση (και, αν θέλει κανείς, συνεπαγωγή) από σχέσεις 
µε ‘<’ ή ‘=’ µεταξύ πολυωνύµων14 µε ακέραιους συντελεστές. Αυτές οι σχέσεις 
διατηρούν, όµως ένα νόηµα, αν βάλει κανείς στην θέση των µεταβλητών 
τυχαίες συναρτήσεις µίας µεταβλητής x από το Ν ή, µε άλλα λόγια, τυχόντα 
στοιχεία του Ν*.  

14. Το ότι για το Ν* ισχύουν επίσης τα αξιώµατα επαγωγής, (6), και 
αντικατάστασης, (7), προκύπτει ως ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος 2. 

Προηγείται µία απλουστευτική παρατήρηση: 
Τόσο στο Ν όσο και στο Ν* έχουµε 

(x>y) = $z(x=y+z) 

                                        

  

11 {∆εν υπάρχει όρος του Ν που να αντιστοιχεί στον xœN*, γιατί οι όροι του Ν είναι ήδη σε 
αντιστοιχία ένας-προς-έναν προς τις σταθερές συναρτήσεις στο N*.} 
12 {Ο τύπος (y+1rx)&"z(z+1rxØ(z>y)) ισοδυναµεί µε (yrx-1)&"z(zrx-1Ø(z>y)). ∆ηλαδή 
είναι yrx-1 και αν για τυχόν  είναι επίσης zrx-1, τότε οφείλει να είναι z>y. Ειδικότερα, αφού 
x>x-1, πρέπει να είναι x>y, δηλαδή, x>yrx-1, άρα y=x-1.} 
13 {∆ηλαδή δf(x)=f(x)-1, αλλά αυτό ισχύει µόνο όταν ορισθεί η πράξη της αφαίρεσης!} 
14 {24.10.03: Οι συναρτήσεις xn, και nx είναι και οι δύο πολυώνυµα ως προς κατάλληλες 
µεταβλητές, επειδή x και n είναι ακέραιοι θετικοί αριθµοί}.{19.7.04: ΛΑΘΟΣ!: Η συνάρτηση 
nx δεν είναι ορισµένη για κάθε x}. 
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Ως εκ τούτου, µπορεί κανείς να γράψει τις προτάσεις µε τέτοιον τρόπο, 
ώστε στο στοιχειώδες µέρος τους [τον τύπο χωρίς τους ποσοδείκτες] να 
εµφανίζονται µόνο εξισώσεις και όχι ανισότητες. Περαιτέρω, έχουµε 

(x=y)¤(z=u) = (xz+yu=xu+yz) 
ώστε µπορούν να απαλειφθούν οι διαζεύξεις15.  
Άρα µπορεί κάθε πρόταση ή προτασιακή συνάρτηση να γραφτεί έτσι ώστε 

το στοιχειώδες µέρος της να είναι σύζευξη εξισώσεων. 
 
Θεώρηµα 2: Κάθε πρόταση που µπορεί να παραχθεί µε βάση τα     

παρατεθέντα αξιώµατα, η οποία είναι αληθής στο Ν είναι αληθής και στο Ν           *.  
 
Απόδειξη:  
Όπως εξηγήσαµε τώρα µόλις, µπορεί κανείς να γράψει την δοσµένη 

πρόταση έτσι ώστε το στοιχειώδες µέρος της να είναι σύζευξη εξισώσεων, 
τόσο όταν θεωρείται στο  Ν όσο και όταν θεωρείται στο Ν*.  

Η ισχύς της πρότασης στο Ν µπορεί, µε αντικατάσταση µερικών 
µεταβλητών µε ορισµένες συναρτήσεις των άλλων, και επί πλέον µε εισαγωγή 
ειδικών αριθµών για ορισµένες µεταβλητές,  να εκφρασθεί έτσι ώστε αυτή η 
σύζευξη να ισχύει για τυχαίες τιµές στο Ν των µεταβλητών που αποµένουν 
(Βλέπε §8 εδώ).  

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2 αρκεί τότε προφανώς να δείξουµε το 
ακόλουθο: ∆ίνεται µία εξίσωση 

F(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) = 
G(a1, a2, …,x1, x2,…,f1(x1, x2,…),f2(x1, x2,…),…) 

που είναι αληθής στο Ν για τυχούσες τιµές των x1, x2,…, όπου a1, a2,… 
είναι ορισµένα ειδικά στοιχεία του Ν και f1, f2, …, ορισµένες συναρτήσεις, 
δηλαδή στοιχεία του Ν* ενώ F και G σχηµατίζονται µε πρόσθεση και 
πολλαπλασιασµό σε πεπερασµένη επανάληψη, δηλαδή είναι πολυώνυµα. 

Πρέπει να αποδειχθεί ότι η εξίσωση παραµένει αληθής στο Ν*, δηλαδή, αν 
αντί x1, x2,… εισαχθούν τυχαίες συναρτήσεις φ1(x), φ2(x), …. Αυτό όµως το 
αναγνωρίζει κανείς σχεδόν αµέσως. Γιατί τόσο το F, όσο και το G γίνονται µε 
εισαγωγή µία τυχαίας σειράς από φ στην θέση των x δύο συναρτήσεις της 
µεταβλητής x και έχουν για κάθε x από το Ν την ίδια τιµή [που ανήκει] στο Ν.  

Είναι εποµένως επίσης πάντα ίσες αν εισαχθεί g(x) αντί για x [βλ. Θεώρηµα 
1], δηλαδή είναι σύµφωνα µε τον ορισµό της σχέσης ‘=’ µεταξύ των 
συναρτήσεων πράγµατι «ίδιες /ίσες» συναρτήσεις ή, µε άλλα λόγια, για κάθε 
επιλογή των στοιχείων φ1, φ2, … στο Ν*, παριστάνουν το ίδιο στοιχείο του 
Ν*. Με αυτό έχει αποδειχθεί το θεώρηµα 2. É 

15. Προφανώς βασίζεται η αποδειξιµότητα του θεωρήµατος 2 µόνο στο ότι 
έχει προϋποτεθεί ο αποκλεισµός τρίτου [ενδεχοµένου], ενώ οι εν γένει 
κατασκευάσιµες συναρτήσεις µπορούν να απαριθµηθούν. Το τελευταίο, όµως, 
ισχύει πάντα αν έχει δοθεί ένα συγκεκριµένο πλαίσιο παραγωγής προτάσεων 
και συναρτήσεων, δηλαδή αν έχει κανείς εν γένει ένα ακριβώς διατυπωµένο 
σύστηµα αξιωµάτων. Εποµένως: 

                                        
15 {Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε (x-y)*(z-u)=0 όταν ορισθεί η πράξη της 
αφαίρεσης}. 
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Ένα πεπερασµένο σύστηµα αξιωµάτων δεν µπορεί ποτέ να χαρακτηρίσει   
την ακολουθία των [φυσικών] αριθµών, δηλαδή, να την διαχωρίσει από όλες     
τις άλλες ακολουθίες, τουλάχιστον αν περιλαµβάνει την αρχή του αποκλεισµού       
τρίτου ενδεχοµένου.   

:

16. Θα ήταν τώρα όµως πολύ ενδιαφέρον να δώσουµε µίαν πρόταση που 
θα ίσχυε στο Ν*, όχι όµως στο Ν και µάλιστα έτσι, που να µην είναι 
κοινότυπη, όπως [είναι] η ακόλουθη: Στο Ν* υπάρχουν στοιχεία που δεν 
υπάρχουν στο Ν, ενώ φυσικά στο Ν δεν υπάρχουν στοιχεία που να µην 
ανήκουν στο Ν*.  

Για να κατασκευάσουµε µίαν τέτοια πρόταση αντιστοιχούµε σε κάθε 
πρόταση σχετικά µε το Ν, που κατασκευάζεται µε βάση τα αξιώµατα, έναν 
αριθµό που τον ονοµάζουµε «ύψος» της.  

Οι προτασιακές συναρτήσεις µπορούν να γραφτούν, όπως εξηγήσαµε 
παραπάνω, ως εξής: 

Qx1Qx2…Qxn(P1(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P2(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))& 
(P3(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym)=P4(x1,x2,…,xn, y1,y2,…,ym))&… 

όπου τα Ρ είναι πολυώνυµα και κάθε Q είναι ένα σύµβολο ολότητας, ", ή 
ένα σύµβολο ύπαρξης, $.  

Φυσικά τα πολυώνυµα είναι έτσι γραµµένα ώστε να εµφανίζονται σε αυτά 
µόνο θετικοί συντελεστές, γιατί αυτές οι συναρτήσεις υποτίθεται ότι 
σχηµατίζονται µόνο µε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό.  

Αν Κ είναι το άθροισµα των συντελεστών [των πολυωνύµων] τότε θα 
ονοµάζεται «ύψος» της πρότασης ο αριθµός 

Κ+n+m+max(g1,g2,…,gm)+ max(y1,y2,…,ym) 
όπου gr είναι ο βαθµός του πολυωνύµου Pr.  

Προφανώς υπάρχουν τότε µόνο πεπερασµένο πλήθος προτάσεων µε ένα 
δοσµένο ύψος στο Ν.  

Παρατηρεί κανείς, ότι η παραπάνω παράσταση είναι µόνο µία προτασιακή 
συνάρτηση όσο οι y1,y2,…,ym είναι αόριστες. Γίνεται πρόταση τότε µόνον όταν 
δοθούν για τα y1,y2,…,ym συγκεκριµένες τιµές.  

Μέσα στο Ν ισχύει τότε η ακόλουθη πρόταση:  
Πρόταση     

      
     

Αν σε συναρτήσεις µίας µεταβλητής, που ορίζονται µέσω
προτάσεων ύψους bx αντικαταστήσουµε την µεταβλητή µε την τιµή x, τότε
µεταξύ των αριθµών που προκύπτουν υπάρχει ένας µέγιστος. 

Αντιθέτως, αυτό δεν ισχύει στο Ν*! 
Αν θεωρήσει κανείς όλες τις προτάσεις µε ύψος bt, που ορίζουν 

συναρτήσεις µίας µεταβλητής, µε το να παρασταθούν όλα τα στοιχεία του  Ν* 
ως συναρτήσεις της µεταβλητής tœΝ εµφανίζονται ανάµεσά τους όλες όσες 
έχουν ύψος έναν αριθµό από το Ν.  

Οι συναρτήσεις µίας µεταβλητής που ορίζονται έτσι αποτελούν όµως όλα 
τα στοιχεία f του Ν*, και δεν µπορεί µεταξύ των διαφόρων f(t) να εµφανισθεί 
καµία µέγιστη.  

17. Αν ονοµάζει κανείς τις ως τώρα κατασκευάσιµες συναρτήσεις, 
συναρτήσεις µε την στενότερη έννοια [δηλαδή στο Ν ], µπορεί κανείς να πει 
ότι για το Ν* ισχύει επί πλέον το ακόλουθο αξίωµα:  

Αξίωµα:       
[

Υπάρχει µία προτασιακή συνάρτηση A(x) υπό την ευρύτερη έννοια
δηλαδή στο Ν*] τέτοια, ώστε αληθεύει:  

$xA(x)& "x$y(A(x)ØA(y)&(x>y)). 
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18. Ο Skolem παρατηρεί ότι δεν µπορεί να ονοµάσει κανείς µίαν τέτοια 

ακολουθία σαν την Ν* την «ακολουθία των φυσικών αριθµών», γιατί όποια 
περιοχή προτασιακών συναρτήσεων και να µας δίνουν τα παρατιθέµενα 
αξιώµατα, θα πρέπει µάλλον να απαιτήσουµε και την ισχύ του αξιώµατος 
πλήρους επαγωγής, (6). 
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