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Ðñïëïãïò

Ïôáí ç åêðïíçóç ìéáò äéäáêôïñéêçò äéáôñéâçò äéáñêåé äåêá (10) ÷ñïíéá áõôï

ìðïñåé íá óçìáéíåé ïôé Þ êáðïõ óôñáâùóå ôï êëçìá êáé ï õðïøçöéïò äéäáêôùñ

ìáëëïí ôá ðáñáôçóå Þ ïôé ôï êëçìá çôáí ìïó÷áôï êáé ï õðïøçöéïò äéäáêôùñ

áðïëáìâáíå ôç ìåèç ôùí êáñðùí ôïõ (ôïõ êëçìáôïò!). Óôçí ðåñéðôùóç ìïõ

èá åëåãá ïôé éó÷õåé ôï äåõôåñï.

Óôá ðïëëá ïìïëïãïõìåíùò ÷ñïíéá ôçò ðáéäåéáò ìïõ óôç ìáèçìáôéêç ëïãéêç

êáé ôçí åðéóôçìç ôùí õðïëïãéóôùí ãíùñéóá ðïëëïõò áíèñùðïõò ðïõ êéíïõíôáé

óôéò éäéåò Þ óå óõããåíåéò åñåõíçôéêåò ðåñéï÷åò. Ç åðáöç ìïõ ìáæé ôïõò óõíå-

âáëå ïõóéáóôéêá óôç äéáìïñöùóç ôùí åñåõíçôéêùí ìïõ åíäéáöåñïíôùí (áëëá

ï÷é ìïíï) êáé åéäéêïôåñá óôçí åîåëéîç êáé ðåñáéùóç áõôçò ôçò äéáôñéâçò. Ïé

óõíäáéôçìïíåò çóáí õðåñï÷ïé êáé åîáéñåôïé!

Ó' ïëïõò áõôïõò èåëù íá ðù åíá åéëéêñéíåóôáôï ÅÕ×ÁÑÉÓÔÙ! Ïìùò åé-

íáé âåâáéï ïôé áí åðé÷åéñçóù íá ôïõò áíáöåñù ïëïõò êáé ïëåò óå ìéá ëéóôá

åõ÷áñéóôéùí, óéãïõñá êáðïéïé ìç÷áíéóìïé ôïõ õðïóõíåéäçôïõ ìïõ èá áöçóïõí

ðïëëïõò áðåîù. Ãé áõôï ôï ëïãï èá áíáöåñù ìïíï ïóïõò êáé ïóåò íïìéæù ïôé

å÷ïõí ìéá éäéáéôåñç ó÷åóç ìå áõôç ôç äéáôñéâç. Ê áôé áðï áõôç ôç ó÷åóç èá

ðñïóðáèçóù íá åêöñáóù óôç óõíå÷åéá. Åëðéæù ïôé èá ôç óõììåñéóôïõí.

Ï Ãéùñãïò Êïëåôóïò åéíáé ï åðéâëåðùí êáèçãçôçò ìïõ. Ìïõ ðñïóåöåñå

ðïëõôéìç êáé áíåêôéìçôç âïçèåéá ìå ôéò éäååò ôïõ êáé ôç óöáéñéêç ãíùóç ðïõ

å÷åé óôá ìáèçìáôéêá êáé ôç ëïãéêç. Ç äéáôñéâç áõôç áíôëåé áðï äéêåò ôïõ

åñãáóéåò êáé õëïðïéåé äéêåò ôïõ éäååò. Ç åìðéóôïóõíç ôïõ, ç óõìðáñáóôáóç

ôïõ êáé ç åëåõèåñéá ðïõ ìïõ áöçóå äçìéïõñãçóáí ìéá áôìïóöáéñá öéëéêçò

óõíåñãáóéáò. Ôïí ÅÕ×ÁÑÉÓÔÙ!

Åõ÷áñéóôù åðéóçò ôïõò êáèçãçôåò ôçò ôñéìåëïõò åðéôñïðçò Óôáèç Æá÷ï êáé

Áëåîç Ðáðáéùáííïõ ãéá ôçí õðïóôçñéîç êáé åìðéóôïóõíç ðïõ ìïõ ðáñåé÷áí

êáèùò êáé ãéá êáðïéåò ðïëõôéìåò óõæçôçóåéò ðïõ åé÷áìå êõñéùò óôá ðñùôá

÷ñïíéá ôùí ìåôáðôõ÷éáêùí óðïõäùí ìïõ óôï ÅÌÐ.

Ôïí Íéêï Ñçãá åõ÷áñéóôù ãéá êáðïéåò åíäéáöåñïõóåò éäååò êáé ãïíéìåò

ðáñáôçñçóåéò ó÷åôéêåò ìå ôçí åñãáóéá áõôç êáé ôç ìåëëïíôéêç êáôåõèõíóç

ôçò åñåõíáò ìïõ.

Èåëù åðéóçò íá åõ÷áñéóôçóù ôïí Èïäùñç Á íäñïíéêï, ôïí Ðáíôåëç Áñáðéíç ,

v
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ôç Ëéôóá Âáöåéáäïõ, ôïí Êùóôá Ìáõñïììáôç, ôïí Ðáíáãç Ê áñáæåñç, ôçí

Åõãåíéá Öïõóôïõêïõ êáé ôïí Ãéáííç Ìáíáêï ãéá ôç öéëéêç óõìðáñáóôáóç

ôïõò êáé ôçí çèéêç ôïõò óôçñéîç êáèùò êáé ãéá êáðïéåò ðñùôåò ðáñïõóéáóåéò

ôùí áðïôåëåóìáôùí áõôçò ôçò äéáôñéâçò ðïõ õðïìïíåôéêá êáé ìå åíäéáöåñïí

õðåóôçóáí.

Åíá åõ÷áñéóôù ïöåéëù êáé óôçí Silvia Ghilezan ãéá ôçí áíáãíùñéóç ðïõ

åäåéîå óôçí åñãáóéá ìïõ ÷ñçóéìïðïéùíôáò ôçí êáé åîåëéóóïíôáò ôçí ìå ôéò

äéêåò ôçò éäååò.

Ôçí Joan Rand-Ìïó÷ïâáêç êáé ôïí Ãéáííç Ìïó÷ïâáêç ãíùñéóá óôï ìå-

óïí ôçò åêðïíçóçò áõôçò ôçò äéáôñéâçò. Óôá ìáèçìáôá êáé óåìéíáñéá ôïõò óôï

Ðáíåðéóôçìéï Á èçíùí (ÌÐËÁ) åìáèá ôé óçìáéíåé íá åéóáé åíåñãïò åñåõíçôçò

êáé äáóêáëïò ôáõôï÷ñïíá. Ôïõò åõ÷áñéóôù!

Ç ðñùôç ìïõ åíáó÷ïëçóç ìå ôç ìáèçìáôéêç ëïãéêç êáé ôçí åðéóôçìç ôùí

õðïëïãéóôùí åãéíå êáôá ôç äéáñêåéá ôùí ìåôáðôõ÷éáêùí óðïõäùí ìïõ óôï

Univ ersit � e de P aris 7. Èá çôáí ðáñáëåéøç íá ìçí áíáöåñù ôïõò êáèçãçôåò

ìïõ Jean-Pierre Ressa yre (DEA de Math � ematiques) êáé Pierre-Louis Curien

(DEA d' Informatique F ondamen tale) ðïõ ìå ìõçóáí óå áõôåò ôéò åñåõíçôéêåò

ðåñéï÷åò. Ôïõò åõ÷áñéóôù!

Ç äéáôñéâç ãñáöôçêå ÷ñçóéìïðïéùíôáò ôï åëëçíéêü L

A

T

E

X ôïõ Ãéáííç Ìï-

ó÷ïâáêç êáé ôïõ Ãéùñãïõ Óðçëéùôç. Ç ðñïóöïñá ôïõò áõôç óôç ìáèçìáôéêç

êïéíïôçôá åéíáé ðïëõôéìïôáôç. Ïöåéëù êáé åãù ôéò åõ÷áñéóôéåò ìïõ.

Èá'èåëá ðñéí ôåëåéùóù íá åõ÷áñéóôçóù ôïí Ôïìåá Ìáèçìáôéêþí ôïõ ÅÌÐ

ãéá ôçí ïéêïíïìéêç åíéó÷õóç ðïõ ìïõ ðáñåé÷å ôá ðñùôá ÷ñïíéá ôçò åêðïíç-

óçò ôçò äéáôñéâçò. Ìéá áëëç ðçãç ÷ñçìáôïäïôçóçò ìïõ, ãéá ôçí ïðïéá åðé-

óçò åõ÷áñéóôù, çôáí ôá åñåõíçôéêá ðñïãñáììáôá ÐÅÍÅÄ ìå åðéóôçìïíéêïõò

õðåõèõíïõò ôï Óôáèç Æá÷ï, ôïí Êùóôá Äçìçôñáêïðïõëï êáé ôïí Ãéùñãï

Êïëåôóï.

Ôåëïò, ÅÕ×ÁÑÉÓÔÙ ôç óõíôñïöï ìïõ Ðçíåëïðç Ñïìðïôç ãéá . . . ðïëëá (!)

ðïõ äåí ìïõ åéíáé åõêïëï, ïõôå èåëù, íá ôá êáôáãñáøù óå ìéá êïëëá ÷áñôé . . .

Åäù êáé áñêåôá ÷ñïíéá ÷ñçóéìïðïéù ôï áôïíéêï óõóôçìá ãñáöçò. Ãéá ôç

äéáôñéâç ïìùò åðåëåîá íá áëëáîù óõóôçìá, . . . éóùò ãéá ëïãïõò êõñïõò! Åôóé

áðï åäþ êáé óôï åîÞò èá ÷ñçóéìïðïéþ ôï ìïíïôïíéêü óýóôçìá.

Ê áëü äéÜâáóìá!

Ãéþñãïò
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ÅéóáãùãÞ

. . . Ï � -ë ï ã éóì üò åßíáé ìßá èåùñßá ðïõ áíáðôý÷èçêå óôç äåêáåôßá ôïõ 1930 áðü

ôïí Alonzo Ch urc h ðñïêåéìÝíïõ íá áðïôåëÝóåé ìßá éêáíïðïéçôéêÞ èåìåëßùóç

ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ëïãéêÞò. Äõóôõ÷þò ç áñ÷éêÞ èåùñßá óýíôïìá áðï-

äåß÷èçêå áóõíåðÞò áëëÜ Ýíá óõíåðÝò ìÝñïò ðïõ áðÝìåéíå Ýäùóå ôç ãÝííçóç

óôç èåùñßá ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí êáé ôïõ õðïëïãéóìïý.

Ç áíÜðôõîç ôùí õðïëïãéóôþí êáé ôçò ðëçñïöïñéêÞò óôï äåýôåñï ìéóü ôïõ

ðñïçãïýìåíïõ áéþíá Ýäùóå ìßá íÝá þèçóç óôï � -ëïãéóìü ðñïò ìßá èåùñßá

ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý. Ç ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò Ýííïéáò ôïõ ðñïãñÜì-

ìáôïò êáé ôçò éíôïõéóéïíéóôéêÞò áðüäåéîçò (äçë. ç áíôéóôïé÷ßá Curry-Ho w ard-

de Bruijn) ïäÞãçóå åðßóçò óôçí äçìéïõñãßá íÝùí óõóôçìÜôùí � -ëïãéóìïý.

ÐïëëÜ âáóéêÜ èåùñÞìáôá ìåëåôÞèçêáí êáé áðïäåß÷èçêáí åê íÝïõ õðü ôï ðñß-

óìá áõôþí ôùí åîåëßîåùí.

Ó' áõôü ôï åñåõíçôéêü ðëáßóéï åíôÜóóåôáé êáé áõôÞ ç äéáôñéâÞ. ×ñçóéìï-

ðïéïýìå ôá óõóôÞìáôá � -ëïãéóìïý ìå ôý ð ï õò ôïìÞò ðïõ åéóÞãáãáí ï Mario

Copp o êáé ç Mariangola Dezani-Ciancaglini óôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1970

êáé äçìéïõñãïýìå Ýíá íÝï åíïðïéçìÝíï ðëáßóéï áðïäåßîåùí ôùí éäéïôÞôùí ôïõ

� -ëïãéóìïý. Ôï ðëáßóéï áõôü Ý÷åé óáí âáóéêü óôïé÷åßï ìßá áðïäåéêôéêÞ ìÝ-

èïäï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãýñù óôï 1970 áðü ôïí William T ait êáé ôïí Jean-

Yv es Girard óå èåùñÞìáôá (éó÷õñÞò) êáíïíéêïðïßçóçò óõóôçìÜôùí éíôïõéóéï-

íéóôéêÞò ëïãéêÞò êáé � -ëïãéóìïý ìå ôýðïõò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ ðïõ ïíïìÜæåôáé

áíáã ùã éêü ôç ô á , áí êáé áðïôåëåß éó÷õñüôáôï åñãáëåßï ãéá áðïäåßîåéò óçìá-

íôéêþí êáé äýóêïëùí èåùñçìÜôùí, åëÜ÷éóôá åß÷å ìåëåôçèåß áõôüíïìá ìÝ÷ñé

ðñüóöáôá. Ï Jean Gallier ðñéí ìßá äåêáåôßá áó÷ïëÞèçêå ìå ôçí ìåëÝôç ôùí

c andidats de r e ductibilit � e êáé Ýêôïôå åêäçëþèçêå Ýíá Ýíôïíï åíäéáöÝñïí êõ-

ñßùò áðü ôçí êïéíüôçôá ôùí åñåõíçôþí óôç èåùñßá ôýðùí.

Åðßóçò ðñéí ìßá äåêáåôßá ï Jean-Louis Krivine óå Ýíá âéâëßï ôïõ ãéá ôïí

� -ëïãéóìü ÷ñçóéìïðïßçóå áõôÞ ôç ìÝèïäï êáé áðÝäåéîå áñêåôÜ èåìåëéþäç èåù-

ñÞìáôá ôïõ � -ëïãéóìïý. Åí ôïýôïéò ãéá Ýíá áðü ôá äçìïöéëÝóôåñá èåùñÞ-

ìáôá, ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser, Ýäùóå ôçí êëáóéêÞ óõíôáêôéêÞ áðüäåéîç

ôïõ W. T ait êáé ôïõ P er Martin-L• of. Ôï èåþñçìá áõôü üìùò åß÷å Þäç áðï-

äåé÷èåß ãéá ôïí � -ëïãéóìü ìå áðëïýò ôýðïõò áðü ôïí Ãéþñãï ÊïëÝôóï ìå ôçí

xi



xii ÅÉÓÁÃÙÃÇ

ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò. Ïðùò èá äïýìå áõôÞ ç áðüäåéîç áíáðñïóáñìü-

æåôáé êáé óôï óýóôçìá ìå ôýðïõò ôïìÞò êáé áðïôåëåß ôï êßíçôñï ãéá ôçí ÷ñÞóç

ôçò áíáãùãéêüôçôáò óå ðïëëÜ Üëëá èåùñÞìáôá ôïõ � -ëïãéóìïý. Á õôü åßíáé

êáé ôï êõñéüôåñï áíôéêåßìåíï Ýñåõíáò êáé ç óõíåéóöïñÜ áõôÞò ôçò äéáôñéâÞò:

Äçìéïõñãåßôáé Ýíá å íïð ïéÞìå íï ðë áßóé ï áðüäåéîçò ãåíéêþí éäéï-

ôÞôùí ôïõ � -ëïãéóìïý ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò êáé åîÜ-

ãïíôáé ïé éê áíÝò ó õ íèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ìßá éäéüôçôá

ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåéêíýåôáé ìå ôçí åí ëüãù ìÝèïäï.

Ç äéáôñéâÞ áðáñôßæåôáé áðï ðÝíôå êåöÜëáéá:

� Óôï ðñþôï êåöÜëáéï êÜíïõìå ìßá óýíôïìç ðáñïõóßáóç ôïõ � -ëïãéóìïý

üðïõ åîçãïýìå ôéò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò. Äßíïõìå ôïõò ãåíéêïýò ïñéóìïýò

êáèþò êáé êÜðïéá ÷ñÞóéìá èåùñÞìáôá.

� Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå ôá óõóôÞìáôá � -ëïãéóìïý ìå ôý-

ðïõò ôïìÞò ôá ïðïßá ÷ñçóéìïðïéïýìå óå áõôÞ ôç äéáôñéâÞ. ÊÜðïéá èåù-

ñÞìáôá ÷áñáêôçñéóìþí ðïõ éó÷ýïõí áêñéâþò ó' áõôÜ ôá óõóôÞìáôá ðá-

ñáèÝôïíôáé êáé åðåîçãïýíôáé.

� Ôï ôñßôï êåöÜëáéï åßíáé åìâüëéìï ìéáò êáé äåí åßíáé áðáñáßôçôï ãéá ôçí

äéáôñéâÞ. Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï ãßíåôáé ìßá óõãêñéôéêÞ ðáñïõóßáóç äýï

öïñìáëéóìþí ôõðïðïßçóçò ðïõ ìåëåôÞóáìå óôçí ðïñåßá ôçò ÝñåõíÜò ìáò

ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáíïÞóïõìå ôïí ìç÷áíéóìü ôçò áíáãùãéêüôçôáò.

� Ôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï åßíáé ìßá ðëÞñçò áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Ch urc h-

Rosser ìå ôçí ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò.

� Óôï ðÝìðôï êåöÜëáéï áðïäåéêíýïõìå ôá ãåíéêÜ èåùñÞìáôá ãéá ôçí ìÝ-

èïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò åîåéäéêåýïíôÜò ôá åí óõíå÷åßá óå óõãêåêñé-

ìÝíá èåùñÞìáôá ôïõ � -ëïãéóìïý. Åäþ äéáêñßíïõìå åðßóçò ôéò éäéüôçôåò

ôïõ � -ëïãéóìïý ðïõ áðïäåéêíýïíôáé ìå áõôÞí ôçí ìÝèïäï.

� Óôï ôÝëïò ôçò äéáôñéâÞò óõíïøßæïõìå ôá óõìðåñÜóìáôá êáé ðñïôåßíïõìå

êáôåõèýíóåéò ãéá ìåëëïíôéêÞ Ýñåõíá.



ÊåöÜëáéï 1

Káèáñüò � -ëïãéóìüò

áðü ôï x̂.x óôï �x:x

Ï � -ëïãéóìüò åßíáé Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ðïõ åöçýñå ï Alonzo Ch urc h ôçí

äåêáåôßá ôïõ 1930 êáé ôï ïðïßï âáóßæåôáé óôçí éäÝá üôé ç óõíÜñôçóç ðñÝðåé

íá èåùñåßôáé, êáé êáôÜ óõíÝðåéá íá ìåëåôçèåß, ùò ç èåìåëéþäçò ïíôüôçôá ôùí

ìáèçìáôéêþí. Ïé óõíáñôÞóåéò íïïýíôáé ùò õðïëïãéóôéêÝò äéáäéêáóßåò (êáíü-

íåò, áëãüñéèìïé, ðñïãñÜììáôá, . . . ) êáô' áíôéðáñáâïëÞ ðñïò ôçí óõíïëïèåù-

ñçôéêÞ Ýííïéá ôùí óõíáñôÞóåùí ùò ãñáöçìÜôùí. Ï A. Ch urc h óôï êëáóéêü

ðëÝïí (áëëÜ ëßáí îåðåñáóìÝíï) âéâëßï ôïõ \The calculi of lam b da-con v ersion"

[Ch u41 ] ãñÜöåé ó÷åôéêÜ:

The study of the general properties of functions, independently

of their appearance in any particular mathematical (or

other) domain, belongs to formal logic or lies on the boun-

dary line between logic and mathematics. This study is

the original motivation for the calculi ...

Ç ðñùôïãåíÞò ðñÜîç åðïìÝíùò ìåôáîý ôùí óõíáñôÞóåùí äå í ðñÝðåé íá åß-

íáé ç óýíèåóç, üðùò óôçí èåùñßá óõíüëùí Þ óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí áëëÜ ç

åöáñìïãÞ (application). ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí êáôÜëëçëï óõìâïëéóìü ãß-

íïíôáé åìöáíåßò ïé éäéüôçôåò ôùí óõíáñôÞóåùí ùò ôåëåóôþí ðïõ óõìðëÝêïíôáé

äéá ôçò åöáñìïãÞò þóôå íá ó÷çìáôßóïõí íÝïõò ôåëåóôÝò.

Ãéá íá ãßíåé êáôáíïçôÞ ç ÷ñÞóç áõôïý ôïõ óõìâïëéóìïý áò ðÜñïõìå Ýíá

áðëü ðáñÜäåéãìá, ôçí ìáèçìáôéêÞ Ýêöñáóç x + y . Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå

áõôÞ ôçí Ýêöñáóç óáí íá ïñßæåé ìßá óõíÜñôçóç f ùò ðñïò x Þ ìßá óõíÜñôçóç g

ùò ðñïò y Þ áêüìá ìßá óõíÜñôçóç h ùò ðñïò x êáé y . ÓõíÞèùò áõôü ãñÜöåôáé:

f : x 7! x + y g : y 7! x + y h :< x; y > 7! x + y

1



2 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. KÁÈÁÑÏÓ � -ËÏÃÉÓÌÏÓ

Ãé áõôÜ ôá ôñßá äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá ÷ñåéÜæåôáé åðïìÝíùò Ýíáò óõóôçìá-

ôéêüò, áõóôçñüò êáé ëåéôïõñãéêüò óõìâïëéóìüò.

Ìå ôïí óõìâïëéóìü ôïõ A. Ch urc h ãßíåôáé äõíáôü íá êáôáãñáöïýí ìå

óõóôçìáôéêü ôñüðï ïé óõíáñôÞóåéò ùò ðñïò êÜðïéá ìåôáâëçôÞ x ðïõ áíôéóôïé-

÷ïýí óå åêöñÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôç ìåôáâëçôÞ x . Åôóé åðéëÝãïíôáò ôï � ùò

âïçèçôéêü óýìâïëï ïé ðñïçãïýìåíåò óõíáñôÞóåéò ãñÜöïíôáé:

f = �x:x + y g = �y :x + y h = � < x; y > :x + y

ïðüôå êáé ç åöáñìïãÞ áõôþí ôùí óõíáñôÞóåùí óôá ïñßóìáôá 1; 7; < 1; 7 > ,

áíôßóôïé÷á, ìáò äßíåé ôéò åîéóþóåéò:

f (1) = 1 + y g (7) = x + 7 h ( < 1; 7 > ) = 1 + 7

ðïõ ãñÜöïíôáé ìå ôïí � -óõìâïëéóìü:

( �x:x + y )(1) = 1+ y ( �y :x + y )(7) = x +7 ( � < x; y > :x + y )( < 1; 7 > ) = 1+7

Ìðïñïýìå üìùò íá áîéïðïéÞóïõìå áêüìá ðåñéóóüôåñï ôïí � -óõìâïëéóìü

êáé íá èåùñÞóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí óáí óõíáñôÞóåéò ìéáò

ìåôáâëçôÞò ôùí ïðïßùí ïé ôéìÝò äåí åßíáé áñéèìïß áëëÜ Üëëåò óõíáñôÞóåéò

ìéáò ìåôáâëçôÞò. Á õôÞ Þôáí ç éäÝá ôïõ Moses Sc h• on�nk el [Sc h24 ] Þäç áðü

ôéò áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1920.

1

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áíôß ôçò óõíÜñôçóçò äýï

ìåôáâëçôþí

h = � < x; y > :x + y

áò èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ìéáò ìåôáâëçôÞò

h

0 = �x: ( �y :x + y )

Åöáñìüæïíôáò óôçí h

0
óôï üñéóìá 1 ðáßñíïõìå ôç ó õ íÜñôçóç ìéáò ìå ô áâëç ôÞò

h

0(1) = �y : 1 + y

Åöáñìüæïíôáò äå óôçí h

0(1) ôï üñéóìá 7 ðáßñíïõìå

( h

0(1))(7) = ( �y : 1 + y )(7) = 1 + 7 = h ( < 1; 7 > )

Ç áíÜëõóç áõôÞ ðïõ ãåíéêåýåôáé ãéá óõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí áðÝ-

÷åé ìáêñÜí áðü ôçí óõíïëïèåùñçôéêÞ èåþñçóç ôùí óõíáñôÞóåùí óáí óýíïëá

äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí. Ç óõíÜñôçóç åßíáé ôåëåóôÞò ðïõ åöáñìïæüìåíïò óôï

1

Ôçí ßäéá äåêáåôßá ï Hask ell Bro oks Curry îåêéíþíôáò áðü áíÜëïãåò éäÝåò ðáñïõóéÜ-

æåé áíåîÜñôçôá Ýíá ôõðéêü óýóôçìá ÷ùñßò (äåóìåõìÝíåò) ìåôáâëçôÝò, ôç ó õ íäõáóôéêÞ ë ï-

ã éêÞ [Cur29 , Cur30 ], ðïõ èåùñåßôáé ç \äßäõìç áäåëöÞ" ôïõ � -ëïãéóìïý.
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üñéóìÜ ôïõ ôï ìåôáó÷çìáôßæåé óå Ýíáí Üëëï ôåëåóôÞ Þ óå ìßá ôéìÞ. ÌÝ ìéá ôÝ-

ôïéá èåþñçóç ôßðïôá äåí ìáò åìðïäßæåé a priori íá åöáñìüóïõìå ìßá óõíÜñôçóç

óå ìßá Üëëç Þ áêüìá Ýíáí ôåëåóôÞ óôï í åáõôü ôï õ .

Ãåíéêüôåñá, áí t åßíáé ìßá Ýêöñáóç ìå åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ x (óõíÞèùò

ãñÜöïõìå t ( x ) áëëÜ åäþ èá ôï áðïöåýãïõìå), ôüôå ç äéáäéêáóßá (óõíÜñôçóç,

ôåëåóôÞò) ðïõ äÝ÷åôáé Ýíá üñéóìá a êáé äßíåé óáí ôéìÞ ôï t [a=x ] äçë. ôçí

áíôéê áô Üóô áóç ôçò åëåýèåñçò ìåôáâëçôÞò x óôçí Ýêöñáóç t áðü ôï a , èá

õðïäçëþíåôáé ìå ôçí áöáßñåóç (abstraction) �x:t .

Ç åöáñìïãÞ êáé ç áöáßñåóç ïñßæïõí ôïéïõôïôñüðùò äýï ðñÜîåéò áíôßóôñ ï-

öåò

2

ðïõ ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

ï õ ð ï ë ï ã éóì üò ôçò ( �x:t )( a ) äß íåé ôéìÞ t [a=x ]

1.1 � -üñïé êáé áíôéêáôÜóôáóç

Âáóéêü áíôéêåßìåíï óôçí ìåëÝôç ôïõ � -ëïãéóìïý åßíáé ïé üñïé. Ãéá ôïí ïñéóìü

ôïõò õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò ìåôáâëçôþí x 0 ; x 1 ; x 2 ; : : :

(ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôá óýìâïëá x; y ; z ; : : : ).

Ïñéóìüò 1.1.1 Ïé üñ ïé ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý ê áë ï ý íô áé � -üñïé ê áé ïñ ßæ ï íô áé åð á-

ã ùã éê Ü ùò åîÞò:

� ïé ìå ô áâëç ôÝò x 0 ; x 1 ; x 2 ; : : : åß íáé � -üñ ïé,

� áí ïé t; u åß íáé � -üñ ïé ôü ôå ï ( t ) u åß íáé � -üñ ïò ê áé ê áë åßô áé åöáñìïãÞ ,

� áí ï t åß íáé � -üñ ïò ê áé x åß íáé ìßá ìå ô áâëç ôÞ ôü ôå ï üñ ïò �x:t åß íáé

� -üñ ïò ê áé ê áë åßô áé � -áöáßñåóç .

Ô ï ó ý íï ë ï ô ù í � -üñ ù í ó õìâï ëßæ å ô áé ìå � .

Ç ôåëåßá ìåôÜ ôï �x óôçí � -áöáßñåóç äåí åßíáé áðáñáßôçôç ãéá ôçí ìïíá-

äéêÞ áíáãíùóéìüôçôá ôþí üñùí áëëÜ äéåõêïëýíåé óôçí áðëïýóôåñç ãñáöÞ êáé

áíÜãíùóç ôùí óýíèåôùí üñùí. Ïé ðáñåíèÝóåéò áí êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åäþ

ãéá íá äçëþóïõí ôçí ðñÜîç ôçò åöáñìïãÞò èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí åðßóçò ìåñéêÝò

öïñÝò êáé óáí âïçèçôéêÜ äéá÷ùñéóôéêÜ óýìâïëá.

3

Åí ôïýôïéò, áí äåí õðÜñ÷åé

2

Ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóç èá ãßíåé åìöáíÞò óôï ôÝëïò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ üôáí ïñßóïõìå

ôçí � - êáé � -áíáãùãÞ.

3

Óôá ìáèçìáôéêÜ ç åöáñìïãÞ óõìâïëßæåôáé ðáñáäïóéáêÜ ìå t ( u ) . Á õôü áíôéóôïé÷åß óôïí

ìç÷áíéóìü c al l by value üðïõ ðñþôá õðïëïãßæåôáé ôï üñéóìá êáé ýóôåñá åöáñìüæåôáé ç óõ-

íÜñôçóç. Óôo � -ëïãéóìü ï óõìâïëéóìüò ðïõ Ý÷åé åðéêñáôÞóåé åßíáé ( tu ) [Bar84 , HS86 ]. Ôï

óõìâïëéóìü ( t ) u ÷ñçóéìïðïéåß ï J.-L. Krivine [Kri90 ] êáé ôïí ðñïôéìÜìå äéüôé õðïäåéêíýåé

ôïí ìç÷áíéóìü c al l by name üðïõ áíáëýåôáé ðñþôá ç óõíÜñôçóç ðñéí ôçí åöáñìüóïõìå óôï

üñéóìá.
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áìöéóçìßá èá ôéò ðáñáëåßðïõìå ãéá áðëïýóôåõóç êáé èá ãñÜöïõìå, õéïèåôþ-

íôáò ôïí áñéóôåñü ðñïóåôáéñéóìü, ( u ) t 1 t 2 : : : t

n

, Þ áêüìá êáé ut 1 t 2 : : : t

n

, óôç

èÝóç ôïõ üñïõ ( : : : (( u ) t 1) t 2 : : : ) t

n

( n � 0).

ÐáñÜäåéãìá 1.1.2 Ï üñïò !

ïñ

== ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x åßíáé � -üñïò ðïõ ó÷çìá-

ôßæåôáé ùò åîÞò:

x x

( x ) x

�x: ( x ) x

x x

( x ) x

�x: ( x ) x

( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x

Áëëá ðáñáäåßãìáôá åßíáé ïé üñïé

K

ïñ

== �x:�y :x ; S

ïñ

== �x:�y :�z : (( x ) z )( y ) z ; I

ïñ

== �x:x

ðïõ êáëïýíôáé ó õ íäõáóôÝò (c ombinators) ôï õ Sch• on�nkel .

4

Ïñéóìüò 1.1.3 Ìßá ìå ô áâëç ôÞ x Ý÷åé åëåýèåñç åìöÜíéóç (Þ åìöáíßæåôáé

åëåýèåñç Þ åß íáé åëåýèåñç ) óôï í üñ ï t áí ç x äå í âñ ßóêå ô áé óôçí åìâÝë åéá

ê Üð ïé ï õ �x . Óôçí áíôßèå ôç ðåñ ßðô ùóç ç åìöÜí éóç ôçò x ê áë åßô áé äåóìåõ-

ìÝíç . Á í ç x Ý÷åé ôï õë Ü÷éóôï í ìßá åë åýèåñç (áíôéóô. äå óìåõìÝ íç) åìöÜí éóç

óôï í t ôü ôå ê áë åßô áé åë åýèåñç (áíôéóô. äå óìåõìÝ íç) ìå ô áâëç ôÞ ôï õ t .

Ìßá ìåôáâëçôÞ x ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé ôáõôü÷ñïíá åëåýèåñç êáé äåóìåõ-

ìÝíç óå Ýíáí üñï, ð.÷. óôïí üñï

t = ( �y : ( x ) y ) �x: (( x ) y ) x

ç ðñþôç åìöÜíéóç ôçò x åßíáé åëåýèåñç åíþ ïé åðüìåíåò åßíáé äåóìåõìÝíåò.

Ïñéóìüò 1.1.4 Ô ï ó ý íï ë ï ô ù í åë åýèåñ ù í ìå ô áâëç ô þ í å íüò üñ ï õ t ó õìâï ëß-

æ å ô áé ìå FV ( t ) ê áé ïñ ßæ å ô áé ìå åð áã ùãÞ óôçí ê áô áóêåõ Þ ôï õ t :

� áí t = x üð ï õ x åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ôü ôå FV ( x ) = f x g,

� áí t = ( u ) v ôü ôå FV (( u ) v ) = FV ( u ) [ FV ( v ) ,

� áí x åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ê áé t = �x:u ôü ôå FV ( �x:u ) = FV ( u ) n f x g.

4

Ôá ãñÜììáôá K ; S; I ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôéò ãåñìáíéêÝò ëÝîåéò K onstanzfunktion,

V ers c hmelzungsfunktion (óõíÜñôçóç áìáëãÜìùóçò) êáé I den tit• atsfunktion.
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Óôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá, FV ( t ) = f x; y g.

Ïñéóìüò 1.1.5 Åóô ùóáí ïé üñ ïé u; t ê áé ç ìå ô áâëç ôÞ x . Ïñ ßæ ï õìå ôçí áíôé-

êáôÜóôáóç (substitution) ô ù í åë åýèåñ ù í åìöáí ßóå ù í ôçò x óôï í u áðü ôï í

üñ ï t (ó õìâ. u [t=x ]) ìå åð áã ùãÞ óôï í u :

� áí u = x ôü ôå u [t=x ] = t ,

� áí u = y üð ï õ y 6= x ôü ôå u [t=x ] = u ,

� áí u = ( w ) v ôü ôå u [t=x ] = ( w [t=x ]) v [t=x ],

� áí u = �x:v ôü ôå u [t=x ] = u ,

� áí u = �y :v ìå y 6= x , ê áé y 62FV ( t ) Þ x 62FV ( v ) ôü ôå

u [t=x ] = �y :v [t=x ] ;

� áí u = �y :v ìå y 6= x , ê áé y 2 FV ( t ) ê áé x 2 FV ( v ) ôü ôå

u [t=x ] = �z :v [z =y ][t=x ]

üð ï õ z ìßá ê áé íï ýñ ã éá ìå ô áâëç ôÞ.

Ï áíùôÝñù ïñéóìüò ïöåßëåôáé óôïí Hask ell B. Curry [CF58 ] êáé áðïóêïðåß

óôçí áðïôñïðÞ ôçò \óýãêñïõóçò" ìåôáîý äåóìåõìÝíùí êáé åëåýèåñùí ìåôá-

âëçôþí

5

Ýôóé þóôå ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ t íá ðáñáìÝíïõí åëåýèåñåò

óôçí áíôéêáôÜóôáóç u [t=x ].

Ïñéóìüò 1.1.6 Åóô ù t üñ ïò ìÝñ ïò ôï õ ïð ïß ï õ (ó õ íô áêôéê Ü) åß íáé ï üñ ïò

�x:u ê áé Ý óô ù ü ôé y 62 FV ( u ) . Ìåôïíïìáóßá äåóìåõìÝíçò ìåôáâëçôÞò

ê áë åßô áé ç áëë Üãç ð ï õ õößóô áô áé ï üñ ïò t áí óôç èÝ óç ôï õ �x:u âÜë ï õìå

ôï í üñ ï �y :u [y =x ]. Èá ë Ýìå ü ôé ï üñ ïò t åß íáé � -éóïäýíáìïò ìå ôï í üñ ï v

(ó õìâ. t =
�

v ) áí ï v åß íáé ôï áð ï ôÝë å óì á ìéáò ðåðåñ áóìÝ íçò óåéñ Üò áðü

ìå ôï íïì áóßåò äå óìåõìÝ íù í ìå ô áâëç ô þ í óôï í üñ ï t .

ÐáñÜäåéãìá 1.1.7 �x:�y : ( x )( x ) y =
�

�x:�z : ( x )( x ) z

=
�

�y :�z : ( y )( y ) z

5

ÊÜôé áíÜëïãï óõíáíôÜìå êáé óôïí ðñïãñáììáôéóìü üðïõ äéáêñßíïõìå ôéò ôïðéêÝò (lo-

cal) áðü ôéò ã å í éêÝò (global) ìåôáâëçôÝò.
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ÐáñáôÞñçóç 1.1.8 ÄéáéóèçôéêÜ, äýï üñïé åßíáé � -éóïäýíáìïé áí Ý÷ïõí

� ôçí ßäéá äïìÞ (óõíôáêôéêÜ),

� ôéò ßäéåò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò ôùí ßäéùí ìåôáâëçôþí êáé

� êÜèå � -áöáßñåóç ðïõ õðÜñ÷åé óôïõò üñïõò äåóìåýåé ôéò ßäéåò åìöáíßóåéò

ìåôáâëçôþí.

Ïé üñïé ðïõ äéáöÝñïõí ìåôáîý ôïõò êáôÜ ôï üíïìá ôùí äåóìåõìÝíùí ìå-

ôáâëçôþí, äçë. åßíáé � -éóïäýíáìïé, Ý÷ïõí ôçí ßäéá åñìçíåßá êáé ðáßæïõí ôáõ-

ôüóçìï ñüëï óå êÜèå åöáñìïãÞ ôïõ � -ëïãéóìïý. Óõíçèßæåôáé ëïéðüí (óôç âé-

âëéïãñáößá ôïõ � -ëïãéóìïý [Bar84, HS86]) ôÝôïéïé üñïé íá ô áõôßæ ï íô áé ïðüôå

èá áêïëïõèïýìå êáé åäþ áõôÞí ôç ó ýìâáóç . Åôóé áðü 'äù êáé ðÝñá èá ãñÜ-

öïõìå �x:x = �y :y = �z :z , êëð.

1.2 � -áíáãùãÞ

Åíáò üñïò ôçò ìïñöÞò ( �x: ( x ) y ) �z :z áíáðáñéóôÜ Ýíáí ôåëåóôÞ �x: ( x ) y ðïõ

åöáñìüæåôáé óôï üñéóìá �z :z . Ìå ôçí Üôõðç åñìçíåßá ôïõ ôåëåóôÞ �x: ( x ) y ,

ç ôéìÞ ôïõ óôï üñéóìá �z :z õ ð ï ë ï ã ßæ å ô áé áíôéêáèéóôþíôáò óôïí üñï ( x ) y ôçí

ìåôáâëçôÞ x ìå ôï �z :z , ïðüôå ï ( �x: ( x ) y ) �z :z áðë ïð ïéåßô áé Þ áíÜã å ô áé óôïí

üñï ( �z :z ) y ðïõ, ìå ôïí ßäéï ôñüðï, áðëïðïéåßôáé ðåñáéôÝñù óôçí ìåôáâëçôÞ

y . Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ðåñéãñÜöåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ ìå ôç áêüëïõèç åîßóùóç:

( �x: ( x ) y ) �z :z = ( �z :z ) y

= y

Ïìùò ï õðïëïãéóìüò Ý÷åé ö ïñ Ü êáé ãé áõôü ç äéáäéêáóßá ôçò áðëïðïßçóçò èá

ïñéóôåß áõóôçñÜ ìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 1.2.1 Ê Üèå üñ ïò ôçò ì ïñö Þò ( �x:u ) t ï íïì Üæ å ô áé � -redex

6

, ê áé ï

áíôßóôïé÷ ïò üñ ïò u [t=x ] ê áë åßô áé ôï con tractum ôï õ ( �x:u ) t .

Ïñ ßæ ï õìå ìßá ó÷Ý óç t �!
�

t

0
ð ï õ ê áë åßô áé � -óõóôïëÞ ( � -c ontr action)

ê áé óçì áß íåé ü ôé ï t

0
ð ñ ïêý ðôåé áðü ôï í t áí óå ê Üð ïé ï ìÝñ ïò ôï õ t ôï ïð ïß ï

åß íáé � -r e dex âÜë ï õìå ôï c ontr actum ôï õ. Ï ïñ éóì üò äß íå ô áé ìå åð áã ùãÞ

óôï í t :

� áí ï t åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ôü ôå äåí õ ð Üñ÷åé t

0
þóôå t �!

�

t

0
,

� áí t = �x:u ôü ôå t �!
�

t

0
áí ê áé ì ü íï í áí t

0 = �x:u

0
üð ï õ u �!

�

u

0
,

6

Ç ëÝîç redex ðñïÝñ÷åôáé áðü ôá áñ÷éêÜ ôùí ëÝîåùí ôçò öñÜóçò red ucible ex pression.
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� áí t = ( u ) v ôü ôå t �!
�

t

0
áí ê áé ì ü íï í áí:

{ t

0 = ( u ) v

0
üð ï õ v �!

�

v

0
, Þ

{ t

0 = ( u

0) v üð ï õ u �!
�

u

0
, Þ

{ u = �x:w ê áé t

0 = w [v =x ].

Ç áíáêë áóôéêÞ ê áé ìå ô áâáôéêÞ êë åéóôü ôç ô á ôçò � -ó õóôï ëÞò ï íïì Üæ å ô áé

� -áíáãùãÞ ( � -r e duction) ê áé ó õìâï ëßæ å ô áé t

��!
�

t

0
. Åð ïìÝ íùò t

��!
�

t

0
áí

ê áé ì ü íï í áí õ ð Üñ÷åé ìßá áêï ë ï õèßá � ìå üñ ï õò t 0(= t ) ; t 1 ; : : : ; t

n � 1 ; t

n

(= t

0)
ôÝ ôïéá þóôå t

i

�!
�

t

i +1 (Þ t

i

=
�

t

i +1 )

7

ã éá ê Üèå i 2 f 0; 1; : : : ; n � 1g ( n �
0), äçë.

� : t �!
�

t 1 �!
�

t 2 �!
�

: : : t

i

�!
�

t

i +1 �!
�

: : :

Ç � -áíáãùãÞ åßíáé ìç óõììåôñéêÞ ó÷Ýóç, ìáò äßíåé üìùò ôçí áêüëïõèç

ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Ïñéóìüò 1.2.2 H � -éóïäõíáìßá ( � -e quivalenc e) Þ � -éóüôçôá ( � -e quality)

(ó õìâ. '
�

) ïñ ßæ å ô áé ùò ç ìéêñ ü ôåñç ó÷Ý óç éóïäõ íáìßáò ð ï õ ðåñ éÝ÷åé ôçí

�!
�

(Þ éóïäý íáì á, ôçí

��!
�

). Ðé ï ó õãêåêñ éìÝ íá:

t '
�

t

0 ïñ

() õ ð Üñ÷åé áêï ë ï õèßá t = t 0 ; t 1 ; : : : ; t

n

= t

0
Ý ôóé þóôå ã éá ê Üèå

i < n , t

i

�!
�

t

i +1 Þ t

i +1 �!
�

t

i

.

ËÞììá 1.2.3 Á í t

��!
�

t

0
ê áé u

��!
�

u

0
ôü ôå u [t=x ] ��!

�

u

0[t

0
=x ].

Áðüäåéîç: Áñêåß íá ôï äåßîïõìå ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ u �!
�

u

0
. Ç áðü-

äåéîç ôüôå ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ u êáé âñßóêåôáé óôá ðåñéóóüôåñá

âéâëßá � -ëïãéóìïý (ð.÷. [Kri90 , óåë. 11]).

Ï.Å.Ä.

ÐáñÜäåéãìá 1.2.4 (i) ( �x: ( x ) y ) �z :z �!
�

( �z :z ) y

�!
�

y

(ii) (( �x: ( x ) x ) �z :z ) y �!
�

(( �z :z ) �z :z ) y

�!
�

( �z :z ) y

Áñá (( �x: ( x ) x ) �z :z ) y '
�

( �x: ( x ) y ) �z :z (áðü ôï (i)).

(iii) ( �x: (( x ) x ) y ) �x: (( x ) x ) y �!
�

(( �x: (( x ) x ) y ) �x: (( x ) x ) y ) y

�!
�

(( �x: (( x ) x ) y ) �x: (( x ) x ) y ) y y

�!
�

: : :

7

Á õôü âÝâáéá áðïôåëåß ðëåïíáóìü åöüóïí áêïëïõèïýìå ôç óýìâáóç íá ôáõôßæïõìå ôïõò

� -éóïäýíáìïõò üñïõò.
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Óôï ôåëåõôáßï ðáñÜäåéãìá öáßíåôáé üôé ç � -áíáãùãÞ äåí åßíáé áðáñáßôçôá

ìßá äéáäéêáóßá áðëïðïßçóçò êáé ïýôå ôåñìáôßæåé ðÜíôá. Ðáñáôçñïýìå üôé ôåñ-

ìáôßæåé ìüíïí áí êáôáëÞãåé óå Ýíáí üñï ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá � -redex,

äçë. äåí áðïìÝíåé êáíÝíáò õðïëïãéóìüò.

Ïñéóìüò 1.2.5 Åíáò üñ ïò t ð ï õ äå í ðåñ éÝ÷åé ê áíÝ íá � -r e dex ë Ý ã å ô áé êáíï-

íéêüò Þ ë Ýìå åðßóçò ü ôé ï t åß íáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ . Á í u '
�

t ê áé ï t

åß íáé ê áíï í éêüò ôü ôå ï t ë Ý ã å ô áé ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ ôï õ u .

Ðñüôáóç 1.2.6 Ï üñ ïò t åß íáé ê áíï í éêüò áí ê áé ì ü íï í áí

� t = x üð ï õ x ìå ô áâëç ôÞ Þ

� t = �x:u üð ï õ u ê áíï í éêüò üñ ïò Þ

� t = ( u ) v üð ï õ u; v ê áíï í éêïß üñ ïé ê áé ï u äå í åß íáé � -áöáßñå óç.

Áðüäåéîç: Ôï åõèý áðïäåéêíýåôáé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ êáíïíéêïý üñïõ

t . Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò.

Ï.Å.Ä.

Ðñüôáóç 1.2.7 Åíáò üñ ïò åß íáé ê áíï í éêüò áí ê áé ì ü íï í áí Ý÷åé ôçí ì ïñö Þ

�x 1 : : : : �x

k

: ( x ) t 1 : : : t

n

( k ; n � 0) üð ï õ t 1 ; : : : ; t

n

åß íáé ê áíï í éêïß üñ ïé.

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç êáé êÜíïõìå åðáãùãÞ

óôï ìÞêïò ôïõ êáíïíéêïý üñïõ.

Ï.Å.Ä.

Ïñéóìüò 1.2.8 Ï üñ ïò t ê áë åßô áé êáíïíéêïðïéÞóéìïò áí õ ð Üñ÷åé Ý íáò ê á-

íï í éêüò üñ ïò t

0
þóôå t

��!
�

t

0
. Ï t ê áë åßô áé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò áí

äå í õ ð Üñ÷åé Üðåéñç áêï ë ï õèßá üñ ù í t 0 ; t 1 ; : : : ; t

n

; : : : ìå t = t 0 ê áé t

i

�!
�

t

i +1

ã éá ê Üèå i � 0.

ÐáñÜäåéãìá 1.2.9 (i) Ï üñïò K

ïñ

== �x:�y :x åßíáé êáíïíéêüò,

(ii) ï üñïò ( �x: ( x ) x ) �x:x åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò,

(iii) ï üñïò !

ïñ

== ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x äåí åßíáé êáíïíéêïðïéÞóéìïò åíþ

(iv) ï üñïò ( �x:y ) ! åßíáé ìåí êáíïíéêïðïéÞóéìïò áëëÜ äåí åßíáé éó÷õñÜ êáíï-

íéêïðïéÞóéìïò.
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Åíáò üñïò ìðïñåß íá áíá÷èåß óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áêïëïõèþíôáò äéáöïñå-

ôéêÜ âÞìáôá � -áíáãùãÞò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù t = ( �x: ( �y :y x ) z ) v . Óôïí t

ãßíïíôáé ïé áêüëïõèåò äýï � -áíáãùãÝò:

t �!
�

( �y :y v ) z �!
�

z v

t �!
�

( �x:z x ) v �!
�

z v

Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç êáé ïé äýï � -áíáãùãÝò êáôáëÞãïõí óôçí ßäéá êáíïíéêÞ

ìïñöÞ. Óõìâáßíåé ðÜíôá êÜôé ôÝôïéï; ÐñÜãìáôé, óå êÜèå óýóôçìá óôï ïðïßï

áíáðáñéóôþíôáé õðïëïãéóìïß ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá ïöåßëåé íá åßíáé áíåîÜñ-

ôçôï áðü ôá õðïëïãéóôéêÜ âÞìáôá. Ê áé ç èåôéêÞ áðÜíôçóç óôï åñþôçìá äßäåôáé

áðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôïõ � -ëïãéóìïý, ôï Èå þñçì á Chur ch-R osser .

Óôü÷ïò ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé íá äåé÷èåß üôé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ åíüò üñïõ,

áí õðÜñ÷åé, åßíáé ì ï íáäéêÞ mo dulo ôçí ìåôïíïìáóßá ôùí ìåôáâëçôþí. Å÷åé

üìùò êáé ðïëëÝò Üëëåò åöáñìïãÝò êáé áðïôåëåß ìÜëëïí ôï äçìïöéëÝóôåñï

èåþñçìá ôïõ � -ëïãéóìïý.

Èåþñçìá 1.2.10 (Ch urc h-Rosser) Á í t

��!
�

t 1 ê áé t

��!
�

t 2 ôü ôå õ ð Üñ÷åé

üñ ïò t 3 þóôå t 1
��!

�

t 3 ê áé t 2
��!

�

t 3 .

Áðüäåéîç: Ìéá êïìøÞ êáé óýíôïìç ó õ íô áêôéêÞ áðüäåéîç õðÜñ÷åé óôï [Bar84]

êáé ïöåßëåôáé óôïõò W. T ait êáé P . Martin-L• of. Óôï ÊåöÜëáéï 4 èá äþóïõìå

ìßá Üëëç óçì áóé ï ë ï ã éêÞ áðüäåéîç.

Ï.Å.Ä.

ÓõíÞèùò ôï èåþñçìá áõôü äéáôõðþíåôáé êáé ó÷çìáôéêÜ ëÝãïíôáò üôé ç � -

áíáãùãÞ Ý÷åé ôçí éäé ü ôç ô á Chur ch-R osser ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôï Ó÷Þìá 1.1.

Ðüñéóìá 1.2.11 Á í ï t Ý÷åé ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ ôï í üñ ï t

0
ôü ôå t

��!
�

t

0
.

Áðüäåéîç: Åöáñìüæïõìå äéáäï÷éêÜ ôï Èåþñçìá Ch urc h-Roser êÜíïíôáò åðá-

ãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèßáò ðïõ ïñßæåé ôçí � -éóïäõíáìßá t '
�

t

0
(âë.

[Bar84 , HS86]).

Ï.Å.Ä.

Ðüñéóìá 1.2.12 (ìïíáäéêüôçôá êáíïíéêÞò ìïñöÞò) Ê Üèå üñ ïò Ý÷åé ôï

ð ï ë ý ìßá ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ, mo dulo � -éóïäõ íáìßá.

Áðüäåéîç: Åóôù üôé ï t Ý÷åé ôéò êáíïíéêÝò ìïñöÝò t 1 êáé t 2 . Ôüôå t

��!
�

t 1

êáé t

��!
�

t 2 êáé áðü ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser èá õðÜñ÷åé t 3 þóôå t 1
��!

�

t 3

êáé t 2
��!

�

t 3 . Ïìùò ïé t 1 ; t 2 äåí ðåñéÝ÷ïõí � -redexes åðïìÝíùò t 1 =
�

t 3 êáé

t 2 =
�

t 3 , Üñá t 1 =
�

t 2 .



10 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. KÁÈÁÑÏÓ � -ËÏÃÉÓÌÏÓ

t

�
�

�
�

��	

�

�

@
@

@
@

@@R

�

�

t 1 t 2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

R

�

�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

	

�

�

t 3

Ó÷Þìá 1.1: Éäéüôçôá Ch urc h-Rosser

Ï.Å.Ä.

Ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser Þôáí ç ðñþôç ìÝèïäïò áðüäåéîçò ôçò ó õ-

íÝðåéáò ôïõ êáèáñïý (÷ùñßò ôýðïõò) � -ëïãéóìïý: ç ó÷Ýóç '
�

åßíáé ìç-

ôåôñéììÝíç, ìå ôçí Ýííïéá üôé õðÜñ÷ïõí üñïé t; u ôÝôïéïé þóôå t 6'
�

u , ð.÷.

t = �x:�y : ( x ) y , u = �x:�y : ( y ) x . ÐáñÝìåéíå äå ãéá êÜðïéåò äåêáåôßåò êáé ç

ìïíáäéêÞ ìÝèïäïò, ìÝ÷ñé ðïõ ï Dana Scott êáôáóêåýáóå Ýíá óçìáóéïëïãéêü

ìïíôÝëï, ôï D 1 , ùò ðñïâïëéêü üñéï ðëÞñùí äéêôõùôþí [Sco72].

Ãéá ôá óõóôÞìáôá � -ëïãéóìïý ìå ôýðïõò (âë. ÊåöÜëáéï 2) õðÜñ÷åé ìßá

öõóéêÞ óõíïëïèåùñçôéêÞ óçìáóéïëïãßá êáé åðïìÝíùò ç óõíÝðåéá åßíáé a pri-

ori äåäïìÝíç. Óå áõôÞí âÝâáéá ôçí ðåñßðôùóç ç óçìáóßá ôïõ ÈåùñÞìáôïò

Ch urc h-Rosser Ýãêåéôáé óôï üôé óõíäõáæüìåíï ìå áðïôåëÝóìáôá éó÷õñÞò êá-

íïíéêïðïßçóçò, ðáñÝ÷åé ìßá ìÝèïäï áðüöáóçò ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôçò éóüôçôáò äýï

ôõðïðïéçìÝíùí üñùí (áðïêñéóéìüôçôá ôçò áíáöïñéêÞò (denotational) éóüôç-

ôáò [GL T89]):

ãéá íá åëÝãîïõìå áí éó÷ýåé ç éóüôçôá t '
�

u áñêåß íá õðïëïãß-

óïõìå ôéò êáíïíéêÝò ìïñöÝò ôùí t êáé u êáé åí óõíå÷åßá íá ôéò

óõãêñßíïõìå.

1.3 � -áíáãùãÞ

Ïé � -üñïé áíáðáñéóôïýí äéáäéêáóßåò. Ïìùò ç ßäéá äéáäéêáóßá åßíáé äõíáôüí íá

áíáðáñßóôáôáé áðü äéáöïñåôéêïýò � -üñïõò, ð.÷. ï �x: ( t ) x êáé ï t äßíïõí ôï ßäéï

áðïôÝëåóìá ( t ) u áí åöáñìïóèïýí óå êÜðïéïí üñï u , ìå ôçí ðñïõðüèåóç üôé



1.3. � -ÁÍÁÃÙÃÇ 11

x 62FV ( t ) . Á õôÞ ç ôáõôüóçìç \åöáñìïóôéêÞ" óõìðåñéöïñÜ ôùí üñùí åéóÜãåé

ìßá íÝá Ýííïéá áíáãùãÞò.

Ïñéóìüò 1.3.1 Ê Üèå � -üñ ïò ôçò ì ïñö Þò �x: ( t ) x ìå x 62FV ( t ) ï íïì Üæ å ô áé

� -redex ê áé Ý÷åé ùò con tractum ôï í üñ ï t .

Ê áô'áíáë ï ã ßá ð ñ ïò ôçí � -ó õóôï ëÞ, ïñ ßæ å ô áé ç � -óõóôïëÞ ( � -c ontr action)

t �!
�

t

0
ìå åð áã ùãÞ óôï í üñ ï t :

� áí ï t åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ôü ôå äå í õ ð Üñ÷åé t

0
þóôå t �!

�

t

0
,

� áí t = �x:u ôü ôå t �!
�

t

0
áí ê áé ì ü íï í áí:

{ t

0 = �x:u

0
üð ï õ u �!

�

u

0
, Þ

{ u = ( t

0) x ê áé x 62FV ( t

0) ,

� áí t = ( u ) v ôü ôå t �!
�

t

0
áí ê áé ì ü íï í áí:

{ t

0 = ( u ) v

0
üð ï õ v �!

�

v

0
, Þ

{ t

0 = ( u

0) v üð ï õ u �!
�

u

0
.

Ç áíáêë áóôéêÞ ê áé ìå ô áâáôéêÞ êë åéóôü ôç ô á ôçò � -ó õóôï ëÞò ï íïì Üæ å ô áé

� -áíáãùãÞ ( � -r e duction) ê áé ó õìâï ëßæ å ô áé t

��!
�

t

0
.

Ç Ý íùóç ôçò � -ó õóôï ëÞò ìå ôçí � -ó õóôï ëÞ ïñ ßæ åé ôçí ó÷Ý óç �!
� �

ôçò

�� -óõóôïëÞò ( � � -c ontr action). Ç áíáêë áóôéêÞ ê áé ìå ô áâáôéêÞ êë åéóôü ôç ô á

ôçò � � -ó õóôï ëÞò ï íïì Üæ å ô áé �� -áíáãùãÞ ( � � -r e duction) ê áé ó õìâï ëßæ å ô áé

t

��!
� �

t

0
.

H � -éóïäõíáìßá ( � -e quivalenc e) (ó õìâ. '
�

) ïñ ßæ å ô áé ùò ç ìéêñ ü ôåñç

ó÷Ý óç éóïäõ íáìßáò ð ï õ ðåñ éÝ÷åé ôçí �!
�

(Þ éóïäý íáì á, ôçí

��!
�

).

H �� -éóïäõíáìßá ( � � -e quivalenc e) (ó õìâ. '
� �

) ïñ ßæ å ô áé ùò ç ìéêñ ü-

ôåñç ó÷Ý óç éóïäõ íáìßáò ð ï õ ðåñ éÝ÷åé ôçí �!
�

ê áé ôçí �!
�

(Þ éóïäý íáì á,

ôçí

��!
�

ê áé ôçí

��!
�

).

Ç Ýííïéá ôçò éóüôçôáò óõíáñôÞóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå óôá ìáèçìáôéêÜ

åßíáé óõíÞèùò åêô áóéáêÞ (extensional). Á í ðÜñïõìå äçëáäÞ äýï óõíáñôÞóåéò

f ; g ìå êïéíü ðåäßï ïñéóìïý ôüôå éó÷ýåé üôé:

8x ( f ( x ) = g ( x )) ) f = g

Ïìùò ç � -áíáãùãÞ êáé ç � -éóïäõíáìßá åßíáé å íô áóéáêÝò (in tensional) Ýííïéåò:

õðÜñ÷ïõí üñïé t; u Ýôóé þóôå ( t ) x '
�

( u ) x ãéá êÜèå x , áëëÜ äå í éó÷ýåé üôé

t '
�

u (ãéá ðáñÜäåéãìá, èÝôïõìå t = y êáé u = �x: ( y ) x ).
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Ç � -áíáãùãÞ (êáé áêñéâÝóôåñá ç � � -éóïäõíáìßá) åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ ðñïó-

äßäåé ôçí åêôáóéáêÞ éäéüôçôá óôéò óõíáñôÞóåéò. Ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá

åßíáé êëáóéêÜ [Bar84]:

Ðñüôáóç 1.3.2 Ç � � -éóïäõ íáìßá åß íáé åêô áóéáêÞ ó÷Ý óç.

Èåþñçìá 1.3.3 t '
� �

t

0
áí ê áé ì ü íï í áí t

��!
� �

u ê áé t

0 ��!
� �

u ã éá ê Üð ïé ï í

üñ ï u .

Ç áíôßóôñ ïö ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ôùí ðñÜîåùí ôçò åöáñìïãÞò êáé

ôçò � -áöáßñåóçò (óåë. 3) ãßíåôáé ðëÝïí ðñïöáíÞò áðü ôéò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò:

( �x:t ) x �!
�

t

�x: ( t ) x �!
�

t



ÊåöÜëáéï 2

Ôýðïé ôïìÞò

` �x: ( x ) x : ?

Ï � -ëïãéóìüò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï áíáöÝñåôáé

óõíÞèùò ùò ê áèáñ üò � -ëïãéóìüò Þ � -ëïãéóìüò ÷ ùñ ßò ôý ð ï õò . ÊÜèå � -üñïò

èåùñåßôáé óáí ìßá óõíÜñôçóç (ðñüãñáììá) ðïõ ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óå ê Üèå

� -üñï èåùñïýìåíï ùò ôï üñéóìá ôçò óõíÜñôçóçò. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ï

üñïò I

ïñ

== �x:x ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá åöáñìï-

óôåß óå ïðïéïäÞðïôå üñéóìá y äßíïíôáò óáí áðïôÝëåóìá ôï y . Ê áé åéäéêüôåñá,

ï I ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôïí ßäéï ôïõ ôïí åáõôü, ( I ) I �!
�

I . Á õôÞ ç

èåþñçóç âÝâáéá áðÝ÷åé áðü ôçí óõíçèéóìÝíç óõíïëïèåùñçôéêÞ Ýííïéá ôçò óõ-

íÜñôçóçò ðïõ ïñßæåôáé äßíïíôáò ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé ôï ðåäßï ôéìþí. Óôïí

êáèáñü � -ëïãéóìü ü ë ïé ïé üñïé áðïôåëïýí ôï ðåäßï ïñéóìïý. Óôï êåöÜëáéï

áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå ìßá åêäï÷Þ ôïõ � -ëïãéóìïý ðïõ åßíáé ðëçóéÝóôåñç

óôçí óõíïëïèåùñçôéêÞ Ýííïéá ôùí óõíáñôÞóåùí.

Ï � -ëïãéóìüò ìå ôý ð ï õò åéóÞ÷èç áñ÷éêÜ áðü ôïí Ç.Â. Curry [Cur34] êáé

óôç óõíÝ÷åéá áðü ôïí A. Ch urc h [Ch u40 ]. Ïé ôýðïé áðïôåëïýí ôá óõíôá-

êôéêÜ áíôéêåßìåíá ìéáò ãëþóóáò êáé áðïíÝìïíôáé óôïõò � -üñïõò (ðñïãñÜì-

ìáôá) ðñïêåéìÝíïõ íá åêöñÜóïõí ôéò éäé ü ôç ôÝò ôïõò. Á í ãéá ðáñÜäåéãìá ï t

åßíáé Ýíáò üñïò êáé A Ýíáò ôýðïò ôüôå ëÝìå üôé ï t Ý÷åé ôýðï Á (óõìâ. t : A )

èåùñþíôáò ôïí A óáí ôçí ð ñ ïäéáã ñ áö Þ (sp eci�cation) ôïõ ðñïãñÜììáôïò t .

Åßíáé áíáìåíüìåíï üôé ï ôáõôïôéêüò üñïò I

ïñ

== �x:x èá Ý÷åé ôýðï A ! A ,

äçëáäÞ ôïí ôýðï ôçò ôáõôïôéêÞò óõíÜñôçóçò áðü ôï ðåäßï A óôï ðåäßï A .

ÅðïìÝíùò áí x åßíáé Ýíá üñéóìá ôïõ I ôýðïõ A ôüôå êáé ç ôéìÞ ( I ) x Ý÷åé ôýðï

A . Ãåíéêüôåñá, ïé óõíáñôÞóåéò áðü ôï A óôï B èá Ý÷ïõí ôýðï A ! B .

Ôá óõóôÞìáôá ôýðùí ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå åäþ åßíáé ôá óõóôÞìáôá

D êáé D 
 ìå ôý ð ï õò ôïìÞò ôùí M. Copp o êáé M. Dezani-Ciancaglini [CD80,

CD V80]. Áðïôåëïýí ìßá ãåíßêåõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí ôïõ Curry Ýôóé

13
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þóôå íá ôõðïðïéåßôáé ìßá ìåãáëýôåñç êëÜóç üñùí (âë. åðüìåíï êåöÜëáéï).

Ïé ôýðïé êáôáóêåõÜæïíôáé åðáãùãéêÜ üðùò ïé ðñïôáóéáêïß ôýðïé áðü ìåôá-

âëçôÝò êáé óôáèåñÝò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò óõíäÝóìïõò ! êáé \ , üðïõ ç \
áðïôåëåß ìéá åéäéêÞ ó ýæ åõîç ðïõ, üðùò èá öáíåß êáé áðü ôçí åñìçíåßá (âë.

Ïñéóìü 5.1.3), áíôéóôïé÷åß óôç óõíïëïèåùñçôéêÞ ôïìÞ ôýðùí.

1

Ïñéóìüò 2.0.4 Ôýðïé ê áë ï ý íô áé ïé åêöñ Üóåéò ð ï õ ê áô áóêåõÜæ ï íô áé åð áã ù-

ã éê Ü áðü Ý íá áë öÜâç ôï A = f X ; Y ; Z ; : : : ; 
 ; ! ; \ ; ( ; )g, ùò åîÞò:

� ïé ìå ô áâëç ôÝò ôý ðù í X ; Y ; Z ; : : : åß íáé ôý ð ïé ( ìåôáâëçôÝò ),

� ï óô áèåñ üò ôý ð ïò 
 åß íáé ôý ð ïò ( êáèïëéêüò ),

� áí A; B åß íáé ôý ð ïé ôü ôå ( A ! B ) åß íáé ôý ð ïò ( óõíÜñôçóç ),

� áí A; B åß íáé ôý ð ïé ôü ôå ( A \ B ) åß íáé ôý ð ïò ( ôïìÞ ).

Ãéá ôïí ðåñéïñéóìü ôùí ðáñåíèÝóåùí óôïõò óýíèåôïõò ôýðïõò, èá áêïëïõ-

èïýìå ôéò óõíÞèåéò óõìâÜóåéò, äçëáäÞ ôçí ðñïôåñáéüôçôá ôçò \ åðß ôïõ !
êáèþò êáé ôïí äåîéü ðñïóåôáéñéóìü ôïõ ! . Èá óõìâïëßæïõìå ôïõò ôýðïõò

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá êåöáëáßá ëáôéíéêÜ ãñÜììáôá A; B ; C ; : : : ; T ; U; V ; : : : .

ÐáñÜäåéãìá 2.0.5 Ç Ýêöñáóç ( X ! (( Y ! X ) \ 
)) åßíáé Ýíáò ôýðïò

ðïõ ìðïñåß íá ãñáöåß áðëïýóôåñá ùò X ! ( Y ! X ) \ 
 . Åðßóçò ï ôýðïò

( X ! ( Y ! (
 ! Z ))) ãñÜöåôáé X ! Y ! 
 ! Z .

Ïñéóìüò 2.0.6 Ïíïì Üæ ï õìå äÞëùóç ìåôáâëçôÞò ê Üèå æ åýã ïò ( x; A ) áð ï-

ôåë ï ýìå íï áðü ìßá ìå ô áâëç ôÞ x ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý ê áé Ý íáí ôý ð ï Á . Ôéò äç-

ë þóåéò ìå ô áâëç ô þ í ôéò ó õìâï ëßæ ï õìå ìå x : A áíôß ã éá ( x; A ) ê áô' áíáë ï ã ßá

ð ñ ïò ôéò äçë þóåéò ìå ô áâëç ô þ í óôéò ãë þóóåò ð ñ ï ã ñ áì ì áôéóì ï ý.

Åíá ðåðåñ áóìÝ íï ó ý íï ë ï � = f x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

g ( k � 0) áðü äçë þ-

óåéò ìå ô áâëç ô þ í, üð ï õ ïé x 1 ; : : : ; x

k

åß íáé äéáêåêñ éìÝ íåò ìå ô áîý ôï õò, ê áë åß-

ô áé ðåñéâÜëëïí (c ontext). Óõ íÞèùò ó õìâï ëßæ ï õìå ôï ðåñ éâÜëë ï í � ã ñ Üö ï-

íô áò x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

÷ ùñ ßò ô á Üãêéóôñ á. Óôçí ðåñ ßðô ùóç ð ï õ k = 0 ôï

ðåñ éâÜëë ï í èå ùñåßô áé êå íü. Åðßóçò, ã ñ Üö ï õìå � ; x : A ã éá íá äçë þóï õìå ôï

ðåñ éâÜëë ï í ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áí ð ñ ïóèÝ óï õìå ôçí äÞë ùóç x : A óôï ðåñ éâÜëë ï í

� , ìå ôçí ð ñ ï õ ðüèå óç ü ôé ç x äå í åìöáí ßæ å ô áé óôï � .

1

Ïé ôýðïé ôïìÞò Ý÷ïõí ìßá åíäéáöÝñïõóá óçìáóéïëïãßá �a la Scott, ôá ì ï íôÝë á ößëôñ ï õ

(�lter mo dels) [BCD83 ]. Ç âáóéêÞ éäÝá áõôþí ôùí ìïíôÝëùí åßíáé üôé ç åñìçíåßá åíüò üñïõ

èá åßíáé ç óõëëïãÞ ôùí éäéïôÞôùí ðïõ éêáíïðïéåß óå êÜðïéï êáôÜëëçëï óýóôçìá. Óôçí

äéáôñéâÞ áõôÞ üìùò ìáò åíäéáöÝñåé ôï óõíôáêôéêü ìÝñïò ôùí ôýðùí ôïìÞò êáé Ýôóé äåí èá

áó÷ïëçèïýìå êáèüëïõ ìå ôá ìïíôÝëá ößëôñïõ.
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Ïé ôýðïé åêöñÜæïõí éäéüôçôåò � -üñùí. Ïðùò èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá (êáé

óôï ÊåöÜëáéï 5 áíáëõôéêüôåñá) ïñéóìÝíïé ôýðïé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ÷á-

ñáêôçñßóïõí êëÜóåéò � -üñùí. Äßíïõìå ðáñáêÜôù ôïõò ó÷åôéêïýò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 2.0.7 Ï ôý ð ïò A ê áë åßô áé ôåôñéììÝíïò áí

� A = 
 Þ

� A = B \ C ê áé ïé B ; C åß íáé ôå ôñ éì ìÝ íïé Þ

� A = B ! C ê áé ï C åß íáé ôå ôñ éì ìÝ íïò.

Á í Ý íáò ôý ð ïò äå í åß íáé ôå ôñ éì ìÝ íïò ôü ôå ê áë åßô áé ìç-ôåôñéììÝíïò .

Ðñüôáóç 2.0.8 Ï ôý ð ïò A åß íáé ìç-ôå ôñ éì ìÝ íïò áí ê áé ì ü íï í áí

� A = X üð ï õ X åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ôý ð ï õ Þ

� A = B \ C ê áé åßôå ï B åßôå ï C åß íáé ìç-ôå ôñ éì ìÝ íïò ôý ð ïò Þ

� A = B ! C ê áé ï C åß íáé ìç-ôå ôñ éì ìÝ íïò ôý ð ïò.

Áðüäåéîç: ÐñïöáíÞò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ìç-ôåôñéììÝíïõ ôýðïõ.

Ï.Å.Ä.

ÐáñÜäåéãìá 2.0.9 Á í ïé A; B åßíáé ôõ÷áßïé ôýðïé ôüôå ïé ôýðïé A ! 
 êáé

A ! ( B ! 
) \ 
 åßíáé ôåôñéììÝíïé åíþ ï ôýðïò A ! ( B ! X ) \ 
 åßíáé

ìç-ôåôñéììÝíïò.

Ïñéóìüò 2.0.10 Ïé áñíçôéêÝò ê áé èåôéêÝò åìöáíßóåéò óå Ý íáí ôý ð ï A ïñ ß-

æ ï íô áé åð áã ùã éê Ü ùò åîÞò:

� áí A åß íáé ìßá ìå ô áâëç ôÞ ôý ð ï õ X ôü ôå ç X Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç óôï í

A ,

� áí A åß íáé ï óô áèåñ üò ôý ð ïò 
 ôü ôå ï 
 Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç óôï í A ,

� áí A = B \ C ôü ôå ê Üèå èå ôéêÞ (áíôéóô. áñ íç ôéêÞ) åìöÜí éóç óôï í B

Þ óôï í C åß íáé èå ôéêÞ (áíôéóô. áñ íç ôéêÞ) åìöÜí éóç óôï í A ,

� áí A = B ! C ôü ôå ïé èå ôéêÝò (áíôéóô. áñ íç ôéêÝò) åìöáí ßóåéò óôï í C

ê áé ïé áñ íç ôéêÝò (áíôéóô. èå ôéêÝò) åìöáí ßóåéò óôï í B åß íáé ïé èå ôéêÝò

(áíôéóô. áñ íç ôéêÝò) åìöáí ßóåéò óôï í A .

ÐáñÜäåéãìá 2.0.11 Ï ôýðïò 
 Ý÷åé èåôéêÞ åìöÜíéóç óôïí ( X \ 
 ! Y ) !
X êáé áñíçôéêÞ åìöÜíéóç óôïí ( X ! 
 \ Y ) ! X .
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2.1 T o óýóôçìá ôõðïðïßçóçò D 


Åóôù t Ýíáò � -üñïò, A Ýíáò ôýðïò êáé � Ýíá ðåñéâÜëëïí. Óôï Ó÷Þìá 2.1

äßíïíôáé ïé êáíüíåò ôïõ óõóôÞìáôïò D 
 ìå ôïõò ïðïßïõò èá ïñéóôåß Þ Ýííïéá

ôçò ôõðïðïßçóçò ôïõ üñïõ t ìå ôýðï A óôï ðåñéâÜëëïí � .

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé Ê áíüíåò 4 êáé 5 ðïõ áðáëåßöïõí êáé åéóÜãïõí ôïí

óýíäåóìï \ äåí åðéöÝñïõí êáììßá áëëáãÞ óôïí áíôßóôïé÷ï üñï. Á õôÞ åßíáé ìßá

äéáöïñïðïßçóç ôùí óõóôçìÜôùí ìå ôýðïõò ôïìÞò áðü óõóôÞìáôá ôõðïðïßçóçò

ôïõ � -ëïãéóìïý ìå æ åýãç êáé ð ñ ï âï ë Ýò üðïõ ï óýíäåóìïò \ åñìçíåýåôáé ùò

ê áñôå óéáíü ã é íüìå íï [GL T89 ].

2

Ïñéóìüò 2.1.1 ËÝìå ü ôé ï üñïò t Ý÷åé ôýðï A óôï ðåñéâÜëëïí � Þ ü ôé

ï üñ ïò t ôõðïðïéåßôáé ìå ôý ð ï A óôï ðåñ éâÜëë ï í � (ó õìâ. � `
D 
 t : A ) áí

ç Ýêöñ áóç � `
D 
 t : A ð áñ Üã å ô áé åð áã ùã éê Ü áðü ôï õò ê áíü íåò ôï õ Ó÷Þì á-

ôïò 2.1. Ê áë ï ýìå ôõðïðïßçóç (typing) ôï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 ê Üèå Ýêöñ áóç

� `
D 
 t : A ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü áõôï ýò ôï ýò ê áíü íåò. Åíáò üñ ïò èá ê áë åßô áé

ôõðïðïéÞóéìïò (typ able) óôï D 
 áí õ ð Üñ÷åé ê Üð ïéá ôõ ð ïð ïßçóÞ ôï õ.

Ïé ôýðïé ôïìÞò åéóÜãïõí Ýíáí åéäéêïý ôýðïõ ðåðåñáóìÝíï ðïëõìïñöéóìü

ðïõ äéáöÝñåé ïõóéùäþò áðü ôïí ðïëõìïñöéóìü ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ � -ëïãéóìïý

(óýóôçìá F [Gir71 ]). Óôï D 
 Ýíáò üñïò ìðïñåß íá Ý÷åé äýï ôýðïõò A êáé

B ôáõôü÷ñïíá åíþ óôï óýóôçìá F ï ðïëõìïñöéóìüò åßíáé ð áñ áìå ôñ éêüò ð.÷.

óôï F , ï üñïò �x:x Ý÷åé ôýðï 8X ( X ! X ) äçë. ôýðï X ! X ìå ð áñ Üìå ôñ ï

ôçí ìåôáâëçôÞ ôýðïõ X .

3

ÐáñÜäåéãìá 2.1.2 (i) Ìßá ôõðïðïßçóç ôïõ üñïõ �x: ( x ) x óôï óýóôçìá D 

ãßíåôáé ùò åîÞò:

x : X \ ( X ! Y ) `
D 
 x : X \ ( X ! Y )

x : X \ ( X ! Y ) `
D 
 x : X ! Y

x : X \ ( X ! Y ) `
D 
 x : X \ ( X ! Y )

x : X \ ( X ! Y ) `
D 
 x : X

x : X \ ( X ! Y ) `
D 
 ( x ) x : Y

`
D 
 �x: ( x ) x : X \ ( X ! Y ) ! Y

ÂÝâáéá, ï �x: ( x ) x ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß êáé ôåôñéììÝíá ìå ôïí êáèïëéêü

ôýðï 
 äçë. `
D 
 �x: ( x ) x : 
 .

(ii) Ïé óõíäõáóôÝò ôïõ Sc h• on�nk el

I

ïñ

== �x:x ; K

ïñ

== �x:�y :x ; S

ïñ

== �x:�y :�z : (( x ) z )( y ) z

2

Ôç óõó÷Ýôéóç ìåôáîý áõôþí ôùí óõóôçìÜôùí Ý÷åé åñåõíÞóåé ï Í. ÑÞãáò [Ñçã00 ].

3

Áò èõìçèïýìå åðßóçò, óáí ðáñÜäåéãìá, ôç äéáöÞìéóç ãíùóôÞò áõôïêéíçôïâéïìç÷áíåßáò

üðïõ ÷áñáêôçñßæåôáé å óöáëìÝ íá Þ/êáé ðáñáðëáíçôéêÜ Ýíá íÝï ìïíôÝëï áõôïêéíÞôïõ ùò

ðïëõìïñöéêü åíþ óôçí ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé ôýðïõ ôïìÞò!
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Ê áíüíáò 1.

� ; x : A ` x : A ( õðüèåóç )

Ê áíüíáò 2.

� ; x : A ` t : B

� ` �x:t : A ! B

(! -åéóáãùãÞ )

Ê áíüíáò 3.

� ` u : A ! B � ` t : A

� ` ( u ) t : B

(! -áðáëïéöÞ )

Ê áíüíáò 4.

� ` t : A \ B

� ` t : A

(\ 1-áðáëïéöÞ )
� ` t : A \ B

� ` t : B

(\ 2-áðáëïéöÞ )

Ê áíüíáò 5.

� ` t : A � ` t : B

� ` t : A \ B

(\ -åéóáãùãÞ )

Ê áíüíáò 6.

� ` t : 
 ãéá êÜèå t êáé �

Ó÷Þìá 2.1: Ôï óýóôçìá D 
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ôõðïðïéïýíôáé ìå ôýðïõò

X ! X ; X ! Y ! X ; ( X ! Y ! Z ) ! ( X ! Y ) ! X ! Z

áíôßóôïé÷á.

Ðñüôáóç 2.1.3 (i) Á í � `
D 
 t : A ê áé � � � 0

ôü ôå � 0 `
D 
 t : A .

(ii) Á í � ; x : B `
D 
 t : A ôü ôå � ; x : B \ C `

D 
 t : A .

(iii) Á í � `
D 
 t : A ê áé � 0 � � åß íáé ôï ó ý íï ë ï ô ù í äçë þóå ù í ìå ô áâëç ô þ í

ôï õ � ð ï õ áö ïñ ï ý í åë åýèåñåò ìå ô áâëç ôÝò ôï õ t , ôü ôå � 0 `
D 
 t : A .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïõò êáíüíåò ôïõ D 
 , âë. [Kri90 , Kri93 ].

Ï.Å.Ä.

2.1.1 ÈåùñÞìáôá êáíïíéêïðïßçóçò

Ìå ôïõò ôýðïõò ôïìÞò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êÜðïéá èåìåëéþäç èåùñÞ-

ìáôá ðïõ äßíïõí ÷áñáêôçñéóìïýò éäéïôÞôùí ôïõ � -ëïãéóìïý. ÓõãêåêñéìÝíá

ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôïõò üñïõò, áíÜëïãá ìå ôï ðþò êáíïíéêïðïéïý-

íôáé, áðü ôßò áíôßóôïé÷åò ôõðïðïéÞóåéò ôïõò.

ËÞììá 2.1.4 Ê Üèå � -üñ ïò t ã ñ Üöå ô áé ê áô Ü ì ï íáäéêü ôñ üð ï ìå ìßá áðü ôéò

áêü ë ï õèåò ì ïñöÝò:

1. t = �x 1 : : : : �x

n

: ( y ) u 1 : : : u

m

( n; m � 0) üð ï õ y ìßá ìå ô áâëç ôÞ ê áé

u 1 ; : : : ; u

m

� -üñ ïé, Þ

2. t = �x 1 : : : : �x

n

: ( �y :u 0) u 1 : : : u

m

( n � 0; m � 1) üð ï õ u 0 ; : : : ; u

m

� -

üñ ïé.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ üñïõ t .

Á í ï t åßíáé ìåôáâëçôÞ, ôüôå Ý÷åé ôçí ðñþôç ìïñöÞ ìå n = m = 0 .

Á í ï t åßíáé åöáñìïãÞ, ôüôå t = u 0 u 1 : : : u

m

üðïõ ï u 0 äåí åßíáé åöáñìïãÞ.

ÅðïìÝíùò ï t èá Ý÷åé ìßá áðü ôéò äýï ìïñöÝò áíÜëïãá ìå ôï áí ï u 0 åßíáé

ìåôáâëçôÞ Þ � -áöáßñåóç.

Á í ï t åßíáé � -áöáßñåóç ôüôå ìå Ýíá ðáñüìïéï åðé÷åßñçìá ï t èá Ý÷åé ôçí

áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ.

Ï.Å.Ä.

Ïñéóìüò 2.1.5 Åíáò üñ ïò t åß íáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöáëÞò (he ad normal

form) áí Ý÷åé ôçí ð ñ þ ôç ì ïñö Þ ð ï õ ê áô áã ñ Üöå ô áé óôï ð ñ ïçã ï ýìå íï ëÞì ì á,

äçë.

t = �x 1 : : : : �x

n

: ( y ) u 1 : : : u

m
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üð ï õ y ìßá ìå ô áâëç ôÞ. Ç y ê áë åßô áé ôü ôå ìåôáâëçôÞ êåöáëÞò (he ad vari-

able). Á í ï t Ý÷åé ôç äåýôåñç ì ïñö Þ, äçë.

t = �x 1 : : : : �x

n

: ( �y :u 0) u 1 : : : u

m

ôü ôå ôï r e dex ( �y :u 0) u 1 ê áë åßô áé redex êåöáëÞò (he ad r e dex) ôï õ t .

Ç áíáãùãÞ êåöáëÞò (he ad r e duction) å íüò üñ ï õ t åß íáé ìßá (ðåðåñ á-

óìÝ íç Þ Üðåéñç) áêï ë ï õèßá üñ ù í t 0 ; t 1 ; : : : ; t

n

; : : : Ý ôóé þóôå t = t 0 ê áé ï t

n +1

íá ð ñ ïêý ðôåé áðü ôï í t

n

ìå � -ó õóôï ëÞ ôï õ r e dex êå öáëÞò ôï õ t

n

, áí áõôü

õ ð Üñ÷åé, áëë ïéþò ï t

n

åß íáé óå ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ êå öáëÞò ê áé ï ôåë åõô áß ïò

üñ ïò ôçò áêï ë ï õèßáò åß íáé ï t

n

. Óõìâï ëßæ ï õìå ê áô Ü ô á ã íùóô Ü ìå

��!
h

ôçí

áíáã ùãÞ êå öáëÞò ê áé ìå �!
h

ôçí � -ó õóôï ëÞ ôï õ r e dex êå öáëÞò å íüò üñ ï õ.

Ï üñ ïò t Ý÷åé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöáëÞò áí t '
�

u ê áé ï üñ ïò u åß íáé

ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ êå öáëÞò.

ÐáñÜäåéãìá 2.1.6 (i) Ï üñïò S

ïñ

== �x:�y :�z : (( x ) z )( y ) z åßíáé êáíïíéêÞ ìïñ-

öÞ êåöáëÞò.

(ii) Ï üñïò Y

ïñ

== �f : ( �x: ( f )( x ) x ) �x: ( f )( x ) x äåí åßíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöá-

ëÞò áëëÜ

Y �!
h

�f : ( f )( �x: ( f )( x ) x ) �x: ( f )( x ) x

äçë. ìå áíáãùãÞ êåöáëÞò äßíåé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöáëÞò. Åí ôïýôïéò ï Y äåí

åßíáé êáíïíéêïðïéÞóéìïò.

(iii) O üñïò !

ïñ

== ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x äåí áíÜãåôáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöáëÞò.

Ï A. Ch urc h [Ch u41 , óåë. 29] èÝëïíôáò íá áíáðáñáóôÞóåé ôéò õðïëïãß-

óéìåò (ìåñéêÝò áíáäñïìéêÝò) óõíáñôÞóåéò óôï � -ëïãéóìü åß÷å ðñïôåßíåé ôçí

áíáðáñÜóôáóç ôçò Ýííïéáò ôïõ á üñ éóôï õ õðïëïãéóìïý ìå üñïõò ðïõ äåí Ý÷ïõí

êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Ïìùò ç êëÜóç ôùí üñùí ðïõ äåí Ý÷ïõí êáíïíéêÞ ìïñöÞ êå-

öáëÞò áðïôåëåß ìßá ãíÞóéá õðïêëÜóç ôùí ìç êáíïíéêïðïéÞóéìùí üñùí. Á õôïß

ïé üñïé ðñïôÜèçêáí ôåëéêÜ áðü ôïí C.P . W adsw orth [W ad71] ãéá íá áíáðáñé-

óôïýí ôçí Ýííïéá ôïõ á üñ éóôï õ õðïëïãéóìïý [Bar84 , óåë. 40{43].

Óôï D 
 ïé üñïé áõôïß ôõðïðïéïýíôáé ôåôñéììÝíá:

Èåþñçìá 2.1.7 (êáíïíéêÞò ìïñöÞò êåöáëÞò) Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé

ìå Ý íá ìç-ôå ôñ éì ìÝ íï ôý ð ï A óôï ó ýóôçì á D 
 , ôü ôå ç áíáã ùãÞ êå öáëÞò

ôï õ t åß íáé ðåðåñ áóìÝ íç.
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Áðüäåéîç: âë. Èåþñçìá 5.1.9 êáé [Kri90 , Kri93 ].

Ï.Å.Ä.

Ç � -áíáãùãÞ äåí êáôáëÞãåé ðÜíôá óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ áêüìá êáé áí ï

üñïò ôïí ïðïßï áíÜãïõìå Ý÷åé êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Åíá ðáñÜäåéãìá åßíáé ï üñïò

( �x:y ) ! ðïõ Ý÷åé êáíïíéêÞ ìïñöÞ y áëëÜ ç � -áíáãùãÞ

( �x:y ) ! �!
�

( �x:y ) ! �!
�

( �x:y ) ! : : :

åßíáé Üðåéñç. Á í åöáñìüóïõìå üìùò êÜðïéá óôñáôçãéêÞ áíáãùãÞò ôüôå ìðï-

ñïýìå íá åîáóöáëßóïõìå ôïí ôåñìáôéóìü ôçò � -áíáãùãÞò.

Ïñéóìüò 2.1.8 Åóô ù t Ý íáò ìç ê áíï í éêüò üñ ïò ê áé ( �x:u ) v ìßá åìöÜí éóç

å íüò r e dex óôï í t . Ô ï ( �x:u ) v ê áë åßô áé ôï áñéóôåñüôáôï redex (leftmost

r e dex) ôï õ t áí ç (ð ñ þ ôç) åìöÜí éóç ôï õ � óôï ( �x:u ) v âñ ßóêå ô áé áñ éóôåñ ü ôåñ á

(óôçí ó õ íô áêôéêÞ ê áô áã ñ áö Þ ôï õ üñ ï õ t ) áðü ê Üèå (ð ñ þ ôç) åìöÜí éóç ôï õ �

óå Ý íá Üëë ï r e dex ôï õ t .

Åóô ù t

0
Ý íáò üñ ïò ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé ìå � -áíáã ùãÞ áðü ôï í t ê Üíï íô áò äéá-

äï÷éê Ü ó õóôï ë Ýò ôï õ áñ éóôåñ ü ô áôï õ r e dex óå ê Üèå âÞì á ôçò áíáã ùãÞò. Á õôÞ

ç áíáã ùãÞ ê áë åßô áé áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ (leftmost r e duction) ôï õ t ê áé

ó õìâï ëßæ å ô áé ìå t

��!
l

t

0
. Óõìâï ëßæ ï õìå åðßóçò ìå t �!

l

t

0
ôï Ý íá âÞì á

áñ éóôåñ ü ô áôçò áíáã ùãÞò ôï õ t .

ÐáñÜäåéãìá 2.1.9 (i) Èåùñïýìå ôïí üñï

t = �x: ( �y : ( I ) y y ) z ( �z :y ) x

ôïõ ïðïßïõ ôá redexes åßíáé õðïãñáììéóìÝíá. Ôï áñéóôåñüôáôï redex ôïõ t

åßíáé ôï ( �y : ( I ) y y ) z êáé óõìðßðôåé ìå ôï redex êåöáëÞò ôïõ t .

(ii) T o redex êåöáëÞò åíüò üñïõ t , üôáí õðÜñ÷åé, åßíáé ðÜíôïôå ôï áñéóôåñü-

ôáôï. Ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé, ð.÷. t = �x: ( x )( �y :z ) x .

Èåþñçìá 2.1.10 (áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò) Åóô ù Ýíá ðåñ éâÜë-

ë ï í � = x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

ê áé � `
D 
 t : A ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t

óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç óôï õò

A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç óôï í A . Ô ü ôå ç áñ éóôåñ ü ô áôç

áíáã ùãÞ ôï õ t åß íáé ðåðåñ áóìÝ íç, äçë. o t ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå áñ éóôåñ ü ô áôç

áíáã ùãÞ.

Áðüäåéîç: âë. Èåþñçìá 5.2.5 êáé [Kri90 , Kri93 ].

Ï.Å.Ä.
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Ðüñéóìá 2.1.11 Åóô ù

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 t : A

ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí

åìöáí ßæ å ô áé óôï õò A; A 1 ; : : : ; A

n

. Ô ü ôå ï t ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå áñ éóôåñ ü ô áôç

áíáã ùãÞ.

Áðüäåéîç: Ðñïêýðôåé áìÝóùò áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá (âë. [Kri90 ,

Kri93 ]).

Ï.Å.Ä.

Åíá áêüìá éó÷õñüôåñï èåþñçìá êáíïíéêïðïßçóçò áðïäåéêíýåôáé áí ÷á-

ëáñþóïõìå ëßãï ôçí óôñáôçãéêÞ ôçò áíáãùãÞò áñêåß íá åîáóöáëßæïõìå üôé

óôçí ðïñåßá ôçò áíáãùãÞò èá õðÜñ÷åé ðÜíôá êÜðïéá åðüìåíç áñéóôåñüôáôç

áíáãùãÞ.

Ïñéóìüò 2.1.12 Åóô ù

� : t 0 �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

t

n

�!
�

t

n +1 : : :

ìßá áíáã ùãÞ (Üðåéñç Þ ðåðåñ áóìÝ íç) ôï õ üñ ï õ t 0 . H � ê áë åßô áé ó÷åäüí-

áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ (quasi-leftmost r e duction) áí ã éá ê Üèå n � 0 õ ð Üñ-

÷åé m � n Ý ôóé þóôå t

m

�!
l

t

m +1 , äçë. ï t

m +1 ð ñ ïêý ðôåé áðü ôçí ó õóôï ëÞ

ôï õ áñ éóôåñ ü ô áôï õ r e dex óôï í t

m

.

Èåþñçìá 2.1.13 (ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò) Åóô ù Ý íá

ðåñ éâÜëë ï í � = x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

ê áé � `
D 
 t : A ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ

üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç

óôï õò A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç óôï í A . Ô ü ôå ï t äå í Ý÷åé

Üðåéñç ó÷åäü í-áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ, äçë. o t ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå ó÷åäü í-

áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ.

Áðüäåéîç: âë. Èåþñçìá 5.2.8 êáé [Kri90 , Kri93 ].

Ï.Å.Ä.

Ïëá ôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá êáíïíéêïðïßçóçò éó÷ýïõí êáé áíôéóôñ ü-

öùò [CD80, CD V81, Kri90 , Kri93 ]. Ãéá íá áðïäåé÷èåß áõôü åßíáé áíáãêáßá ç

÷ñÞóç ôùí ôýðùí ôïìÞò. Á õôÞ åßíáé Üëëùóôå êáé ç éäéáßôåñç áîßá áõôþí ôùí

óõóôçìÜôùí ôõðïðïßçóçò ðïõ åðéôñÝðïõí ôÝôïéïõò ÷áñáêôçñéóìïýò êëÜóåùí

� -üñùí.

Èåþñçìá 2.1.14 Ãéá ê Üèå � -üñ ï t , ô á áêü ë ï õèá åß íáé éóïäý íáì á:
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� ï t Ý÷åé ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ êå öáëÞò,

� ç áíáã ùãÞ êå öáëÞò ôï õ t åß íáé ðåðåñ áóìÝ íç,

� ï t ôõ ð ïð ïéåßô áé óôï D 
 ìå ìç-ôå ôñ éì ìÝ íï ôý ð ï.

Áðüäåéîç: Ôï êõñéüôåñï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò åßíáé ôï Èåþñçìá 5.1.9. Ãéá ôá

õðüëïéðá âë. [Kri90 , óåë. 62].

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 2.1.15 Ãéá ê Üèå � -üñ ï t , ô á áêü ë ï õèá åß íáé éóïäý íáì á:

� ï t åß íáé ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò,

� o t ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå (ó÷åäü í-)áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ,

� õ ð Üñ÷åé ôý ð ïò A ê áé ðåñ éâÜëë ï í � ÷ ùñ ßò åìöáí ßóåéò ôï õ 
 , Ý ôóé þóôå

� `
D 
 t : A ,

� õ ð Üñ÷åé ôý ð ïò A ÷ ùñ ßò èå ôéêÝò åìöáí ßóåéò ôï õ 
 ê áé ðåñ éâÜëë ï í �
÷ ùñ ßò áñ íç ôéêÝò åìöáí ßóåéò ôï õ 
 , Ý ôóé þóôå � `

D 
 t : A .

Áðüäåéîç: Ôá êõñéüôåñá óçìåßá ôçò áðüäåéîçò äßíïíôáé áðü ôá ÈåùñÞìáôá 5.2.5

êáé 5.2.8 (âë. åðßóçò [Kri90 , óåë. 63]).

Ï.Å.Ä.

2.2 Ôï óýóôçìá ôõðïðïßçóçò D

ÐñïêåéìÝíïõ íá ìåëåôçèïýí ïé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïé üñïé ÷ñçóéìïðïéåßôáé

ôï óýóôçìá D , ìßá ðáñáëëáãÞ ôïõ óõóôÞìáôïò D 
 áðü ôï ïðïßï áðïõóéÜæåé

åíôåëþò ï êáèïëéêüò ôýðïò 
 . Óôï óýóôçìá D ïé ôýðïé êáôáóêåõÜæïíôáé

åðáãùãéêÜ áðü ìåôáâëçôÝò ôýðùí êáé ôïõò óõíäÝóìïõò ! êáé \ , üðùò êáé

ðñéí ÷ ùñ ßò üìùò ôïí óôáèåñü ôýðï 
 .

Åóôù t Ýíáò � -üñïò, A Ýíáò ôýðïò ôïõ D êáé � Ýíá ðåñéâÜëëïí (÷ùñßò 
 ).

Óôï Ó÷Þìá 2.2 äßíïõìå ôïõò êáíüíåò ôïõ óõóôÞìáôïò D ìå ôïõò ïðïßïõò èá

ïñéóôåß Þ Ýííïéá ôçò ôõðïðïßçóçò ôïõ üñïõ t ìå ôýðï A óôï ðåñéâÜëëïí � .

Ïé êáíüíåò åßíáé ïé ßäéïé ìå ôïõ óõóôÞìáôïò D 
 ÷ùñßò ôï ôåëåõôáßï áîßùìá

(Ê áíüíáò 6) ãéá ôïí êáèïëéêü ôýðï 
 .

Ïñéóìüò 2.2.1 ËÝìå ü ôé ï üñïò t Ý÷åé ôýðï A óôï ðåñéâÜëëïí � Þ ü ôé

ï üñ ïò t ôõðïðïéåßôáé ìå ôý ð ï A óôï ðåñ éâÜëë ï í � (ó õìâ. � `
D

t : A ) áí

ç Ýêöñ áóç � `
D

t : A ð áñ Üã å ô áé åð áã ùã éê Ü áðü ôï õò ê áíü íåò ôï õ Ó÷Þì á-

ôïò 2.2. Ê áë ï ýìå ôõðïðïßçóç (typing) ôï õ t óôï ó ýóôçì á D ê Üèå Ýêöñ áóç

� `
D

t : A ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü áõôï ýò ôï ýò ê áíü íåò. Åíáò üñ ïò èá ê áë åßô áé

ôõðïðïéÞóéìïò (typ able) óôï D áí õ ð Üñ÷åé ê Üð ïéá ôõ ð ïð ïßçóÞ ôï õ óôï D .
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Ê áíüíáò 1.

� ; x : A ` x : A ( õðüèåóç )

Ê áíüíáò 2.

� ; x : A ` t : B

� ` �x:t : A ! B

(! -åéóáãùãÞ )

Ê áíüíáò 3.

� ` u : A ! B � ` t : A

� ` ( u ) t : B

(! -áðáëïéöÞ )

Ê áíüíáò 4.

� ` t : A \ B

� ` t : A

(\ 1-áðáëïéöÞ )
� ` t : A \ B

� ` t : B

(\ 2-áðáëïéöÞ )

Ê áíüíáò 5.

� ` t : A � ` t : B

� ` t : A \ B

(\ -åéóáãùãÞ )

Ó÷Þìá 2.2: Ôï óýóôçìá D
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Óôï ÐáñÜäåéãìá 2.1.2 ç ôõðïðïßçóç

`
D 
 �x: ( x ) x : X \ ( X ! Y ) ! Y

åßíáé åðßóçò ìßá ôõðïðïßçóç óôï D äéüôé óôïõò ôýðïõò äåí åìöáíßæåôáé ï 

ïýôå ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï Ê áíüíáò 6 ôïõ D 
 , äçë.

`
D

�x: ( x ) x : X \ ( X ! Y ) ! Y

Åí ôïýôïéò, ï üñïò !

ïñ

== ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x äåí ôõðïðïéåßôáé óôï D (âë. Èåþ-

ñçìá 2.2.3).

Éó÷ýåé êáé ãéá ôï óýóôçìá D ôï áíôßóôïé÷ï ôçò Ðñüôáóçò 2.1.3. Åäþ üìùò

éó÷ýåé åðéðëÝïí ç áêüëïõèç ðñüôáóç ðïõ äå í ßó÷õå óôï D 
 .

Ðñüôáóç 2.2.2 Á í Ý íáò üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé óôï ðåñ éâÜëë ï í x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

:
A

k

, ôü ôå ïé åë åýèåñåò ìå ô áâëç ôÝò ôï õ t èá åß íáé ìå ô áîý ô ù í x 1 ; : : : ; x

k

.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïõò êáíüíåò ôïõ D .

4

Ï.Å.Ä.

Ôï êýñéïôåñï áðïôÝëåóìá óôï óýóôçìá D åßíáé ç éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç

ôþí üñùí ôïõ:

Èåþñçìá 2.2.3 (éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò) Ê Üèå üñ ïò ð ï õ ôõ ð ïð ïéåßô áé

óôï ó ýóôçì á D åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò.

Áðüäåéîç: âë. Èåþñçìá 5.4.8 êáé [Kri90 , Kri93 ].

Ï.Å.Ä.

Ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá éó÷ýåé åðßóçò áíôéóôñüöùò [P ot80, Kri90 , Kri93 ]

áð' üðïõ êáé ðñïêýðôåé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôùí éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìùí üñùí.

Ìßá óõíÝðåéá áõôïý ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý åßíáé êáé ç áíáðïêñéóéìüôçôá ôçò

ôõðïðïßçóçò óôï óýóôçìá D áöïý ôï óýíïëï ôùí éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìùí

üñùí äåí åßíáé áíáäñïìéêü.

5

Èåþñçìá 2.2.4 Åíáò üñ ïò åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò áí ê áé ì ü íï í áí

ôõ ð ïð ïéåßô áé óôï ó ýóôçì á D .

Áðüäåéîç: Ôï êýñéï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò åßíáé ôï Èåþñçìá 5.4.8 (âë. åðßóçò

[Kri90 , óåë. 65]).

Ï.Å.Ä.

4

O Ê áíüíáò 6 ôïõ D 
 ãéá ôïí ïðïßï äåí éó÷ýåé ç ðñüôáóç äåí åìöáíßæåôáé åäþ.

5

Ôï óýíïëï ôùí éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìùí üñùí åßíáé Ýíá áðü ôá ðñþôá ðáñáäåßãìáôá

áíáäñïìéêÜ áðáñéèìÞóéìïõ óõíüëïõ ðïõ äåí åßíáé áíáäñïìéêü [Ch u36 ].



ÊåöÜëáéï 3

Ch urc h Þ Curry;

P ASCAL Þ ML;

Ôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé ìßá ðáñÝêêëéóç áðü ôï êõñßùò èÝìá ôçò äéáôñéâÞò

êáé áðïôåëåß ìßá óýíïøç ôþí äéáöïñþí ðïõ åìöáíßæïíôáé óå äýï äéáöïñåôéêïýò

öïñìáëéóìïýò ôõðïðïßçóçò ôïõ � -ëïãéóìïý, ôçí ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h êáé

ôçí ôõðïðïßçóç �a la Curry . Ç ìåëÝôç áõôþí ôùí öïñìáëéóìþí ôõðïðïßç-

óçò óõìâÜëëåé óôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôùí áðïäåßîåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò

áíáã ùã éêü ôç ô áò ôïõ Êåöáëáßïõ 5 |ãéá ôç ìÝèïäï áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí

ôõðïðïßçóç �a la Curry áí êáé ç áñ÷éêÞ ôçò ÷ñÞóç [T ai67 , Gir71 ] Ýãéíå ìå ôçí

ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h.

Ç ÷ñÞóç ôýðùí óôïí � -ëïãéóìü áíÜãåôáé óôéò ðñùôüôõðåò åñãáóßåò ôïõ

H.B. Curry [Cur34 ] (ãéá ôç ó õ íäõáóôéêÞ ë ï ã éêÞ ) êáé ôïõ A. Ch urc h [Ch u40 ].

Ïé åñãáóßåò áõôÝò åéóÜãïõí áíôßóôïé÷á ôïõò äýï äéáöïñåôéêïýò öïñìáëéóìïýò

ôõðïðïßçóçò. Çäç óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå ôá óõóôÞìáôá

ôýðùí D êáé D 
 ìå ôïí öïñìáëéóìü ôõðïðïßçóçò �a la Curry . Ó' áõôü ôï

êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé ôïõò äýï öïñìáëéóìïýò ôõðïðïßçóçò ÷ñç-

óéìïðïéþíôáò üìùò áðëïýò ôýðïõò (simple t yp es), äçë. ìåôáâëçôÝò ôýðùí

X ; Y ; Z ; : : : êáé ôýðïõò óõíÜñôçóçò A ! B | ü÷é ôýðïõò ôïìÞò.

Ïé áíôßóôïé÷ïé ïñéóìïß ãéá ôïõò ôýðïõò, ôá ðåñéâÜëëïíôá, ôéò ôõðïðïéÞóåéò

êëð. åßíáé ïé ßäéïé ìå áõôïýò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êåöÜëáéïõ.

1

Óõìâïëßæïõìå ìå

� ! ôï óýóôçìá ôïõ � -ë ï ã éóì ï ý ìå áðë ï ýò ôý ð ï õò . Åðßóçò, èá óõìâïëßæïõìå

ìå � `Curry

� !
t : A êáé � `Ch urc h

� !
t : A ôéò áíôßóôïé÷åò ôõðïðïéÞóåéò åíüò üñïõ

t óôïõò äýï öïñìáëéóìïýò ôõðïðïßçóçò, ïé êáíüíåò ôùí ïðïßùí äßíïíôáé ðéï

êÜôù.

1

m utatis m utandis

25
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3.1 Ôõðïðïßçóç �a la Curry

Óôçí ôõðïðïßçóç �a la Curry èåùñïýìå üôé ïé üñïé ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ü ë ïé

ïé üñïé ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý. Åôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá, ï êáèáñüò � -üñïò

�x: ( x ) x ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí Ýííïéá ôçò áõôï-å öáñì ï ãÞò åßíáé üñïò ôïõ óõ-

óôÞìáôïò. Ç áõôï-åöáñìïãÞ üìùò åßíáé ìßá ðñïâëçìáôéêÞ Ýííïéá ðïõ ïäÞãçóå

óå ðáñÜäïîá óôéò áñ÷Ýò ôïõ 20

ïõ

áéþíá. Ãé áõôü êáé ï H.B. Curry åðÝôñåøå

ìåí ôçí áõôï-åöáñìïãÞ óáí üñï óôç ãëþóóá ôïõ � -ëïãéóìïý áëëÜ åéóÞãáãå

êáíüíåò áíÜèåóçò ôýðùí (t yp e assignmen t) óôïõò � -üñïõò Ýôóé þóôå ï üñïò

�x: ( x ) x íá ìçí ôõðïðïéåßôáé.

2

Åðßóçò, ï H.B. Curry áíáðáñÜóôçóå ôçí áöçñçìÝíç Ýííïéá ìéáò óõíÜñ-

ôçóçò ìå Ýíáí ì ï íáäéêü � -üñï ðïõ åêöñÜæåé ôç äéáéóèçôéêÞ ëåéôïõñãßá ôçò

óõíÜñôçóçò áíåîÜñôçôá áðü ôá óýíïëá ðïõ áðïôåëïýí ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé

ôï ðåäßï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç Ýííïéá ôçò ôáõôïôéêÞò óõ-

íÜñôçóçò åêöñÜæåôáé áðü Ýíáí ìïíáäéêü � -üñï �x:x óôïí ïðïßï âÝâáéá ãßíåôáé

áíÜèåóç ôýðùí ìÝóù ôùí êáíüíùí ôõðïðïßçóçò. Åôóé Ý÷ïõìå ìßá ôáõôïôéêÞ

óõíÜñôçóç �x:x ìå Üðåéñ ï õò ôýðïõò, äçë. ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ôýðùí X

`
Curry

� !
�x:x : X ! X

Ïé êáíüíåò áíÜèåóçò ôýðùí ãéá ôï óýóôçìá � ! äßíïíôáé óôï Ó÷Þìá 3.1.

ÌåñéêÝò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò ôïõ � ! �a la Curry äßíïíôáé óõíïðôéêÜ óôç

óõíÝ÷åéá. Ïé áðïäåßîåéò ôïõò áíáëõôéêüôåñá âñßóêïíôáé óôá [Bar92 , Hin97 ].

Ðñüôáóç 3.1.1 (ôõðïðïßçóç õðïüñùí) Á í � `Curry

� !
t : A ê áé ï t

0
åß íáé

õ ð ï üñ ïò ôï õ t ôü ôå � 0 `Curry

� !
t

0 : A

0
ã éá ê áô Üëëçë á � 0

ê áé Á

0
.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ t .

Ï.Å.Ä.

Ðñüôáóç 3.1.2 Á í � ; x : A `Curry

� !
t : B ê áé � `Curry

� !
u : A ôü ôå � `Curry

� !
t [u=x ] :

B .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç � ; x : A `Curry

� !
t : B .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 3.1.3 (áíáãùãÞ õðïêåéìÝíïõ) Á í t

��!
�

t

0
ê áé � `Curry

� !
t : A

ôü ôå � `Curry

� !
t

0 : A .

2

Ïðùò áíáöÝñáìå âÝâáéá óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí óõóôç-

ìÜôùí ìå ôýðïõò ôïìÞò åßíáé áêñéâþò ç ôõðïðïßçóç ôùí (éó÷õñÜ) êáíïíéêïðïéÞóéìùí üñùí,

ïðüôå êáé ï üñïò �x: ( x ) x ôõðïðïéåßôáé, ð.÷. `
D

�x: ( x ) x : X \ ( X ! Y ) ! Y .
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Ê áíüíáò 1.

� ; x : A `Curry

� !
x : A ( õðüèåóç )

Ê áíüíáò 2.

� ; x : A `Curry

� !
t : B

� `Curry

� !
�x:t : A ! B

(! -åéóáãùãÞ )

Ê áíüíáò 3.

� `Curry

� !
u : A ! B � `Curry

� !
t : A

� `Curry

� !
( u ) t : B

(! -áðáëïéöÞ )

Ó÷Þìá 3.1: Ôï óýóôçìá � ! �a la Curry

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò áíáãùãÞò t

��!
�

t

0
÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôçí Ðñüôáóç 3.1.2.

Ï.Å.Ä.

Ïìùò ç áíôßóôñïöç éäéüôçôá ( äéáóôï ëÞ õ ð ïêåéìÝ íï õ ) ðáñïõóéÜæåé ôá áêü-

ëïõèá ðñïâëÞìáôá:

ÐáñÜäåéãìá 3.1.4 (i) Åóôù

( �x:�y :y )( �x: ( x ) x ) �!
�

�y :y

Ï üñïò �y :y ôõðïðïéåßôáé ìå ïðïéïäÞðïôå ôýðï ôçò ìïñöÞò Y ! Y . ÁëëÜ

6`
Curry

� !
( �x:�y :y )( �x: ( x ) x ) : Y ! Y

ÁêñéâÝóôåñá, ï üñïò ( �x:�y :y )( �x: ( x ) x ) äåí ôõðïðïéåßôáé êáí óôï óýóôçìá

� ! áöïý ðåñéÝ÷åé óáí õðïüñï ôïí �x: ( x ) x [Ðñüôáóç 3.1.1].

(ii) Åóôù

�x:�y :�z : ( �v :y )( x ) z �!
�

�x:�y :�z :y

Ôüôå

`
Curry

� !
�x:�y :�z :y : X ! Y ! Z ! Y
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áëëÜ

`
Curry

� !
�x:�y :�z : ( �v :y )( x ) z : ( Z ! Z

0) ! Y ! Z ! Y

äçëáäÞ

6`
Curry

� !
�x:�y :�z : ( �v :y )( x ) z : X ! Y ! Z ! Y

Ï ëüãïò âÝâáéá ðïõ ç ôõðïðïßçóç äåí ìåôáöÝñåôáé áíôéóôñüöùò åßíáé üôé ç

ìåôáâëçôÞ x ðñéí ôç óõóôïëÞ ôïõ redex ( �v :y )( x ) z åìöáíßæåôáé óå èÝóç óõ-

íÜñôçóçò ìå üñéóìá ôç ìåôáâëçôÞ z , åíþ ìåôÜ ôç óõóôïëÞ ç x äåí åìöáíßæåôáé

óôï con tractum.

Èåþñçìá 3.1.5 (äéáóôïëÞ õðïêåéìÝíïõ) Åóô ù ü ôé t

��!
�

t

0
ìå ó õóôï ë Ýò

ð ï õ äåí ð ñ ïê áë ï ý í ð ï ëë áðë áóéáóì ï ýò Þ áêõñ þóåéò (åî áöáí ßóåéò) ô ù í ïñ é-

óì Üô ù í. Á í � `Curry

� !
t

0 : A ôü ôå � `Curry

� !
t : A .

Áðüäåéîç: âë. [Hin97 , óåë. 24]

Ï.Å.Ä.

3.2 Ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h

Ç ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h åðåìâáßíåé äñáóôéêüôåñá óôïõò � -üñïõò. Ïé � -

üñïé äåí åßíáé ðëÝïí ïé üñïé ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý. ÊÜèå ìåôáâëçôÞ \óõ-

íïäåýåôáé" áðü Ýíáí ì ï íáäéêü ôýðï. Åôóé ïé ìåôáâëçôÝò óõìâïëßæïíôáé ìå

x

A

; y

B

; z

C

; : : : (Þ x : A; y : B ; z : C ; : : : )

3

üðïõ Á; B ; C ; : : : åßíáé áðëïß ôýðïé

êáé ïé � -üñïé óõíôßèåíôáé áêïëïõèþíôáò áõôÞ ôç óýìâáóç. Ê áô' áõôüí ôïí

ôñüðï áðïêëåßïíôáé ðáíôåëþò ïé áíåðéèýìçôïé üñïé, ð.÷. ï üñïò ðïõ áíáðá-

ñéóôÜ ôçí áõôï-åöáñìïãÞ äå í ïñ ßæ å ô áé êáí óáí üñïò ôçò ãëþóóáò áöïý óôçí

åöáñìïãÞ ( x

A ! B ) x

A

ç ìåôáâëçôÞ x Ý÷åé äýï ôýðïõò.

ÐáñáôÞñçóç 3.2.1 Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ åßíáé äõ • éêÞ ôçò ôõðïðïßçóçò �a la

Curry ìå ôçí áêüëïõèç Ýííïéá. Á í ðÜñïõìå ôï ðáñÜäåéãìá ôçò ôáõôïôéêÞò

óõíÜñôçóçò, ôüôå, åíþ óôçí ôõðïðïßçóç �a la Curry õðÜñ÷åé

Ý íáò ì ï íáäéêüò ô áõôï ôéêüò üñ ïò �x:x ìÝ Üðåéñ ï õò ôý ð ï õò X ! X ,

óôçí �a la Ch urc h ôõðïðïßçóç ãéá êÜèå ôýðï A ðáßñíïõìå ôïí üñï �x

A

:x

A

(Þ �x : A : x ) ï ïðïßïò Ý÷åé ì ï íáäéêü ôýðï A ! A . Å÷ïõìå åðïìÝíùò óôçí

ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h

3

Óôç óõíÝ÷åéá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôïõò äýï óõìâïëéóìïýò. Ï ðñþôïò ðïõ åßíáé

êáé ï óõìâïëéóìüò ôïõ A. Ch urc h åßíáé óùóôüôåñïò, ï äåýôåñïò üìùò ìáò åîõðçñåôåß ãéá

íá ðáñïõóéÜóïõìå ôï óýóôçìá �a la Ch urc h ìÝóù êáíüíùí ôõðïðïßçóçò ìå åêöñÜóåéò ôçò

ìïñöÞò � `Ch urc h

� !
t : A .
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Üðåéñ ï õò ô áõôï ôéêï ýò üñ ï õò ìå Ý íáí ì ï íáäéêü ôý ð ï ã éá ê Üèå üñ ï.

Åßíáé ëïéðüí óùóôüôåñï óôçí ôõðïðïßçóç �a la Ch urc h ïé ìåôáâëçôÝò ôýðùí

íá èåùñïýíôáé óô áèåñ ïß ôý ð ïé ìéáò êáé äåí åðéäÝ÷ïíôáé áíôéêáôÜóôáóç.

Ïé êáíüíåò ôõðïðïßçóçò �a la Ch urc h ãéá ôï óýóôçìá � ! äßíïíôáé óôï

Ó÷Þìá 3.2.

Ê áíüíáò 1.

� ; x : A `Ch urc h

� !
x : A ( õðüèåóç )

Ê áíüíáò 2.

� ; x : A `Ch urc h

� !
t : B

� `Ch urc h

� !
�x : A : t : A ! B

(! -åéóáãùãÞ )

Ê áíüíáò 3.

� `Ch urc h

� !
u : A ! B � `Ch urc h

� !
t : A

� `Ch urc h

� !
( u ) t : B

(! -áðáëïéöÞ )

Ó÷Þìá 3.2: Ôï óýóôçìá � ! �a la Ch urc h

Ïé üñïé ôïõ óõóôÞìáôïò � ! åßíáé áõôïß ðïõ ôõðïðïéïýíôáé ìå ôïõò ðáñá-

ðÜíù êáíüíåò.

Ïñéóìüò 3.2.2 Åíáò üñ ïò t ð ï õ ê áô áóêåõÜæ å ô áé áðü ìå ô áâëç ôÝò x

A

, y

B

,

z

C

; : : : ìå å öáñì ï ã Ýò ê áé � -áöáéñÝ óåéò åß íáé � ! -üñïò áí õ ð Üñ÷ ï õ í � ; A þóôå

ç Ýêöñ áóç � `Ch urc h

� !
t : A íá ð áñ Üã å ô áé åð áã ùã éê Ü áðü ôï õò ê áíü íåò ôï õ � ! .

Ç � -óõóôïëÞ, ç � -áíáãùãÞ êáé ç � -éóïäõíáìßá ïñßæïíôáé ãéá ôïõò � ! -

üñïõò áðü ôç ó÷Ýóç:

( �x

A

:t

B ) u

A �!
�

( t [u

A

=x

A ]) B
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Åíá åíäéáöÝñïí ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ôõðïðïßçóçò �a la Ch urc h åßíáé üôé åðé-

äÝ÷åôáé ôç ëåãüìåíç ëïãéêÞ åñìçíåßá (form ul�-as-t yp es in terpretation Þ áíôé-

óôïé÷ßá Curry-Ho w ard-de Bruijn [Gro95 ]) ùò óýóôçìá êùäéêïðïßçóçò ôùí

áðïäåßîåùí öõóéêÞò áðáãùãÞò ôçò éíôïõéôéïíéóôéêÞò ëïãéêÞò. Ìå ôçí åñìç-

íåßá áõôÞ, ç Ýííïéá ôïõ redex áíôéóôïé÷åß óôçí Ýííïéá ôçò ôïìÞò (cut, detour)

êëð. [Gir87 , GL T89 ]

Óôçí �a la Ch urc h ôõðïðïßçóç éó÷ýåé åðßóçò ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser

ãéá ôïõò üñïõò ôïõ � ! [Kol85 , GL T89, Hin97 ]. Ôá áêüëïõèá áðïôÝëåóìáôá

åßíáé áíÜëïãá ìå áõôÜ ðïõ ßó÷õáí óôçí ôõðïðïßçóç �a la Curry:

Ðñüôáóç 3.2.3 (ôõðïðïßçóç õðïüñùí) Á í ï t

0
åß íáé õ ð ï üñ ïò ôï õ � ! -üñ ï õ

t ôü ôå � 0 `Ch urc h

� !
t

0 : A

0
ã éá ê áô Üëëçë á � 0

ê áé Á

0
.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ t .

Ï.Å.Ä.

Ðñüôáóç 3.2.4 Á í � ; x : A `Ch urc h

� !
t : B ê áé � `Ch urc h

� !
u : A ôü ôå � `Ch urc h

� !

t [u=x ] : B .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç � ; x : A `Ch urc h

� !
t : B .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 3.2.5 (áíáãùãÞ õðïêåéìÝíïõ) Á í t

��!
�

t

0
ê áé � `Ch urc h

� !
t : A

ôü ôå � `Ch urc h

� !
t

0 : A .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò áíáãùãÞò t

��!
�

t

0
÷ñçóéìïðïéþíôáò

ôçí Ðñüôáóç 3.2.4.

Ï.Å.Ä.

Ôï êõñéüôåñï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí óõóôçìÜôùí �a la Ch urc h åßíáé üôé êÜèå

üñïò Ý÷åé Ýíáí ìïíáäéêü ôýðï êáé ïé � -éóïäýíáìïé üñïé Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôýðï

(ùò ðñïò äåäïìÝíï ðåñéâÜëëïí).

Èåþñçìá 3.2.6 (ìïíáäéêüôçôá ôýðùí) (i) Á í � `Ch urc h

� !
t : A ê áé � `Ch urc h

� !

t : A

0
ôü ôå A = A

0
.

(ii) Á í � `Ch urc h

� !
t : A , � `Ch urc h

� !
t

0 : A

0
ê áé t '

�

t

0
ôü ôå A = A

0
.

Áðüäåéîç: (i) Ìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ t .

(ii) Áðü ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser ãéá ôï � ! , åöüóïí t '
�

t

0
, èá õðÜñ÷åé

üñïò t

00
ôÝôïéïò þóôå t

��!
�

t

00
êáé t

0 ��!
�

t

00
. Ôüôå � `Ch urc h

� !
t

00: A êáé � `Ch urc h

� !

t

00: A

0
[Èåþñçìá 3.2.5]. Áñá, áðü ôï (i), A = A

0
.

Ï.Å.Ä.
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ÐáñÜäåéãìá 3.2.7 Åóôù ç áíáãùãÞ

�x:�y : ( �z :y )( x ) y �!
�

�x:�y :y

Ôüôå

`
Ch urc h

� !
�x : Y ! Z :�y : Y : ( �z : Z :y )( x ) y : ( Y ! Z ) ! Y ! Y

áëëÜ

`
Ch urc h

� !
�x : X :�y : Y :y : X ! Y ! Y

êáé ðñïöáíþò ( Y ! Z ) ! Y ! Y 6= X ! Y ! Y . Á õôü äåí áíôéâáßíåé

óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá áöïý óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôÞ ç áíáãùãÞ äå í

ãßíåôáé óôï óýóôçìá � ! . Ç óùóôÞ áíáãùãÞ åßíáé ç åîÞò:

�x : Y ! Z :�y : Y : ( �z : Z :y )( x ) y �!
�

�x : Y ! Z :�y : Y :y

êáé öõóéêÜ

`
Ch urc h

� !
�x : Y ! Z :�y : Y :y : ( Y ! Z ) ! Y ! Y

3.3 Óõó÷Ýôéóç ôùí äýï ôõðïðïéÞóåùí

Ïé äýï ôõðïðïéÞóåéò óõó÷åôßæïíôáé êáôÜ ðñïöáíÞ ôñüðï ìÝóù ôçò äéáãñáöÞò

ôùí ôýðùí.

Ïñéóìüò 3.3.1 Ç ó õ íÜñôçóç äéáãñáöÞò ôýðùí � ( ) ïñ ßæ å ô áé åð áã ùã éê Ü

åðß ô ù í üñ ù í ôï õ � ! �a la Chur ch ùò åîÞò:

� � ( x

A ) = x ,

� � ( t

A ! B

u

A ) = � ( t

A ! B ) � ( u

A ) ,

� � ( �x

A

:t

B ) = �x:� ( t

B ) .

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá êÜèå üñï t ôïõ óõóôÞìáôïò �a la Ch urc h, ï � ( t )
åßíáé Ýíáò êáèáñüò � -üñïò.

Èåþñçìá 3.3.2 (i) Á í � `Ch urc h

� !
t : A ôü ôå � `Curry

� !
� ( t ) : A .

(ii) Á í � `Curry

� !
t : A ôü ôå õ ð Üñ÷åé üñ ïò t

0
ôï õ � ! �a la Chur ch Ý ôóé þóôå

� `Ch urc h

� !
t

0 : A ê áé � ( t

0) = t .
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Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ t (âë. [Bar92 ]).

Ï.Å.Ä.

Ç ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí äýï öïñìáëéóìþí ôõðïðïßçóçò êáôáðßðôåé áí åðå-

êôåßíïõìå ôï � ! ìå ôýðïõò ôïìÞò. Ôá óõóôÞìáôá D êáé D 
 åéíáé óõóôÞìáôá

�a la Curry êáé åßíáé áêüìá õðü äéåñåýíçóç ôï êáôÜ ðüóïí õðÜñ÷åé êÜðïéïò

áíôßóôïé÷ïò öïñìáëéóìüò �a la Ch urc h.

Á í åðéðëÝïí ðåñÜóïõìå óôï äåõôåñïâÜèìéï � -ëïãéóìü (óýóôçìá F [Gir71 ])

ôüôå ôßèåíôáé áñêåôÜ áíáðÜíôçôá åñùôÞìáôá ãéá ôçí ó÷Ýóç ôïõ ìå ôá Üëëá

óõóôÞìáôá. Åñåõíá ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç ãßíåôáé áðü ôïí Í. ÑÞãá óôï

[Ñçã00] üðïõ êáé äéáôõðþíåôáé ç áêüëïõèç åéêáóßá ìáò.

Åéêáóßá Á í Ýíáò üñïò ôõðïðïéåßôáé óôï F ôüôå èá äÝ÷åôáé ìßá \áíÜëïãç"

4

ôõðïðïßçóç êáé óôï D .

Ðéóôåýïõìå üôé ç ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ôçò ó÷Ýóçò ìåôáîý ôùí äýï öïñìáëé-

óìþí ôõðïðïßçóçò èá óõìâÜëåé óôçí èåôéêÞ áðÜíôçóç ôçò åéêáóßáò.

4

äçë. ìå êáôÜëëçëá êëçñïíïìéêÜ óôéãìéüôõðá ôýðùí ôïõ F .



ÊåöÜëáéï 4

Èåþñçìá Ch urc h-Rosser

7 XXV. If (( �x

j

M

j

) N

j

) are parts of A , then a number m

can be found such that any sequence of contractions

on the (( �x

j

M

j

) N

j

) will terminate after at most

m contractions, and if A

0
and A

00
are two results

of terminating sequences of contractions on the

(( �x

j

M

j

) N

j

) , then A

0
conv-I A

00
.

Alonzo Ch urc h [Ch u41 , óåë. 20]

Ôï áñ÷éêü óýóôçìá � -ëïãéóìïý ôïõ A. Ch urc h [Ch u32 ] Þôáí áóõíåðÝò

üðùò áðïäåß÷èçêå áðü ôïí S.C. Kleene êáé ôïí J.B. Rosser [KR35]. Ïìùò

ï A. Ch urc h ðáñïõóßáóå ëßãï áñãüôåñá Ýíá óõíåðÝò õðïóýóôçìá, ôïí �I -

ëïãéóìü [Ch u41 ]. Ç óõíÝðåéá áõôïý ôïõ õðïóõóôÞìáôïò áðïäåß÷èçêå óõíôá-

êôéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá (Þ ôçí éäéüôçôá) Ch urc h-Rosser.

Ôï ðáñáðÜíù áðüóðáóìá åßíáé ìßá áðü ôéò ðñþôåò äéáôõðþóåéò áõôïý ôïõ

êëáóéêïý èåùñÞìáôïò ôïõ � -ëïãéóìïý, åìðåñéÝ÷åé äå ôï èå þñçì á ô ù í ðåðåñ á-

óìÝ íù í áíáðôýî å ù í [Bar84] ðïõ áðïôåëåß \êëåéäß" ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõ êáé

÷ñçóéìïðïéåßôáé áðü üëåò ó÷åäüí ôéò áðïäåßîåéò ðïõ åìöáíßóôçêáí Ýêôïôå.

Ç ðñþôç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Ch urc h-Rosser ãéá ôïí êáèáñü � -

ëïãéóìü (áðü ôïí A. Ch urc h êáé ôïí ìáèçôÞ ôïõ J.B. Rosser !) õðÜñ÷åé

óôï [CR36] áëëÜ ç ðéï êïìøÞ êáé óýíôïìç áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïõò W. T ait

êáé P . Martin-L• of [Bar84 ]. Õ ðÜñ÷ïõí üìùò êáé ðÜñá ðïëëÝò Üëëåò åíäéáöÝ-

ñïõóåò ðñïóåããßóåéò êáé áðïäåßîåéò áõôïý ôïõ êëáóéêïý áðïôåëÝóìáôïò (ãéá

ôéò ðéï ðñüóöáôåò âë. [Bar84, T ak89 , Pfe92, Oos94, Gal95 , GK00 , GK01 ]).

Óôï êåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜæïõìå ìßá íÝá áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. Ç

áðüäåéîÞ ìáò ÷ùñßæåôáé óå äýï ìÝñç. Óôï ðñþôï ìÝñïò áðïäåéêíýïõìå ôï èåþ-

ñçìá ãéá ôïí ë-ëïãéóìü ìå ôýðïõò (ôïìÞò) ìå ôç ìÝè ïäï ôçò áíáã ùã éêü ôç ô áò

ðïõ èá áíáëõèåß äéåîïäéêÜ óôï åðüìåíï êåöÜëáéï. Óôï äåýôåñï ìÝñïò ÷ñçóéìï-

ðïéïýìå áõôü ôï áðïôÝëåóìá êáé áðïäåéêíýïõìå ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser

33
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ãéá ôïí êáèáñü � -ëïãéóìü ìÝóù ìßáò êáôÜëëçëçò åìöýôåõóçò ôïõ êáèáñïý

� -ëïãéóìïý óôïí � -ëïãéóìü ìå ôýðïõò. Ç áðüäåéîç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåß åðß-

óçò ôï \êëåéäß" ôçò êëáóéêÞò áðüäåéîçò [Ch u41 , Theorem 7 XXV] áëëÜ åäþ

ãßíåôáé óå Ýíá óýóôçìá � -ëïãéóìïý óôï ïðïßï üëïé ïé üñïé ôõðïðïéïýíôáé

(âë. [Kri90 , Kri93 ]).

4.1 Ôï èåþñçìá Ch urc h-Rosser óôïí � -ëïãéóìü

ìå ôýðïõò

Ïé ðñþôåò áðïäåßîåéò ôçò éäéüôçôáò Ch urc h-Rosser ãéá ôï � -ëïãéóìü ìå áðëïýò

ôýðïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò êáé ôéò ëïãéêÝò ó÷Ý-

óåéò (Þ ó÷Ýóåéò ìåñéêÞò éóïäõíáìßáò, PERs) ïöåßëïíôáé óôïí Ã. ÊïëÝôóï

[Kol85 ] êáé óôïí R. Statman [Sta85 ], áíôßóôïé÷á. Ç ðáñïýóá áðüäåéîç åßíáé

åìðíåõóìÝíç áðü ôï [Kol85 ] ãßíåôáé üìùò ãéá ôï óýóôçìá D .

Ïñéóìüò 4.1.1 Åíáò üñ ïò t Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser (Þ ï t åß-

íáé CR) áí í ã éá ïð ïé ï õóäÞð ï ôå üñ ï õò t 1 ; t 2 õ ð Üñ÷åé Ý íáò üñ ïò t 3 þóôå ü ô áí

t

��!
�

t 1 ê áé t

��!
�

t 2 ôü ôå t 1
��!

�

t 3 ê áé t 2
��!

�

t 3 .

t

�
�

�
�

��	

�

�

@
@

@
@

@@R

�

�

t 1 t 2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

R

�

�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

	

�

�

t 3

Ó÷Þìá 4.1: Éäéüôçôá Ch urc h-Rosser

Ïñéóìüò 4.1.2 Ê áë ï ýìå åõèý áíÜãùãï (dir e ct r e duct) å íüò üñ ï õ å öáñì ï-

ãÞò uv 1 : : : v

n

( n � 1) ê Üèå üñ ï ôçò ì ïñö Þò u

0
v

0
1 : : : v

0
n

üð ï õ

u

��!
�

u

0
; v 1

��!
�

v

0
1 ; : : : ; v

n

��!
�

v

0
n
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Åäþ èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ÷Üñéí åõêïëßáò êÜíïõìå ìßá êáôá-

÷ñçóôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ óõìâïëéóìïý. Ïôáí áíáöåñüìáóôå óå Ýíá åõèý áíÜãùãï

åíüò üñïõ uv 1 : : : v

n

ôï ïñßæïõìå óå ó÷Ý óç ìå ôéò å öáñì ï ã Ýò ð ï õ õ ð ïäåéêíýï-

íô áé áðü ôç ó õ íô áêôéêÞ ê áô áã ñ áö Þ ôï õ üñ ï õ |äçë. ( u ) v 1 , ( uv 1) v 2 , . . . ,

( uv 1 : : : v

n � 1) v

n

| ÷ùñßò íá ðáßñíïõìå õðüøç ðéèáíÝò åöáñìïãÝò óôïí õðïüñï

u .

ËÞììá 4.1.3 Á í uv

��!
�

w ê áé ï üñ ïò w äå í åß íáé åõèý áíÜã ùã ï ôï õ uv

ôü ôå õ ð Üñ÷åé Ý íá åõèý áíÜã ùã ï u

0
v

0
ôï õ uv ê áé Ý íáò üñ ïò w

0
Ý ôóé þóôå ï

u

0
íá åß íáé � -áöáßñå óç, ï w

0
íá åß íáé ôï c ontr actum ôï õ r e dex u

0
v

0
(äçë.

u

0
v

0 �!
�

w

0
) ê áé w

0 ��!
�

w .

Áðüäåéîç: Åóôù w

0
ôï ðñþôï ìç åõèý áíÜãùãï ôïõ uv ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí

áíáãùãÞ uv

��!
�

w . Tüôå

uv

��!
�

u

0
v

0 �!
�

w

0 ��!
�

w

êáé ôï u

0
v

0
åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ uv . Ïìùò ôüôå èá ðñÝðåé ôï u

0
v

0
íá

åßíáé redex, äçë. u

0 = �x:u 1 , äéüôé äéáöïñåôéêÜ ôï w

0
èá Þôáí åõèý áíÜãùãï.

ÅðïìÝíùò w

0 = u 1[v

0
=x ] ��!

�

w .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.1.4 Á í uv 1 : : : v

n

��!
�

w ê áé ï üñ ïò w äå í åß íáé åõèý áíÜã ùã ï ôï õ

uv 1 : : : v

n

ôü ôå õ ð Üñ÷åé Ý íá åõèý áíÜã ùã ï u

0
v

0
1 : : : v

0
n

ôï õ uv 1 : : : v

n

ê áé Ý íáò

üñ ïò w

0
Ý ôóé þóôå ï u

0
íá åß íáé � -áöáßñå óç, ï w

0
íá åß íáé ôï c ontr actum ôï õ

r e dex u

0
v

0
1 ê áé w

0
v

0
2 : : : v

0
n

��!
�

w .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï n . Ãéá n = 1 Ý÷ïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ËÞììá-

ôïò 4.1.3. Åóôù n = k + 1 êáé ~u = uv 1 : : : v

k

. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(1) Á í ï w åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ ~uv

k +1 ôüôå w = tv

0
k +1 üðïõ

uv 1 : : : v

k

��!
�

t êáé v

k +1
��!

�

v

0
k +1

Ïìùò ï t äåí åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ uv 1 : : : v

k

ãéáôß äéáöïñåôéêÜ ï w

èá Þôáí åõèý áíÜãùãï ôïõ uv 1 : : : v

k

v

k +1 . Ïðüôå åöáñìüæïõìå ôçí Å.Õ.

(2) Á í ï w äåí åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ ~u v

k +1 ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá åõèý áíÜãùãï

tv

0
k +1 ôïõ ~uv

k +1 êáé Ýíáò üñïò t

0
Ýôóé þóôå ï t íá åßíáé � -áöáßñåóç, ï t

0

íá åßíáé ôï con tractum ôïõ redex tv

0
k +1 êáé t

0 ��!
�

w [ËÞììá 4.1.3]. Ï

t üìùò åßíáé � -áöáßñåóç Üñá äåí åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ uv 1 : : : v

k

êáé

åöáñìüæïõìå ðÜëé ôçí Å.Õ.

Ï.Å.Ä.
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Ïñéóìüò 4.1.5 Ïñ ßæ ï õìå ôï ó ý íï ë ï CR ùò ôï ó ý íï ë ï ô ù í � -üñ ù í ð ï õ Ý÷ ï õ í

ôçí éäé ü ôç ô á Chur ch-R osser, äçë. CR
ïñ

== f t 2 � : t åß íáé CR g, ê áé CR0 ôï

ó ý íï ë ï ô ù í � -üñ ù í ôçò ì ïñö Þò xv 1 : : : v

n

( n � 0) üð ï õ x åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ê áé

v 1 ; : : : ; v

n

2 CR .

Ïñéóìüò 4.1.6 Ãéá X ; Y � � ïñ ßæ ï õìå ôï ó ý íï ë ï X ! Y ùò åîÞò:

u 2 (X ! Y )
ïñ

() 8 t 2 X ( u ) t 2 Y

Ïñéóìüò 4.1.7 Ô ï ó ý íï ë ï X � � ë Ý ã å ô áé êïñåóìÝíï (satur ate d) ü ô áí ã éá

ïð ïé ï õóäÞð ï ôå üñ ï õò u; t; t 1 ; : : : ; t

n

( n � 0) Ý÷ ï õìå

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 X ) ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 X

Ðñüôáóç 4.1.8 (1) Á í ô á ó ý íï ë á X ; Y � � åß íáé êïñå óìÝ íá ôü ôå ê áé ç

ôïìÞ X \ Y åß íáé êïñå óìÝ íï ó ý íï ë ï.

(2) Á í ôï ó ý íï ë ï Y � � åß íáé êïñå óìÝ íï ê áé X � � ôü ôå ê áé ôï ó ý íï ë ï

X ! Y åß íáé êïñå óìÝ íï.

Áðüäåéîç: (1) Á í ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 X \ Y ôüôå ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 X ; Y .

(2) Á í

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 X ! Y

ôüôå ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

t 0 2 Y ãéá êÜèå t 0 2 X êáé, åðåéäÞ ôï Y åßíáé êïñåóìÝíï,

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

t 0 2 Y . Áñá

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 X ! Y

Ï.Å.Ä.

Ðñüôáóç 4.1.9 Ô ï ó ý íï ë ï CR åß íáé êïñå óìÝ íï.

Áðüäåéîç: Õ ðïèÝôïõìå üôé

( u [t=x ]) t 1 t 2 : : : t

n

2 CR

ÐñïêåéìÝíïõ íá äåßîïõìå üôé ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 CR èåùñïýìå ôéò áíáãùãÝò

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

v êáé ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

w

ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.2.

Ôüôå ï v Þ åßíáé åõèý áíÜãùãï ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

Þ äåí åßíáé.
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( �x:u ) tt 1 : : : t

n

����������

�

�

?�

H H H H H H H HHj

�

�( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

v

������9
�

�

X X X X XXz
�

�

w

�
�
�
�
�
��

�

�

C
C
C
C
C
CW

�

�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

( u

00[t

00
=x ]) t

00
1 : : : t

00
n

�
�

�	

�

�

@
@

@R

�

�

v

0
w

0

P P P P P P P P P P PPq

�

�

������������)

�

��

Ó÷Þìá 4.2: Ôï CR åßíáé êïñåóìÝíï

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç õðÜñ÷ïõí üñïé u

0
; t

0
; t

0
1 ; : : : ; t

0
n

; v

0
ôÝôïéïé þóôå

u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t 1

��!
�

t

0
1 ; : : : ; t

n

��!
�

t

0
n

;

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

v

êáé

v �!
�

v

0

üðïõ v = ( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

êáé v

0 = ( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

.

Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç õðÜñ÷åé Ýíá åõèý áíÜãùãï ( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

ôïõ

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

ôÝôïéï þóôå

u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t 1

��!
�

t

0
1 ; : : : ; t

n

��!
�

t

0
n

;

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

;

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

êáé

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

��!
�

v

0

üðïõ v

0 = v [ËÞììá 4.1.4].
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Óå êÜèå ðåñßðôùóç ëïéðüí õðÜñ÷ïõí üñïé u

0
, t

0
, t

0
1 ; : : : ; t

0
n

, v

0
ôÝôïéïé þóôå

u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t 1

��!
�

t

0
1 ; : : : ; t

n

��!
�

t

0
n

;

v

��!
�

v

0

êáé

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

��!
�

v

0

Ïìùò áðü ôï ËÞììá 1.2.3

( u [t=x ]) t 1 t 2 : : : t

n

��!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 t

0
2 : : : t

0
n

êáé öõóéêÜ ôá ßäéá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí áíáãùãÞ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

w , åðï-

ìÝíùò ðáßñíïõìå ôïõò üñïõò v

0
; w

0
ãéá ôïõò ïðïßïõò Ý÷ïõìå üôé

( u [t=x ]) t 1 t 2 : : : t

n

��!
�

v

0
êáé ( u [t=x ]) t 1 t 2 : : : t

n

��!
�

w

0

Ôï æçôïýìåíï ðñïêýðôåé áðü ôçí õðüèåóç üôé

( u [t=x ]) t 1 t 2 : : : t

n

2 CR

Ï.Å.Ä.

Ïñéóìüò 4.1.10 Ìßá åñìçíåßá

1 I åß íáé ìßá ó õ íÜñôçóç áðü ôï ó ý íï ë ï ô ù í

ìå ô áâëç ô þ í ôý ðù í óôï ó ý íï ë ï ô ù í êïñå óìÝ íù í õ ð ïó õ íü ë ù í ôï õ � äçë. ìßá

áíÜèå óç óôéò ìå ô áâëç ôÝò ôý ðù í X , êïñå óìÝ íù í õ ð ïó õ íü ë ù í ôï õ � ô á ïð ïßá

èá ó õìâï ëßæ ï õìå ìå [[X ]]CR
I . Åð áã ùã éê Ü, ìð ïñ ï ýìå íá åðåêôåß íï õìå áõôü í

ôï í ïñ éóì ü óå ü ë ï õò ôï õò ôý ð ï õò A ôï õ ó õóôÞì áôïò D ùò åîÞò:

� áí A åß íáé ìå ô áâëç ôÞ ôý ðù í ôü ôå ç [[A ]]CR
I ïñ ßæ å ô áé áðü ôçí I ,

� áí A = B \ C ôü ôå [[A ]]CR
I = [[ B ]]CR

I \ [[C ]]CR
I ,

� áí A = B ! C ôü ôå [[A ]]CR
I = ([[ B ]]CR

I ! [[C ]]CR
I )

T
CR.

Ðñüôáóç 4.1.11 Ãéá ê Üèå åñìçíåßá I ê áé ê Üèå ôý ð ï A ôï õ D , ôï [[A ]]CR
I

åß íáé êïñå óìÝ íï.

1

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äïýìå üôé áíôß ôïõ üñïõ åñìçíåßá åßíáé óùóôüôåñï íá ÷ñçóé-

ìïðïéÞóïõìå ôïí üñï CR-åñìçíåßá (âë. Ïñéóìü 5.3.2).
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Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ôýðïõ A ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò

ÐñïôÜóåéò 4.1.8 êáé 4.1.9.

Ï.Å.Ä.

Ïðùò èá äïýìå êáé óôï ÊåöÜëáéï 5 (óåë. 58), ç Ðñüôáóç 4.1.11 ìáò äßíåé

ìßá âáóéêÞ óõíèÞêç ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ åðüìåíïõ èåùñÞìá-

ôïò.

Èåþñçìá 4.1.12 (åðÜñêåéáò, ïñèüôçôáò) Åóô ù I ìßá åñìçíåßá Ý ôóé þóôå

ã éá ê Üèå ôý ð ï T ôï õ ó õóôÞì áôïò D , CR0 � [[T ]]CR
I � CR . Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ u ê áé t 1 2 [[A 1]]CR
I ,. . . , t

k

2 [[A

k

]]CR
I ôü ôå

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I

Áðüäåéîç: ÊÜíïõìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ üñïõ t . Áò èåùñÞóïõìå

ôïí ôåëåõôáßï êáíüíá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå:

(1) Óôïí Ê áíüíá 1 ï üñïò u åßíáé êÜðïéá ìåôáâëçôÞ áðü ôéò x 1 ; : : : ; x

k

, Ýóôù

ç x

i

êáé A = A

i

. Ôüôå u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] = t

i

, üðïõ t

i

2 [[A

i

]]CR
I áðü

ôçí õðüèåóç.

(2) Óôïí Ê áíüíá 2, u = �x:v ; A = B ! C êáé Ý÷ïõìå:

x : B ; x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

v : C

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

�x:v : B ! C

ÅðåéäÞ ç x åßíáé äåóìåõìÝíç ìåôáâëçôÞ óôïí u ìðïñïýìå íá ôçí åðéëÝ-

îïõìå Ýôóé þóôå x 62FV ( t 1 t 2 : : : t

k

) [f x 1 ; : : : ; x

k

g. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå

üôé

( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 ([[ B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I )
\

CR

Áðü ôçí Å.Õ. Ý÷ïõìå üôé

8t 2 [[B ]]CR
I v [t=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[C ]]CR
I

(2.a) Ëüãù ôçò êáôÜëëçëçò åðéëïãÞò ôçò x , ï üñïò v [t=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

]
ôáõôßæåôáé ìå ôïí üñï ( v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

])[ t=x ] mo dulo êÜðïéá ìå-

ôïíïìáóßá ìåôáâëçôþí. ÅðïìÝíùò

( �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

]) t 2 [[C ]]CR
I
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äéüôé ôï [[C ]]CR
I åßíáé êïñå óìÝ íï [Ðñüôáóç 4.1.11]. Áñá

�x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I

ðïõ éóïäõíáìåß, ëüãù ôçò åðéëïãÞò ôçò x , ìå

( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I

(2.b) Áðï ôçí õðüèåóç CR0 � [[B ]]CR
I , [[C ]]CR

I � CR êáé áöïý x 2 CR0

Ý÷ïõìå

v [x=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 CR

ÅðïìÝíùò

v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 CR

Ôüôå üìùò åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï üñïò �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] åßíáé

CR êáé, ëüãù ôçò åðéëïãÞò ôçò x , ï ( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] åßíáé

CR, äçë.

( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 CR

(3) Óôïí Ê áíüíá 3, u = w v êáé ãéá êÜðïéïí ôýðï B Ý÷ïõìå:

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

w : B ! A x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

v : B

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

w v : A

Áðü ôçí Å.Õ.

v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]CR
I

êáé

w [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2
�

[[B ]]CR
I ! [[A ]]CR

I

� \
CR

Üñá

( w [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

]) v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I

äçë. ( w v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I .

(4) Óôïí Ê áíüíá 4, Ý÷ïõìå ãéá êÜðïéïí ôýðï B :

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A \ B

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

Áðü ôçí Å.Õ.

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I \ [[B ]]CR

I

Üñá

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I

êáé üìïéá ãéá ôçí \ 2-áðáëïéöÞ.
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(5) Óôïí Ê áíüíá 5, A = B \ C êáé Ý÷ïõìå:

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : B x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : C

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : B \ C

Áðü ôçí Å.Õ.

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]CR
I ; [[C ]]CR

I

Üñá

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]CR
I \ [[C ]]CR

I

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.1.13 CR0 � CR

Áðüäåéîç: Åóôù üôé

xv 1 : : : v

n

��!
�

u; xv 1 : : : v

n

��!
�

w

üðïõ v 1 ; : : : ; v

n

åßíáé CR. Ôüôå ïé üñïé u êáé w åßíáé, áíáãêáóôéêÜ, åõèÝá áíÜ-

ãùãá ôïõ xv 1 : : : v

n

[ËÞììá 4.1.4] ôçò ìïñöÞò u = xv

0
1 : : : v

0
n

, w = xv

00
1 : : : v

00
n

êáé

v

i

��!
�

v

0
i

; v

i

��!
�

v

00
i

ãéá êÜèå i 2 f 1; : : : ; n g. Ïìùò ôüôå èá õðÜñ÷ïõí üñïé v

000
i

(1 � i � n ) þóôå

v

0
i

��!
�

v

000
i

êáé v

00
i

��!
�

v

000
i

Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò � -áíáãùãÞò åýêïëá óõíÜãåôáé üôé

u

��!
�

xv

000
1 : : : v

000
n

êáé w

��!
�

xv

000
1 : : : v

000
n

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.1.14 CR0 � (CR ! CR 0)

Áðüäåéîç: Åóôù xv 1 : : : v

n

2 CR0 êáé v 2 CR . Ôüôå, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ

CR0 , v

i

2 CR (1 � i � n ) êáé åðïìÝíùò xv 1 : : : v

n

v 2 CR0 .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.1.15 Á í I åß íáé ìßá åñìçíåßá ôÝ ôïéá þóôå CR0 � [[X ]]CR
I � CR

ã éá ê Üèå ìå ô áâëç ôÞ ôý ðù í X , ôü ôå CR0 � [[Á ]]CR
I � CR ã éá ê Üèå ôý ð ï A .

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ôýðïõ A .
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(1) Á í ï A åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ ôýðùí X ôüôå éó÷ýåé (áð' ôçí õðüèåóç).

(2) Á í A = B \ C ôüôå áðü ôçí E.Y.

CR0 � [[B ]]CR
I � CR êáé CR0 � [[C ]]CR

I � CR

Áñá

CR0 �
�

[[B ]]CR
I \ [[C ]]CR

I

�
� CR

(3) Á í A = B ! C ôüôå ðñïöáíþò

�
[[B ]]CR

I ! [[C ]]CR
I

� \
CR � CR

Áðü ôçí Å.Õ. CR0 � [[C ]]CR
I ; [[B ]]CR

I � CR , Üñá

(CR ! CR 0) �
�

[[B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I

�

êáé áðü ôï ËÞììá 4.1.14

CR0 �
�

[[B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I

�

Áðü ôï ËÞììá 4.1.13

CR0 �
�

[[B ]]CR
I ! [[C ]]CR

I

� \
CR

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 4.1.16 (Ch urc h-Rosser óôï óýóôçìá D ) Á í ï üñ ïò t ôõð ïð ïé-

åßô áé óôï ó ýóôçì á D ôü ôå ï t åß íáé CR.

Áðüäåéîç: Áò èåùñÞóïõìå ìßá ôõðïðïßçóç

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

t : A

ôïõ t êáé Ýóôù I ìßá åñìçíåßá ôÝôïéá þóôå [[X ]]CR
I = CR ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ

ôýðùí X . Ôüôå, áðü ôï ËÞììá 4.1.15, CR0 � [[A

i

]]CR
I ãéá êÜèå i 2 f 1; : : : ; k g

êáé åðåéäÞ ïé ìåôáâëçôÝò x

i

áíÞêïõí óôï CR0 èá Ý÷ïõìå x

i

2 [[A

i

]]CR
I ãéá êÜèå

i . Áðü ôï èåþñçìá åðÜñêåéáò

t [x 1 =x 1 ; : : : ; x

k

=x

k

] 2 [[A ]]CR
I

äçë. t 2 [[A ]]CR
I êáé ðÜëé áðü ôï ËÞììá 4.1.15 t 2 CR .

Ï.Å.Ä.

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá îáíáóõíáíôÞóïõìå áõôü ôï èåþñçìá áíáëýïíôáò

ôçí áðüäåéîÞ ôïõ êÜôù áðü ôï ðñßóìá ôçò ìåèüäïõ ôçò áíáãùãéêüôçôáò (âë.

x5.3.2).
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4.2 Ôï èåþñçìá Ch urc h-Rosser óôïí êáèáñü � -

ëïãéóìü

Áðïäåßîáìå üôé êÜèå üñïò t ðïõ ôõðïðïéåßôáé óôï óýóôçìá D (äçë. � `
D

t : A )

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser. ÁëëÜ ïé üñïé ðïõ ôõðïðïéïýíôáé óôï D åßíáé

áêñéâþò ïé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïé üñïé (Èåþñçìá 2.2.4). Äåßîáìå åðïìÝ-

íùò üôé ïé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïé üñïé Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser.

Ãéá íá äåßîïõìå ôï ðëÞñåò èåþñçìá Ch urc h-Rosser èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò

Ýííïéåò ôïõ õ ð ï ë ïßð ï õ êáé ôçò áíÜðôõîçò [Bar84, Kri90 , Kri93 ]. Ç áðüäåéîÞ

ìáò áêïëïõèåß ôçí ôå÷íéêÞ ôçò áðüäåéîçò ôïõ èå ùñÞì áôïò ô ù í ðåðåñ áóìÝ íù í

áíáðôýî å ù í üðùò áõôü áðïäåéêíýåôáé áðü ôïí J.-L. Krivine [Kri90 , óåë. 45{

49]. Ôï èåþñçìá áõôü áñ÷éêÜ áðïäåß÷èçêå áðü ôïõò A. Ch urc h êáé J.B. Rosser

[CR36] ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõí ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser, áðïôåëåß äå

Ýíá âáóéêü åñãáëåßï ãéá üëá ôá èåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí � -áíáãùãÞ êáèþò

êáé ãéá ôçí êáëýôåñç êáôáíüçóç ôïõ ìç÷áíéóìïý ôçò.

Ê áô' áñ÷Þí ÷ñåéÜæåôáé íá ïñßóïõìå ìßá åìöýôåõóç ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý

óôïí � -ëïãéóìü ìå ôýðïõò. Á õôü èá ãßíåé ìÝóù åíüò ôåëåóôÞ R ( ; ) ôÝôïéïõ

þóôå ãéá êÜèå æåýãïò ( t; F ) ìå t 2 � êáé F Ýíá óýíïëï áðü redexes ôïõ t , ï

R ( t; F ) íá åßíáé o üñïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí t ùò åîÞò:

1. Óôïí t \êáôáóôñÝöïõìå" ôá redexes ( �x:u ) v ðïõ äåí áíÞêïõí óôï F
áíôéêáèéóôþíôáò ôá ìå (( c ) �x:u ) v üðïõ c ìßá êáéíïýñãéá ìåôáâëçôÞ ôïõ

� -ëïãéóìïý. Ê áô' áõôüí ôïí ôñüðï ôá redexes ðïõ ðáñáìÝíïõí óôïí t

åßíáé áõôÜ ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôï F .

2. ÅðéðëÝïí, èÝëïõìå íá áðïôñÝøïõìå ôç äõíáôüôçôá äçìéïõñãßáò íÝ ù í re-

dexes áðü ôéò � -áíáãùãÝò óôïí t ôùí redexes ôïõ F . Ðþò äçìéïõñãïý-

íôáé üìùò íÝá redexes; Åíáò ôñüðïò åßíáé üôáí õðÜñ÷åé Ýíáò õðïüñïò

åöáñìïãÞò ( y ) v êáé ìåôÜ áðü ìßá � -óõóôïëÞ ãßíåé ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò

ìåôáâëçôÞò y áðü êÜðïéïí õðïüñï ôçò ìïñöÞò �x:u ïðüôå äçìéïõñãåß-

ôáé ôï íÝï redex ( �x:u ) v . Áëëïò ôñüðïò åßíáé üôáí óå Ýíáí õðïüñï

åöáñìïãÞò ( �x:�y :u ) w v ãßíåé óõóôïëÞ ôïõ redex ( �x:�y :u ) w ïðüôå èá

äçìéïõñãçèåß ôï íÝï redex ( �y :u [w =x ]) v . Ãéá íá áðïôñÝøïõìå ëïéðüí

ôÝôïéåò äéáäéêÜóéåò èá èÝóïõìå ðñéí áðü êÜèå õðïüñï åöáñìïãÞò ôïõ t

ôçò ìïñöÞò ( w ) v , üðïõ o w äåí åßíáé � -áöáßñåóç

2

, ôçí êáéíïýñãéá ìå-

ôáâëçôÞ c , äçë. áíôéêáèéóôïýìå ôïí ( w ) v ìå ( c ) w v .

3

Ê áô' áõôüí ôïí

2

Á í ï w åßíáé � -áöáßñåóç ôüôå ï ( w ) v åßíáé redex, ðåñßðôùóç ðïõ áíôéìåôùðßóôçêå

ðñïçãïõìÝíùò.

3

Ç ìåôáâëçôÞ c åßíáé ìßá åéäéêÞ ìåôáâëçôÞ ðïõ äåí åðéäÝ÷åôáé áíôéêáôÜóôáóç. Èá ìðï-

ñïýóáìå íá ôçí èåùñÞóïõìå åðßóçò ùò óôáèåñÜ [Gh96b ].
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ôñüðï \áðïäõíáìþíïõìå" ôéò åöáñìïãÝò Ýôóé þóôå íá ìçí ìåôáôñáðïýí

óå redexes.

Ïñéóìüò 4.2.1 Åóô ù t 2 � ê áé F Ý íá ó ý íï ë ï áðü åìöáíßóåéò redexes

4

ôï õ

t ð ï õ áðü 'äù ê áé óôï åîÞò èá ôéò ï íïì Üæ ï õìå, ê áô á÷ñçóôéê Ü, redexes ôï õ t .

Ï ôåë å óôÞò R ( ; ) ïñ ßæ å ô áé ìå åð áã ùãÞ óôï í üñ ï t :

(1) áí ï t åß íáé ìßá ìå ô áâëç ôÞ x ôü ôå F = ; :

R ( x; ; ) = x

(2) áí ï t åß íáé ìßá � -áöáßñå óç �x:u ôü ôå ôï F åß íáé Ý íá ó ý íï ë ï r e dexes

ôï õ u :

R ( �x:u; F ) = �x: R ( u; F )

(3) áí ï t åß íáé ìßá å öáñì ï ãÞ uv ê áé F 1 (áíôßóô. F 2 ) åß íáé ôï ó ý íï ë ü ô þ í

r e dexes ôï õ u (áíôßóô. v ) óôï F ôü ôå F n f t g = F 1 [ F 2 :

R ( uv ; F ) =
�

( c ) R ( u; F 1) R ( v ; F 2) áí t 62 F
R ( u; F 1) R ( v ; F 2) áëë ïéþò

(Ç c åß íáé ìßá ê áé íï ýñ ã éá ìå ô áâëç ôÞ ôçò ãë þóóáò ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý.)

Ï üñ ïò R ( t; F ) èá ê áë åßô áé áíôéðñüóùðïò (r epr esentative) ôï õ ( t; F ) .

ÐáñÜäåéãìá 4.2.2 (i) Á í t = ( �x:x )( �x:x ) y , F = f ( �x:x ) y g ôüôå

R ( t; F ) = (( c ) �x:x )( �x:x ) y

(ii) Á í t = ( �x:xx ) �x:xx , F = f ( �x:xx ) �x:xx g ôüôå

R ( t; F ) = ( �x:cxx ) �x:cxx

Ïñéóìüò 4.2.3 Åóô ù c ç ê áé íï ýñ ã éá ìå ô áâëç ôÞ ð ï õ åéóáãÜãáìå ð áñ áð Üíù.

Ïñ ßæ ï õìå åð áã ùã éê Ü Ý íá õ ð ïó ý íï ë ï �( c ) ôï õ ó õ íü ë ï õ ô ù í üñ ù í ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý

� ùò åîÞò:

(1) áí x åß íáé ìå ô áâëç ôÞ äéáö ïñå ôéêÞ áðü ôçí c , ôü ôå x 2 �( c ) ( ìåôáâëçôÞ ),

(2) áí x åß íáé ìå ô áâëç ôÞ äéáö ïñå ôéêÞ áðü ôçí c ê áé T 2 �( c ) , ôü ôå �x:T 2
�( c ) ( � -áöáßñåóç ),

4

Åíá redex ( �x:u ) v ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé óå äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò óôïí üñï t .
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(3) áí T ; U 2 �( c ) , ôü ôå cT U 2 �( c ) ( ìç-redex åöáñìïãÞ ),

(4) áí T ; U 2 �( c ) ê áé T åß íáé � -áöáßñå óç, ôü ôå T U 2 �( c ) ( redex åöáñ-

ìïãÞ ).

Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá êåöáëáßá ëáôéíéêÜ ãñÜììáôá T ; U; V ; : : : ãéá íá óõì-

âïëßóïõìå ôïõò üñïõò ôïõ � (c). Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷ïõí üñïé ôïõ � ðïõ

äåí áíÞêïõí óôï �( c ) , ð.÷. c; �c:x; ( �x:x ) y z 62�( c ) . ÅðéðëÝïí ç ìåôáâëçôÞ

c ðáñïìïéÜæåé ìå óôáèåñÜ áöïý äåí ãßíåôáé íá áíôéêáôáóôáèåß ìÝóù ìéáò � -

óõóôïëÞò.

ËÞììá 4.2.4 Ô ï ó ý íï ë ï �( c ) åß íáé êë åéóôü ã éá ôçí � -áíáã ùãÞ äçë. áí

T 2 �( c ) ê áé T

��!
�

T

0
ôü ôå T

0 2 �( c ) .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí T äåß÷íïõìå åýêïëá üôé áí T 2 �( c ) êáé T �!
�

T

0
ôüôå T

0 2 �( c ) .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.5 Ê Üèå üñ ïò ôï õ �( c ) ôõ ð ïð ïåßô áé óôï ó ýóôçì á D .

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç õðÜñ÷åé óôï [Kri90 , óåë. 46{47]. Ç ÷ñÞóç ôùí ôýðùí

ôïìÞò åßíáé ïõóéáóôéêÞ åäþ.

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.6 Ô ï ðåäß ï ôéìþ í ôï õ ôåë å óôÞ R ( ; ) åß íáé õ ð ïó ý íï ë ï ôï õ �( c ) .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí t áðïäåéêíýïõìå üôé áí t 2 � êáé F åßíáé Ýíá

óýíïëï redexes ôïõ t , ôüôå R ( t; F ) 2 �( c ) .

Ï.Å.Ä.

Ïñéóìüò 4.2.7 Ïñ ßæ ï õìå ìßá áðåéêü í éóç ôï õ �( c ) åðß ôï õ � |ôçí ó õìâï-

ëßæ ï õìå j j | ìå åð áã ùãÞ óôï í T 2 �( c ) :

(1) áí ï T åß íáé ìå ô áâëç ôÞ äéáö ïñå ôéêÞ áðü ôçí c , ôü ôå j T j = T ,

(2) áí T = �x:U ê áé U 2 �( c ) , ôü ôå j T j = �x: j U j ,

(3) áí T = cU V ê áé U; V 2 �( c ) , ôü ôå j T j = j U jj V j ;

(4) áí T = ( �x:U ) V ê áé U; V 2 �( c ) , ôü ôå j T j = ( �x: j U j) j V j .
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Ï j T j ðñïêýðôåé ëïéðüí áðáëïßöïíôáò ôçí c áðü ôïí T .

Èá äåßîïõìå ôþñá, óôá ôÝóóåñá åðüìåíá ëÞììáôá, üôé ï R ( ; ) ïñßæåé

ìßá 1-1 êáé åðß áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí æåõãþí ( t; F ) êáé ôùí üñùí ôïõ �( c )
êáé êáôÜ óõíÝðåéá ìßá åìöýôåõóç ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý óôï � -ëïãéóìü ìå

ôýðïõò ôïìÞò.

ËÞììá 4.2.8 Á í t 2 � ê áé F åß íáé Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t , ôü ôå

j R ( t; F )j = t

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí t 2 � ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 4.2.6.

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.9 Á í t 2 � ê áé F åß íáé Ý íá ó ý íï ë ï r e dexes ôï õ t , ôü ôå F =
fj R j : R åß íáé r e dex óôï í R ( t; F )g.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí t 2 � .

(1) Á í ï t åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ x ôüôå F = ; êáé R ( x; ; ) = x , Üñá

fj R j : R redex óôçí x g = ;

(2) Av o t åßíáé ìßá � -áöáßñåóç �x:u ôüôå ôï F åßíáé óýíïëï áðü redexes

ôïõ u êáé R ( �x:u; F ) = �x: R ( u; F ) . Áðü ôçí Å.Õ.

F = fj R j : R redex ôïõ R ( u; F )g

Üñá

F = fj R j : R redex ôïõ �x: R ( u; F )g

äéüôé ôá redexes ôùí �x: R ( u; F ) êáé R ( u; F ) åßíáé ôá ßäéá.

(3) Á í ï t åßíáé ìßá áöáßñåóç uv êáé F 1 (áíôßóô. F 2 ) åßíáé ôï óýíïëï ôùí

redexes ôïõ u (áíôßóô. v ) óôï F , ôüôå äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò.

Á í t 62 F ôüôå R ( uv ; F ) = c R ( u; F 1) R ( v ; F 2) , Üñá

fj R j : R redex ôïõ R ( uv ; F )g = fj R j : R redex ôïõ R ( u; F 1)g
[

fj R j : R redex ôïõ R ( v ; F 2)g

= F 1

[
F 2

= F

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Å.Õ.
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Á í t 2 F ôüôå R ( uv ; F ) = R ( u; F 1) R ( v ; F 2) êáé ï R ( uv ; F ) åßíáé redex,

Üñá

fj R j : R redex ôïõ R ( uv ; F )g = fj R j : R redex ôïõ R ( u; F 1)g
[

fj R j : R redex ôïõ R ( v ; F 2)g
[

fj R ( uv ; F )jg

= F 1

[
F 2

[
f t g

= F

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Å.Õ. êáé ôï ËÞììá 4.2.8

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.10 Á í T 2 �( c ) ; t = j T j ê áé F = fj R j : R r e dex ôï õ T g ôü ôå ôï

F åß íáé Ý íá ó ý íï ë ï (å íäå÷ ïìÝ íùò êå íü) áðü r e dexes ôï õ t ê áé R ( t; F ) = T ,

äçë. ï ôåë å óôÞò R ( ; ) åß íáé åðß.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí T 2 �( c ) .

(1) Á í ï T åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ x 6= c ôüôå t = x êáé F = ; Üñá R ( x; ; ) = x .

(2) Á í T = �x:U ìå U 2 �( c ) ôüôå t = �x: j U j êáé F = fj R j : R redex ôïõ U g.

Áðü ôçí Å.Õ. ôï F åßíáé Ýíá óýíïëï áðü redexes ôïõ j U j êáé R (j U j ; F ) =
U , Üñá ôï F åßíáé Ýíá óýíïëï áðü redexes ôïõ �x: j U j êáé

R ( �x: j U j ; F ) = �x: R (j U j ; F ) = �x:U

(3) Á í T = cU V ìå U; V 2 �( c ) ôüôå t = j U jj V j êáé F = F 1 [ F 2 üðïõ

F 1 = fj R j : R redex ôïõ U g, F 2 = fj R j : R redex ôïõ V g. Áðü ôçí

Å.Õ. ôï F 1 åßíáé Ýíá óýíïëï redexes ôïõ j U j , F 2 åßíáé Ýíá óýíïëï redexes

ôïõ j V j , êáé

R (j U j ; F 1) = U; R (j V j ; F 2) = V

Áñá ôï F åßíáé Ýíá óýíïëï redexes ôïõ j U jj V j êáé

R (j U jj V j ; F ) = c R (j U j ; F 1) R (j V j ; F 2) = cU V

äéüôé j U jj V j 62 F.
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(4) Á í T = ( �x:U ) V ìå U; V 2 �( c ) ôüôå t = ( �x: j U j)j V j êáé F = F 1 [
F 2 [ f t g üðïõ ôá F 1 ; F 2 åßíáé üðùò ðñéí. Áðü ôçí Å.Õ. ôï F 1 åßíáé Ýíá

óýíïëï redexes ôïõ j U j , ôï F 2 Ýíá óýíïëï redexes ôïõ j V j , êáé

R (j U j ; F 1) = U; R (j V j ; F 2) = V

Üñá ôï F åßíáé Ýíá óýíïëï redexes ôïõ t êáé

R ( t; F ) = ( �x: R (j U j ; F 1)) R (j V j ; F 2) = ( �x:U ) V

äéüôé t 2 F .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.11 Ãéá ê Üèå T 2 �( c ) õ ð Üñ÷åé Ý íá ê áé ì ü íï í Ý íá æ åýã ïò ( t; F )
ìå t 2 � ê áé F Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t , ôÝ ôïé ï þóôå R ( t; F ) = T . Áñ á

ï ôåë å óôÞò R ( ; ) ïñ ßæ åé ìßá 1-1 áðåéêü í éóç åðß ôï õ �( c ) .

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá áñêåß íá äåßîïõìå ôçí êáôåýèõíóç \ìü-

íïí Ýíá". Á õôü üìùò áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 4.2.8

êáé ôï ËÞììá 4.2.9.

Ï.Å.Ä.

Ïñéóìüò 4.2.12 Åóô ù t 2 � , F Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t ê áé t �!
�

t 1

ç � -ó õóôï ëÞ å íüò r e dex r ôï õ t . Á í T = R ( t; F [ f r g) , R åß íáé ôï r e dex ôï õ

T ìå j R j = r [ËÞì ì á 4.2.9] ê áé T 1 ï üñ ïò ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü ôç ó õóôï ëÞ

ôï õ R óôï í T , ôü ôå áðü ôï ËÞì ì á 4.2.11 õ ð Üñ÷åé æ åýã ïò ( t 1 ; F 1) Ý ôóé þóôå

R ( t 1 ; F 1) = T 1 (ð ñ Üãì áôé t 1 = j T 1j ê áé F 1 = fj R j : R r e dex ôï õ T 1g). Ô ï F 1

ê áë åßô áé ó ý íï ë ï ô ù í õðïëïßðùí (r esiduals) ôïõ F óôïí t 1 ùò ðñïò r .

ÐáñÜäåéãìá 4.2.13 (i) Åóôù

t = ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x �!
�

( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x = t 1

êáé F = f ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x g. Ôüôå

T = R ( t; F ) = ( �x: (( c ) x ) x ) �x: (( c ) x ) x

T 1 = (( c ) �x: (( c ) x ) x ) �x: (( c ) x ) x

F 1 = ;

Áñá ôï óýíïëï ôùí õðïëïßðùí ôïõ F óôïí t 1 ùò ðñïò ôï redex ( �x: ( x ) x ) �x: ( x ) x

åßíáé ; .
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(ii) Åóôù

t = ( �x:xx )(( �x:x ) x ) �!
�

(( �x:x ) x )(( �x:x ) x ) = t 1

êáé F = f ( �x:x ) x g. Ôüôå

T = R ( t; F [ f ( �x:xx )(( �x:x ) x )g) = ( �x:cxx )(( �x:x ) x )
T 1 = ( c ( �x:x ) x )(( �x:x ) x )
F 1 = f ( �x:x ) x; ( �x:x ) x g

Áñá ôï óýíïëï ôùí õðïëïßðùí ôïõ F óôïí t 1 ùò ðñïò ôï redex ( �x:xx )(( �x:x ) x )
åßíáé f ( �x:x ) x; ( �x:x ) x g äçë. äýï äéáöïñåôéêÝò åìöáíßóåéò ôïõ ßäéïõ redex

( �x:x ) x .

ËÞììá 4.2.14 Åóô ù t 2 � , F Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t ê áé

t �!
�

t 1 �!
�

: : : t

n � 1 �!
�

t

n

ç � -áíáã ùãÞ ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü ôéò äéáäï÷éêÝò � -ó õóôï ë Ýò ô ù í r e dexes r ôï õ

t , r 1 ôï õ t 1 , . . . , r

n � 1 ôï õ t

n � 1 . Ïñ ßæ ï õìå, ìå åð áã ùãÞ óôï n , ôï ó ý íï ë ï F
n

ô ù í õðïëïßðùí ôïõ F óôïí t

n

ùò ðñïò r ; r 1 ; : : : ; r

n � 1 : áí n = 1 ôü ôå ôï

F 1 ïñ ßóôçêå ðé ï ð Üíù, áí n � 2 ôü ôå ôï F
n

åß íáé ôï ó ý íï ë ï ô ù í õ ð ï ë ïßðù í

ôï õ F
n � 1 óôï í t

n � 1 ùò ð ñ ïò r

n � 1 üð ï õ F
n � 1 åß íáé ôï ó ý íï ë ï ô ù í õ ð ï ë ïßðù í

ôï õ F óôï í t

n � 1 ùò ð ñ ïò r ; r 1 ; : : : ; r

n � 2 .

ÄéáéóèçôéêÜ, ìáò äßíåôáé ìßá � -áíáãùãÞ ôïõ üñïõ t êáé äéáëÝãïõìå Ýíá

óýíïëï redexes ôïõ üñïõ, ôá \ìáñêÜñïõìå" (óôï ëïãéóìü �( c ) \êáôáóôñÝ-

öïõìå" üëá ôá Üëëá redexes ôïõ t \êëåéäþíïíôÜò" ôá ìå ôç ìåôáâëçôÞ c ) êáé

ðáñáêïëïõèïýìå ôçí åîÝëéîÞ ôïõò óôçí ðïñåßá ôçò áíáãùãÞò.

Ïñéóìüò 4.2.15 Åóô ù t 2 � ê áé F Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t . Ê áë ï ýìå

áíÜðôõîç (development) ôï õ ( t; F ) ìßá � -áíáã ùãÞ

t �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

t

n � 1 �!
�

t

n

( n � 0)5

ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü � -ó õóôï ë Ýò ô ù í r e dexes r ; r 1 ; : : : ; r

n � 1 äéáäï÷éê Ü, üð ï õ

r 2 F ê áé r

i

åß íáé õ ðü ë ïéð ï ôï õ F óôï í t

i

ùò ð ñ ïò r ; r 1 ; : : : ; r

i � 1 (ã éá ê Üèå

i ). Á í F
n

åß íáé ôï ó ý íï ë ï ô ù í õ ð ï ë ïßðù í ôï õ F óôï í t

n

ùò ð ñ ïò r ; r 1 ; : : : ; r

n � 1

ôü ôå ó õìâï ëßæ ï õìå ôçí áíÜðôõîç ìå ( t; F ) ��!
d

( t

n

; F
n

) . Ïðùò ê áé óôçí � -

áíáã ùãÞ ã ñ Üö ï õìå ( t; F ) �!
d

( t 1 ; F 1) ã éá ôï Ý íá âÞì á áíÜðôõîçò üð ï õ

t �!
�

t 1 .

5

Áðü ôï èåþñçìá ôùí ðåðåñ áóìÝ íù í áíáðôýî å ù í [Bar84 , Kri90 ] ç áíáãùãÞ áõôÞ åßíáé

ðåðåñáóìÝíç.
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Óå ìßá áíÜðôõîç ôïõ ( t; F ) óõóôÝëëïõìå ðÜíôá redexes ðïõ åßíáé õðüëïéðá

ôïõ áñ÷éêïý óõíüëïõ F . Ôï ßäéï üìùò ãßíåôáé êáé üôáí \áðïäõíáìþíïõìå"

ôéò åöáñìïãÝò óôïí t ãéá íá ìÞí ìåôáôñáðïýí óå redexes \êëåéäþíïíôÜò" ôåò

ìå ôç ìåôáâëçôÞ c .

ËÞììá 4.2.16 Åóô ù t 2 � ê áé F Ý íá ó ý íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t . Õð Üñ÷åé

ìßá 1-1 ê áé åðß áíôéóôïé÷ßá ìå ô áîý ô ù í áíáðôýî å ù í ôï õ ( t; F ) ê áé ô ù í � -

áíáã ùã þ í ôï õ R ( t; F ) .

Áðüäåéîç: Áñêåß íá äåßîïõìå üôé

( t; F ) �!
d

( t

0
; F 0) , R ( t; F ) �!

�

R ( t

0
; F 0)

Á õôü åßíáé Üìåóï áðü ôï ËÞììá 4.2.11 êáé ôïí ïñéóìü ôùí õðïëïßðùí.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 4.2.17 (ðåðåñáóìÝíùí áíáðôýîåùí) Åóô ù t 2 � ê áé F Ý íá ó ý-

íï ë ï áðü r e dexes ôï õ t . Ïé áíáðôýî åéò ôï õ ( t; F ) åß íáé ðåðåñ áóìÝ íåò.

Áðüäåéîç: âë. [Bar84 , Kri90 ].

Ï.Å.Ä.

Ç � -áíáãùãÞ

��!
�

åßíáé ç áíáêëáóôéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò

� -óõóôïëÞò �!
�

. Á í ìðïñïýóáìå íá äåßîïõìå ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser

ãéá ôçí � -óõóôïëÞ ôüôå åýêïëá èá ðáßñíáìå ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser ìå

åðáãùãÞ. Ïìùò ãéá ôçí � -óõóôïëÞ �!
�

äåí éó÷ýåé ç éäéüôçôá Ch urc h-

Rosser áöïý åíäÝ÷åôáé íá äçìéïõñãÞóåé ðïëëáðëÜ õðüëïéðá êÜðïéïõ redex

|óôï Ó÷çìá 4.3 ðáñáôçñïýìå üôé óôïí üñï (( I ) I )( I ) I ÷ñåéÜæïíôáé äýï âÞ-

ìáôá � -óõóôïëÞò þóôå íá ðñïêýøåé ï üñïò ( I ) I .

Ï ìç÷áíéóìüò ôùí áíáðôýîåùí ðïõ ðåñéãñÜøáìå ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå

ìßá ó÷Ýóç áíáãùãÞò ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç éäéüôçôá Ch urc h-Rosser êáé ôçò

ïðïßáò ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá åßíáé ç � -áíáãùãÞ. Á õôÞ ç ó÷Ýóç áíáãùãÞò

áðïôåëåß êïéíü ôüðï óôéò áðïäåßîåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò Ch urc h-Rosser áí êáé

ïñßæåôáé ìå åíáëëáêôéêïýò ôñüðïõò [Bar84, De�nition 3.2.3], [GK01 ].

Ïñéóìüò 4.2.18 Ïñ ßæ ï õìå ìßá ó÷Ý óç áíáã ùãÞò åðß ôï õ � ð ï õ ê áë åßô áé

1-áíáãùãÞ (ó õìâ.

��! 1 ), ùò åîÞò:

6

t

��! 1 t

0 ïñ

() 9F ; F 0
Ý ôóé þóôå ( t; F ) �!

d

( t

0
; F 0)

6

Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé ó÷åäüí ßäéá ìå ôç ó÷Ýóç ðïõ ïñßæåôáé óôï [Bar84 , De�nition 11.2.27]

ìå ôç äéáöïñÜ üôé åêåß F 0 = ; . Ï ëüãïò åßíáé üôé ï H. Barendregt áðïäåéêíýåé ìßá éó÷õ-

ñüôåñç åêäï÷Þ ôïõ èåùñÞìáôïò ðåðåñáóìÝíùí áíáðôýîåùí üðïõ ïé áíáðôýîåéò ôåñìáôßæïõí

óå Ýíá ì ï íáäéêü üñï \êáôáíáëþíïíôáò" üëá ôá õðüëïéðá ôïõ F [Bar84 , Theorem 11.2.25].
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( �x: ( x ) x )( I ) I

�
�

�
�

��	 �

@
@

@
@

@@R�

(( I ) I )( I ) I ( �x: ( x ) x ) I

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

R

�

�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

	 �

( I ) I

Ó÷Þìá 4.3: Ç éäéüôçôá CR äåí éó÷ýåé ãéá ôç � -óõóôïëÞ

ËÞììá 4.2.19 H � -áíáã ùãÞ

��!
�

åß íáé ç ìå ô áâáôéêÞ êë åéóôü ôç ô á ôçò 1-

áíáã ùãÞò

��! 1 .

Áðüäåéîç: Åóôù t

��!
�

t

0
. ×ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò n ôçò áíá-

ãùãÞò. Á í n = 0 äçë. t

0 = t , ôüôå ôåôñéììÝíá ( t; F ) ��!
d

( t; F ) ãéá êÜðïéï F .

Á í n � 1 ôüôå t

��!
�

t

00 �!
�

t

0
ãéá êÜðïéï t

002 � . Áðü ôçí Å.Õ. õðÜñ÷ïõí

üñïé t 1 ; t 2 ; : : : ; t

k

2 � Ýôóé þóôå

t

��! 1 t 1
��! 1 t 2 : : :

��! 1 t

k

��! 1 t

00

Á í r åßíáé ôï redex ðïõ óõóôÝëëåôáé óôçí t

00 �!
�

t

0
ôüôå ( t

00
; r ) �!

d

( t

0
; ; ) ,

åðïìÝíùò t

00 ��! 1 t

0
êáé ôåëéêÜ

t

��! 1 t 1
��! 1 t 2 : : :

��! 1 t

k

��! 1 t

00 ��! 1 t

0

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 4.2.20 Á í t

��! 1 u ê áé t

��! 1 v ôü ôå õ ð Üñ÷åé w 2 � ôÝ ôïé ï þóôå

u

��! 1 w ê áé v

��! 1 w .

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç óêéáãñáöåßôáé óôï Ó÷Þìá 4.4.

Åóôù t

��! 1 u êáé t

��! 1 v . Ôüôå õðÜñ÷ïõí F 1 ; F 2 ; F 0
1 ; F 0

2 ôÝôïéá þóôå

( t; F 1)
��!

d

( u; F 0
1) êáé ( t; F 2)

��!
d

( v ; F 0
2) . Åðåêôåßíïíôáò ôá áñ÷éêÜ óýíïëá

F 1 ; F 2 óôçí ÝíùóÞ ôïõò F 1 [ F 2 êáé óõóôÝëëïíôáò ôá ßäéá redexes, ðáßñíïõìå
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( t; F 1) -�
d

( u; F 0
1)

t

-�
1

u ( t; F 1 [ F 2) -�
d

( u; F 00
1 )

( t; F 2)

?
�

1
)

?
�

d

)
?
�

d

)

v

( v ; F 0
2)

( v ; F 00
2 )

T

-�
�

U U

( u; F 00
1 ) u

?
�

�

)
?
�

�

)
?
�

d

)
?
�

1

V V

-�
�

W

( v ; F 00
2 ) -�

d

( w ; F ) v

-�
1

w

Ó÷Þìá 4.4: ÓêéáãñÜöçóç ôïõ ËÞììáôïò 4.2.20

ôéò áíáðôýîåéò ( t; F 1 [F 2) ��!
d

( u; F 00
1 ) êáé ( t; F 1 [F 2) ��!

d

( v ; F 00
2 ) ãéá êÜðïéá

F 00
1 ; F 00

2 .

7

Áðü ôï ËÞììá 4.2.11 õðÜñ÷ïõí T ; U; V 2 �( c ) ôÝôïéá þóôå

T = R ( t; F 1 [ F 2) ; U = R ( u; F 00
1 ) ; V = R ( v ; F 00

2 )

êáé T

��!
�

U; T

��!
�

V . Ï T üìùò ôõðïðïéåßôáé óôï óýóôçìá D [ËÞììá 4.2.5]

åðïìÝíùò åßíáé CR [Èåþñçìá 4.1.16]. Áñá õðÜñ÷åé W 2 �( c ) ôÝôïéï þóôå

U

��!
�

W , V

��!
�

W . Áðü ôï ËÞììá 4.2.11 õðÜñ÷ïõí w ; F ôÝôïéá þóôå

W = R ( w ; F ) êáé

( u; F 00
1 ) ��!

d

( w ; F ) ; ( v ; F 00
2 ) ��!

d

( w ; F )

Á õôü üìùò óõíåðÜãåôáé üôé u

��! 1 w ; v

��! 1 w .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 4.2.21 (Ch urc h-Rosser) Á í t 2 � ôü ôå ï t åß íáé CR.

Áðüäåéîç: ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí t

��!
�

u êáé t

��!
�

v ôüôå õðÜñ÷åé w 2
� þóôå u

��!
�

w êáé v

��!
�

w . Á õôü Ýðåôáé áðü ôï ËÞììá 4.2.19 êáé ôï

ËÞììá 4.2.20 äéáôñÝ÷ïíôáò ôï äéÜãñáììá ôïõ Ó÷Þìáôïò 4.5.

Ï.Å.Ä.

7

Ôá õðüëïéðá åíüò óõíüëïõ redexes êáèïñßæïíôáé áðü ôá õðüëïéðá ôùí ìåìïíùìÝíùí

redexes.
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t

-�

1
� -�

1
� � � � � -�

1
u

?

�

1 ?

�

1 ?

�

1 ?

�

1 ?

�

1

� -�

1
� -�

1
� � � � � -�

1
�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� -�

1
� -�

1
� � � � � -�

1
�

?

�

1 ?

�

1 ?

�

1 ?

�

1 ?

�

1

v

-�

1
� -�

1
� � � � � -�

1
w

Ó÷Þìá 4.5: ÄéÜãñáììá áíáãùãþí ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.2.21
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ÊåöÜëáéï 5

Ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãéêüôçôáò

The situation is somewhat c omp ar able to driving a F er-

r ari (I supp ose): the fe eling of p ower is tr emendous,

but what exactly is under the ho o d? What kind of c ar-

bur ator, what kind of me chanism, gives such p ower and


exibility?

ï Jean Gallier ãéá ôçí áíáãùãéêüôçôá [Gal96 ]

Ðåñß ôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1960 ï W. T ait áðÝäåéîå ôçí éó÷õñÞ êáíïíé-

êïðïßçóç ôïõ � -ëïãéóìïý ìå (áðëïýò) ôýðïõò [T ai67 ]. ÁêñéâÝóôåñá, äïõëåýï-

íôáò óå êÜðïéï Üëëï óýóôçìá ôýðùí áðÝäåéîå üôé êÜèå üñïò ðïõ ôõðïðïéåßôáé

åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝè ïäï ôçò õ ð ï ë ï ã éóé-

ì ü ôç ô áò (computabilit y) Þ áíáã ùã éêü ôç ô áò (reducibilit y) üðùò ðëÝïí Ý÷åé

êáèéåñùèåß íá ëÝãåôáé. Ç ìÝèïäïò áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ëßãá ÷ñüíéá áñãü-

ôåñá áðü ôïí J.-Y. Girard [Gir71 ] ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßç-

óçò ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ � -ëïãéóìïý (óýóôçìá F ) ìå ôïí éäéïöõÞ ïñéóìü ôùí

õ ð ïøÞöéù í áíáã ùã éêü ôç ô áò (candidats de reductibilit � e). Åêôïôå ç ìÝèïäïò

áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôéò áðïäåßîåéò ðïëëþí áðïôåëåóìÜôùí êáíïíéêï-

ðïßçóçò. Ìßá óõãêñéôéêÞ ìåëÝôç áõôþí ôùí áðïäåßîåùí Ý÷åé ãßíåé áðü ôïí

J. Gallier [Gal90 ].

Áò äïýìå üìùò ðïéÝò åßíáé ïé âáóéêÝò éäÝåò êáé ôá êßíçôñá áõôÞò ôçò ìå-

èüäïõ. Ãéá áðëïýóôåõóç áò èåùñÞóïõìå Ýíá óýóôçìá � -ëïãéóìïý ìå áðëïýò

ôýðïõò. Ôï ðñüâëçìá åßíáé íá äåßîïõìå üôé:

áí Ý íáò üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé ôü ôå åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò.

Ìßá áðüðåéñá áðüäåéîçò èá ãéíüôáíå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ üñïõ t :

� Á í ï t åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ ôüôå åðåéäÞ äåí ãßíåôáé êáììßá áíáãùãÞ ï t

åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò.

55
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� Á í ï t åßíáé ìßá � -áöáßñåóç �x

A

:u ôüôå ïé áíáãùãÝò óôïí t åßíáé áíá-

ãêáóôéêÜ ïé áíáãùãÝò óôïí u êáé åðåéäÞ ï u Ý÷åé ìÞêïò ìéêñüôåñï ôïõ

t åöáñìüæåôáé ç Å.Õ.

� Á í üìùò ï t åßíáé ìßá åöáñìïãÞ ôçò ìïñöÞò ( �x

A

:u ) v ôüôå ìðïñïýìå

ìåí íá åöáñìüóïõìå ôçí Å.Õ. ãéá ôéò áíáãùãÝò óôïí �x

A

:u êáé óôïí v ,

áëëÜ óôçí áíáãùãÞ

( �x

A

:u ) v �!
�

u [v =x

A ]

ôßðïôá äåí ìáò åîáóöáëßæåé üôé ï üñïò u [v =x

A ] Ý÷åé ìÞêïò ìéêñüôåñï ôïõ

t , ïðüôå . . . !

Ç Ýîõðíç ëýóç ðïõ Ýäùóå ï W. T ait Þôáí íá éó÷õñïðïéÞóåé ôçí åðáãùãéêÞ

õðüèåóç ïñßæïíôáò ìå åð áã ùãÞ óôï õò ôý ð ï õò Ýíá ê áôçã üñçì á áíáã ùã éêü ôç-

ô áò RED

Ô

( ) þò åîÞò:

Ïñéóìüò 5.0.1 Ï üñ ïò t åß íáé áíáãùãéêüò (r e ducible) ôý ð ï õ T (ó õìâ.

RED

T

( t ) ) áí ê áé ì ü íï í áí

� ï t åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò ôý ð ï õ X , ü ô áí T = X üð ï õ X åß íáé

ìßá ìå ô áâëç ôÞ ôý ðù í, Þ

� ã éá ê Üèå áíáã ùã éêü üñ ï u ôý ð ï õ A äçë. RED

A

( u ) , ï tu åß íáé áíáã ù-

ã éêüò ôý ð ï õ B äçë. RED

B

( tu ) , ü ô áí T = A ! B .

Ç áðüäåéîç ôçò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò, ôþñá, ãßíåôáé óå äýï óôÜäéá:

(1) Áðïäåéêíýåôáé ðñþôá üôé áí ï t ôõðïðïéåßôáé ìå ôýðï T ôüôå RED

T

( t ) ,

êÜíïíôáò ÷ñÞóç ôçò ó õ íèÞêçò ôçò áíáã ùã éêü ôç ô áò :

�
8t

�
RED

A

( t ) ) RED

B

( u [t=x

A ])
��

) RED

A ! B

( �x

A

:u ) (5.1)

(2) Õ óôåñá, ìå åðáãùãÞ óôïõò ôýðïõò, áðïäåéêíýåôáé üôé áí RED

T

( t ) ôüôå

ï t åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò.

Ï ïõóéáóôéêüò ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãéêüôçôáò õðåñ-

ôåñåß Ýíáíôé ôùí óõíäõáóôéêþí ìåèüäùí âñßóêåôáé óôï ãåãïíüò üôé ç éó÷õñÞ

êáíïíéêïðïßçóç óõíåðÜãåôáé ôçí óõíÝðåéá ôçò áñéèìçôéêÞò [G• od58 , Gir87 ]. Á í

ìå ìßá êáôÜëëçëç êùäéêïðïßçóç áðïäåéêíõüôáí ç éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç óôçí

áñéèìçôéêÞ áõôü èá Þôáí áíôéöáôéêü ìå ôï Äåýôåñï Èåþñçìá Ìç-ðëçñüôçôáò

ôïõ G• odel. Ïìùò ôï êáôçãüñçìá áíáãùãéêüôçôáò RED

T

( t ) äå í åêöñÜæå-

ôáé óáí áñéèìçôéêÞ öüñìïõëá ùò ð ñ ïò t ê áé T ëüãù ôçò áýîïõóáò ëïãéêÞò

ðïëõðëïêüôçôÜò ôïõ:

RED

A ! B

( t )
ïñ

() 8 u [RED

A

( u ) ) RED

B

( tu )]
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Ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãéêüôçôáò áí êáé áñ÷éêÜ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êõñßùò óå

áðïäåßîåéò êáíïíéêïðïßçóçò ìðïñåß åí ôïýôïéò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ãéá Üëëá

óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôïõ � -ëïãéóìïý. Óôçí äåêáåôßá ôïõ 1980 ï Ã. Êï-

ëÝôóïò [Kol85 , Kol91 ] áðÝäåéîå ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser ãéá ôïí äåõôåñï-

âÜèìéï � -ëïãéóìü ïñßæïíôáò êáô' áíáëïãßá ðñïò ôá êáôçãïñÞìáôá áíáãùãé-

êüôçôáò ôïõò c anditats de monovalenc e . Ðñüóöáôá åðßóçò, óôá ðëáßóéá ôçò

óçìáóéïëïãßáò ôçò èåùñßáò ôýðùí êáé ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý, õðÜñ-

÷åé ìßá áíáèÝñìáíóç ôïõ åíäéáöÝñïíôïò ãéá ôçí ìÝèïäï áõôÞ óå áðïäåßîåéò

éäéïôÞôùí êáé ÷áñáêôçñéóìþí óôï � -ëïãéóìü [Kri90 , Kri93 , Gal95 , Gal96 ,

Gh96a , Gal98 , GK00 , GK01 , GKL01 , DHM01 ].

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï åðé÷åéñïýìå ìßá áíÜëõóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áíáãùãé-

êüôçôáò óôéò áðïäåßîåéò ã å í éêþ í éäé ï ôÞ ô ù í ôïõ � -ëïãéóìïý êáé åîÜãïõìå ôéò

éê áíÝò ó õ íèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ïé éäéüôçôåò þóôå íá \äïõëåýåé"

ç ìÝèïäïò. Åôóé äßíïõìå íÝåò áðïäåßîåéò óå áñêåôÜ èåìåëéþäç èåùñÞìáôá ôïõ

� -ëïãéóìïý. ÂÝâáéá ç ðéï óçìáíôéêÞ êáé åíäéáöÝñïõóá óõíåéóöïñÜ áõôþí

ôùí áðïäåßîåùí åßíáé Ýíá å íïð ïéçìÝ íï ðë áßóé ï áðüäåéîçò ìå ôçí ìÝèïäï ôçò

áíáãùãéêüôçôáò.

Óå ü,ôé áêïëïõèåß ïé üñïé \ôýðïò", \ôõðïðïßçóç" êëð. èá áíáöÝñïíôáé óôá

óõóôÞìáôá D êáé D 
 ìå ôýðïõò ôïìÞò .

5.1 ÊëåéóôÝò ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ éäéüôçôåò (I)

Åóôù P ìßá ìÞ êåíÞ éäéüôçôá ôùí � -üñùí (äçë. ; 6= P � � ). ÈÝëïõìå íá

äåßîïõìå ôï áêüëïõèï ãåíéêü èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.1.1 Aí Ý íáò üñ ïò u Ý÷åé ìßá \åéäéêÞ" ôõ ð ïð ïßçóç

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

` u : A

óå ê Üð ïé ï ó ýóôçì á ôý ðù í, ôü ôå ï u Ý÷åé ôçí éäé ü ôç ô á P .

ÂáóéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ ôçò áíáãùãéêüôçôáò åßíáé ç åñìçíåßá ôùí ôýðùí

ìå êáôÜëëçëá õðïóýíïëá ôïõ � . ×ñåéÜæåôáé ëïéðüí íá ïñßóïõìå êÜðïéá åñìç-

íåßá I ùò ìßá áíÜèåóç óå êÜèå ôýðï T åíüò õðïóõíüëïõ ôïõ � ðïõ èá óõìâïëß-

æïõìå [[T ]]I . Á í ïñßóïõìå óùóôÜ ôçí åñìçíåßá ôüôå éó÷ýåé ç áêüëïõèç éäéüôçôá

ð ñ áãì áôïð ïßçóçò (realizabilit y) [Kle45 ] (âë. åðßóçò Èåþñçìá 4.1.12):
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Èåþñçìá 5.1.2 (åðÜñêåéáò, ïñèüôçôáò) Åóô ù I ìßá åñìçíåßá ô þ í ôý ðù í

ôï õ ó õóôÞì áôïò ôõ ð ïð ïßçóçò.

1

Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

` u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ u ê áé t 1 2 [[A 1]]I ,. . . , t

k

2 [[A

k

]]I ôü ôå

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]I

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ üñïõ u üðùò êáé óôï Èåþ-

ñçìá 4.1.12. Ç óõíèÞêç 5.2 ðïõ ïñßæåôáé ðáñáêÜôù åßíáé áðáñáßôçôç óôçí

áðüäåéîç (ãéá ôïí Ê áíüíá 2).

Ï.Å.Ä.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.1.1 åñãáæüìáóôå ùò åîÞò:

ÂÞìá 1. Õ ðïèÝôïõìå üôé ïé ìåôáâëçôÝò

x

i

2 [[A

i

]]I

ãéá êÜèå i 2 f 1; : : : ; k g.

ÂÞìá 2. Áðü ôï èåþñçìá åðÜñêåéáò, åðåéäÞ x

i

2 [[A

i

]]I ãéá üëá ôá i , ðáßñ-

íïõìå

u [x 1 =x 1 ; : : : ; x

k

=x

k

] = u 2 [[A ]]I

ÂÞìá 3. Ãéá íá ôåëåéþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá äåßîïõìå üôé

[[A ]]I � P

Áñá ðñÝðåé íá óõëëÝîïõìå ôéò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ç åñìçíåßá

I ðñïêåéìÝíïõ íá ïëïêëçñþíïíôáé áõôÜ ôá ôñßá âÞìáôá.

Ç áêüëïõèç óõíèÞêç ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôçò

åðÜñêåéáò (âë. áðüäåéîç óôçí Ðñüôáóç 4.1.11):

ã éá ê Üèå ôý ð ï T ; ôï [[T ]]I åß íáé êïñå óìÝ íï

2

(5.2)

Ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ôçò ó õ íèÞêçò ôçò áíáã ùã éêü ôç ô áò (5.1)

ðïõ óõíáíôÜìå óôéò êëáóéêÝò áðïäåßîåéò áíáãùãéêüôçôáò óå óõóôÞìáôá ôýðùí

�a la Ch urc h.

1

Ðñ ïò ôï ð áñ ü í äåí Ý÷ïõìå ïñßóåé ïýôå ôç óùóôÞ åñìçíåßá ïýôå ôï óõãêåêñéìÝíï óý-

óôçìá ôõðïðïßçóçò. Á õôÜ èá ðñïêýøïõí áðü ôçí áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß.

2

âë. Ïñéóìü 4.1.7
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Ãéá íá éêáíïðïéåßôáé ç ó÷Ýóç [[A ]]I � P , ìßá öõóéêÞ åðéëïãÞ åßíáé íá

áíáèÝóïõìå ôï P óôéò ìåôáâëçôÝò ôýðïõ êáé ôï � óôïí óôáèåñü ôýðï 
 äçë.

[[X ]]I = P ; ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ ôýðïõ X

[[
]] I = �

Ôüôå üìùò èá ðñÝðåé ôï P íá åßíáé êïñåóìÝíï ëüãù ôçò (5.2).

Ðïéá åßíáé ëïéðüí ç ôõðïðïßçóç ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá

âÞìáôá 1, 2 êáé 3; ÅðåéäÞ åßíáé ðïëý ðéèáíü üôé P $ � ðñÝðåé íá áðïöýãïõìå

ôçí ôõðïðïßçóç ôïõ u ìå ôïí óôáèåñü ôýðï 
 . Åíáò ôñüðïò ãéá íá ôï ðåôý-

÷ïõìå åßíáé íá ðÜñïõìå ãéá ôýðï A Ýíá ìç-ôåôñéììÝíï ôýðï. Áñá ðñÝðåé íá

äåßîïõìå (óôçí áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ ôïõ ÂÞìáôïò 3) üôé

[[B ! C ]]I � P ; üôáí B ! C åßíáé ìç-ôåôñéììÝíïò

Åñìçíåýïõìå ôïí B ! C ùò [[B ]]I ! [[C ]]I êáé ðáñáôçñïýìå üôé ï C åßíáé

ìÞ-ôåôñéììÝíïò. Áðü ôçí Å.Õ., [[C ]]I � P . Á í èåùñÞóïõìå t 2 [[B ]]I ! [[C ]]I
êáé õðïèÝóïõìå üôé ç ìåôáâëçôÞ x áíÞêåé óôï [[B ]]I ôüôå Ý÷ïõìå üôé ( t ) x 2
[[C ]]I � P åðïìÝíùò ( t ) x 2 P . Áñá ãéá íá ôåëåéþóåé ç áðüäåéîç ÷ñåéáæüìáóôå

ôç óõíèÞêç

( t ) x 2 P ) t 2 P (ó õ íèÞêç å öáñì ï ãÞò ìå ô áâëç ôÞò)

êáé üôé x 2 [[B ]]I (áðü ôï ÂÞìá 1).

Ãéá íá äåßîïõìå (óôçí áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ ôïõ ÂÞìáôïò 1) üôé

x 2 [[B ! C ]]I

åñìçíåýïõìå ôïí B ! C ùò [[B ]]I ! [[C ]]I . Ôüôå üìùò áñêåß íá èåùñÞóïõìå,

áíôß ôçò ìåôáâëçôÞò x , ôïõò üñïõò ôçò ìïñöÞò ( x ) t 1 : : : t

n

( n � 0). Áñá

Ý÷ïõìå üôé

( x ) t 1 : : : t

n

2 [[B ! C ]]I ; ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � ( n � 0)

ÅðéðëÝïí äå, åðåéäÞ ç åñìçíåßá ôùí ìåôáâëçôþí ôýðùí åßíáé [[X ]]I = P , ÷ñåéá-

æüìáóôå ôçí óõíèÞêç

( x ) t 1 : : : t

n

2 P ; ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � ( n � 0)

Ãéá ôïí ôýðï ôïìÞò B \ C áñêåß íá ðÜñïõìå ùò åñìçíåßá ôçí ôïìÞ [[B ]]I \
[[C ]]I ïðüôå êáôáëÞãïõìå åýêïëá óôá BÞìáôá 1, 2 êáé 3.

Óõíïøßæïíôáò, Ý÷ïõìå ìßá éäéüôçôá P ôùí � -üñùí êáé ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ

ôçí åñìçíåßá ôùí ôýðùí ôïõ óõóôÞìáôïò D 
 :
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Ïñéóìüò 5.1.3 Ìßá åñìçíåßá I åß íáé ìßá áíÜèå óç õ ð ïó õ íü ë ù í ôï õ � óôï õò

ôý ð ï õò ôï õ ó õóôÞì áôïò D 
 , ð ï õ ïñ ßæ å ô áé åð áã ùã éê Ü ùò åîÞò (ó õìâï ëßæ ï õìå

ìå [[T ]]I ôçí åñìçíåßá ôï õ ôý ð ï õ T ):

� [[X ]]I = P , ã éá ê Üèå ìå ô áâëç ôÞ ôý ð ï õ X ,

� [[
]] I = � ,

� [[B \ C ]]I = [[ B ]]I \ [[C ]]I ,

� [[B ! C ]]I = [[ B ]]I ! [[C ]]I .

Ãéá ìßá åñìçíåßá I éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

ËÞììá 5.1.4 Á í ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï ôü ôå ôï [[A ]]I åß íáé êïñå óìÝ íï ã éá

ê Üèå ôý ð ï A .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ôýðïõ A ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí

Ðñüôáóç 4.1.8 (âë. åðßóçò ôçí Ðñüôáóç 4.1.11).

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 5.1.5 Á í ôï P åß íáé ôÝ ôïé ï þóôå

1. ( x ) t 1 : : : t

n

2 P , ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � ( n � 0),

2. ( t ) x 2 P ) t 2 P ,

ôü ôå ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ D 
 Ý÷ ï õìå

( x ) t 1 : : : t

n

2 [[A ]]I ; ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � ( n � 0);

A ìç-ôå ôñ éì ìÝ íïò ) [[A ]]I � P :

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí ôýðï A áðïäåéêíýïõìå ôáõôü÷ñïíá êáé ôá äýï

óõìðåñÜóìáôá |ç ðåñßðôùóç A = B ! C åîåôÜóôçêå ðéï ðÜíù.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.1.6 Åóô ù ; 6= P � � ê áé Ý óô ù ü ôé ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï ê áé

éê áíïð ïéåß ôéò ó õ íèÞêåò 1. ê áé 2. ôï õ ËÞì ì áôïò 5.1.5. Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ u óôï ó ýóôçì á D 
 ìå Ý íá ìç-ôå ôñ éì ìÝ íï ôý ð ï A ,

ôü ôå u 2 P .
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Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðñïçãïýìåíá ëÞììáôá áðïäåéêíýïõìå ôá ÂÞ-

ìáôá 1, 2 êáé 3.

Ï.Å.Ä.

Áñá, ãéá íá áðïäåéêíýåôáé ôï Èåþñçìá 5.1.6, ç éäéüôçôá P ðñÝðåé íá éêá-

íïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ðïõ äßíïíôáé áðü ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 5.1.7 H éäé ü ôç ô á P åß íáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ áí

P1

�
. ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ; ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � ( n � 0),

P2. ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï,

P3. ( t ) x 2 P ) t 2 P (ó õ íèÞêç å öáñì ï ãÞò ìå ô áâëç ôÞò).

5.1.1 Ê áíïíéêïðïßçóç êåöáëÞò

Ìðïñïýìå ôþñá íá äåßîïõìå åýêïëá ôï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò êåöáëÞò

(Èåþñçìá 2.1.7) áí èÝóïõìå üðïõ P ôçí éäéüôçôá H ðïõ ïñßæåôáé ùò:

t 2 H
ïñ

() ç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ t åßíáé ðåðåñáóìÝíç

ËÞììá 5.1.8 Ç éäé ü ôç ô á H åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå üôé ç éäéüôçôá H éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò P1

�
, P2 êáé

P3.

(P1

�
) Ï üñïò ( x ) t 1 : : : t

n

åßíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êåöáëÞò, Üñá

( x ) t 1 : : : t

n

2 H

(P2) Åóôù

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 H

Ôüôå

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
h

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

êáé áöïý ç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

åßíáé ðåðåñáóìÝíç, èá åßíáé

ðåðåñáóìÝíç êáé ç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

äçë.

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 H
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(P3) Åóôù ( t ) x 2 H . Áò õðïèÝóïõìå üôé ç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ t åßíáé

Üðåéñç, äçëáäÞ

t = t 0 �!
h

t 1 �!
h

: : : �!
h

t

n

�!
h

: : :

Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(1) Av êáíÝíáò üñïò t

i

äåí åßíáé � -áöáßñåóç ôüôå ç áíáãùãÞ

( t ) x = ( t 0) x �!
h

( t 1) x �!
h

: : : �!
h

( t

n

) x �!
h

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ ( t ) x , Üôïðï.

(2) ÄéáöïñåôéêÜ, Ýóôù t

k

= �y :u

k

ï ðñþôïò üñïò óôçí áêïëïõèßá

t 0 ; t 1 ; : : : ; t

n

; : : : ðïõ åßíáé � -áöáßñåóç. Ôüôå ç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ t

Ý÷åé ôç ìïñöÞ

t = t 0 �!
h

t 1 �!
h

: : : �y :u

k

�!
h

�y :u

k +1 �!
h

: : : �y :u

n

�!
h

: : :

üðïõ

u

k

�!
h

u

k +1 �!
h

: : : �!
h

u

n

�!
h

: : :

åßíáé Üðåéñç áíáãùãÞ êåöáëÞò. Áñá

( t ) x = ( t 0) x �!
h

( t 1) x �!
h

: : : �!
h

( t

k

) x �!
h

u

k

[x=y ] �!
h

u

k +1 [x=y ] �!
h

: : : �!
h

u

n

[x=y ] �!
h

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ êåöáëÞò ôïõ ( t ) x , Üôïðï.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.1.9 (êáíïíéêÞò ìïñöÞò êåöáëÞò) Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé

ìå ìç-ôå ôñ éì ìÝ íï ôý ð ï A óôï ó ýóôçì á D 
 , ôü ôå ç áíáã ùãÞ êå öáëÞò ôï õ

t åß íáé ðåðåñ áóìÝ íç.

Áðüäåéîç: Áìåóç áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.1.6 èÝôïíôáò

P = H .

Ï.Å.Ä.
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5.2 ÊëåéóôÝò ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ éäéüôçôåò (I I)

Ç ðñïçãïýìåíç ìÝèïäïò áðüäåéîçò äåí äïõëåýåé åí ôïýôïéò áí èåùñÞóïõìå

ùò éäéüôçôá P ôçí éäéüôçôá ôçò êáíïíéêïðïßçóçò. Ðñïöáíþò äåí ãßíåôáé

íá äåßîïõìå üôé ( x ) t 1 : : : t

n

2 P (äçë. ï ( x ) t 1 : : : t

n

åßíáé êáíïíéêïðïéÞóé-

ìïò) ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 � . Åíá ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ï üñïò

( x )(( �x:xx )( �x:xx )) . Á íáôñÝ÷ïíôáò ðßóù óôçí áðüäåéîç âëÝðïõìå üôé ðñï-

êåéìÝíïõ íá åîáóöáëßóïõìå ôï ÂÞìá 3 ðÞñáìå ìßá ôõðïðïßçóç üðïõ ï ôýðïò

A Þôáí ìç-ôåôñéììÝíïò. Ìßá Üëëç åðéëïãÞ èá Þôáí íá ðÜñïõìå ôïí A ÷ùñßò

èåôéêÝò åìöáíßóåéò ôïõ óôáèåñïý ôýðïõ 
 êáé êáôá óõíÝðåéá íá áðïêëåßóïõìå

åðßóçò ôéò áñíçôéêÝò åìöáíßóåéò ôïõ 
 óôï ðåñéâÜëëïí ôõðïðïßçóçò ðáßñíïíôáò

ôá A

i

÷ùñßò áñíçôéêÝò åìöáíßóåéò ôïõ 
 . Áò óõìâïëßóïõìå áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò

ôýðùí ìå � ( A ) êáé +( A

i

) , áíôßóôïé÷á.

Ãéá íá äåßîïõìå (óôçí áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ ôïõ ÂÞìáôïò 3) üôé

[[B ! C ]]I � P ; üôáí � ( B ! C )

åñìçíåýïõìå ôïí B ! C ùò [[B ]]I ! [[C ]]I êáé ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå

+( B ) ; � ( C ) . Ôüôå, áðü ôçí Å.Õ., [[C ]]I � P . Áñá ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå

üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ìå ìç-ôåôñéììÝíïõò ôýðïõò êáé íá åîÜãïõìå ôçí

áðáéôïýìåíç ó õ íèÞêç å öáñì ï ãÞò ìå ô áâëç ôÞò .

Ãéá íá äåßîïõìå (óôçí áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ ôïõ ÂÞìáôïò 1) üôé

x 2 [[B ! C ]]I ; üôáí + ( B ! C )

åñìçíåýïõìå ôïí B ! C ùò [[B ]]I ! [[C ]]I êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôþñá å÷ïõìå

� ( B ) ; +( C ) . Ôüôå, áðü ôçí Å.Õ., [[B ]]I � P êáé åðïìÝíùò áñêåß íá èåù-

ñÞóïõìå, áíôß ôçò ìåôáâëçôÞò x , ôïõò üñïõò ôçò ìïñöÞò ( x ) t 1 : : : t

n

( n � 0)
áëëÜ ôþñá ìå t 1 ; : : : ; t

n

2 P . Áñá Ý÷ïõìå üôé

( x ) t 1 : : : t

n

2 [[B ! C ]]I ; ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0)

ÅðéðëÝïí äå, åðåéäÞ ç åñìçíåßá ôùí ìåôáâëçôþí ôýðïõ åßíáé [[X ]]I = P , ÷ñåéá-

æüìáóôå ôçí óõíèÞêç

( x ) t 1 : : : t

n

2 P ; ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0)

Ôï õðüëïéðï ôçò áðüäåéîçò ðñï÷ùñÜåé üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò êáé êáôá-

ëÞãïõìå óôá áêüëïõèá:

ËÞììá 5.2.1 Á í ôï P åß íáé ôÝ ôïé ï þóôå

1. ( x ) t 1 : : : t

n

2 P , ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0),
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2. ( t ) x 2 P ) t 2 P ,

ôü ôå ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ D 
 Ý÷ ï õìå

+( A ) ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 [[A ]]I ; ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0);

� ( A ) ) [[A ]]I � P :

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí ôýðï A áðïäåéêíýïõìå ôáõôü÷ñïíá êáé ôá äýï

óõìðåñÜóìáôá |ç ðåñßðôùóç A = B ! C åîåôÜóôçêå ðéï ðÜíù.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.2.2 Åóô ù ; 6= P � � ê áé Ý óô ù ü ôé ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï ê áé

éê áíïð ïéåß ôéò ó õ íèÞêåò 1. ê áé 2. ôï õ ËÞì ì áôïò 5.2.1. Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ u óôï ó ýóôçì á D 
 üð ï õ ïé A 1 ; : : : ; A

k

äå í ðåñ éÝ÷ ï õ í

áñ íç ôéêÝò åìöáí ßóåéò ôï õ 
 (äçë. +( A 1) ; : : : ; +( A

k

) ) ê áé ï A äå í ðåñ éÝ÷åé

èå ôéêÝò åìöáí ßóåéò ôï õ 
 (äçë. � ( A ) ), ôü ôå u 2 P .

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé áðïäåéêíýïõìå ôá ÂÞ-

ìáôá 1, 2 êáé 3 üðùò ðñïçãïõìÝíùò.

Ï.Å.Ä.

Áñá, ãéá íá áðïäåéêíýåôáé ôï Èåþñçìá 5.2.2, ç éäéüôçôá P ðñÝðåé ôþñá íá

éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ðïõ äßíïíôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü.

Ïñéóìüò 5.2.3 H éäé ü ôç ô á P åß íáé êëåéóôÞ ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ áí

P1. t 1 ; : : : ; t

n

2 P ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ( n � 0),

P2. ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï,

P3. ( t ) x 2 P ) t 2 P (ó õ íèÞêç å öáñì ï ãÞò ìå ô áâëç ôÞò).

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò éêáíïðïéïýíôáé üôáí ç P åßíáé ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù

éäéüôçôåò, äçë. üôáí t 2 P ïñßæåôáé ùò:

1. ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t ôåñìáôßæåé,

2. äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t ,
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3. o t Ý÷åé êáíïíéêÞ ìïñöÞ,

4. ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ t åßíáé ìïíáäéêÞ mo dulo � -éóïäõíáìßá, äçë. áí

u; v åßíáé êáíïíéêÝò ìïñöÝò ôïõ t ôüôå u '
�

v ,

5. ï t Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser mo dulo � -éóïäõíáìßá, äçë. áí

t

��!
�

u êáé t

��!
�

v ôüôå õðÜñ÷ïõí üñïé w 1 ; w 2 ôÝôïéïé þóôå u

��!
�

w 1 ,

v

��!
�

w 2 êáé w 1 '
�

w 2 ,

6. áí ï t åßíáé �

I

-üñïò (âë. ïñéóìü 5.2.12) ôüôå åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞ-

óéìïò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå ôéò êõñéüôåñåò áðü áõôÝò ôéò éäéüôçôåò.

5.2.1 Èåþñçìá áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá L ùò åîÞò:

t 2 L
ïñ

() ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t åßíáé ðåðåñáóìÝíç

ËÞììá 5.2.4 Ç éäé ü ôç ô á L åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå üôé ç L éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò P1, P2 êáé P3.

(P1) Åóôù t 1 ; t 2 ; : : : ; t

n

2 L . Èåùñïýìå ôéò áñéóôåñüôáôåò áíáãùãÝò (êá-

íïíéêïðïéÞóåéò)

t 1
��!

l

t

0
1 ; t 2

��!
l

t

0
2 ; : : : ; t

n

��!
l

t

0
n

ôùí t 1 ; t 2 ; : : : ; t

n

óôéò êáíïíéêÝò ìïñöÝò t

0
1 ; t

0
2 ; : : : ; t

0
n

, áíôßóôïé÷á. Ôüôå ç áíá-

ãùãÞ

( x ) t 1 t 2 : : : t

n

��!
l

( x ) t

0
1 t 2 : : : t

n

��!
l

( x ) t

0
1 t

0
2 : : : t

n

��!
l

: : :

��!
l

( x ) t

0
1 t

0
2 : : : t

0
n

ðïõ ðñïêýðôåé áí óôïí üñï ( x ) t 1 t 2 : : : t

n

êÜíïõìå äéáäï÷éêÜ ôéò áñéóôåñüôáôåò

áíáãùãÝò ôùí t 1 ; t 2 ; : : : ; t

n

, åßíáé ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( x ) t 1 t 2 : : : t

n

óôçí êáíïíéêÞ ìïñöÞ ( x ) t

0
1 t

0
2 : : : t

0
n

, êáé åðïìÝíùò åßíáé ðåðåñáóìÝíç. Áñá

( x ) t 1 t 2 : : : t

n

2 L

(P2) Åóôù

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 L

Ôüôå

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
l

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n
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êáé áöïý ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

åßíáé ðåðåñáóìÝíç, èá

åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

, äçë.

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 L

(P3) Èá äåßîïõìå üôé ( t ) x 2 L ) t 2 L , ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò

êáíïíéêïðïßçóçò ôïõ ( t ) x ìå áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ. Õ ðïèÝôïõìå üôé ( t ) x 2 L
êáé äéáêñßíïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

(1) Åóôù üôé ï üñïò t äåí åßíáé � -áöáßñåóç êáé Ýóôù t

0
ï üñïò óôïí ïðïßï

áíÜãåôáé ï t ìåôÜ áðü Ýíá âÞìá áñéóôåñüôáôçò áíáãùãÞò, äçë. t �!
l

t

0
.

Ôüôå ( t ) x �!
l

( t

0) x êáé åðïìÝíùò ç áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( t

0) x

åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé ôï ìÞêïò ôçò åßíáé ìéêñüôåñï ôçò êáíïíéêïðïßçóçò

ôïõ ( t ) x ìå áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ. Áðü ôçí Å.Õ., t

0 2 L êáé Üñá t 2 L .

(2) Á í t = �y :u ôüôå ( t ) x �!
l

u [x=y ] êáé åðïìÝíùò u [x=y ] 2 L . Ïìùò ï

üñïò u [x=y ] Ý÷åé ôçí ßäéá óõíôáêôéêÞ äïìÞ ìå ôïí üñï u |ç áíôéêáôÜ-

óôáóç ôçò ìåôáâëçôÞò y áðü ôçí ìåôáâëçôÞ x äåí áëëÜæåé ôçí äåíäñéêÞ

äïìÞ ôïõ üñïõ. Áñá u 2 L ïðüôå êáé t = �y :u 2 L .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.2.5 (áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò) Åóô ù

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 t : A

ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí

Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç óôï õò A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç

óôï í A . Ô ü ôå ç áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ ôï õ t åß íáé ðåðåñ áóìÝ íç, äçë. o t

ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.2.2 èÝôïíôáò P = L .

Ï.Å.Ä.

5.2.2 Èåþñçìá ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò

Õ ðåíèõìßæïõìå ðñþôá ôïí ïñéóìü ôçò ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôçò áíáãùãÞò.

Ïñéóìüò 5.2.6 Åóô ù � : t 0 �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

t

n

�!
�

: : : ìßá áíá-

ã ùãÞ (Üðåéñç Þ ðåðåñ áóìÝ íç) ôï õ üñ ï õ t 0 . H � ê áë åßô áé ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç

áíáãùãÞ áí ã éá ê Üèå n � 0 õ ð Üñ÷åé m � n Ý ôóé þóôå t

m

�!
l

t

m +1 .
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Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá L �
ùò åîçò:

t 2 L � ïñ

() äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t

ËÞììá 5.2.7 Ç éäé ü ôç ô á L �
åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå üôé ç L �
éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò P1, P2, P3.

(P1) Åóôù t 1 ; : : : ; t

n

2 L �
. Õ ðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-

áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( x ) t 1 : : : t

n

ôçò ìïñöÞò

( x ) t 1 : : : t

n

�!
�

( x ) t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( x ) t

00
1 : : : t

00
n

�!
�

: : :

üðïõ t

( k )
i

�!
�

t

( k +1)
i

Þ t

( k )
i

= t

( k +1)
i

, ãéá êÜèå i 2 f 1; : : : ; n g êáé êÜèå k .

Ôüôå ãéá êÜðïéï i 0 2 f 1; : : : ; n g èá õðÜñ÷åé l Ýôóé þóôå ãéá êÜèå k � l ôï

áñéóôåñüôáôï redex ôïõ ( x ) t

( k )
1 : : : t

( k )
n

íá åßíáé ôï áñéóôåñüôáôï redex ôïõ t

( k )
i 0

.

ÅðïìÝíùò ç áíôéóôïé÷ïýóá áíáãùãÞ

t

i 0

��!
�

t

0
i 0

��!
�

t

00
i 0

��!
�

: : :

åßíáé Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t

i 0 2 L �
, Üôïðï.

(P2) Èá äåßîïõìå üôé áí ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

62 L� ôüôå ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

62 L� .

Åóôù

v 0 �!
�

v 1 �!
�

: : : �!
�

v

m

�!
�

: : :

ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ v 0 = ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

. Èá ÷ñçóé-

ìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ óôïí ìéêñüôåñï öõóéêü k ãéá ôïí ïðïßï v

k

�!
l

v

k +1 :

Á í k = 0 , ôüôå

v 0 = ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
l

u [t=x ]t 1 : : : t

n

= v 1

êáé åðïìÝíùò ï ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ,

äçë.

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

62 L�

Á í k > 0, ôüôå

v 0 = ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
�

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

= v 1

üðïõ

u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t 1

��!
�

t

0
1 ; : : : ; t

n

��!
�

t

0
n
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ÅðïìÝíùò ç áíáãùãÞ

v 1 �!
�

v 2 �!
�

: : : �!
�

v

m

�!
�

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ êáé ï ìéêñüôåñïò öõóéêüò ðïõ

áíôéóôïé÷åé ó' áõôÞí ôçí áíáãùãÞ åßíáé ï k � 1. Áðü ôçí Å.Õ.,

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

62 L�

Ïìùò

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

Üñá ï ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ, äçë.

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

62 L�

(P3) Åóôù ( t ) x 2 L �
. Õ ðïèÝôïõìå üôé ï t Ý÷åé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-

áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ

t = t 0 �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

t

n

�!
�

: : :

Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(1) Á í êáíÝíáò üñïò t

n

äåí åßíáé � -áöáßñåóç ôüôå ç áíáãùãÞ

( t ) x = ( t 0) x �!
�

( t 1) x �!
�

: : : �!
�

( t

n

) x �!
�

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( t ) x 2 L �
, Üôïðï.

(2) ÄéáöïñåôéêÜ, Ýóôù t

k

= �y :t

0
k

ãéá êÜðïéï k . Ôüôå ç Üðåéñç ó÷åäüí-

áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ t Ý÷åé ôç ìïñöÞ

t = t 0 �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

�y :t

0
k

�!
�

�y :t

0
k +1 �!

�

: : :

êáé åðïìÝíùò ï t

0
k

Ý÷åé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ, êáèþò

åðßóçò êáé ï üñïò t

0
k

[x=y ]. Áñá ç áíáãùãÞ

( t ) x = ( t 0) x �!
�

( t 1) x �!
�

: : : �!
�

( �y :t

0
k

) x �!
�

t

0
k

[x=y ] �!
�

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôç áíáãùãÞ ôïõ ( t ) x 2 L �
, Üôïðï.

Ï.Å.Ä.
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Èåþñçìá 5.2.8 (ó÷åäüí-áñéóôåñüôáôçò êáíïíéêïðïßçóçò) Åóô ù

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 t : A

ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí

Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç óôï õò A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç

óôï í A . Ô ü ôå ï t äå í Ý÷åé Üðåéñç ó÷åäü í-áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ, äçë. o t

ê áíï í éêïð ïéåßô áé ìå ó÷åäü í-áñ éóôåñ ü ô áôç áíáã ùãÞ.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.2.2 èÝôïíôáò P =
L �

.

Ï.Å.Ä.

5.2.3 Éäéüôçôá Ch urc h-Rosser mo dulo '
�

Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá ìßá áóèå íÞ ìïñöÞ ôïõ èåùñÞìáôïò Ch urc h-Rosser

óôï óýóôçìá D 
 . Ç áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞí ôïõ Êåöáëáßïõ 4 ìå

ðñïöáíåßò ôñïðïðïéÞóåéò.

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá CR
�

ùò åîÞò (âë. Ó÷Þìá 5.1) :

t 2 CR
�

ïñ

() ï t Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser mo dulo � -éóïäõíáìßá,

äçë. áí t

��!
�

u êáé t

��!
�

v ôüôå õðÜñ÷ïõí üñïé w 1 ; w 2

þóôå u

��!
�

w 1 , v

��!
�

w 2 êáé w 1 '
�

w 2

t

�
�

�
�

��	

�

�

@
@

@
@

@@R

�

�

u v

.

.

.

.

.

.

.

.

U

�

�

.

.

.

.

.

.

.

.

�

�

�

w 1 '
�

w 2

Ó÷Þìá 5.1: Éäéüôçôá Ch urc h-Rosser ùò ðñïò '
�
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ËÞììá 5.2.9 Á í x 62FV ( u ) ê áé ( u ) x

��!
�

w ôü ôå õ ð Üñ÷åé üñ ïò v Ý ôóé þóôå

u

��!
�

v ê áé v '
�

�x:w .

Áðüäåéîç: Óôçí áíáãùãÞ ( u ) x

��!
�

w äéáêñßíïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþ-

óåéò:

(1) Á í êáíÝíáò üñïò ôçò áíáãùãÞò äåí åßíáé � -redex ôï ïðïßï óõóôÝëëåôáé

óå êÜðïéï óôÜäéï ôçò áíáãùãÞò ôüôå w = ( u

0) x üðïõ u

��!
�

u

0
êáé

u

0 '
�

�x: ( u

0) x = �x:w ïðüôå èÝôïõìå v = u

0
.

(2) ÄéáöïñåôéêÜ, èåùñïýìå ôïí ðñþôï üñï ôçò áíáãùãÞò ï ïðïßïò åßíáé

� -redex ðïõ óõóôÝëëåôáé, äçë.

( u ) x

��!
�

( �y :u

0) x �!
�

u

0[x=y ] ��!
�

w

üðïõ u

��!
�

�y :u

0
(ç y åßíáé ìßá êáéíïýñãéá ìåôáâëçôÞ 6= x ). Ïìùò

x 62FV ( u ) êáé óõíåðþò x 62FV ( u

0) åðïìÝíùò ï üñïò �y :u

0
åßíáé ï ßäéïò

ìå ôïí �x:u

0[x=y ] ìå ìåôïíïìáóßá ôçò ìåôáâëçôÞò y . Áñá

�y :u

0 = �x:u

0[x=y ] ��!
�

�x:w

ïðüôå èÝôïõìå v = �x:w .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 5.2.10 Ç éäé ü ôç ô á CR
�

åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ.

Áðüäåéîç: Èá áðïäåßîïõìå ôéò óõíèÞêåò P1, P2, P3.

(P1) Ç áðüäåéîç åßíáé ßäéá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò 4.1.13 ìüíï

ðïõ åäþ ðñÝðåé íá óõìðåñéëÜâïõìå ôçí � -éóïäõíáìßá. Åóôù t 1 ; : : : ; t

n

2 CR
�

.

Õ ðïèÝôïõìå üôé

( x ) t 1 : : : t

n

��!
�

t

0
êáé ( x ) t 1 : : : t

n

��!
�

t

00

Ôüôå t

0 = ( x ) t

0
1 : : : t

0
n

, t

00 = ( x ) t

00
1 : : : t

00
n

üðïõ t

i

��!
�

t

0
i

, t

i

��!
�

t

00
i

ãéá êÜèå

i 2 f 1; : : : ; n g êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí üñïé u

i

; v

i

þóôå t

0
i

��!
�

u

i

, t

00
i

��!
�

v

i

êáé u

i

'
�

v

i

ãéá êÜèå i . Áñá

t

0 ��!
�

( x ) u 1 : : : u

n

; t

00 ��!
�

( x ) v 1 : : : v

n

êáé

( x ) u 1 : : : u

n

'
�

( x ) v 1 : : : v

n
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äçë.

( x ) t 1 : : : t

n

2 CR
�

(P2) Ê áé áõôÞ ç áðüäåéîç ãßíåôáé üðùò êáé óôçí Ðñüôáóç 4.1.9 ëáìâÜíï-

íôáò õð' üøéí ôçí � -éóïäõíáìßá, ãé' áõôü êáé ôçí ðáñáëåßðïõìå.

(P3) Åóôù ( t ) x 2 CR
�

ìå x 62 FV ( t ) . Õ ðïèÝôïõìå üôé t

��!
�

u êáé

t

��!
�

v , ïðüôå x 62FV ( u ) [ FV ( v ) . Ôüôå ( t ) x

��!
�

( u ) x êáé ( t ) x

��!
�

( v ) x

åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí üñïé w 1 ; w 2 þóôå ( u ) x

��!
�

w 1 , ( v ) x

��!
�

w 2 êáé w 1 '
�

w 2 . Áðü ôï ËÞììá 5.2.9, õðÜñ÷ïõí üñïé u

0
; v

0
Ýôóé þóôå u

��!
�

u

0 '
�

�x:w 1

êáé v

��!
�

v

0 '
�

�x:w 2 êáé Üñá u

0 '
�

v

0
, äçë. t 2 CR

�

.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.2.11 (Ch urc h-Rosser óôï óýóôçìá D 
 ) Åóô ù

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 t : A

ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí

Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç óôï õò A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç

óôï í A . Ô ü ôå ï t Ý÷åé éäé ü ôç ô á Chur ch-R osser mo dulo � -éóïäõ íáìßá.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.2.2 èÝôïíôáò P =
CR

�

.

Ï.Å.Ä.

5.2.4 Èåþñçìá óõíôÞñçóçò

Ôï èåþñçìá óõíôÞñçóçò åßíáé Ýíá áðü ôá êëáóéêÜ èåùñÞìáôá ôïõ � -ëïãéóìïý

(âë. [Ch u41, Theorem 7 XXXI], [Bar84 , Theorem 11.3.4]). ÁöïñÜ ôïõò

�

I

-üñïõò |ïñßæïíôáé óôç óõíÝ÷åéá| êáé äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Ïé ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïé �

I

-üñ ïé åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïé.

Ôï èåþñçìá óõíôÞñçóçò äåí éó÷ýåé ãéá � -üñïõò. Ï üñïò K I ! åßíáé êáíï-

íéêïðïéÞóéìïò, K I !

��!
�

I , áëëÜ ü÷é éó÷õñÜ:

K I ! �!
�

K I ! �!
�

K I ! �!
�

: : :

Ïñéóìüò 5.2.12 Ô ï ó ý íï ë ï �
I

$ � ô ù í �

I

-üñùí ïñ ßæ å ô áé åð áã ùã éê Ü ùò

åîÞò
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� x 2 �
I

,

� áí t 2 �
I

ê áé x 2 FV ( t ) ôü ôå �x:t 2 �
I

,

� áí t; u 2 �
I

ôü ôå ( t ) u 2 �
I

.

Åßíáé ðñïöáíåò üôé ôï �
I

åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ � (ð.÷. �y :x; Ê 62
�

I

).

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá C ùò åîÞò:

t 2 C
ïñ

() ( t 2 �
I

) t åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò )

ËÞììá 5.2.13 Ç éäé ü ôç ô á C åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå ôéò óõíèÞêåò P1, P2 êáé P3.

(P1) Åóôù ( x ) t 1 : : : t

n

2 �
I

, ôüôå t 1 ; : : : ; t

n

2 �
I

. Á í ï üñïò ( x ) t 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ ôüôå áõôÞ èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

( x ) t 1 : : : t

n

�!
�

( x ) t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( x ) t

00
1 : : : t

00
n

�!
�

: : :

üðïõ

t

i

��!
�

t

0
i

��!
�

t

00
i

��!
�

: : :

(ãéá êÜèå i ) êáé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü áõôÝò ôéò áíáãùãÝò ôùí t 1 ; : : : ; t

n

åßíáé

Üðåéñç, Üôïðï.

(P2) Åóôù

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 C

êáé ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 �
I

. Ôüôå ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 �
I

. Õ ðïèÝôïõìå üôé ï

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(1) Á í üëá ôá redexes ðïõ óõóôÝëëïíôáé óôçí Üðåéñç áíáãùãÞ åßíáé åóùôå-

ñéêÜ ôüôå ç áíáãùãÞ èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
i

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

�!
i

( �x:u

00) t

00
t

00
1 : : : t

00
n

�!
i

: : :

üðïõ

u

��!
�

u

0 ��!
�

u

00 ��!
�

: : :

t

��!
�

t

0 ��!
�

t

00 ��!
�

: : :

t

i

��!
�

t

0
i

��!
�

t

00
i

��!
�

: : : ; (ãéá êÜèå i )
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êáé ãéá ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí áðü ôïõò u; t; t 1 ; : : : ; t

n

ç áíôßóôïé÷ç áíáãùãÞ

èá åßíáé Üðåéñç. ÅðïìÝíùò ï ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

�!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( u

00[t

00
=x ]) t

00
1 : : : t

00
n

�!
�

: : :

ðïõ åßíáé Üôïðï. (Ðåñéðôþóåéò üðùò t �!
�

t

0
áëëÜ u [t=x ] = u [t

0
=x ]

äéüôé x 62FV ( u ) áðïêëåßïíôáé áöïý o �x:u åßíáé �

I

-üñïò.)

(2) ÄéáöïñåôéêÜ, èåùñïýìå ôï ðñþôï redex êåöáëÞò ðïõ óõóôÝëëåôáé óôçí

Üðåéñç áíáãùãÞ, äçë.

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
i

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

�!
h

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

: : :

üðïõ u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t

i

��!
�

t

0
i

(ãéá êÜèå i ). Ôüôå

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

êáé Üñá ï ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ, Üôïðï.

(P3) Åóôù t 2 �
I

. Ôüôå ( t ) x 2 �
I

. Á í ï t Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ

t �!
�

t

0 �!
�

t

00 �!
�

: : :

ôüôå ç áíáãùãÞ

( t ) x �!
�

( t

0) x �!
�

( t

00) x �!
�

: : :

åßíáé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ ôïõ ( t ) x , Üôïðï.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.2.14 Åóô ù

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 t : A

ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ t óôï ó ýóôçì á D 
 Ý ôóé þóôå ï ôý ð ïò 
 íá ìçí

Ý÷åé áñ íç ôéêÞ åìöÜí éóç óôï õò A 1 ; : : : ; A

k

ê áé íá ìçí Ý÷åé èå ôéêÞ åìöÜí éóç

óôï í A . Ô ü ôå t 2 C.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé áðü ôï Èåþñçìá 5.2.2 èÝôïíôáò

P = C.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.2.15 (óõíôÞñçóçò) Á í ï u åß íáé Ý íáò ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò �

I

-

üñ ïò ôü ôå åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò.
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Áðüäåéîç: Ï u ùò êáíïíéêïðïéÞóéìïò üñïò êáíïíéêïðïéåßôáé ìå áñéóôåñüôáôç

áíáãùãÞ êáé Ý÷åé ìßá ôõðïðïßçóç

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D 
 u : A

óôï óýóôçìá D 
 ôÝôïéá þóôå +( A 1) ; : : : ; +( A

k

) êáé � ( A ) (Èåþñçìá 2.1.15).

Ôüôå üìùò, áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá, u 2 C êáé Üñá ï u åßíáé éó÷õñÜ

êáíïíéêïðïéÞóéìïò.

Ï.Å.Ä.

5.3 � -êëåéóôÝò éäéüôçôåò

Äõóôõ÷þò ïé óõíèÞêåò P1, P2, P3 (äçë. ç êëåéóôüôçôá ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ)

äåí éêáíïðïéïýíôáé ðÜíôïôå êáé Ýôóé ç áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäïò ðïõ áêïëïõèïýìå

äåí åßíáé åðéôõ÷Þò. Áò ôï äïýìå áõôü ìå äýï ðáñáäåßãìáôá:

ÐáñÜäåéãìá 5.3.1 (i) Á í ç éäéüôçôá t 2 P ïñßæåôáé ùò \ï t åßíáé éó÷õñÜ

êáíïíéêïðïéÞóéìïò" ôüôå ç óõíèÞêç êïñåóìïý P2 äåí éêáíïðïéåßôáé:

( �x:y )(( �x:xx )( �x:xx )) �!
�

y

Ï üñïò redex ( �x:y )(( �x:xx )( �x:xx )) äåí åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò ðá-

ñüëï ðïõ ôï con tractum y åßíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

(ii) Á í ç éäéüôçôá t 2 P ïñßæåôáé ùò \ï t Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser" ôüôå

ç óõíèÞêç åöáñìïãÞò ìåôáâëçôÞò P3 äåí åöáñìüæåôáé éêáíïðïéçôéêÜ. Á õôü

öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 5.2 (âë. åðßóçò ôçí áðüäåéîç ôçò P3 óôï ËÞììá 5.2.10).

( �y : ( �z :z ) y ) x

�
�

�
��	 �

@
@

@
@@R�

( �z :z ) x ( �y :y ) x

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.R�

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.	 �

x

�y : ( �z :z ) y

�
�

�
��	 �

@
@

@
@@R

� ( =
�

)

�

�y :y �z : ( �y :y ) z

�
�

Ó÷Þìá 5.2: Ç óõíèÞêç P3 ãéá ôçí éäéüôçôá CR
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Ðþò áíôéìåôùðßæåôáé ëïéðüí ç ðåñßðôùóç éäéïôÞôùí ãéá ôéò ïðïßåò äå í ðñïõ-

ðïèÝôïõìå ôçí óõíèÞêç P3; Óå ìßá ôÝôïéá ðåñßðôùóç ç äõóêïëßá åíôïðßæåôáé

óôï íá äåßîïõìå ôï ÂÞìá 3 ôçò áðüäåéîçò äçë. üôé [[A ]]I � P ãéá ôýðïõò A

ìå áñíçôéêÝò åìöáíßóåéò ôïõ óôáèåñïý ôýðïõ 
 (âë. ËÞììá 5.2.1). ÅðïìÝíùò

áò \îå÷Üóïõìå" ôïí ôýðï 
 êáé áò èåùñÞóïõìå Ýíá óýóôçìá ôýðùí ÷ùñßò ôïí


 . Ôï óýóôçìá áõôü åßíáé áêñéâþò ôï ó ýóôçì á D ôïõ J.-L. Krivine [Kri90 ]

(âë. ÊåöÜëáéï 2) ìå ôïõò êáíüíåò ôïõ D 
 áëëÜ ÷ùñßò ôïí êáíüíá ãéá ôïí


 . Ôþñá üìùò ôï ÂÞìá 3 ðñÝðåé íá åíóùìáôùèåß óôïí ïñéóìü ôçò åñìçíåßáò

I ôùí ôýðùí.

Ïñéóìüò 5.3.2 Ìßá P -åñìçíåßá I åß íáé ìßá áíÜèå óç õ ð ïó õ íü ë ù í ôï õ �
óôï õò ôý ð ï õò ôï õ ó õóôÞì áôïò D , ð ï õ ïñ ßæ å ô áé åð áã ùã éê Ü ùò åîÞò (ó õìâï ëß-

æ ï õìå ìå [[T ]]PI ôçí P -åñìçíåßá ôï õ ôý ð ï õ T ):

� [[X ]]PI = P , ã éá ê Üèå ìå ô áâëç ôÞ ôý ð ï õ X ,

� [[B \ C ]]PI = [[ B ]]PI \ [[C ]]PI ,

� [[B ! C ]]PI = ([[ B ]]PI ! [[C ]]PI )
T

P .

Ïé P -åñìçíåßåò óôéò áðïäåßîåéò ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò Ý÷ïõí

÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôïí Ã. ÊïëÝôóï [Kol85 , Kol91 ] êáé ôïí R. de V rijer [V ri87 ].

EÜí ôþñá åðé÷åéñÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ôçò åðÜñêåéáò, ìå

åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïéÞóç, èá óõíáíôÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá. Áò èåù-

ñÞóïõìå ôïí Ê áíüíá 2 (ôïõ óõóôÞìáôïò D ):

x : B ; x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

v : C

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

�x:v : B ! C

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ï �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

:x

k

] Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P êáé

áí t 2 [[B ]]PI ôüôå �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[C ]]PI .

Ôï äåýôåñï áðïäåéêíýåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí êïñåóìü ôïõ [[C ]]PI . Ãéá

íá éó÷ýåé ç éäéüôçôá êïñåóìïý ãéá üëá ôá [[C ]]PI ðñÝðåé íá îåêéíÞóïõìå áðü

êïñåóìÝíåò åñìçíåßåò [[X ]]PI ôùí ìåôáâëçôþí ôýðïõ X . Á õôü ìáò ïäçãåß ðÜëé

óôç óõíèÞêç P2: \ôï P åßíáé êïñåóìÝíï" |ïðüôå ç éäéüôçôá \éó÷õñÞò êáíï-

íéêïðïßçóçò" äåí áðïäåéêíýåôáé.

Ãéá íá äåßîïõìå üôé �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

:x

k

] 2 P õðïèÝôïõìå üôé x 2 [[B ]]PI
(ÂÞìá 1) ïðüôå áðü ôçí Å.Õ.

v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] = v [x=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[C ]]PI
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êáé åðïìÝíùò v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 P äéüôé [[C ]]PI � P . Áñá ãéá íá Ý÷ïõìå

�x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

:x

k

] 2 P ÷ñåéáæüìáóôå ôç óõíèÞêç

w 2 P ) �x:w 2 P

ËÞììá 5.3.3 Ãéá ìßá P -åñìçíåßá I éó÷ýï õ í ô á åîÞò:

(1) [[A ]]PI � P , ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ ó õóôÞì áôïò D .

(2) Á í ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0) ôü ôå ã éá ê Üèå ôý ð ï A

ôï õ D , ( x ) t 1 : : : t

n

2 [[A ]]PI ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0).

3

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ôýðïõ A .

Ï.Å.Ä.

ËÞììá 5.3.4 Åóô ù I ìßá P -åñìçíåßá ìå P êïñå óìÝ íï. Ô ü ôå ôï [[A ]]PI åß íáé

êïñå óìÝ íï ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ ó õóôÞì áôïò D .

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí ôýðï A ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ðñüôáóç 4.1.8

(âë. åðßóçò ôçí Ðñüôáóç 4.1.11).

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.3.5 (åðÜñêåéáò,ïñèüôçôáò) Åóô ù P Ý íá êïñå óìÝ íï õ ð ïó ý íï ë ï

ôï õ � ã éá ôï ïð ïß ï éó÷ýåé t 1 ; : : : ; t

n

2 P ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ( n � 0) ê áé

v 2 P ) �x:v 2 P , ê áé Ý óô ù ç P -åñìçíåßá I . Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ u óôï D ê áé t 1 2 [[A 1]]PI ,. . . , t

k

2 [[A

k

]]PI , ôü ôå

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]PI

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ üñïõ u (âë. åðßóçò Èåþ-

ñçìá 4.1.12). Ïé óõíèÞêåò ãéá ôï P ÷ñçóéìåýïõí, üðùò äåßîáìå ðñïçãïõ-

ìÝíùò, ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ Ê áíüíá 2.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.3.6 Åóô ù ; 6= P � � ê áé Ý óô ù ü ôé ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï ê áé

éê áíïð ïéåß ôéò ó õ íèÞêåò

3

Ç öñÜóç \ãéá êÜèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P " ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß åäþ êáé íá êáôáëÞîïõìå óôç

óõíèÞêç P1

�
. Ãéá ôéò åöáñìïãÝò üìùò èá ÷ñåéáóôåß ç óõíèÞêç P1.
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1. ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0),

2. v 2 P ) �x:v 2 P .

Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ u óôï ó ýóôçì á D , ôü ôå u 2 P .

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðñïçãïýìåíá ëÞììáôá êáé ôï èåþñçìá åðÜñ-

êåéáò áðïäåéêíýïõìå ôá ÂÞìáôá 1, 2 êáé 3.

Ï.Å.Ä.

Áñá, ãéá íá áðïäåéêíýåôáé ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá, ç éäéüôçôá P ðñÝðåé

íá éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ðïõ äßíïíôáé áðü ôïí åîÞò ïñéóìü:

Ïñéóìüò 5.3.7 H éäé ü ôç ô á P åß íáé � -êëåéóôÞ áí

P1. t 1 ; : : : ; t

n

2 P ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ( n � 0),

P2. ôï P åß íáé êïñå óìÝ íï,

P3

+
. v 2 P ) �x:v 2 P .

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò éêáíïðïéïýíôáé üôáí ç éäéüôçôá P åßíáé:

1. ç ìïíáäéêüôçôá ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò,

2. ç éäéüôçôá Ch urc h-Rosser,

3. ç éäéüôçôá ôçò standard áíáãùãÞò.

ÐáñáôÞñçóç 5.3.8 (i) Ïé Ýííïéåò \êëåéóôÞ ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ" êáé \ � -êëåé-

óôÞ" éäéüôçôá ó÷åôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò ùò åîÞò:

� Åóôù üôé ç éäéüôçôá P åßíáé � -êëåéóôÞ êáé ( t ) x 2 P ( x 62 P) . Ôüôå

�x: ( t ) x 2 P . Éó÷ýåé üìùò üôé �x: ( t ) x '
�

t . Áñá áí ç P åß íáé � -êë åéóôÞ

ôü ôå èá åß íáé ê áé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ mo dulo '
�

-éóïäõ íáìßá .

� Á í ç P åß íáé êë åéóôÞ ùò ð ñ ïò ìå ô áâëç ôÞ ôü ôå åß íáé ê áé � -êë åéóôÞ . Äéüôé

áí u 2 P ôüôå ( �x:u ) x 2 P áöïý ï u åßíáé ôï con tractum ôïõ ( �x:u ) x

êáé ôï P åßíáé êïñåóìÝíï. ÅðïìÝíùò �x:u 2 P åðåéäÞ ç P åßíáé êëåéóôÞ

ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ.
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(ii) Á í ï t ôõðïðïéåßôáé óôï D 
 üðùò óôï Èåþñçìá 5.2.2 ôüôå Ý÷åé ìïíáäéêÞ

êáíïíéêÞ ìïñöÞ mo dulo � -éóïäõíáìßá äçë. áí t

��!
�

u êáé t

��!
�

u

0
ìå u; u

0

êáíïíéêïýò ôüôå u '
�

u

0
. Ôüôå üìùò u = u

0
. ÄéáöïñåôéêÜ èá õðÞñ÷å ìßá

ôõðïðïßçóç ôïõ u óôï D 
 ðïõ äåí èá ôçí åß÷å ï u

0
(áõôü áðïäåéêíýåôáé ìå

ôçí ìÝèïäï ôùí êýñ éù í ôõ ð ïð ïéÞóå ù í [Kri90 , óåë. 51{55]). Óôï D 
 üìùò

éó÷ýåé ç äéáóôïëÞ êáé áíáãùãÞ ôïõ õðïêåéìÝíïõ [Kri90 , óåë. 61] ïðüôå ç ôõ-

ðïðïßçóç ôïõ u èá ìåôáöåñüôáí óôïí u

0
, üðåñ Üôïðï. Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé

ëïéðüí üôé êáé ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï áðïäåßîåùí (ãéá ôéò êëåéóôÝò ùò

ðñïò ìåôáâëçôÞ éäéüôçôåò) ìðïñïýìå åíáëëáêôéêÜ íá äåßîïõìå ôç ìïíáäéêü-

ôçôá ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò êáé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser ãéá üñïõò ðïõ

ôõðïðïéïýíôáé êáôÜëëçëá óôï D 
 .

(iii) Ïé äýï ðñïçãïõìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò õðïäåéêíýïõí üôé õðÜñ÷åé ìßá ó÷Ýóç

óôï ðÝñáóìá áðü ôéò êëåéóôÝò ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ éäéüôçôåò óå � -êëåéóôÝò éäéü-

ôçôåò êáé óôï ðÝñáóìá áðü åñìçíåßåò óå P -åñìçíåßåò, áíôßóôïé÷á. Óôç ó÷Ýóç

áõôÞ ç � -éóïäõíáìßá ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï. Á õôü üìùò áðïôåëåß áíôéêåßìåíï

ìåëëïíôéêÞò ìáò Ýñåõíáò.

5.3.1 Ìïíáäéêüôçôá ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá UN ùò åîÞò:

t 2 UN
ïñ

() ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ t (áí õðÜñ÷åé) åßíáé ìïíáäéêÞ

ËÞììá 5.3.9 Ç éäé ü ôç ô á UN åß íáé � -êë åéóôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå üôé ç UN éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò P1, P2, P3

+
.

(P1) Åóôù t 1 ; : : : ; t

n

2 UN . Á í ï u åßíáé ìßá êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ( x ) t 1 : : : t

n

,

ôüôå èá Ý÷åé ôçí ìïñöÞ u = ( x ) t

0
1 : : : t

0
n

üðïõ ôá t

0
i

åßíáé ïé ìïíáäéêÝò êáíïíé-

êÝò ìïñöÝò ôùí t

i

. ÅðïìÝíùò êáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ u ôïõ ( x ) t 1 : : : t

n

åßíáé

ìïíáäéêÞ, äçë.

( x ) t 1 : : : t

n

2 UN

(P2) Õ ðïèÝôïõìå üôé

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 UN

êáé Ýóôù v ìßá êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

. Ôüôå üìùò ï v äåí åßíáé

åõèý áíÜãùãï ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

êáé åðïìÝíùò, áðü ôï ËÞììá 4.1.4, õðÜñ-

÷åé Ýíá åõèý áíÜãùãï ( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

ôïõ ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

ôÝôïéï þóôå (âë.

Ó÷Þìá 5.3)

u

��!
�

u

0
; t

��!
�

t

0
; t 1

��!
�

t

0
1 ; : : : ; t

n

��!
�

t

0
n

;
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( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

;

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

;

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

��!
�

v

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

?

�

�

P P P P P P P P P P P PPq
�

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

?�

�������������)

�

�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

?

�

�

v

Ó÷Þìá 5.3: Ôï UN åßíáé êïñåóìÝíï

Áðü ôï ËÞììá 1.2.3 Ý÷ïõìå üôé

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

åðïìÝíùò ï v åßíáé åðßóçò êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

êáé Üñá ìïíá-

äéêÞ. Áñá

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 UN

(P3

+
) Åóôù v 2 UN . Á í ï u åßíáé ìßá êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ �x:v ôüôå èá

Ý÷åé ôçí ìïñöÞ u = �x:v

0
üðïõ v

0
åßíáé ç ìïíáäéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ v .

ÅðïìÝíùò êáé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ u ôïõ �x:v åßíáé ìïíáäéêÞ, äçë. �x:v 2 UN .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.3.10 Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïðoéåßô áé óôï ó ýóôçì á D ôü ôå Ý÷åé ì ï íá-

äéêÞ ê áíï í éêÞ ì ïñö Þ.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.3.6 èÝôïíôáò P = UN .

Ï.Å.Ä.



80 ÊÅÖÁËÁÉÏ 5. Ç ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÇÓ ÁÍÁÃÙÃÉÊÏÔÇÔÁÓ

5.3.2 Éäéüôçôá Ch urc h-Rosser

Óôï Èåþñçìá 4.1.16 áðïäåßîáìå ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser ãéá ôï óýóôçìá

D ÷ùñßò ìíåßá óôçí ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò. Ïìùò ç áðüäåéîç áõôÞ åßíáé

ìßá åðáíáäéáôýðùóç áêñéâþò áõôÞò ôçò ìåèüäïõ, ðñÜãìá ôï ïðïßï èá äåßîïõìå

ôþñá.

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá CR ùò åîÞò:

t 2 CR
ïñ

() ï t Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Ch urc h-Rosser

ËÞììá 5.3.11 Ç éäé ü ôç ô á CR åß íáé � -êë åéóôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå ôéò óõíèÞêåò P1, P2, P3

+
.

(P1) âë. ËÞììá 4.1.13.

(P2) âë. Ðñüôáóç 4.1.9.

(P3

+
) Åóôù v 2 CR êáé Ýóôù üôé ï �x:v áíÜãåôáé óôïõò üñïõò u 1 ; u 2 äçë.

�x:v

��!
�

u 1 ; �x:v

��!
�

u 2

Ôüôå u 1 = �x:v 1 êáé u 2 = �x:v 2 üðïõ v

��!
�

v 1 êáé v

��!
�

v 2 . Áðü ôçí õðü-

èåóç õðÜñ÷åé Ýíáò üñïò v 3 ôÝôïéïò þóôå v 1
��!

�

v 3 êáé v 2
��!

�

v 3 . ÅðïìÝíùò

u 1
��!

�

�x:v 3 êáé u 2
��!

�

�x:v 3

Üñá �x:v 2 CR .

4

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.3.12 (Ch urc h-Rosser óôï óýóôçìá D ) Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåß-

ô áé óôï ó ýóôçì á D ôü ôå ï t Ý÷åé ôçí éäé ü ôç ô á Chur ch-R osser.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.3.6 áí èÝóïõìå

P = CR.

Ï.Å.Ä.

4

Ç óõíèÞêç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.1.12 (ðåñßðôùóç

2.â).
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5.3.3 Standard áíáãùãÞ óôï D

Èá äåßîïõìå ôþñá Ýíá èåþñçìá standard áíáãùãÞò [Bar84, Kri90 ] ãéá ôïõò

üñïõò ðïõ ôõðïðïéïýíôáé óôï óýóôçìá D .

Ïñéóìüò 5.3.13 Åóô ù Ý íáò � -üñ ïò t . Åíá r e dex ôï õ t ë Ý ã å ô áé åóùôåñéêü

redex (internal r e dex) áí äå í åß íáé r e dex êå öáëÞò.

Ê áë ï ýìå åóùôåñéêÞ áíáãùãÞ (internal r e duction) å íüò üñ ï õ t ìßá (ðå-

ðåñ áóìÝ íç Þ Üðåéñç) áêï ë ï õèßá üñ ù í t 0 ; t 1 ; : : : ; t

n

; : : : Ý ôóé þóôå t = t 0 ê áé

ï t

n +1 íá ð ñ ïêý ðôåé áðü ôï í t

n

ìå � -ó õóôï ëÞ å íüò å ó ù ôåñ éêï ý r e dex ôï õ t

n

.

Óõìâï ëßæ ï õìå ê áô Ü ô á ã íùóô Ü ìå

��!
i

ôçí å ó ù ôåñ éêÞ áíáã ùãÞ ê áé ìå �!
i

ôçí � -ó õóôï ëÞ å íüò å ó ù ôåñ éêï ý r e dex.

Ïñéóìüò 5.3.14 Ìßá � -áíáã ùãÞ ê áë åßô áé standard (ó õìâ.

��!
s

) áí áñ-

÷ßæ åé ìå ìßá áíáã ùãÞ êå öáëÞò

��!
h

ôçí ïð ïßá áêï ë ï õèåß ìßá å ó ù ôåñ éêÞ

áíáã ùãÞ

��!
i

.

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá S ùò åîÞò:

t 2 S
ïñ

() 8 w ( t

��!
�

w ) t

��!
s

w )

ËÞììá 5.3.15 Ç éäé ü ôç ô á S åß íáé � -êë åéóôÞ.

Áðüäåéîç: Èá äåßîïõìå ôéò óõíèÞêåò P1, P2, P3

+
.

(P1) Á í ( x ) t 1 : : : t

n

��!
�

w ôüôå üëá ôá âÞìáôá ôçò áíáãùãÞò åßíáé åóùôå-

ñéêÜ, ïðüôå ç áíáãùãÞ åßíáé åóùôåñéêÞ êáé åðïìÝíùò standard.

5

(P2) Õ ðïèÝôïõìå üôé

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 S

êáé Ýóôù ìßá � -áíáãùãÞ

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
�

w

Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(1) Á í üëá ôá redexes ôá ïðïßá óõóôÝëëïíôáé êáôÜ ôçí áíáãùãÞ åßíáé åóù-

ôåñéêÜ, ôüôå ç áíáãùãÞ åßíáé åóùôåñéêÞ êáé åðïìÝíùò standard. Áñá

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 S

5

Ç õðüèåóç t 1 ; : : : ; t

n

2 S äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáèüëïõ äçë. éó÷ýåé ç óõíèÞêç P1

�
.
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(2) ÄéáöïñåôéêÜ, èåùñïýìå ôï ðñþôï redex êåöáëÞò ðïõ óõóôÝëëåôáé êáôÜ

ôçí áíáãùãÞ, äçë.

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

��!
i

( �x:u

0) t

0
t

0
1 : : : t

0
n

�!
h

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

��!
�

w

üðïõ u

��!
�

u

0
, t

��!
�

t

0
, t

i

��!
�

t

0
i

(ãéá êÜèå i ). Ôüôå

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

( u

0[t

0
=x ]) t

0
1 : : : t

0
n

åðïìÝíùò

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

w

êáé áðü ôçí õðüèåóç

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
s

w

Ç æçôïýìåíç standard áíáãùãÞ ðñïêýðôåé ëïéðüí ùò

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
h

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
s

w

êáé Üñá

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 S

(P3

+
) Õ ðïèÝôïõìå üôé v 2 S êáé �x:v

��!
�

w . Ôüôå w = �x:v

0
üðïõ

v

��!
�

v

0
. Áðü ôçí õðüèåóç, õðÜñ÷åé ìßá standard áíáãùãÞ

v

��!
�

v

00 ��!
i

v

0

(ãéá êÜðïéïí üñï v

00
) êáé åðïìÝíùò ç áíáãùãÞ

�x:v

��!
�

�x:v

00 ��!
i

�x:v

0 = w

åßíáé standard, Üñá �x:v 2 S .

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.3.16 Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé óôï ó ýóôçì á D ê áé t

��!
�

u ôü ôå

t

��!
s

u .

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.3.6 áí èÝóïõìå

P = S .

Ï.Å.Ä.

Ï H. Barendregt [Bar84 ] ÷ñçóéìïðïéåß Ýíáí Üëëï ïñéóìü (ôïí êëáóéêü) ôçò

standard áíáãùãÞò ðïõ éóïäõíáìåß ìå ìßá \êëçñïíïìéêÜ" standard áíáãùãÞ.
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Ïñéóìüò 5.3.17 Åóô ù ç � -áíáã ùãÞ

� : t 0 �!
�

t 1 �!
�

t 2 �!
�

: : : �!
�

t

i

�!
�

: : :

ð ï õ ð ñ ïêý ðôåé áðü ôéò äéáäï÷éêÝò � -ó õóôï ë Ýò ô ù í r e dexes r 0 ôï õ t 0 , r 1 ôï õ

t 1 , r 2 ôï õ t 2 ,. . . . Ç � ê áë åßô áé standard � a la Barendregt áí ã éá ê Üèå

i ê áé ê Üèå j < i ôï r e dex r

i

äå í åß íáé õ ðü ë ïéð ï (ùò ð ñ ïò r

j

; r

j +1 ; : : : ; r

i � 1 )

ê Üð ïé ï õ r e dex óôï í t

j

ð ï õ åìöáí ßæ å ô áé óô á áñ éóôåñ Ü ôï õ r e dex r

j

.

Ðüñéóìá 5.3.18 Á í ï üñ ïò t ôõ ð ïð ïéåßô áé óôï D ê áé t

��!
�

u ôü ôå t

��!
s

u

\� a la Bar endr e gt".

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí üñï u ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñïçãïýìåíï èåþ-

ñçìá (âë. [Bar84 , óåë. 300]).

Ï.Å.Ä.

5.4 P -êïñåóìÝíåò éäéüôçôåò

ÁðïìÝíåé íá äïýìå ðùò áíôéìåôùðßæåôáé ç ðåñßðôùóç éäéïôÞôùí P ðïõ äåí åß-

íáé êïñåóìÝíåò (ð.÷. éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç, âë. ÐáñÜäåéãìá 5.3.1 (1) ). Ç

áíÜëõóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áíáãùãéêüôçôáò ãßíåôáé üðùò êáé ãéá ôéò êëåéóôÝò

ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ éäéüôçôåò. ×ñåéÜæåôáé üìùò íá ôñïðïðïéÞóïõìå ôç óõí-

èÞêç P2 ôïõ êïñåóìïý êáèþò åðßóçò êáé íá áðïöýãïõìå ôõðïðïéÞóåéò üðïõ

ç óõììåôï÷Þ ôïõ ôýðïõ 
 èá Þôáí \êáôáóôñïöéêÞ". Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí,

óôçí áêüëïõèç ôõðïðïßçóç ï üñïò ( �x:y )(( �x:xx )( �x:xx )) ôõðïðïéåßôáé óôï

óýóôçìá D 
 ìå ôýðï ÷ùñßò ôïí 
 áëëÜ äåí åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò:

x : 
 ; y : Y `
D 
 y : Y

y : Y `
D 
 �x:y : 
 ! Y y : Y `

D 
 ( �x:xx )( �x:xx ) : 

y : Y `

D 
 ( �x:y )(( �x:xx )( �x:xx )) : Y

Áò èåùñÞóïõìå ëïéðüí êáé ðÜëé ôï óýóôçìá D .

ÐáñïõóéÜæïõìå óõíïðôéêÜ ôá áíôßóôïé÷á áðïôåëÝóìáôá.

Ïñéóìüò 5.4.1 Ô ï ó ý íï ë ï X � � ë Ý ã å ô áé P -êïñåóìÝíï ( P -satur ate d) ü ô áí

ã éá ïð ïé ï õóäÞð ï ôå üñ ï õò u; t 1 ; : : : ; t

n

( n � 0) Ý÷ ï õìå

ã éá ê Üèå t 2 P ; [( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 X ) ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 X ]
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Ïñéóìüò 5.4.2 Ìßá P -êïñåóìÝíç åñìçíåßá I åß íáé ìßá áíÜèå óç P -êïñå-

óìÝíù í õ ð ïó õ íü ë ù í ôï õ � óôï õò ôý ð ï õò ôï õ ó õóôÞì áôïò D , ð ï õ ïñ ßæ å ô áé

åð áã ùã éê Ü ùò åîÞò (ó õìâï ëßæ ï õìå ìå [[T ]]I ôçí P -êïñå óìÝ íç åñìçíåßá ôï õ

ôý ð ï õ T ):

� [[X ]]I = P ã éá ê Üèå ìå ô áâëç ôÞ ôý ð ï õ X ,

� [[B \ C ]]I = [[ B ]]I \ [[C ]]I ,

� [[B ! C ]]I = [[ B ]]I ! [[C ]]I .

ËÞììá 5.4.3 Á í ôï P åß íáé ôÝ ôïé ï þóôå

1. ( x ) t 1 : : : t

n

2 P , ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0),

2. ( t ) x 2 P ) t 2 P ,

ôü ôå ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ D Ý÷ ï õìå

( x ) t 1 : : : t

n

2 [[A ]]I ; ã éá ê Üèå t 1 ; : : : ; t

n

2 P ( n � 0);

[[A ]]I � P :

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí ôýðï A ôïõ D áðïäåéêíýïõìå ôáõôü÷ñïíá êáé

ôá äýï óõìðåñÜóìáôá.

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.4.4 (åðÜñêåéáò, ïñèüôçôáò) Åóô ù P Ý íá P -êïñå óìÝ íï õ ð ï-

ó ý íï ë ï ôï õ � ê áé Ý óô ù I ìéá P -êïñå óìÝ íç åñìçíåßá ôÝ ôïéá þóôå [[A ]]I � P
ã éá ê Üèå ôý ð ï A ôï õ D . Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ üñ ï õ u óôï D ê áé t 1 2 [[A 1]]I ,. . . , t

k

2 [[A

k

]]I ôü ôå

u [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[A ]]I

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ üñïõ u (âë. åðßóçò Èåþ-

ñçìá 4.1.12). Èåùñïýìå ôïí ôåëåõôáßï êáíüíá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå. Áò

åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ Ê áíüíá 2:

6

x : B ; x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

v : C

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

�x:v : B ! C

6

Oé Üëëåò ðåñéðôþóåéò åßíáé ßäéåò üðùò êáé óôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá åðÜñêåéáò.
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Å÷ïõìå üôé u = �x:v êáé A = B ! C . ÅðåéäÞ ç x åßíáé äåóìåõìÝíç ìå-

ôáâëçôÞ óôïí u ìðïñïýìå íá ôçí åðéëÝîïõìå Ýôóé þóôå x 62FV ( t 1 t 2 : : : t

k

) [
f x 1 ; : : : ; x

k

g. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé

( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 ([[ B ]]I ! [[C ]]I )

Áðü ôçí Å.Õ. Ý÷ïõìå üôé

ãéá êÜèå t 2 [[B ]]I ; v [t=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[C ]]I

Ëüãù ôçò êáôÜëëçëçò åðéëïãÞò ôçò x , ï üñïò v [t=x; t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] ôáõôß-

æåôáé ìå ôïí üñï ( v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

])[ t=x ] mo dulo êÜðïéá ìåôïíïìáóßá ìåôá-

âëçôþí. Ïìùò t 2 [[B ]]I � P êáé ôï [[C ]]I åßíáé P -êïñåóìÝíï (åî' ïñéóìïý

ôçò P -êïñåóìÝíçò åñìçíåßáò) åðïìÝíùò

( �x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

]) t 2 [[C ]]I

Áñá

�x:v [t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]I ! [[C ]]I
ðïõ éóïäõíáìåß, ëüãù ôçò åðéëïãÞò ôçò x , ìå

( �x:v )[ t 1 =x 1 ; : : : ; t

k

=x

k

] 2 [[B ]]I ! [[C ]]I

Ï.Å.Ä.

Èåþñçìá 5.4.5 Åóô ù ; 6= P � � ê áé Ý óô ù ü ôé ôï P åß íáé P -êïñå óìÝ íï ê áé

éê áíïð ïéåß ôéò õ ð ïèÝ óåéò ôï õ ËÞì ì áôïò 5.4.3. Á í

x 1 : A 1 ; : : : ; x

k

: A

k

`
D

u : A

åß íáé ìßá ôõ ð ïð ïßçóç ôï õ u óôï ó ýóôçì á D , ôü ôå u 2 P .

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ôá ÂÞìáôá 1, 2 êáé 3 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá

åðÜñêåéáò êáé ôï ËÞììá 5.4.3.

Ï.Å.Ä.

Áñá, ïé óõíèÞêåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá íá áðïäåéêíýåôáé ôï ðñïçãïýìåíï

èåþñçìá åßíáé ïé åîÞò:

P1. t 1 ; : : : ; t

n

2 P ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ( n � 0),

P2

+
. ôï P åßíáé P -êïñåóìÝíï,

P3. ( t ) x 2 P ) t 2 P (óõíèÞêç åöáñìïãÞò ìåôáâëçôÞò).
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ÐáñáôÞñçóç 5.4.6 Ìßá åíäéáöÝñïõóá ðáñáëëáãÞ áõôÞò ôçò ìåèüäïõ (ãéá ôéò

P -êïñåóìÝíåò éäéüôçôåò) èá Þôáí íá ôçí óõíäõÜóïõìå ìå ôçí ìÝèïäï ãéá ôéò � -

êëåéóôÝò éäéüôçôåò. Á í ïñßóïõìå ôçí P -êïñåóìÝíç åñìçíåßá åíóùìáôþíïíôáò

óôïí ïñéóìü ôçò ôï ÂÞìá 3 (üðùò óôéò P -åñìçíåßåò) äçë.

[[B ! C ]]PI =
�

[[B ]]PI ! [[C ]]PI
� \

P

ôüôå ç óõíèÞêç P3 á÷ñçóôåýåôáé êáé óôç èÝóç ôçò ÷ñåéáæüìáóôå ôçí óõí-

èÞêç P3

+
ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé ôï èåþñçìá ôçò åðÜñêåéáò (üðùò ãéá ôéò P -

åñìçíåßåò). Åôóé ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå Ýíá èåþñçìá áíôßóôïé÷ï ôïõ ÈåùñÞìá-

ôïò 5.4.5 ìå ôç äéáöïñÜ üôé ïé óõíèÞêåò ðïõ áðáéôïýíôáé ôþñá åßíáé ïé åîÞò

(âë. åðßóçò [GKL01 ]) :

P1. t 1 ; : : : ; t

n

2 P ) ( x ) t 1 : : : t

n

2 P ( n � 0),

P2

+
. ôï P åßíáé P -êïñåóìÝíï,

P3

+
. v 2 P ) �x:v 2 P .

Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé, mo dulo '
�

-éóïäõíáìßá, éóïäýíáìåò ìå ôéò ðñïç-

ãïýìåíåò (âë. ÐáñáôÞñçóç 5.3.8(i)).

5.4.1 Éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç

Ïñßæïõìå ôçí éäéüôçôá SN ùò åîÞò:

t 2 SN
ïñ

() äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç áíáãùãÞ ôïõ t

ËÞììá 5.4.7 Ç éäé ü ôç ô á SN éê áíïð ïéåß ôéò ó õ íèÞêåò P1, P2

+
, P3 (ê áé

P3

+
).

Áðüäåéîç: (P1) Åóôù t 1 ; : : : ; t

n

2 SN êáé Ýóôù üôé õðÜñ÷åé ìßá Üðåéñç áíá-

ãùãÞ ôïõ ( x ) t 1 : : : t

n

ôçò ìïñöÞò

( x ) t 1 : : : t

n

�!
�

( x ) t

0
1 : : : t

0
n

�!
�

( x ) t

00
1 : : : t

00
n

�!
�

: : :

üðïõ t

( k )
i

�!
�

t

( k +1)
i

Þ t

( k )
i

= t

( k +1)
i

, ãéá êÜèå i 2 f 1; : : : ; n g êáé êÜèå k . Ôüôå

üìùò ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò üñïò t

i 0 ( i 0 2 f 1; : : : ; n g) èá Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ

t

i 0

��!
�

t

0
i 0

��!
�

t

00
i 0

��!
�

: : :
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ðïõ åßíáé Üôïðï ( t

i 0 2 SN ) .

(P2

+
) Èá äåßîïõìå üôé áí t 2 SN êáé ( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 SN ôüôå

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 SN , ìå åðáãùãÞ óôï Üèñ ïéóì á N ( t ) + N (( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

)
üðïõ N ( v )

ïñ

== \ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí êáíïíéêïðïéÞóåùí ôïõ v ".

7

Èåùñïýìå üëïõò ôïõò üñïõò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü Ýíá âÞìá áíáãùãÞò ôïõ

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

êáé áñêåß íá äåßîïõìå üôé åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïé (âë.

Ó÷Þìá 5.4). Äéáêñßíïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

��������������)

�
�

�
��	

@
@

@
@@R

P P P P P P P P P P P P PPq

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

( �x:u

0) tt 1 : : : t

n

( �x:u ) t : : : t

0
i

: : : ( �x:u ) t

0
t 1 : : : t

n

� � � �

Ó÷Þìá 5.4: ( �x:u ) tt 1 : : : t

n

2 SN

(1) Á í

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
�

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

ôüôå

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

2 SN

áð' ôçí õðüèåóç.

(2) Á í

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
�

( �x:u

0) tt 1 : : : t

n

üðïõ u �!
�

u

0
, ôüôå

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

�!
�

( u

0[t=x ]) t 1 : : : t

n

ÅðïìÝíùò ( u

0[t=x ]) t 1 : : : t

n

2 SN êáé

N (( u

0[t=x ]) t 1 : : : t

n

) < N (( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

)

Áðü ôçí Å.Õ.,

( �x:u

0) tt 1 : : : t

n

2 SN

7

Á í ï v åßíáé éó÷õñÜ êáíïíéêïðïéÞóéìïò ôüôå ó÷çìáôßæïíôáò ôï äÝíôñï ôùí êáíïíéêï-

ðïéÞóåùí ôïõ v ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé Ýíá äÝíôñï ðåðåñáóìÝíùí äéáêëáäþóåùí ÷ùñßò Üðåéñï

êëÜäï. Áðü ôï ËÞì ì á ôï õ K• onig ôï äÝíôñï áõôü åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé åðïìÝíùò ôï ðëÞ-

èïò ôùí êáíïíéêïðïéÞóåùí ôïõ v åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Áñá, áí v 2 SN ôüôå ï N ( v ) åßíáé

ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò.
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(3) Á í

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
�

( �x:u ) t : : : t

0
i

: : :

üðïõ t

i

�!
�

t

0
i

ãéá êÜðïéï i , ôüôå

( u [t=x ]) : : : t

i

: : : �!
�

( u [t=x ]) : : : t

0
i

: : :

ÅðïìÝíùò ( u [t=x ]) : : : t

0
i

: : : 2 SN êáé

Í (( u [t=x ]) : : : t

0
i

: : : ) < N (( u [t=x ]) : : : t

i

: : : )

Áðü ôçí Å.Õ.,

( �x:u ) t : : : t

0
i

: : : 2 SN

(4) Á í

( �x:u ) tt 1 : : : t

n

�!
�

( �x:u ) t

0
t 1 : : : t

n

üðïõ t �!
�

t

0
, ôüôå t

0 2 SN , N ( t

0) < N ( t ) êáé

( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

��!
�

( u [t

0
=x ]) t 1 : : : t

n

ÅðïìÝíùò ( u [t

0
=x ]) t 1 : : : t

n

2 SN êáé

N (( u [t

0
=x ]) t 1 : : : t

n

)
�

= N (( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

) áí x 62FV ( u )
< N (( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

) áí x 2 FV ( u )

äçë.

N (( u [t

0
=x ]) t 1 : : : t

n

) � N (( u [t=x ]) t 1 : : : t

n

)

êáé Üñá, áðü ôçí Å.Õ.,

( �x:u ) t

0
t 1 : : : t

n

2 SN

(P3) Åóôù ( t ) x 2 SN . Á í ï t Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ

t �!
�

t 1 �!
�

: : : �!
�

t

n

�!
�

: : :

ôüôå ç áíáãùãÞ

( t ) x �!
�

( t 1) x �!
�

: : : �!
�

( t

n

) x �!
�

: : :

èá åßíáé Üðåéñç áíáãùãÞ ôïõ ( t ) x 2 SN , Üôïðï.

(P3

+
) Åóôù v 2 SN . Á í ï �x:v Ý÷åé ìßá Üðåéñç áíáãùãÞ áõôÞ èá åßíáé

ôçò ìïñöÞò

�x:v �!
�

�x:v 1 �!
�

: : : �!
�

�x:v

n

�!
�

: : :

ïðüôå ç áíáãùãÞ

v �!
�

v 1 �!
�

: : : �!
�

v

n

�!
�

: : :

èá åßíáé Üðåéñç áíáãùãÞ ôïõ v 2 SN , Üôïðï.

Ï.Å.Ä.
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Èåþñçìá 5.4.8 (éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò) Ê Üèå üñ ïò ð ï õ ôõ ð ïð ïéåßô áé

óôï ó ýóôçì á D åß íáé éó÷õñ Ü ê áíï í éêïð ïéÞóéì ïò.

Áðüäåéîç: Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáé ôï Èåþñçìá 5.4.5 (Þ ôçí áíôß-

óôïé÷ç ðáñáëëáãÞ ôïõ) èÝôïíôáò P = SN .

Ï.Å.Ä.
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ÊåöÜëáéï 6

ÓõìðåñÜóìáôá

the typed theory is the more

general one, and the prior one

Dana Scott [Sco80, óåë. 421]

Óôçí äéáôñéâÞ áõôÞ ðáñïõóéÜóáìå, óå Ýíá å íïð ïéçìÝ íï ðë áßóé ï ìå ôç ìÝ-

è ïäï ôçò áíáã ùã éêü ôç ô áò , áðïäåßîåéò éäéïôÞôùí ôïõ � -ëïãéóìïý ìå ôýðïõò

ôïìÞò. Ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá ðáñïõóéÜóôçêáí ôá áðïôåëÝóìáôá åßíáé ç ßäéá

ó÷åäüí ìå ôçí ÷ñïíéêÞ óåéñÜ ðïõ ôá ìåëåôÞóáìå êáé ôá åñåõíÞóáìå [KS97,

KS99a , KS99b, KS00].

Áñ÷éêÜ áðïäåßîáìå ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser ãéá ôï óýóôçìá D ìå ôý-

ðïõò ôïìÞò. Ç áðüäåéîç Ýãéíå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝè ïäï ôçò áíáã ùã éêü ôç-

ô áò üðùò ôçí ÷ñçóéìïðïéåß ï J.-L. Krivine [Kri90 ] ãéá íá áðïäåßîåé èåùñÞìáôá

êáíïíéêïðïßçóçò, ÷ùñßò üìùò íá áíáëýóïõìå ðåñáéôÝñù áõôÞí ôçí ìÝèïäï.

1

Óôç óõíÝ÷åéá ìå ìßá êáôÜëëçëç åìöýôåõóç ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý óôïí

� -ëïãéóìü ìå ôýðïõò ôïìÞò áðïäåßîáìå ôï Èåþñçìá Ch urc h-Rosser ãéá ôïí

êáèáñü � -ëïãéóìü. Óôçí áðüäåéîç áõôÞ ôï êýñéï âÜñïò Ýðåóå óôçí ìåëÝôç, ôçí

êáôáíüçóç êáé ôçí áíÜëõóç ôïõ ìç÷áíéóìïý ôçò � -áíáãùãÞò ìå ôç âïÞèåéá

åíüò êëáóéêïý èåùñÞìáôïò ôïõ � -ëïãéóìïý, ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí ðåðåñáóìÝ-

íùí áíáðôýîåùí.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò Ch urc h-Rosser ãßíåôáé ôï Ýíáõóìá ãéá ôçí

÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áíáãùãéêüôçôáò óå áðïäåßîåéò ãåíéêþí éäéïôÞôùí ôïõ

� -ëïãéóìïý. Á õôÞí ôçí êáôåýèõíóç Ýñåõíáò åíéó÷ýåé êáé ç áíùôÝñù ñÞóç

ôïõ Dana Scott. Ç èåùñßá ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý áðïôåëåß \åéäéêü ìÝñïò"

(\sp ecial part") ôïõ � -ëïãéóìïý ìå ôýðïõò. Åôóé ç áðüäåéîç ìßáò éäé ü ôç ô áò

1

Åßíáé Üîéï áðïñßáò ôï ãåãïíüò üôé óôï [Kri90 ] ð ï õèå íÜ äåí áíáöÝñåôáé ï üñïò \áíáãù-

ãéêüôçôá".

91
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ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý ð ñÝðåé ð ñ þ ô á íá ðåñ Üóåé áðü ôçí äïêéì áóßá ôï õ � -ë ï ã éóì ï ý

ìå ôý ð ï õò ê áé å í ó õ íå÷åßá íá åî åéäéêåõèåß óôï í ê áèáñ ü � -ë ï ã éóì ü .

Ç ìÝèïäïò ôçò áíáãùãéêüôçôáò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôï ðáñåëèüí, ùò åðß ôï

ðëåßóôïí, óå óõóôÞìáôá ôýðùí �a la Ch urc h. Ç áíÜãêç íá êáôáíïÞóïõìå ôçí

ìÝèïäï þóôå íá ôçí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôá óõóôÞìáôá ôýðùí ôïìÞò, ôá ïðïßá

åßíáé óõóôÞìáôá �a la Curry , ìáò ïäÞãçóå óå ìßá óõãêñéôéêÞ ìåëÝôç áõôþí ôùí

äýï öïñìáëéóìþí ôõðïðïßçóçò, ãéá áðëïýò ôýðïõò, ôçí ïðïßá ðáñïõóéÜóáìå

óôï ÊåöÜëáéï 3. Ç äõéêüôçôá áõôþí ôùí óõóôçìÜôùí êáé ç óçìáóßá ðïõ áõôÞ

Ý÷åé åßíáé áíôéêåßìåíï ìåëëïíôéêÞò Ýñåõíáò. Á íáðÜíôçôá åñùôÞìáôá åðßóçò

áíáêýðôïõí ãéá ôç ó÷Ýóç ôïõò ìå óõóôÞìáôá áíþôåñïõ âáèìïý (ð.÷. óýóôçìá

F ; F ! ).

Ôï åíïðïéçìÝíï ðëáßóéï áðïäåßîåùí ìå ôç ìÝèïäï ôçò áíáãùãéêüôçôáò

ìåëåôÞèçêå äéåîïäéêÜ êáé äéáêñßíáìå ôéò éäéüôçôåò, áíÜëïãá ìå ôéò óõíèÞêåò

ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ãéá íá áðïäåéêíýïíôáé ìå ôçí åí ëüãù ìÝèïäï.

ÅîåôÜæïíôáò ôá âÞìáôá Â1, Â2 êáé Â3 ôá ïðïßá áêïëïõèïýí ïé áðïäåßîåéò

áíáãùãéêüôçôáò êáé ôéò åîáñôÞóåéò ìåôáîý áõôþí ôùí âçìÜôùí îå÷ùñßóáìå

ôéò åñìçíåßåò ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå êÜèå ðåñßðôùóç êáèþò êáé ôéò

éê áíÝò ó õ íèÞêåò ôùí éäéïôÞôùí. Óôï Ó÷Þìá 6.1 ðïõ áêïëïõèåß êáôáãñÜöïíôáé

ïé äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò.

Á õôÞ ç Ýñåõíá åîåëßóóåé êáé äéåõñýíåé ôï ãåíéêüôåñï ðëáßóéï (pro ject) ôùí

áðïäåßîåùí éäéïôÞôùí ôïõ êáèáñïý � -ëïãéóìïý äéá ìÝóïõ ôïõ � -ëïãéóìïý ìå

ôýðïõò. Á õôÞ åßíáé êáé ç êõñéüôåñç óõíåéóöïñÜ ôçò, ãéá ôï ðáñüí. Óôï ìÝëëïí

üìùò ÷ñåéÜæåôáé íá ìåëåôçèïýí ïé áðïäåßîåéò êáé Üëëùí éäéïôÞôùí üðùò åðßóçò

êáé íá äéåñåõíçèïýí ãéá ôçí êÜèå ðåñßðôùóç ïé êáôÜëëçëåò åìöõôåýóåéò ôïõ

êáèáñïý � -ëïãéóìïý óôï � -ëïãéóìü ìå ôýðïõò.
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ÊëåéóôÞ ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ P
(åñìçíåßá [[ ]]I ôïõ D 
 )

P1

� =) B1

P2 =) B2

P3 =) B3  � B1

ÊëåéóôÞ ùò ðñïò ìåôáâëçôÞ P
(åñìçíåßá [[ ]]I ôïõ D 
 )

P1 =) B1  � B3

P2 =) B2

P3 =) B3  � B1

� -êëåéóôÞ P
( P -åñìçíåßá [[ ]]PI ôïõ D )

P1 =) B1  � B3

P2, P3

+ =) B2  � B1, B3

B3

P -êïñåóìÝíç P
( P -êïñåóìÝíç åñìçíåßá [[ ]]I ôïõ D )

P1 =) B1  � B3

P2

+ =) B2  � B3

P3 =) B3  � B1

Ó÷Þìá 6.1: ÓõíèÞêåò êáé åñìçíåßåò óôçí áíáãùãéêüôçôá
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� Ãéáííçò Ìïó÷ïâáêçò (êáèçãçôçò ÅÊÐÁ, Ôì. Ìáèçìáôéêùí)

� Ìé÷áëçò Ìõôéëçíáéïò (áíáðë. êáèçãçôçò ÏÐÁ, Ôì. Ðëçñïöïñéêçò)

� Áëåîçò Ðáðáéùáííïõ (åðéê. êáèçãçôçò ÅÌÐ, ÔÅÌÖÅ)
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Ãéùñãïò Óôáõñéíïò

Êïíéôóçò 25

15125 Ìáñïõóé
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email: g.sta vrinos@math.n tua.gr


