
Μαρκοβιανές Αλυσίδες

Στοχαστική Ανέλιξη είναι μια συλλογή τ.μ. Ο
χώρος Τ (συνήθως είναι χρόνος) μπορεί να είναι είτε
διακριτός είτε συνεχής και καλείται παραμετρικός χώρος.
Το σύνολο των δυνατών τιμών των τ.μ. συμβολίζεται
συνήθως με S και καλείται χώρος καταστάσεων (state
space). O χώρος καταστάσεων μπορεί να είναι επίσης
διακριτός είτε συνεχής. Μαρκοβιανή Ανέλιξη είναι μια
στοχαστική ανέλιξη στην οποία από όλο το “παρελθόν” της
μόνο η πιο πρόσφατη κατάσταση καθορίζει το “μέλλον”,
δηλαδή:
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Έστω ο S διακριτός (ότι θα πούμε γενικεύεται και σε
περίπτωση που είναι συνεχής).



Παράδειγμα

 Έστω ένα αντικείμενο που κινείται στο χώρο

{...,-2,-1,0,1,2,...}, ξεκινώντας από το 0. Aν το χρόνο

t είναι στη θέση i τότε με πιθανότητα p2 μένει στην ίδια

θέση, με πιθανότητα p3 πηγαίνει στη θέση (i+1) και με

πιθανότητα p1 πηγαίνει στη θέση (i-1), όπου

p1+p2+p3=1. Οι παραπάνω διαδικασία είναι προφανώς

μια Μαρκοβιανή Αλυσίδα (και καλείται τυχαίος

περίπατος), και οι πιθανότητες p1 ,p2 , p3 καλούνται

πιθανότητες μετάβασης.



Ιδιότητες

 Μη Υποβιβάσιμη (Irreducible). Μια Μαρκοβιανή
αλυσίδα ονομάζεται μη υποβιβάσιμη αν ανεξαρτήτως
της κατάστασης που ξεκινάει θα επισκεφτεί κάθε
άλλη κατάσταση σε πεπερασμένο αριθμό
επαναλήψεων με θετική πιθανότητα.

 Απεριοδική (Aperiodic). Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα
ονομάζεται απεριοδική όταν δεν υπάρχει ακέραιος
d>1:

 Γνήσια Επαναληπτική (Positive Recurrent). Μια
Μαρκοβιανή αλυσίδα ονομάζεται γνήσια
επαναληπτική όταν για κάθε κατάσταση i από την
οποία ξεκινά η αλυσίδα, επανέρχεται σε αυτή με
πιθανότητα 1 σε πεπερασμένο αναμενόμενο χρόνο.
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Ιδιότητες

 Στο προηγούμενο παράδειγμα η αλυσίδα
είναι μη υποβιβάσιμη και απεριοδική, αλλά
μπορεί να μην είναι γνήσια επαναληπτική
(γιατί ο χώρος καταστάσεων δεν είναι
φραγμένος, οπότε μπορεί να περιμένεις
για πάντα μέχρι να επιστρέψεις από εκεί
που άρχισες). Αν S = {-k...,-2,-
1,0,1,2,...k}, κρατώντας τις ίδιες
πιθανότητες μετάβασης, και απλά
απορρίπτοντας κάθε κίνηση εκτός του S,
τότε η αλυσίδα είναι και γνήσια
επαναληπτική.



Παράδειγμα
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Παράδειγμα

 Παρατηρούμε ότι η κατανομή των επισκέψεων της

αλυσίδας συγκλίνει σε κάτι που μοιάζει με ομοιόμορφη

με εξαίρεση τις καταστάσεις -5,+5. Αν συμβολίσουμε με

q1 την οριακή πιθανότητα της επίσκεψης των

καταστάσεων {-4,..,+4} και με q2 την οριακή

πιθανότητα της επίσκεψης των καταστάσεων -5,+5,

τότε λόγω συμμετρίας μπορούμε να υποθέσουμε ότι

9 q1 + 2 q2 =1 και q1 = 3/2 q2 , από όπου καταλήγουμε

στο ότι (q1, q2) = (3/31,2/31) ≈ (0.096774,

0.0645516). Οι αντίστοιχες εμπειρικές πιθανότητες είναι



Παράδειγμα

 Μπορείτε εύκολα να διαπιστώσετε ότι ξεκινώντας από άλλη
κατάσταση η οριακή κατανομή δεν αλλάζει. Αντίθετα αν αλλάξετε
τις πιθανότητες μετάβασης το αποτέλεσμα είναι διαφορετικό.



Στάσιμη Κατανομή 

 Μια γνήσια επαναληπτική και απεριοδική
αλυσίδα καλείται εργοδική (ergodic). Κάθε
εργοδική αλυσίδα έχει μια μοναδική στάσιμη
κατανομή π (stationary, equilibrium):
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Η στάσιμη κατανομή χαρακτηρίζει πλήρως την συμπεριφορά όπου
η αλυσίδα θα αποκτήσει τελικά, αφού έχει τρέξει για αρκετό
διάστημα, ανεξαρτήτως της αρχικής της κατάστασης.



Metropolis et al (1953)

 Έστω παράμετρος θ        και y τα δεδομένα. 

 ΙΔΕΑ: Προσομοίωσε τιμές από την          

δημιουργώντας μια Μαρκοβιανή Αλυσίδα με 

τις ακόλουθες ιδιότητες:

 Χώρο καταστάσεων    .

 Στάσιμη κατανομή

 Το           να εμφανίζεται στους υπολογισμούς 

μόνο υπό μορφή πηλίκου   
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Εργοδικό Θεώρημα

 Αν η Μαρκοβιανή Αλυσίδα είναι εργοδική με
στάσιμη κατανομή π και f είναι μια
οποιαδήποτε πραγματική συνάρτηση με
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Με άλλα λόγια αν η είναι η στάσιμη κατανομή της
αλυσίδας, τότε μπορείς να μάθεις πληροφορίες όπως ο εκ των
υστέρων μέσος ή τυπική απόκλιση απλά περιμένοντας να
επιτευχθεί η στασιμότητα (να έχει συγκλίνει η αλυσίδα). Εν
συνεχεία απλά καταγράφεις τις τιμές μετά από αυτό το χρονικό
διάστημα.
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Ερωτήματα

 Πόσο πρέπει να περιμένεις για να επιτευχθεί η
στασιμότητα;

 Πόσο μεγάλο πρέπει να είναι το m (μετά την
στασιμότητα για πόσο πρέπει να τρέξεις την αλυσίδα
σου);

 Από που να ξεκινήσεις;

 Απαντήσεις: Συνήθως ξεκινάμε από μια λογική τιμή και
τρέχουμε την αλυσίδα για b επαναλήψεις (burn in
period) μέχρις ότου επιτευχθεί η στασιμότητα. Εν
συνεχεία πετάμε τις b αυτές τιμές και τρέχουμε την
αλυσίδα για m ακόμα επαναλήψεις καταγράφοντας τις
τιμές. Για να βεβαιωθούμε για όλα τα παραπάνω
χρησιμοποιούμε διαγνωστικούς ελέγχους (MCMC
diagnostics).


