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1 Εισαγωγή

1.1 Ιστορική Αναδροµή και Σηµασία του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της ΄Αλγεβρας

1.1.1 Ορισµός του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας (Θ.Θ.Α.) αποτελεί έναν από τους κεντρικούς άξονες
που συνδέουν την ΄Αλγεβρα µε την Ανάλυση και την Τοπολογία. Η κλασική του διατύπωση
είναι η εξής :

Θεώρηµα. Κάθε µη σταθερό πολυώνυµο f (z) ∈ C[z] µε µιγαδικούς συντελεστές έχει του-
λάχιστον µία ϱίζα στο σώµα των µιγαδικών αριθµών C.

΄Αµεσο πόρισµα και ισοδύναµη διατύπωση του ϑεωρήµατος αποτελεί το γεγονός ότι κάθε
πολυώνυµο f (z) ϐαθµού n ≥ 1 παραγοντοποιείται πλήρως σε γινόµενο n γραµµικών
παραγόντων στο C:

f (z) = a
n∏

k=1

(z − αk), αk ∈ C.

1.1.2 Η Ιστορία του Προβλήµατος και οι Πρώτες Αποδείξεις

Η ιστορία της αναζήτησης ϱιζών είναι πανάρχαια, ξεκινώντας από τους Βαβυλώνιους (1600
π.Χ.) που επέλυαν δευτεροβάθµιες εξισώσεις σε πήλινες πλακέτες. Ωστόσο, η αυστηρή
διατύπωση για την ύπαρξη ϱιζών σε κάθε πολυώνυµο άργησε πολλούς αιώνες.

• d’Alembert (1746): Ο Jean le Rond d’Alembert δηµοσίευσε την πρώτη σοβαρή
προσπάθεια απόδειξης. Η προσέγγισή του ϐασιζόταν στην ιδέα ότι αν η τιµή |f (z)| δεν
είναι µηδέν, τότε µπορεί πάντα να ϐρεθεί ένα z′ τέτοιο ώστε |f (z′)| < |f (z)|. Παρόλο
που η λογική του ήταν σωστή, η απόδειξη ϑεωρήθηκε ατελής γιατί στηρίχθηκε σε
λήµµατα (όπως το λήµµα του d’Alembert) που δεν είχαν αποδειχθεί πλήρως µε τα
εργαλεία της εποχής.

• Gauss (1799): Ο Carl Friedrich Gauss, στη διδακτορική του διατριβή, άσκησε
κριτική στον d’Alembert και παρουσίασε τη δική του απόδειξη, η οποία ήταν γεω-
µετρικής ϕύσεως. Παρόλο που και αυτή η απόδειξη ϑεωρήθηκε αργότερα ότι είχε
κάποια τοπολογικά «κενά» (ως προς τη συνέχεια των καµπυλών στο επίπεδο), ο Gauss
επανήλθε µε άλλες τρεις αποδείξεις κατά τη διάρκεια της Ϲωής του, µε την τελευταία
(1849) να είναι η πιο ώριµη.

1.1.3 Η Σηµασία του Θεωρήµατος στα Μαθηµατικά

Από αλγεβρική σκοπιά, το Θ.Θ.Α. δεν είναι απλώς ένα ϑεώρηµα για τις ϱίζες των εξισώσεων,
αλλά µια δήλωση για την πληρότητα του συστήµατος των µιγαδικών αριθµών.

1. Αλγεβρικά Κλειστό Σώµα: Το Θ.Θ.Α. εκφράζει την ιδιότητα ότι το C είναι αλγε-
ϐρικά κλειστό. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχουν γνήσιες πεπερασµένες αλγεβρικές
επεκτάσεις του C. Κάθε στοιχείο στο C είναι αλγεβρικό.
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2. Γέφυρα µεταξύ Πεδίων: Αν και το όνοµα του ϑεωρήµατος είναι της ΄Αλγεβρας, όλες
οι αυστηρές αποδείξεις απαιτούν αναπόφευκτα κάποιο στοιχείο Ανάλυσης (όπως η
συνέχεια ή το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής) ή Τοπολογίας.

3. Χρήση Θεωρίας Galois: Στη σύγχρονη ΄Αλγεβρα, το Θ.Θ.Α. αποδεικνύεται µέσω
του ελέγχου των οµάδων Galois. Αντί να ψάχνουµε τη ϱίζα, δείχνουµε ότι η δοµή
των 2-οµάδων και οι ιδιότητες του R (όπως οι ϱίζες περιττού ϐαθµού) απαγορεύουν
στο C να έχει οποιαδήποτε επέκταση ϐαθµού µεγαλύτερου του 1.

΄Οπως αναφέρουν οι Edwards (1984) και Dummit & Foote (2004), η χρήση της Θεωρίας
Galois για την απόδειξη του Θ.Θ.Α. αποτελεί µια από τις πιο κοµψές εφαρµογές της
µαθηµατικής ϑεωρίας, καθώς µετατρέπει ένα πρόβληµα ύπαρξης σε πρόβληµα δοµής
οµάδων.

1.2 Επισκόπηση των ∆ιαφορετικών Αποδείξεων

1.2.1 Σκοπός της ενότητας και κύριες κατηγορίες προσεγγίσεων

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας (Θ.Θ.Α.) έχει ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό : ε-
νώ διατυπώνεται αλγεβρικά (ύπαρξη ϱιζών πολυωνύµων), οι πιο κλασικές αποδείξεις του
αξιοποιούν αναλυτικές ή τοπολογικές ιδιότητες του µιγαδικού επιπέδου.

Η παρούσα ενότητα δεν στοχεύει να παραθέσει πλήρεις αποδείξεις, αλλά να παρουσιάσει
(i) τις ϐασικές οικογένειες αποδείξεων, (ii) τη µεθοδολογική επιλογή της εργασίας να
αναπτύξει µια δοµική και αλγεβρική προσέγγιση µέσω Θεωρίας Galois, η οποία συνδέεται
οργανικά µε τα επόµενα κεφάλαια.

Σε γενικές γραµµές, οι αποδείξεις µπορούν να οµαδοποιηθούν στις εξής κατηγορίες :

• Αναλυτικές αποδείξεις (ολόµορφες συναρτήσεις, Liouville, αρχές µεγίστου και
ελαχίστου).

• Τοπολογικές/γεωµετρικές αποδείξεις (αριθµός περιελίξεων, Αρχή Επιχειρήµα-
τος, Rouché).

• Αλγεβρικές/δοµικές προσεγγίσεις (σώµατα, επεκτάσεις, οµάδες Galois και εργα-
λεία ϑεωρίας οµάδων).

Σχόλιο.Η ολοκληρωµένη και αυστηρή διατύπωση της αλγεβρικής απόδειξης (µέσω της
ϑεωρίας Galois) αποδίδεται ιστορικά στον Emil Artin (γύρω στο 1940). Ο Emil Artin ήταν
ο πρώτος που έδειξε ότι το Θ.Θ.Α. είναι στην πραγµατικότητα µια ιδιότητα των Πραγµατικά
Κλειστών Σωµάτων, αποσυνδέοντάς το από την ανάγκη για µιγαδικά ολοκληρώµατα και
σειρές.

1.2.2 Αναλυτικές αποδείξεις : Θεώρηµα Liouville και ελάχιστο του |p|

Μια από τις πιο κλασσικές αναλυτικές αποδείξεις στηρίζεται στο Θεώρηµα Liouville,
σύµφωνα µε το οποίο κάθε ϕραγµένη ολόµορφη συνάρτηση στο C είναι σταθερή. ΄Εστω
p(z) ∈ C[z] µη σταθερό πολυώνυµο. Αν υποθέσουµε ότι το p δεν έχει ϱίζα στο C, τότε η
συνάρτηση

f (z) =
1

p(z)
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είναι ολόµορφη σε όλο το C. Επιπλέον, από τη συµπεριφορά πολυωνύµων στο άπειρο
προκύπτει ότι |p(z)| → ∞ όταν |z| → ∞, άρα |f (z)| = |1/p(z)| → 0 όταν |z| → ∞. Συνεπώς,
η f είναι ϕραγµένη στο C. Το ϑεώρηµα Liouville δίνει ότι η f είναι σταθερή, οπότε και το
p ϑα ήταν σταθερό, άτοπο. ΄Αρα το p έχει ϱίζα στο C.

Στενά συνδεδεµένη είναι η απόδειξη µέσω του ελαχίστου της |p(z)|. Επειδή |p(z)| → ∞
όταν |z| → ∞, υπάρχει R > 0 τέτοιο ώστε έξω από τον δίσκο |z| ≤ R να ισχύει |p(z)| πολύ
µεγάλο. Η συνάρτηση |p(z)| είναι συνεχής και, άρα, λαµβάνει ελάχιστη τιµή στον συµπαγή
δίσκο D(0, R). Αν το ελάχιστο σηµείο z0 ικανοποιούσε p(z0) , 0, τότε η τοπική µορφή
των ολόµορφων συναρτήσεων (π.χ. ανάπτυγµα Taylor και µη εκφυλισµός του πρώτου µη
µηδενικού όρου) επιτρέπει να ϐρεθούν σηµεία κοντά στο z0 όπου το |p| είναι µικρότερο,
αντίφαση. Συνεπώς το ελάχιστο της |p| είναι 0, άρα p(z0) = 0 για κάποιο z0 ∈ C.

Σχόλιο. Το πλεονέκτηµα αυτών των αποδείξεων είναι ότι χρησιµοποιούν λίγα αλλά ισχυ-
ϱά εργαλεία της µιγαδικής ανάλυσης και έχουν καθαρή λογική.

1.2.3 Τοπολογικές/γεωµετρικές αποδείξεις : Αρχή Επιχειρήµατος και Θεώρηµα
Rouché

Μια δεύτερη ϑεµελιώδης οικογένεια αποδείξεων αξιοποιεί τοπολογικές έννοιες στο µιγα-
δικό επίπεδο, κυρίως τον αριθµό περιελίξεων και την Αρχή Επιχειρήµατος. Η ϐασική
ιδέα είναι ότι, για µεγάλα R > 0, το πολυώνυµο

p(z) = anzn + an−1zn−1 + · · · + a0

καθορίζεται πάνω στον κύκλο |z| = R από τον κύριο όρο anzn. Εποµένως, καθώς το z
διατρέχει τον κύκλο Reit, t ∈ [0, 2π], η εικόνα p(Reit) είναι µια κλειστή καµπύλη που
περιελίσσεται γύρω από το 0 περίπου n ϕορές. Η Αρχή Επιχειρήµατος συνδέει τον αριθµό
περιελίξεων της καµπύλης p(∂D(0, R)) γύρω από το 0 µε τον αριθµό των µηδενικών (µε
πολλαπλότητα) του p µέσα στον δίσκο D(0, R). ΄Αρα, ο αριθµός µηδενικών είναι τουλάχι-
στον 1 (και, µάλιστα, ισούται µε n µε πολλαπλότητες για κατάλληλα µεγάλο R).

΄Ενα ιδιαίτερα ευέλικτο εργαλείο της ίδιας λογικής είναι το Θεώρηµα Rouché. Αν f, g
είναι ολόµορφες σε περιοχή που περιέχει έναν απλό κλειστό κύκλο C και ισχύει

|f (z) − g(z)| < |f (z)| για κάθε z ∈ C,

τότε f και g έχουν τον ίδιο αριθµό µηδενικών (µε πολλαπλότητα) στο εσωτερικό του C.
Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα στον κύκλο |z| = R µε f (z) = anzn και g(z) = p(z), για
κατάλληλα µεγάλο R έχουµε ότι |p(z) − anzn | < |anzn | στο σύνορο, άρα p και anzn έχουν
τον ίδιο αριθµό µηδενικών µέσα στον κύκλο, δηλαδή ακριβώς n.

Σχόλιο. Οι τοπολογικές αποδείξεις δεν δίνουν µόνο ύπαρξη ϱίζας αλλά και την εξής πλη-
ϱοφορία : ο ϐαθµός του πολυωνύµου εµφανίζεται ως τάξη περιελίξεων, που αντιστοιχεί στον
αριθµό ϱιζών µε πολλαπλότητες. Αυτό καθιστά την προσέγγιση εξαιρετικά διαφωτιστική
γεωµετρικά.

1.2.4 Η αλγεβρική προσέγγιση: στρατηγική µέσω Θεωρίας Galois

Παρότι οι αναλυτικές/τοπολογικές αποδείξεις είναι οι πιο διαδεδοµένες, η παρούσα ερ-
γασία υιοθετεί µια αλγεβρική/δοµική προσέγγιση, η οποία αξιοποιεί τη Θεωρία Galois.
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Η ϐασική ιδέα είναι να µεταφραστεί το Θ.Θ.Α. σε ένα ισοδύναµο δοµικό αίτηµα για τα
σώµατα:

Το C είναι αλγεβρικά κλειστό ⇐⇒ δεν υπάρχουν γνήσιες πεπερασµένες αλγε-
ϐρικές επεκτάσεις του C.

Η ισοδυναµία αυτή είναι κεντρική στη ϑεωρία σωµάτων: αν υπήρχε πεπερασµένη αλγε-
ϐρική επέκταση K/C, τότε ϑα υπήρχε πολυώνυµο στο C[x] που δεν διασπάται στο C (και
αντιστρόφως).

Η Θεωρία Galois παρέχει οργανωµένο πλαίσιο για να µελετάµε πεπερασµένες κανονικές
επεκτάσεις µέσω της οµάδας Galois Gal(L/K), και ιδιαίτερα µέσω της αντιστοιχίας υπο-
οµάδων και ενδιάµεσων σωµάτων (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois). Στη λογική
της εργασίας, το Ϲητούµενο γίνεται : αν K είναι σώµα ανάλυσης κατάλληλου πολυωνύµου
πάνω από C, να αποδειχθεί ότι αναγκαστικά K = C.

Η στρατηγική της απόδειξης (που αναπτύσσεται αναλυτικά στο Κεφάλαιο 5) είναι να ϑε-
ωρήσουµε µια πεπερασµένη αλγεβρική επέκταση K/C και να την αναγάγουµε πάνω από
το R:

R ⊂ C ⊂ K.

΄Επειτα, εξετάζεται η οµάδα G = Gal(K/R) (σε κατάλληλη κανονική/διαχωριστική πε-
ϱίπτωση). Με χρήση εργαλείων ϑεωρίας οµάδων (ιδίως επιχειρηµάτων για 2-οµάδες και
υποοµάδες δείκτη 2) και σε συνδυασµό µε δύο ϐασικές αναλυτικές ιδιότητες που ισχύουν
στον R και στον C (ϱίζα για πολυώνυµα περιττού ϐαθµού στο R, ύπαρξη τετραγωνικής
ϱίζας για κάθε z ∈ C), οδηγούµαστε στο ότι δεν µπορεί να υπάρξει γνήσιο ενδιάµεσο σώµα
που να αντιστοιχεί σε µη τετριµµένη υποοµάδα, άρα Gal(K/C) είναι τετριµµένη και τελικά
K = C.

Σχόλιο. Η προσέγγιση αυτή είναι «αλγεβρική» ως προς τη ϐασική της µηχανική (επε-
κτάσεις σωµάτων, οµάδες Galois, αντιστοιχία υποοµάδων), αλλά ενσωµατώνει στοχευµένα
δύο αναλυτικά γεγονότα ως κρίσιµα σηµεία αποκλεισµού ενδιάµεσων σωµάτων. Αυτό ε-
ίναι συνεπές µε τη γενικότερη εικόνα του Θ.Θ.Α. ως αποτελέσµατος που ϐρίσκεται στη
διασταύρωση διαφορετικών κλάδων.

1.3 ∆οµή της Εργασίας

Η παρούσα εργασία είναι διαρθρωµένη µε τέτοιο τρόπο ώστε να οικοδοµήσει σταδιακά το
απαραίτητο ϑεωρητικό υπόβαθρο, οδηγώντας στην αλγεβρική απόδειξη του Θεµελιώδους
Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας. Η δοµή των κεφαλαίων ορίζεται ως εξής :

• Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζονται οι ϐασικές έννοιες της ϑεωρίας σωµάτων και των ε-
πεκτάσεων. Εξετάζονται οι αλγεβρικές επεκτάσεις, τα σώµατα ανάλυσης πολυωνύµων
και οι έννοιες της κανονικότητας και της διαχωρισιµότητας, οι οποίες αποτελούν τους
πυλώνες για τη µετάβαση στη ϑεωρία Galois.

• Το Κεφάλαιο 3 είναι αφιερωµένο στη Θεωρία Galois. Αναλύεται η αντιστοιχία
Galois µεταξύ ενδιάµεσων σωµάτων και υποοµάδων της οµάδας Galois. Ιδιαίτερη
έµφαση δίνεται στις ιδιότητες των p-οµάδων (και ειδικότερα των 2-οµάδων) και στα
Θεωρήµατα Sylow, τα οποία ϑα χρησιµοποιηθούν για την ανάλυση της δοµής της
οµάδας Galois στην τελική απόδειξη.
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• Στο Κεφάλαιο 4, εξετάζονται τα αναλυτικά προαπαιτούµενα της εργασίας. Ανα-
λύονται δύο ϑεµελιώδεις ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών που ϐασίζονται στην
πληρότητα του R: η ύπαρξη ϱιζών σε πολυώνυµα περιττού ϐαθµού (µέσω του Θε-
ωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής) και η ύπαρξη τετραγωνικών ϱιζών σε κάθε µιγαδικό
αριθµό. Οι ιδιότητες αυτές αποτελούν τους αναλυτικούς περιορισµούς που ϑα επι-
ϐάλουν το τελικό αποτέλεσµα.

• το Κεφάλαιο 5 αποτελεί το κύριο µέρος της εργασίας, όπου πραγµατοποιείται η
σύνθεση όλων των προηγούµενων εργαλείων. Μέσα από έναν πύργο επεκτάσεων
πάνω από το R και τη χρήση των 2-οµάδων Sylow, αποδεικνύεται ότι κάθε µη στα-
ϑερό πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές έχει ϱίζα στο C, επιβεβαιώνοντας ότι το
σώµα των µιγαδικών αριθµών είναι αλγεβρικά κλειστό.

• Στο Κεφάλαιο 6, παρατίθενται τα συµπεράσµατα της εργασίας, ανακεφαλαιώνο-
ντας τη σηµασία της αλγεβρικής προσέγγισης και εξετάζοντας τη διασύνδεση των
διαφορετικών κλάδων των µαθηµατικών που επιστρατεύτηκαν για την επίλυση του
προβλήµατος.
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2 Θεωρία Σωµάτων και Αλγεβρικές Επεκτάσεις

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ϑέσουµε τις ϐάσεις της ϑεωρίας σωµάτων που είναι απαραίτητες για
την κατανόηση της δοµής των επεκτάσεων Galois. Η µελέτη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της ΄Αλγεβρας απαιτεί την εις ϐάθος κατανόηση του πώς κατασκευάζονται µεγαλύτερα
σώµατα από µικρότερα µέσω της προσθήκης ϱιζών πολυωνύµων.

2.1 Βασικές ΄Εννοιες της Θεωρίας Σωµάτων

Η έννοια του σώµατος αποτελεί την κεντρική αλγεβρική δοµή στην παρούσα εργασία. ΄Ε-
να σώµα είναι ουσιαστικά ένα σύνολο όπου µπορούµε να εκτελούµε τις τέσσερις ϐασικές
πράξεις της αριθµητικής (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασµό και διαίρεση µε µη µη-
δενικά στοιχεία) µε τις συνήθεις ιδιότητες.

Ορισµός 2.1.1 (∆ακτύλιος) ΄Ενα µη κενό σύνολο F εφοδιασµένο µε δύο διµελείς πράξεις,
την πρόσθεση (+) και τον πολλαπλασιασµό (·), ονοµάζεται δακτύλιος αν ικανοποιούνται
οι εξής συνθήκες :

• Η δοµή (F,+) είναι αντιµεταθετική οµάδα.

• Ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστική πράξη: a · (b · c) = (a · b) · c για κάθε
a, b, c ∈ F .

• Ισχύουν οι επιµεριστικές ιδιότητες του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση:

– a · (b + c) = a · b + a · c

– (b + c) · a = b · a + c · a

Ορισµός 2.1.2 (Σώµα) ΄Ενα σύνολο F εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές πράξεις, την
πρόσθεση (+) και τον πολλαπλασιασµό (·), ονοµάζεται σώµα αν η δοµή (F,+) είναι α-
ντιµεταθετική οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το 0, η δοµή (F ∗, ·),όπου F ∗ = (F\{0}, ·), είναι
αντιµεταθετική οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το 1, και ο πολλαπλασιασµός επιµερίζεται ως
προς την πρόσθεση.

Παράδειγµα Το Z δεν είναι σώµα, αφού το 2, για παράδειγµα, δεν έχει πολλαπλασιαστικό
αντίστροφο. Ενώ τα Q,R,C είναι σώµατα και µάλιστα άπειρων στοιχείων.

Υποσώµα ενός σώµατος λέγεται ένα υποσύνολο του σώµατος, που είναι σώµα µε τις
πράξεις που κληρονοµεί από το µεγάλο σώµα.

Ορισµός 2.1.3 (Χαρακτηριστική Σώµατος) Χαρακτηριστική ενός σώµατος F , η οποία
συµβολίζεται µε char(F), ονοµάζεται ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος n τέτοιος ώστε :

n · 1 = 1 + 1 + · · · + 1︸            ︷︷            ︸
n ϕορές

= 0

Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϑετικός ακέραιος, τότε λέµε ότι το σώµα έχει χαρακτηριστική 0
(char(F ) = 0).

Στην εργασία αυτή, εστιάζουµε σε σώµατα χαρακτηριστικής 0, όπως το σώµα των πραγµα-
τικών αριθµών R και των µιγαδικών C.
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2.2 Ο ∆ακτύλιος των Πολυωνύµων F [x]

Κάθε αλγεβρική επέκταση ξεκινά από την ανάγκη εύρεσης ϱιζών για πολυώνυµα που δεν
«σπάνε» στο αρχικό σώµα. Ο δακτύλιος όλων των πολυωνύµων µε συντελεστές από ένα
σώµα F συµβολίζεται µε F [x], και αποκτά τη δοµή δακτυλίου µε τη συνήθη πρρόσθεση
και πολλαπλασιασµό πολυωνύµων.

Ορισµός 2.2.1 (Ανάγωγο Πολυώνυµο) ΄Ενα µη σταθερό πολυώνυµο p(x) ∈ F [x] λέγεται
ανάγωγο (irreducible) πάνω από το F ή ανάγωγο πολυώνυµο στον F [x], αν δεν µπορούµε
να γράψουµε το p(x) ως γινόµενο δύο πολυωνύµων του F [x] µε ϐαθµό µικρότερο από τον
ϐαθµό του p(x).

Ο παραπάνω ορισµός να σηµειωθεί πως αφορά στην έννοια ανάγωγο πάνω από το F και
όχι απλώς στην έννοια ανάγωγο. ΄Ενα πολυώνυµο p(x) µπορεί να είναι ανάγωγο πάνω απο
το F ,αλλά να µην είναι ανάγωγο αν το ϑεωρήσουµε πάνω από ένα µεγαλύτερο σώµα K
που περιέχει το F .

Για παράδειγµα, το x2 + 1 είναι ανάγωγο στο R[x], διότι δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, αλλά
αναγώγιµο στο C[x], αφού x2 + 1 = (x − i)(x + i).

2.3 Επεκτάσεις Σωµάτων

Η µελέτη των επεκτάσεων σωµάτων αποτελεί το ϑεµέλιο της σύγχρονης αλγεβρικής ϑεω-
ϱίας αριθµών. Μια επέκταση σωµάτων µας επιτρέπει να «επεκτείνουµε» ένα σώµα K σε
ένα µεγαλύτερο σώµα L, συνήθως µε σκοπό την επίλυση εξισώσεων που δεν έχουν λύση
στο αρχικό σώµα.

Ορισµός 2.3.1 (Επέκταση σώµατος) ΄Εστω K ένα σώµα. ΄Ενα σώµα L ονοµάζεται ε-
πέκταση του K αν το K είναι υποσώµα του L. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε L/K
(διαβάζεται «το L πάνω από το K»).

΄Ετσι το R είναι µια επέκταση σώµατος του Q και το C είναι µια επέκταση σώµατος τόσο
του R όσο και του Q. ΄Οπως και στην µελέτη οµάδων, ϑα χρησιµοποιήσουµε δικτυωτά
διαγράµµατα για να απεικονίσουµε τις επεκτάσεις σωµάτων µε το µεγαλύτερο σώµα να
ϐρίσκεται στην κορυφή. Το παραπάνω παράδειγµα ϕαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα και
ϑα το ορίζουµε (χωρίς κάποιον ακριβή ορισµό) ως πύργος σωµάτων (Σχ.2.3.1).

C

R

Q

F (x, y)

F (x) F (y)

F

ΣΧΗΜΑ 2.3.1

Σχόλιο Αριστερά του σχήµατος απεικονίζεται ο πύργος σωµάτων (όπου ένα µικρότερο
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σώµα πειέχεται σε ένα µεγαλύτερο) και δεξιά του σχήµατος απεικονίζεται το «διαµάντι»
των επεκτάσεων F (όπου αναπαριστά τη σχέση µεταξύ δύο ενδιάµεσων επεκτάσεων ενός
σώµατος και της σύνθεσής τους).

Μια εξαιρετικά σηµαντική παρατήρηση είναι ότι κάθε επέκταση L ϕέρει µια δοµή διανυ-
σµατικού χώρου πάνω από το K. Οι πράξεις του διανυσµατικού χώρου είναι η πρόσθεση
των στοιχείων του L και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός
στοιχείων του L µε στοιχεία του K.

Ορισµός 2.3.2 (Βαθµός Επέκτασης) Η διάσταση του L ως διανυσµατικού χώρου πάνω
από το K ονοµάζεται ϐαθµός της επέκτασης και συµβολίζεται µε [L : K].
Αν [L : K] = n < ∞, η επέκταση ονοµάζεται πεπερασµένη(π.χ [R : C] = 2, όπως αποδει-
κνύεται και στην ενότητα 4.1.2).
Αν [L : K] = ∞, η επέκταση ονοµάζεται άπειρη (π.χ. η επέκταση R/Q,γιατί κάθε πεπερα-
σµένη επέκταση ενός αριθµήσιµου σώµατος παραµένει αριθµήσιµη).

2.3.1 Αλγεβρικά και Υπερβατικά Στοιχεία

Για κάθε στοιχείο α µιας επέκτασης L του K, το K(α) ονοµάζεται το υποσώµα του L που
παράγεται από το α πάνω από το K. ∆οµικά, το K(α) αποτελεί την ελάχιστη υποδοµή εντός
του L η οποία ενσωµατώνει το α στο αλγεβρικό πλαίσιο του K.

Ορισµός 2.3.3 ΄Ενα στοιχείο α ∈ L ονοµάζεται αλγεβρικό πάνω από το K, αν υπάρχει ένα
µη µηδενικό πολυώνυµο p(x) ∈ K[x] τέτοιο ώστε p(α) = 0. Σε αντίθετη περίπτωση, το α
ονοµάζεται υπερβατικό.

Παράδειγµα Το C είναι µια επέκταση του σώµατος του Q. Αφού το
√

2 είναι ϱίζα του
x2 − 2, το

√
2 είναι αλγεβρικό στοιχείο πάνω από το Q.

Παράδειγµα Είναι πολύ γνωστό (δεν ϑα αποδειχθεί όµως) ότι οι πραγµατικοί αριθµοί π
και e είναι υπερβατικοί πάνω από το Q. Ο e εδώ είναι η ϐάση των ϕυσικών λογαρίθµων.

Ορισµός 2.3.4 (irr(α, K)) ΄Εστω L µια επέκταση σώµατος ενός σώµατος K και α ∈ L αλ-
γεβρικό στοιχείο πάνω από το K. Το µοναδικό µονικό (µε ηγετικό στοιχείο 1) πολυώνυµο
p(x) λέγεται το ανάγωγο πολυώνυµο του α πάνω από το K και ϑα συµβολίζεται µε
irr(α, K). Ο ϐαθµός του irr(α, K) λέγεται ϐαθµός του α πάνω από το K και συµβολίζεται
µε deg(α, K).

Σχόλιο Το πολυώνυµο αυτό είναι µοναδικό γιατί, οποιοδήποτε άλλο πολυώνυµο µηδενίζει
το α, είναι αναγκαστικά πολλαπλάσιο του irr(α, K).

Παράδειγµα Προφανώς, για το irr(
√

2,Q) = x2 − 2. Επίσης, ϐλέπουµε ότι για α =√
1 +
√

3 στο R το α είναι ϱίζα του x4 − 2x2 − 2 το οποίο ανήκει στον Q[x] . Αφού το
x4 − 2x2 − 2 είναι ανάγωγο πάνω απο το Q, ισχύει ότι
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irr(
√

1 +
√

3,Q) = x4 − 2x2 − 2.

΄Αρα το
√

1 +
√

3 είναι αλγεβρικό στοιχείο ϐαθµού 4 πάνω από το Q.

2.3.2 Απλές Επεκτάσεις

Στις προηγούµενες ενότητες εξετάσαµε τις επεκτάσεις σωµάτων γενικά. Ωστόσο, η πιο «ε-
ύχρηστη» µορφή µιας επέκτασης είναι αυτή που προκύπτει από την προσθήκη ενός και
µόνο στοιχείου στο ϐασικό σώµα.

Ορισµός 2.3.5 (Απλή επέκταση) Μια επέκταση L ενός σώµατος K λέγεται απλή επέκταση
του K αν L = K(α) για κάποιο α ∈ L.

Το στοιχείο α ονοµάζεται πρωτεύον στοιχείο της επέκτασης L πάνω από το K.
Στην περίπτωση που το α είναι αλγεβρικό πάνω από το K, η δοµή του K(α) είναι πλήρως κα-
ϑορισµένη από το ανάγωγο πολυώνυµο irr(α, K). Συγκεκριµένα, αν ο ϐαθµός του irr(α, K)
είναι n, τότε : Ο ϐαθµός της επέκτασης είναι [K(α) : K] = n.Μια ϐάση του K(α) ως διανυ-
σµατικού χώρου πάνω από το K είναι το σύνολο {1, α, α2, . . . , αn−1}.

΄Ενα από τα πιο εντυπωσιακά αποτελέσµατα της ϑεωρίας σωµάτων είναι ότι οι περισσότερες
πεπερασµένες επεκτάσεις που συναντάµε είναι στην πραγµατικότητα απλές, ακόµη και
αν ϕαίνεται να δηµιουργούνται από πολλά στοιχεία (π.χ. K(α, �)).

Θεώρηµα Πρωτεύοντος Στοιχείου Κάθε πεπερασµένη και διαχωρίσιµη επέκταση (ϐλ.
ενότητα 3.2) L/K είναι απλή.

Ορισµός (Τέλειο Σώµα) ΄Ενα σώµα K ονοµάζεται τέλειο αν κάθε ανάγωγο πολυώνυµο
f (x) ∈ K[x] είναι διαχωρίσιµο.

Εφόσον κάθε σώµα χαρακτηριστικής 0 (όπως το R και το C) είναι τέλειο σώµα, όλες οι
αλγεβρικές επεκτάσεις τους είναι διαχωρίσιµες. Εποµένως, κάθε πεπερασµένη επέκταση
του R ή του Q είναι απλή.

Παράδειγµα Θεωρούµε την επέκταση L = Q(
√

2,
√

3) πάνω από το Q. Με µια πρώτη
µατιά, η επέκταση παράγεται από δύο στοιχεία. ΄Οµως, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα, υπάρχει
ένα α τέτοιο ώστε L = Q(α).
Αν επιλέξουµε α =

√
2 +
√

3, µπορούµε να αποδείξουµε ότι :

• α ∈ Q(
√

2,
√

3) (προφανές).

•
√

2,
√

3 ∈ Q(
√

2 +
√

3) (µέσω αλγεβρικών πράξεων).

Συνεπώς, Q(
√

2,
√

3) = Q(
√

2+
√

3). Το ανάγωγο πολυώνυµο του α είναι το x4 − 10x2 + 1
και ο ϐαθµός της επέκτασης είναι 4.
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Στην απόδειξη του ΘΘΑ, το Θεώρηµα Πρωτεύοντος Στοιχείου µας επιτρέπει να ισχυριστο-
ύµε ότι αν είχαµε µια πεπερασµένη επέκταση K του C, αυτή ϑα ήταν της µορφής K = C(α).
Αυτό είναι κρίσιµο, διότι αν δείξουµε ότι το ανάγωγο (ή ελάχιστο) πολυώνυµο οποιουδήπο-
τε α πάνω από το C έχει ϐαθµό 1, τότε αναγκαστικά α ∈ C, άρα K = C. Η χρήση της
Θεωρίας Galois στην απόδειξη ϐασίζεται ακριβώς στο να δείξουµε ότι η οµάδα Galois, την
οποία ϑα ορίσουµε παρακάτω, µιας τέτοιας επέκτασης είναι τετριµµένη.

2.4 Σώµατα Ανάλυσης

Στην προηγούµενη ενότητα είδαµε ότι αν έχουµε ένα ανάγωγο πολυώνυµο f (x) ∈ K[x],
µπορούµε να κατασκευάσουµε µια επέκταση που περιέχει τουλάχιστον µία ϱίζα του. Ω-
στόσο, για τη µελέτη της οµάδας Galois, χρειαζόµαστε µια επέκταση που να περιέχει όλες
τις ϱίζες του πολυωνύµου. Αυτή η ανάγκη οδηγεί στην έννοια του σώµατος ανάλυσης.

Ορισµός 2.4.1 (Σώµα ανάλυσης) ΄Εστω K ένα σώµα και f (x) ∈ K[x] ένα πολυώνυµο
ϐαθµού n ≥ 1.
Μια επέκταση L του K ονοµάζεται σώµα ανάλυσης του f (x) πάνω από το K αν ικανοποιο-
ύνται οι εξής δύο συνθήκες :

• Το πολυώνυµο f (x) αναλύεται πλήρως σε γινόµενο πρωτοβάθµιων παραγόντων στο
L[x]. ∆ηλαδή, υπάρχουν a1, a2, . . . , an ∈ L (οι ϱίζες) και c ∈ K τέτοια ώστε :

f (x) = c(x − a1)(x − a2) . . . (x − an)

• Το L παράγεται από το K και τις ϱίζες a1, . . . , an, δηλαδή L = K(a1, a2, . . . , an). Αυτό
σηµαίνει ότι το L είναι το «µικρότερο» δυνατό σώµα που περιέχει όλες τις ϱίζες.

2.4.1 ΄Υπαρξη και Μοναδικότητα

΄Ενα από τα ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα της ϑεωρίας σωµάτων (που οφείλεται στον Kronecker)
διασφαλίζει ότι για κάθε πολυώνυµο µπορούµε να ϐρούµε ένα σώµα ανάλυσης.

Θεώρηµα (΄Υπαρξη) Για κάθε σώµα K και κάθε πολυώνυµο f (x) ∈ K[x], υπάρχει ένα
σώµα ανάλυσης L του f (x) πάνω από το K.

Η ύπαρξη αποδεικνύει ότι, όσο αλγεβρικά περιορισµένο και αν είναι ένα αρχικό σώµα
K, µπορούµε πάντα να κατασκευάσουµε µια επέκταση L η οποία να συνιστά το σώµα
ανάλυσης του f (x).
Η απόδειξη είναι κατασκευαστική και επαγωγική. Βασίζεται στο Θεώρηµα του Kronecker,
το οποίο µας λέει ότι αν ένα πολυώνυµο p(x) είναι ανάγωγο στο K, ο δακτύλιος πηλίκο
K[x]/⟨p(x)⟩ είναι ένα σώµα που περιέχει τουλάχιστον µία ϱίζα του p(x).
Ξεκινάµε µε το f (x). Αν αυτό δεν διαθέτει το πλήρες σύνολο των ϱιζών του εντός του
K, προχωρούµε στην επισύναψη µίας ϱίζας, κατασκευάζοντας µια κατάλληλη επέκταση
του σώµατος. Στο νέο αυτό σώµα, το πολυώνυµο παραγοντοποιείται περαιτέρω. Επανα-
λαµβάνουµε αναδροµικά τη διαδικασία για τους εναποµείναντες παράγοντες, έως ότου το
πολυώνυµο διασπαστεί πλήρως σε γινόµενο πρωτοβάθµιων παραγόντων.
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Θεώρηµα (Μοναδικότητα) Αν L και L′ είναι δύο σώµατα ανάλυσης του ίδιου πολυω-
νύµου f (x) πάνω από το K, τότε τα L και L′ είναι ισόµορφα µεταξύ τους. Επιπλέον, ο
ισοµορφισµός αυτός αφήνει τα στοιχεία του K αµετάβλητα.

Παράδειγµα Το σώµα των Μιγαδικών: Το C είναι το σώµα ανάλυσης του x2 +1 πάνω από
το R. Περιέχει τις ϱίζες {i,−i} και C = R(i,−i) = R(i).

Η µοναδικότητα αποδεικνύει ότι, ανεξάρτητα από τη σειρά µε την οποία προσθέσαµε τις
ϱίζες ή τη µέθοδο που χρησιµοποιήσαµε, το τελικό αποτέλεσµα είναι το ίδιο έως ισοµορ-
ϕισµό.
Η απόδειξη δείχνει ότι αν έχουµε δύο σώµατα ανάλυσης L και L′ για το ίδιο πολυώνυµο,
υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση (ισοµορφισµός) που τα συνδέει, η οποία µάλι-
στα αφήνει τα στοιχεία του αρχικού σώµατος K σταθερά.
Η διαδικασία ϐασίζεται στην επέκταση των ισοµορφισµών. Αντιστοιχίζουµε µια ϱίζα α στο
L µε µια ϱίζα α′ στο L′ και δείχνουµε ότι ο ισοµορφισµός K(α) � K(α′) µπορεί να επεκτα-
ϑεί ϐήµα-ϐήµα σε ολόκληρο το σώµα L.
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3 Η Θεωρία Galois

Η Θεωρία Galois αποτελεί έναν κλάδο των Μαθηµατικών που συνδέει µεταξύ τους τη
Θεωρία Σωµάτων µε τη Θεωρία Οµάδων. Η ϑεωρία αυτή διαµορφώθηκε από τον Évariste
Galois το 1830, ο οποίος υπήρξε ο πρώτος που συνέλαβε την ιδέα ότι η επιλυσιµότη-
τα των αλγεβρικών εξισώσεων εξαρτάται από τη δοµή των οµάδων µεταθέσεων των ϱιζών
τους. Η κεντρική ϕιλοσοφία της Θεωρίας Galois είναι η σύνδεση επεκτάσεων σωµάτων
(επεκτάσεις Galois) µε την Θεωρία Οµάδων και συγκεκριµένα µε την Οµάδα Galois.
Σκοπός του Évariste Galois ήταν να µελετήσει τις µεταθέσεις των ϱιζών ενός πολυωνύµου
που διατηρούν τις αλγεβρικές σχέσεις µεταξύ τους.

3.1 Αυτοµορφισµοί και Οµάδα Galois

Η κατανόηση της δοµής µιας επέκτασης L/K επιτυγχάνεται µέσω της µελέτης των απει-
κονίσεων που διατηρούν τις πράξεις του σώµατος. Οι απεικονίσεις αυτές µας επιτρέπουν
να δούµε πώς τα στοιχεία του σώµατος «µετατίθενται» χωρίς να αλλοιώνεται η αλγεβρική
τους συµπεριφορά.

3.1.1 Οµοµορφισµοί και Ισοµορφισµοί Σωµάτων

΄Ορισµός 3.1.1 (Οµοµορφισµός) ΄Εστω L και L′ δύο σώµατα. Μια απεικόνιση σ : L → L′

ονοµάζεται οµοµορφισµός σωµάτων, αν για κάθε a, b ∈ L ισχύουν :

1. σ(a + b) = σ(a) + σ(b)

2. σ(a · b) = σ(a) · σ(b)

3. σ(1L) = 1L′

Ιδιότητες

• Κάθε οµοµορφισµός σωµάτων είναι αναγκαστικά «ένα προς ένα» (injection), καθώς ο
πυρήνας του είναι ιδεώδες του σώµατος L, και τα µόνα ιδεώδη ενός σώµατος είναι το
{0} και το ίδιο το σώµα.

• ΄Ενας οµοµορφισµός σ : L → L′ που είναι «ένα προς ένα» και επί ονοµάζεται ισο-
µορφισµός.

• Αν L = L′, τότε ο ισοµορφισµός ονοµάζεται αυτοµορφισµός του L. Το σύνολο όλων
των αυτοµορφισµών ενός σώµατος L συµβολίζεται µε Aut(L) και αποτελεί οµάδα υπό
τη σύνθεση.

Παράδειγµα ΄Εστω η επέκταση σωµάτων L = Q(
√

2) πάνω από το σώµα των ϱητών αριθµών
Q. Κάθε στοιχείο του L έχει τη µοναδική µορφή a + b

√
2, όπου a, b ∈ Q. Ορίζουµε την

απεικόνιση:
σ : Q(

√
2)→ Q(

√
2)

µε τον τύπο:
σ(a + b

√
2) = a − b

√
2, ∀a, b ∈ Q

Η σ αποτελεί αυτοµορφισµό του σώµατος L που αφήνει σταθερό το υποσώµα Q (K-
αυτοµορφισµός), καθώς ικανοποιεί τις ιδιότητες :
΄Εστω z1 = a + b

√
2 και z2 = c + d

√
2. Τότε
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• σ(z1 + z2) = σ((a + c) + (b + d)
√

2) = (a + c) − (b + d)
√

2 = (a − b
√

2) + (c − d
√

2) =
σ(z1) + σ(z2)

• σ(z1 · z2) = σ((ac + 2bd) + (ad + bc)
√

2) = (ac + 2bd) − (ad + bc)
√

2 = σ(z1) · σ(z2)

• Για κάθε q ∈ Q (όπου b = 0), έχουµε σ(q) = σ(q + 0
√

2) = q − 0
√

2 = q.

• Παρατηρούµε ότι ο σ µεταθέτει τις ϱίζες του ανάγωγου πολυωνύµου p(x) = x2 − 2 ∈
Q[x], καθώς σ(

√
2) = −

√
2 και σ(−

√
2) =

√
2.

΄Αρα,
Gal(Q(

√
2)/Q) = {id, σ} � Z2

3.1.2 Η Οµάδα Galois Gal(L/K)

΄Ορισµός 3.1.2 (K-αυτοµορφισµός) ΄Εστω L/K µια επέκταση σωµάτων. ΄Ενας αυτοµορ-
ϕισµός σ ∈ Aut(L) ονοµάζεται K-αυτοµορφισµός, αν για κάθε k ∈ K ισχύει :

σ(k) = k

∆ηλαδή, ο σ δρα ως η ταυτοτική απεικόνιση πάνω στο K.

Παράδειγµα Στους µιγαδικούς αριθµούς C, όπου σ ένας αυτοµορφισµός του C υπεράνω
του R. Για κάθε τέτοιον αυτοµορφισµό προκύπτει ότι σ(0) = 0,σ(1) = 1,σ(−1) = −1.
Εποµένως σ(i2) = (σ(i))2 = −1 και έτσι σ(i) = ±i.
Επειδή τα 1 και i σχηµατίζουν µια ϐάση του C υπεράνω του R, οι εικόνες τους προσδιο-
ϱίζουν πλήρως έναν αυτοµορφισµό. Συνεπώς, υπάρχουν ακριβώς 2 αυτοµορφισµοί του C,
οι :

• σ1 : 1, i → i ο ταυτοτικός αυτοµορφισµός, και

• σ2 : 1, i → −i

Ορισµός 3.1.3 (Οµάδα Galois) ΄Εστω L/K µια επέκταση σωµάτων. Το σύνολο όλων των
αυτοµορφισµών του L που αφήνουν σταθερό κάθε στοιχείο του K ονοµάζεται οµάδα των
K-αυτοµορφισµών του L και συµβολίζεται µε Αυτ(L/K). Στην περίπτωση που η επέκταση
L/K είναι επέκταση Galois, η οµάδα αυτή ονοµάζεται Οµάδα Galois της επέκτασης και
συµβολίζεται µε Gal(L/K).

Gal(L/K) = {σ ∈ Aut(L) | σ(a) = a,∀a ∈ K}

Η οµάδα αυτή είναι υποοµάδα της Aut(L). Η σηµασία της έγκειται στο γεγονός ότι αν
ένα πολυώνυµο f (x) έχει συντελεστές στο K, τότε κάθε στοιχείο της Gal(L/K) µεταθέτει
τις ϱίζες του f (x) που ϐρίσκονται στο L. Αυτό συνδέει άµεσα τις αλγεβρικές ιδιότητες των
ϱιζών µε τη δοµή της οµάδας.

Ορισµός 3.1.4 (Σταθερό Σώµα) Αν σ είναι ένας ισοµορφισµός ενός σώµατος Κ πάνω σε
κάποιο σώµα, τότε ένα στοιχείο α του Κ µένει σταθερό από τον σ, αν σ(α)=α. Μια οικο-
γένεια Η ισοµορφισµών του Κ αφήνει ένα υπόσωµα F του Κ σταθερό, αν κάθε α ∈ F
µένει σταθερό από κάθε σ ∈ H. Αν το {σ} αφήνει το F σταθερό, τότε λέµε ότι ο σ αφήνει
το F σταθερό.
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Θεώρηµα ΄Εστω {σi |i ∈ I} είναι µια οικογένεια αυτοµορφισµών ενός σώµατος Κ. Τότε το
σύνολο K{σi } όλων των α ∈ K, που µένουν σταθερά από κάθε σ, i ∈ I, είναι ένα υπόσωµα
του Κ.

Απόδειξη. Αν σi(α) = α και σi(b) = b για κάθε i ∈ I, τότε

• σi(α ± b) = σi(α) ± σi(b) = α ± b και

• σi(αb) = σi(α)σi(b) = αb για κάθε i ∈ I. Επίσης, αν b , 0, τότε

• σi(α/b) = σi(α)/σi(b) = α/b για κάθε i ∈ I. Αφού οι σi είναι αυτοµορφισµοί, έχουµε

• σi(0) = 0 και σi(1) = 1 για κάθε i ∈ I. Εποµένως 0, 1 ∈ K{σi }. ΄Αρα το K{σi } είναι
υπόσωµα του Κ.

□

3.2 Κανονικές και ∆ιαχωρίσιµες Επεκτάσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ορίσουµε τις έννοιες της κανονικότητας και της διαχωρισιµότητας, οι
οποίες αποτελούν τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να χαρακτηριστεί µια επέκταση
σωµάτων ως επέκταση Galois. Οι ιδιότητες αυτές είναι καθοριστικές για την απόδειξη του
Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας, καθώς µας επιτρέπουν να χρησιµοποιήσουµε τη
δοµή των οµάδων Galois για να αντλήσουµε πληροφορίες για τα σώµατα R και C.

3.2.1 Κανονικότητα

΄Ενα κεντρικό πρόβληµα στην ΄Αλγεβρα είναι η ύπαρξη ϱιζών για πολυώνυµα p(t) ∈ K[t]
που δεν έχουν λύση στο ϐασικό σώµα K. Ο απώτερος στόχος µας είναι να δείξουµε ότι
κάθε τέτοιο πολυώνυµο στο C[t] αναλύεται πλήρως.
Για τον σκοπό αυτό, χρησιµοποιούµε την έννοια του Σώµατος Ανάλυσης του f (x) πάνω
από το K, το οποίο, όπως ορίστηκε προηγουµένως (Ορισµός 2.4.1), αποτελεί την ελάχιστη
επέκταση L στην οποία το πολυώνυµο διασπάται πλήρως σε γραµµικούς παράγοντες.

Ορισµός 3.2.1(Κανονική Επέκταση) Μια πεπερασµένη επέκταση L/K ονοµάζεται κανο-
νική, αν είναι σώµα ανάλυσης κάποιου πολυωνύµου f (x) ∈ K[x]. Ισοδύναµα, η επέκταση
είναι κανονική αν κάθε ανάγωγο πολυώνυµο του K[x] που έχει µία ϱίζα στο L, αναλύεται
πλήρως εντός του L.

Η κανονικότητα διασφαλίζει ότι η οµάδα Galois διακρίνει όλες τις δυνατές συµµετρίες των
ϱιζών, καθιστώντας την αντιστοιχία Galois αµφιµονοσήµαντη.

Παράδειγµα Η επέκταση C : R είναι κανονική, καθώς κάθε πολυώνυµο (ανάγωγο ή µη)
αναλύεται πλήρως στο C.

Αντιπαράδειγµα ΄Εστω α η πραγµατική κυβική ϱίζα του 2 και ϑεωρούµε την επέκταση
Q(α) : Q. Το ανάγωγο πολυώνυµο t3 − 2 έχει µία ϱίζα, συγκεκριµένα το α, στο Q(α),
αλλά δεν αναλύεται πλήρως στο Q(α). Αν αναλυόταν, τότε ϑα υπήρχαν τρεις πραγµατικές
κυβικές ϱίζες του 2, µη όλες ίσες µεταξύ τους. Αυτό είναι άτοπο.
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Θεώρηµα Μια πεπερασµένη επέκταση L : K είναι κανονική αν και µόνο αν το L αποτελεί
σώµα ανάλυσης κάποιου πολυωνύµου f (x) ∈ K[x].

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι η επέκταση L : K είναι κανονική και πεπερασµένη.
Εφόσον είναι πεπερασµένη, επιλέγουµε ένα σύνολο γεννητόρων α1, α2, . . . , αs τέτοιο ώστε
L = K(α1, α2, . . . , αs). Για κάθε γεννήτορα αi, ϑεωρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο mi(x)
πάνω από το K.
Εφόσον κάθε mi(x) είναι ανάγωγο και έχει τουλάχιστον µία ϱίζα (το αi ) στο σώµα L, από
ιδιότητα της κανονικότητας το mi(x) να αναλύεται πλήρως σε γραµµικούς παράγοντες
εντός του L.
Θεωρούµε το πολυώνυµο

f (x) = m1(x) ·m2(x) · · ·ms(x)

Είναι σαφές ότι το f (x) αναλύεται πλήρως στο L, και εφόσον το L παράγεται από τις ϱίζες
αυτών των πολυωνύµων, το L είναι εξ ορισµού το σώµα ανάλυσης του f (x) πάνω από το K.

(⇐) Υποθέτουµε ότι το L είναι σώµα ανάλυσης ενός πολυωνύµου g(x) ∈ K[x].Θέλουµε να
δείξουµε ότι η επέκταση είναι κανονική.
΄Εστω f (x) ένα ανάγωγο πολυώνυµο στο K[x] που διαθέτει µια ϱίζα θ1 στο L. Πρέπει να
αποδείξουµε ότι όλες οι υπόλοιπες ϱίζες του f (x) ανήκουν επίσης στο L.
΄Εστω M µια επέκταση του L που περιέχει όλες τις ϱίζες του f (x). Αν θ2 είναι µια άλλη
ϱίζα του f (x) στο M , ϑεωρούµε τους πύργους επεκτάσεων:

1. K ⊆ K(θ1) ⊆ L(θ1)

2. K ⊆ K(θ2) ⊆ L(θ2)

Από πολλαπλασιαστική ιδιότητα του ϐαθµού, έχουµε:

[L(θj) : K] = [L(θj) : L] · [L : K] = [L(θj) : K(θj)] · [K(θj) : K]

Λόγω της αναγωγικότητας του f , οι επεκτάσεις K(θ1) και K(θ2) είναι ισόµορφες. Επειδή
το L είναι σώµα ανάλυσης του g πάνω από το K, το L(θj) είναι σώµα ανάλυσης του g πάνω
από το K(θj).
Από τη µοναδικότητα των σωµάτων ανάλυσης, οι επεκτάσεις L(θ1) : K(θ1) και L(θ2) : K(θ2)
έχουν τον ίδιο ϐαθµό.
Συνεπώς, [L(θ1) : L] = [L(θ2) : L]. Εφόσον θ1 ∈ L, ο ϐαθµός είναι 1, άρα και [L(θ2) : L] =
1, γεγονός που συνεπάγεται ότι θ2 ∈ L. Η επέκταση είναι λοιπόν κανονική.

□

Για την πλήρη κατανόηση του παραπάνω ϑεωρήµατος ϑα δωθεί το ακόλουθο παράδειγµα:

Παράδειγµα Θεωρούµε το πολυώνυµο g(x) = (x2 − 2)(x2 + 1) ∈ Q[x]. Οι ϱίζες του ε-
ίναι οι {

√
2,−
√

2, i,−i}. Το µικρότερο σώµα που περιέχει όλες αυτές τις ϱίζες είναι το
L = Q(

√
2, i). Εποµένως, το L είναι σώµα ανάλυσης του g(x). Με ϐάση το παραπάνω

ϑεώρηµα η επέκταση L : Q πρέπει να είναι κανονική. Αυτό σηµαίνει ότι αν πάρουµε
οποιοδήποτε ανάγωγο πολυώνυµο, π.χ. το x2−2, εφόσον έχει µία ϱίζα στο L (

√
2), πρέπει

να έχει και την άλλη (−
√

2). Πράγµατι, −
√

2 = (−1) ·
√

2 ∈ L.
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3.2.2 ∆ιαχωρησιµότητα

Η διαχωρισιµότητα αποτελεί την δεύτερη απαραίτητη προϋπόθεση για τον χαρακτηρισµό
µιας επέκτασης ως Galois. Ενώ η κανονικότητα εξασφαλίζει ότι το σώµα περιέχει όλες τις
ϱίζες ενός πολυωνύµου, η διαχωρισιµότητα εξασφαλίζει ότι οι ϱίζες αυτές είναι διακριτές
µεταξύ τους.

Ορισµός 3.2.2 ΄Ενα ανάγωγο πολυώνυµο f (x) ∈ K[x] ονοµάζεται διαχωρίσιµο, αν όλες
οι ϱίζες του σε ένα σώµα ανάλυσης είναι απλές. Αντίστοιχα, ένα στοιχείο α ονοµάζεται
διαχωρίσιµο αν το ελάχιστο πολυώνυµό του είναι διαχωρίσιµο.

Αν το f (x) είναι διαχωρίσιµο ϐαθµού n, τότε στο σώµα ανάλυσής του λαµβάνει τη µορ-
ϕή:

f (x) = k(x − α1)(x − α2) . . . (x − αn)

όπου αj , αi για κάθε i , j.

΄Οπως σηµειώνεται στην κλασική ϐιβλιογραφία, ο Évariste Galois δεν όρισε ϱητά τη δια-
χωρισιµότητα, καθώς εργάστηκε αποκλειστικά µε το σώµα των µιγαδικών αριθµών C. Στο
C, όπως και σε κάθε σώµα χαρακτηριστικής 0, η διαχωρισιµότητα είναι µια αυτόµατη
ιδιότητα.

Στην παρούσα εργασία, η διασφάλιση της διαχωρισιµότητας είναι κρίσιµη για την απόδειξη
του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας. Εφόσον το ϐασικό µας σώµα είναι το R (ή
το C), ισχύουν τα εξής :

1. Κάθε ανάγωγο πολυώνυµο f (x) ∈ R[x] έχει µέγιστο κοινό διαιρέτη µε την παράγωγό
του f ′(x) ίσο µε τη µονάδα (gcd(f, f ′) = 1).

2. Αυτό συνεπάγεται ότι το f (x) δεν µπορεί να έχει πολλαπλές ϱίζες.

Επειδή εργαζόµαστε σε σώµατα χαρακτηριστικής 0, κάθε κανονική επέκταση που ϑα
κατασκευάσουµε στην πορεία της απόδειξης είναι αυτόµατα διαχωρίσιµη.

Παράδειγµα Το πολυώνυµο t4 + t3 + t2 + t +1 είναι διαχωρίσιµο πάνω από το Q, καθώς οι
ϱίζες του στο C είναι οι e2πi/5, e4πi/5, e6πi/5, e8πi/5, οι οποίες είναι όλες διαφορετικές µεταξύ
τους.

3.3 Επεκτάσεις Galois

Στις προηγούµενες ενότητες εξετάσαµε τις έννοιες της κανονικότητας και της διαχωρισι-
µότητας. Μια επέκταση που συγκεντρώνει και τα δύο αυτά χαρακτηριστικά ονοµάζεται
επέκταση Γαλοις. Οι επεκτάσεις αυτές είναι οι πλέον «συµµετρικές» επεκτάσεις σωµάτων,
καθώς διαθέτουν τον µέγιστο δυνατό αριθµό αυτοµορφισµών σε σχέση µε τον ϐαθµό τους.

Ορισµός 3.3.1 (Επέκταση Galois) Μια πεπερασµένη επέκταση σωµάτων L/K ονοµάζεται
επέκταση Galois εάν είναι ταυτόχρονα κανονική και διαχωρίσιµη.
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Στην περίπτωση των σωµάτων χαρακτηριστικής 0 (όπως το R και το C), ο ορισµός απλοποιε-
ίται : µια επέκταση είναι Galois αν και µόνο αν είναι κανονική (δηλαδή σώµα ανάλυσης
κάποιου πολυωνύµου).

Ισοδύναµοι ορισµοί µιας επέκτασης Galois:

1. Το σώµα σταθερών της οµάδας Galois Gal(L/K) είναι ακριβώς το ϐασικό σώµα K
(δηλαδή LGal(L/K) = K).

2. Η τάξη της οµάδας Galois ισούται µε τον ϐαθµό της επέκτασης : |Gal(L/K)| = [L : K].

3. Το L είναι το σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου πολυωνύµου πάνω από το K.

Οι επεκτάσεις Galois παρουσιάζουν ορισµένες ιδιότητες που τις καθιστούν «σταθερές» αλ-
γεβρικές δοµές :

1. Μεταβατικότητα: Αν L/K είναι µια επέκταση Galois και M είναι ένα ενδιάµεσο
σώµα (K ⊂ M ⊂ L), τότε η επέκταση L/M είναι πάντα Galois.

2. ∆ιατήρηση υπό Σύνθεση: Αν οι L1/K και L2/K είναι επεκτάσεις Galois, τότε και η
σύνθεσή τους(το µικρότερο υποσώµα του L που περιέχει ταυτόχρονα τα σώµατα L1

και L2) L1L2/K είναι επέκταση Galois.

Παράδειγµα Η επέκταση C/R είναι η πλέον ϑεµελιώδης επέκταση για το ΘΘΑ. Είναι
σώµα ανάλυσης του

x2 + 1 ∈ R[x]

Με ϐαθµό [C : R] = 2. Η οµάδα Galois είναι Gal(C/R) = {id, σ}, όπου σ είναι η µιγαδική
συζυγία. Επειδή |Gal| = 2 = [C : R], η επέκταση είναι Galois.

Παράδειγµα Η επέκταση Q(
√

2,
√

3)/Q είναι σώµα ανάλυσης του

(x2 − 2)(x2 − 3) ∈ Q[x]

Με ϐαθµό [Q(
√

2,
√

3) : Q] = 4 και ϐάση {1,
√

2,
√

3,
√

6}. Η οµάδα Galois έχει 4 στοιχεία
που καθορίζονται από τις εναλλαγές προσήµων των

√
2 και

√
3. Είναι ισόµορφη µε την

οµάδα Klein V4. ΄Αρα είναι επέκταση Galois.

Παράδειγµα Η επέκταση Q( 3√2)/Q. Το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το

x3 − 2

Με ϐαθµό επέκτασης 3. Ωστόσο, η οµάδα Galois Gal(Q( 3√2)/Q) έχει µόνο ένα στοιχε-
ίο (την ταυτοτική απεικόνιση), διότι οι άλλες δύο ϱίζες του x3 − 2 είναι µιγαδικές και
δεν ανήκουν στο σώµα Q( 3√2). Επειδή 1 , 3, η επέκταση δεν είναι Galois (στερείται
κανονικότητας).

3.4 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois (ΘΘΘG) αποτελεί το αποκορύφωµα της
ϑεωρίας µας, καθώς µετατρέπει το πρόβληµα της εύρεσης ενδιάµεσων σωµάτων σε ένα
πρόβληµα ταξινόµησης υποοµάδων µιας πεπερασµένης οµάδας. Στην παρούσα εργασία,
το ϑεώρηµα αυτό ϑα µας επιτρέψει να αποδείξουµε την ανυπαρξία επεκτάσεων του C α-
ναλύοντας τη δοµή της οµάδας Galois.
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3.4.1 Προαπαιτούµενα και Συµβολισµοί

΄Εστω L/K µια επέκταση σωµάτων στο C µε οµάδα Galois G, η οποία αποτελείται από όλους
τους K-αυτοµορφισµούς του L. ΄Εστω F το σύνολο των ενδιάµεσων σωµάτων M (K ⊆ M ⊆ L)
και G το σύνολο όλων των υποοµάδων H της G. Ορίζουµε δύο απεικονίσεις :

• Αν M ∈ F , τότε M∗ είναι η οµάδα όλων των M-αυτοµορφισµών του L.Συµβολίζεται

M∗ = Gal(L/M)

• Αν H ∈ G, τότε H† είναι το σώµα σταθερών της H. ∆ηλαδή, είναι το σύνολο όλων των
στοιχείων του L που παραµένουν αναλλοίωτα υπό τη δράση κάθε αυτοµορφισµού
της H.

Λήµµα ΄Εστω L/K µια επέκταση σωµάτων, M ένα ενδιάµεσο σώµα και τ ένας K-αυτοµορφισµός
του L. Τότε τ(M)∗ = τM∗τ−1.

Απόδειξη. Θέτουµε M ′ = τ(M) = {τ(m) | m ∈ M}. Σύµφωνα µε τον ορισµό, η οµάδα M ′∗

(δηλαδή η Gal(L/M ′)) αποτελείται από όλους τους αυτοµορφισµούς σ ∈ Gal(L/K) που
αφήνουν σταθερό κάθε στοιχείο του M ′.

(⇒) ΄Εστω ένα τυχαίο στοιχείο της µορφής τγτ−1, όπου γ ∈ M∗. Θέλουµε να δείξουµε ότι
αυτός ο αυτοµορφισµός αφήνει σταθερό κάθε στοιχείο x ′ ∈ M ′.Από τον ορισµό του M ′,
κάθε x ′ ∈ M ′ γράφεται ως x ′ = τ(x) για κάποιο x ∈ M. Εφαρµόζουµε τον αυτοµορφισµό
τγτ−1 στο x ′:

(τγτ−1)(x ′) = (τγτ−1)(τ(x)) = τ(γ(τ−1(τ(x)))) = τ(γ(x))

Επειδή x ∈ M και γ ∈ M∗, ο γ αφήνει το x σταθερό (γ(x) = x). Εποµένως :

τ(γ(x)) = τ(x) = x ′

Αφού ο τγτ−1 αφήνει σταθερό ένα τυχαίο στοιχείο x ′ ∈ M ′, συµπεραίνουµε ότι τγτ−1 ∈ M ′∗.

(⇐) ΄Εστω τώρα ένας αυτοµορφισµός σ ∈ M ′∗. Θέλουµε να δείξουµε ότι ο σ µπορεί να
γραφτεί στη µορφή τγτ−1 για κάποιο γ ∈ M∗.Αυτό ισοδυναµεί µε το να δείξουµε ότι ο
αυτοµορφισµός γ = τ−1στ ανήκει στο M∗.Για να ανήκει ο γ στο M∗, πρέπει να αφήνει
σταθερό κάθε x ∈ M. ΄Εχουµε:

γ(x) = (τ−1στ)(x) = τ−1(σ(τ(x)))

Επειδή τ(x) ∈ M ′ και ο σ ανήκει στο M ′∗, ο σ αφήνει το τ(x) σταθερό, δηλαδή σ(τ(x)) = τ(x).
Εποµένως :

τ−1(τ(x)) = x

΄Αρα γ ∈ M∗, γεγονός που συνεπάγεται ότι σ = τγτ−1 ∈ τM∗τ−1.ΣυµπέρασµαΑπό τα δύο
παραπάνω ϐήµατα προκύπτει η ισότητα των συνόλων:

τ(M)∗ = τM∗τ−1

□
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Θεώρηµα (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois) ΄Εστω L/K µια πεπερασµένη,
κανονική επέκταση σωµάτων εντός του C, µε οµάδα Galois G. Τότε ισχύουν τα εξής :

1. Η οµάδα Galois G έχει τάξη ίση µε τον ϐαθµό της επέκτασης, δηλαδή |G| = [L : K].

2. Οι απεικονίσεις ∗ και † είναι αντίστροφες µεταξύ τους και ορίζουν µια αµφιµονο-
σήµαντη αντιστοιχία που αναστρέφει τη διάταξη (εγκλεισµό) µεταξύ των συνόλων F
και G.

3. Αν M είναι ένα ενδιάµεσο σώµα, τότε :

• [L : M] = |M∗|

• [M : K] = |G|/|M∗|

4. ΄Ενα ενδιάµεσο σώµα M είναι κανονική επέκταση του K αν και µόνο αν η οµάδα M∗

είναι κανονική υποοµάδα της G.

5. Αν το M είναι κανονική επέκταση του K, τότε η οµάδα Galois της επέκτασης M/K
είναι ισόµορφη µε την οµάδα πηλίκο G/M∗.

Απόδειξη. 1. Τάξη της Οµάδας |G| = [L : K]
Η πρόταση αυτή αποτελεί τον ορισµό των επεκτάσεων Galois. Εφόσον η επέκταση
L/K είναι διαχωρίσιµη και κανονική (σώµα ανάλυσης ενός διαχωρίσιµου πολυω-
νύµου), ο αριθµός των K-αυτοµορφισµών του L ισούται ακριβώς µε τον ϐαθµό της ε-
πέκτασης. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε K-αυτοµορφισµός σ ∈ Gal(L/K)
καθορίζεται µονοσήµαντα από τις τιµές του στις ϱίζες του πολυωνύµου f (x). Συγκε-
κριµένα, εφόσον το σώµα ανάλυσης L παράγεται από το σώµα ϐάσης K και τις ϱίζες
{α1, α2, . . . , αn} του f (x), κάθε στοιχείο του L µπορεί να εκφραστεί ως πολυωνυµική
έκφραση των ϱιζών µε συντελεστές από το K. Επειδή κάθε K-αυτοµορφισµός σ οφε-
ίλει να απεικονίζει µια ϱίζα αi σε µια άλλη ϱίζα αj του ίδιου ανάγωγου πολυωνύµου
(διατηρώντας τις αλγεβρικές σχέσεις), η δράση του σ σε ολόκληρο το σώµα L καθο-
ϱίζεται µονοσήµαντα µόλις οριστεί η µετάθεση που προκαλεί στο σύνολο των ϱιζών.
Στην περίπτωση διαχωρίσιµων επεκτάσεων, οι ϱίζες είναι όλες διακριτές, γεγονός που
εξασφαλίζει ότι υπάρχουν ακριβώς [L : K] διαφορετικοί τρόποι να µετατεθούν οι ϱίζες
διατηρώντας τη δοµή του σώµατος, οδηγώντας έτσι στην ισότητα |Gal(L/K)| = [L : K].

2. Οι απεικονίσεις ∗ και † είναι αντίστροφες

Πρέπει να δείξουµε ότι M∗† = M και H†∗ = H.

• Για το M∗† = M: Από τον ορισµό, το M∗† είναι το σταθερό σώµα της οµάδας
Gal(L/M). Είναι γνωστό ότι αν η L/K είναι επέκταση Galois, τότε κάθε ενδι-
άµεση επέκταση L/M είναι επίσης Galois, καθώς η κανονικότητα και η διαχω-
ϱισιµότητα διατηρούνται για υποσώµατα M που περιέχουν το K. Σύµφωνα µε
το ϑεώρηµα του Artin για τις επεκτάσεις Galois, το σταθερό σώµα της οµάδας
Galois Gal(L/M) ταυτίζεται µε το σώµα ϐάσης της επέκτασης, δηλαδή το M.
Εποµένως, M∗† = M..

• Για το H†∗ = H: ΄Εστω M = H† το σώµα σταθερών της υποοµάδας H. Από
το Θεώρηµα του Artin, γνωρίζουµε ότι αν H είναι µια πεπερασµένη οµάδα
αυτοµορφισµών, τότε [L : H†] = |H |. ΄Οµως, από το µέρος (3) που έπεται,
[L : M] = |M∗|. Συνεπώς |H | = |M∗|. Επειδή προφανώς H ⊆ M∗, η ισότητα των
πληθαρίθµων συνεπάγεται H = M∗, δηλαδή H = H†∗.
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3. Βαθµοί και Τάξεις [L : M] = |M∗| και [M : K] = |G|/|M∗|

• Η πρώτη ισότητα [L : M] = |Gal(L/M)| = |M∗| προκύπτει άµεσα από το γεγονός
ότι η L/M είναι επέκταση Galois (ως υπο-επέκταση µιας Galois).

• Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την πολλαπλασιαστική ιδιότητα του ϐαθµού:

[L : K] = [L : M] · [M : K] =⇒ |G| = |M∗| · [M : K] =⇒ [M : K] =
|G|

|M∗|

4. Κανονικότητα Επέκτασης και Κανονικότητα Υποοµάδας
Χρησιµοποιούµε το παραπάνω Λήµµα (τ(M)∗ = τM∗τ−1):

• (⇒): Αν η M/K είναι κανονική, τότε για κάθε τ ∈ G ισχύει τ(M) = M. Τότε
από το λήµµα έχουµε M∗ = τM∗τ−1 για κάθε τ ∈ G, που είναι ο ορισµός της
κανονικής υποοµάδας.

• (⇐): Αν M∗ είναι κανονική υποοµάδα, τότε τM∗τ−1 = M∗. Από το λήµµα,
τ(M)∗ = M∗. Επειδή η αντιστοιχία είναι 1-1, προκύπτει τ(M) = M. Αυτό
σηµαίνει ότι κάθε K-αυτοµορφισµός του L περιορίζεται σε έναν αυτοµορφισµό
του M, άρα η M/K είναι κανονική.

5. Ισοµορφισµός Gal(M/K) � G/M∗

Ορίζουµε την απεικόνιση περιορισµού φ : Gal(L/K)→ Gal(M/K) µε φ(σ) = σ |M .

• Η φ είναι καλά ορισµένη επειδή η M/K είναι κανονική (άρα ο σ στέλνει το M
στον εαυτό του).

• Η φ είναι οµοµορφισµός οµάδων (προφανές από τη σύνθεση).

• Ο πυρήνας Ker(φ) είναι το σύνολο των σ ∈ G που δρουν ως ταυτότητα στο M.
Αυτό είναι εξ ορισµού η οµάδα M∗.

• Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών: Im(φ) � G/M∗. Επειδή |Im(φ)| = [M :
K] = |G/M∗|, η φ είναι επιµορφισµός. ΄Αρα Gal(M/K) � G/M∗.

□

3.5 Προαπαιτούµενα από τη Θεωρία Οµάδων

Στην υποενότητα αυτή ϑα συγκεντρώσουµε τα εργαλεία από τη Θεωρία Οµάδων που είναι
απολύτως απαραίτητα για την απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας. Η
στρατηγική µας ϐασίζεται στο γεγονός ότι η οµάδα Galois µιας επέκτασης των πραγµατι-
κών αριθµών είναι µια 2-οµάδα, και τα ϑεωρήµατα Sylow µας διαβεβαιώνουν ότι αν µια
δύναµη ενός πρώτου αριθµού διαιρεί την τάξη |G| (όπου G µια πεπερασµένη αβελιανή
οµάδα), τότε ϑα υπάρχει υποοµάδα της G, που ϑα έχει τάξη αυτή τη δύναµη του πρώτου
αριθµού. Ακόµη µας δίνουν πληροφορίες και για το πλήθος αυτών των υποοµάδων.

Ορισµός 3.5.1 (p−οµάδα) Μια οµάδα G λέγεται p−οµάδα αν κάθε στοιχείο της G έχει
τάξη κάποια δύναµη του πρώτου αριθµού p. Μια υποοµάδα H της οµάδας G λέγεται
p−υποοµάδα της G αν η H είναι p−οµάδα.
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Θεώρηµα (Cauchy) ΄Εστω G µια πεπερασµενη οµάδα· υποθέτουµε ότι ο p διαιρεί την |G|.
Τότε η G έχει ένα στοιχείο τάξης p, εποµένως και µια υποοµάδα τάξης p.

Πόρισµα ΄Εστω G µια πεπερασµενη οµάδα. Η G είναι p−οµάδα τότε και µόνον τότε όταν
η τάξη της είναι δύναµη του p, δηλαδή |G| = pn για κάποιο ϕυσικό αριθµό n ≥ 1.

Στην απόδειξη του ΘΘΑ, ϑα εστιάσουµε αποκλειστικά στις 2-οµάδες (|G| = 2n). Αυτό
συµβαίνει διότι η επέκταση C/R έχει ϐαθµό 2, και κάθε περαιτέρω επέκταση που ϑα εξε-
τάσουµε ϑα δειχθεί ότι σχετίζεται µε δυνάµεις του 2.

3.5.1 Θεωρήµατα Sylow

Τα ϑεωρήµατα Sylow αποτελούν τη ϐάση για τη µελέτη των υποοµάδων µιας πεπερα-
σµένης οµάδας. Μας εξασφαλίζουν την ύπαρξη υποοµάδων µε συγκεκριµένες τάξεις.

1ο Θεώρηµα Sylow (΄Υπαρξη) ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και |G| = pn · m, όπου
ο πρώτος p δεν διαιρεί το m. Τότε η G περιέχει τουλάχιστον µία υποοµάδα τάξης pk για
κάθε 1 ≤ k ≤ n.

3ο Θεώρηµα Sylow (Πλήθος) Το πλήθος np των Sylow p-υποοµάδων της G ικανοποιεί
τις συνθήκες :

• np ≡ 1 (mod p)

• np διαιρεί την τάξη |G|.

3.5.2 Ιδιότητες p−οµάδων

Οι p-οµάδες έχουν µια πολύ αυστηρή ιεραρχική δοµή, η οποία είναι το κλειδί για να
δείξουµε ότι µια επέκταση µπορεί να αναλυθεί σε διαδοχικές επεκτάσεις ϐαθµού p.

Ιδιότητα 1 (Μη τετριµµένο κέντρο) Κάθε µη τετριµµένη p-οµάδα G έχει µη τετριµµένο
κέντρο Z (G) , {e}. Αυτό µας επιτρέπει να χρησιµοποιούµε επαγωγή στην τάξη της οµάδας.

Ιδιότητα 2 (΄Υπαρξη υποοµάδας δείκτη p) Αν G είναι µια p-οµάδα τάξης pn, τότε για
κάθε k ∈ {0, 1, . . . , n} η G περιέχει µια κανονική υποοµάδα τάξης pk.Ειδικότερα, µια
οµάδα τάξης pn περιέχει πάντα µια υποοµάδα H µε δείκτη p ([G : H] = p).
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4 Αναλυτικά Προαπαιτούµενα και η ∆οµή του C

Τώρα ήρθε η ώρα να ϑεµελιώσουµε τη δοµή του σώµατος των µιγαδικών αριθµών ως την
κύρια επέκταση των πραγµατικών. Αυτή η ενότητα λειτουργεί ως το σηµείο εκκίνησης
για την απόδειξη του ΘΘΑ, καθώς ορίζει τον «χώρο» στον οποίο ϑα δείξουµε ότι κάθε
πολυώνυµο έχει ϱίζα.
Πριν προχωρήσουµε στην αλγεβρική απόδειξη, είναι απαραίτητο να ορίσουµε µε ακρίβεια
το σώµα των µιγαδικών αριθµών και να αναδείξουµε τις ιδιότητες εκείνες του σώµατος
των πραγµατικών αριθµών R οι οποίες καθιστούν το C «σχεδόν» αλγεβρικά κλειστό,δηλαδή
κάθε µη σταθερό πολυώνυµο f (x) ∈ C[x] έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο C.

4.1 Το Σώµα των Μιγαδικών Αριθµών C

Το σώµα των µιγαδικών αριθµών C µπορεί να οριστεί αλγεβρικά ως η επέκταση του σώµα-
τος των πραγµατικών αριθµών R µέσω της προσθήκης µιας ϱίζας του ανάγωγου πολυω-
νύµου x2 + 1 ∈ R[x].

4.1.1 Η Κατασκευή C = R(i)

Σύµφωνα µε τη ϑεωρία σωµάτων, εφόσον το x2 + 1 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες (καθώς
x2 + 1 ≥ 1 για κάθε x ∈ R), είναι ανάγωγο πάνω από το R. Ορίζουµε ως ϕανταστική
µονάδα i το στοιχείο εκείνο για το οποίο ισχύει i2 = −1.

Το σώµα των µιγαδικών αριθµών είναι η απλή αλγεβρική επέκταση:

C = R(i) = {a + bi | a, b ∈ R}

Θεωρούµε λοιπον, το R ως υποσύνολο των µιγαδικών αριθµών, ταυτίζοντας κάθε πραγ-
µατικό αριθµό r µε τον µιγαδικό r + 0i.
Για παράδειγµα, γράφουµε τον 3 + 0i ως 3, τον −π + 0i ως −π κ.ο.κ.. Οµοίως, γράφουµε
τους 0 + 1i ως i και γενικότερα τον 0 + si ως si.

4.1.2 Ο Βαθµός της Επέκτασης [C : R] = 2

΄Ενα από τα πιο κρίσιµα δεδοµένα για την απόδειξη µε τη ϑεωρία Galois είναι ο ϐαθµός
της επέκτασης. Το στοιχείο i είναι ϱίζα του πολυωνύµου f (x) = x2 + 1 ∈ R[x].

• Το x2 + 1 είναι ανάγωγο πάνω από το R, διότι είναι πολυώνυµο 2ου ϐαθµού χωρίς
πραγµατικές ϱίζες (η διακρίνουσα είναι ∆ = −4 < 0).

• Εφόσον το x2+1 είναι µονικό (µε µεγιστοβάθµιο συντελεστή τη µονάδα) και ανάγωγο,
αποτελεί το ελάχιστο πολυώνυµο του i πάνω από το R.

• Ο ϐαθµός της απλής αλγεβρικής επέκτασης ισούται µε τον ϐαθµό του ελάχιστου
πολυωνύµου:

[R(i) : R] = deg(x2 + 1) = 2

Από γεωµετρικής σκοπιάς, ως διανυσµατικός χώρος πάνω από το R, το C έχει διάσταση 2.
Αυτό σηµαίνει ότι κάθε µιγαδικός αριθµός z µπορεί να εκφραστεί ως µοναδικός γραµµικός
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συνδυασµός δύο ϐασικών στοιχείων. Η κανονική ϐάση είναι το σύνολο {1, i}.

z = a · 1 + b · i, a, b ∈ R

Η δοµή αυτή ταυτίζει το σώµα των µιγαδικών αριθµών µε το Ευκλείδιο επίπεδο R2, όπου ο
άξονας των x αντιστοιχεί στο πραγµατικό µέρος και ο άξονας των y στο ϕανταστικό.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2i

−i

i

2i

3i

4i

a

bi
a + bi

x

yi

4.2 Ιδιότητα 1: Ρίζες Πολυωνύµων Περιττού Βαθµού

Η πρώτη αναλυτική ιδιότητα που απαιτείται για την απόδειξη του Θεµελιώδους Θεω-
ϱήµατος της ΄Αλγεβρας αφορά τη συµπεριφορά των πολυωνυµικών συναρτήσεων περιττού
ϐαθµού. Η ιδιότητα αυτή ϐασίζεται στην πληρότητα των πραγµατικών αριθµών.

4.2.1 Το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής (Θ.Ε.Τ.)

Για την απόδειξη της ύπαρξης ϱιζών, ϐασιζόµαστε σε ένα από τα κεντρικότερα ϑεωρήµατα
της Πραγµατικής Ανάλυσης :

Θεώρηµα (Bolzano / Ενδιάµεσης Τιµής) ΄Εστω µια συνεχή συνάρτηση f : [a, b] → R.
Αν ο αριθµός y ϐρίσκεται µεταξύ των f (a) και f (b), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα c ∈ [a, b]
τέτοιο ώστε f (c) = y. Ειδικότερα, αν f (a) · f (b) < 0 (δηλαδή οι τιµές στα άκρα είναι ετε-
ϱόσηµες), τότε υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα c ∈ (a, b) τέτοια ώστε f (c) = 0.

Πρόταση (Ρίζες Πολυωνύµων Περιττού Βαθµού) Κάθε πολυώνυµο P(x) ∈ R[x] περιτ-
τού ϐαθµού έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ϱίζα.

Απόδειξη. ΄Εστω P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a0 µε n περιττό και an , 0. Χωρίς ϐλάβη
της γενικότητας, υποθέτουµε an > 0.

• x → +∞: ο µεγιστοβάθµιος όρος anxn κυριαρχεί, άρα P(x)→ +∞.
Εποµένως, υπάρχει ένας πολύ µεγάλος ϑετικός αριθµός b τέτοιος ώστε P(b) > 0.

• x → −∞: επειδή ο εκθέτης n είναι περιττός, ο όρος xn διατηρεί το αρνητικό πρόσηµο.
Εποµένως P(x)→ −∞.
΄Αρα, υπάρχει ένας πολύ µικρός (µεγάλος αρνητικός) αριθµός a τέτοιος ώστε P(a) <
0.
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Η πολυωνυµική συνάρτηση P(x) είναι συνεχής σε όλο το R. Στο διάστηµα [a, b], έχουµε
P(a) < 0 και P(b) > 0. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής, υπάρχει τουλάχιστον
ένα c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε P(c) = 0. □

Η παραπάνω πρόταση έχει ισχυρή αλγεβρική συνέπεια :
∆εν υπάρχουν επεκτάσεις του R περιττού ϐαθµού µεγαλύτερου του 1.
Αν υπήρχε µια επέκταση L/R µε [L : R] = n (όπου n περιττός και n > 1), τότε για κάθε
στοιχείο θ ∈ L \ R, το ελάχιστο πολυώνυµό του ϑα έπρεπε να έχει ϐαθµό που διαιρεί το
n. ΄Αρα ϑα υπήρχε ένα ανάγωγο πολυώνυµο περιττού ϐαθµού > 1. ΄Οµως, η παραπάνω
πρόταση µας λέει ότι κάθε τέτοιο πολυώνυµο έχει πραγµατική ϱίζα, άρα δεν µπορεί να
είναι ανάγωγο.
Αυτός ο περιορισµός είναι που ϑα αναγκάσει την οµάδα Galois στην τελική απόδειξη να
είναι µια 2-οµάδα.

4.2.2 Ιδιότητα 2: Τετραγωνικές Ρίζες στο C

Η δεύτερη αναλυτική ιδιότητα που απαιτείται είναι η δυνατότητα επίλυσης κάθε δευτερο-
ϐάθµιας εξίσωσης εντός του σώµατος των µιγαδικών αριθµών. Αυτό ϐασίζεται στην ύπαρξη
τετραγωνικών ϱιζών για κάθε στοιχείο του C.

Πρόταση (΄Υπαρξη Τετραγωνικών Ριζών) Κάθε µιγαδικός αριθµός z = a + bi ∈ C έχει
µια τετραγωνική ϱίζα w = u + vi ∈ C τέτοια ώστε w2 = z.

Απόδειξη. Αναζητούµε πραγµατικούς αριθµούς u, v τέτοιους ώστε (u + vi)2 = a + bi. Α-
ναπτύσσοντας το τετράγωνο και εξισώνοντας πραγµατικά και ϕανταστικά µέρη, προκύπτει
το σύστηµα: 

υ2 − v2 = a
2υ = ϐ

υ2 + v2 =
√

a2 + b2

Λύνοντας το σύστηµα ως προς u2 και v2 (προσθέτοντας και αφαιρώντας την 1 και την 3),
καταλήγουµε στον γενικό τύπο για τις τετραγωνικές ϱίζες :

w = ±


√
√

a2 + b2 + a

2
+ i · sgn(b)

√
√

a2 + b2 − a

2


΄Οπου sgn(b) είναι το πρόσηµο του b (µε sgn(0) = 1). Επειδή η υπόριζη ποσότητα√

a2 + b2 ± a είναι πάντα µη αρνητική για κάθε a, b ∈ R, οι τιµές των u, v είναι πάντα
πραγµατικοί αριθµοί.
Συνεπώς, w ∈ C. □

Πόρισµα Το σώµα των µιγαδικών αριθµών C δεν έχει επεκτάσεις ϐαθµού 2.

Απόδειξη. ΄Εστω L µια επέκταση του C µε [L : C] = 2. Τότε η επέκταση αυτή παράγεται
από τη ϱίζα ενός τριωνύµου f (z) = αz2 + �z + γ µε α, �, γ ∈ C. Οι ϱίζες αυτού του
πολυωνύµου δίνονται από τον γνωστό τύπο:

z =
−� ±

√
∆

2α
, όπου ∆ = �2 − 4αγ

26



Εφόσον η διακρίνουσα ∆ είναι ένας µιγαδικός αριθµός, από την προηγούµενη πρόταση
γνωρίζουµε ότι η

√
∆ υπάρχει και ανήκει στο C. Εποµένως, και οι δύο ϱίζες z1, z2 ανήκουν

στο C.Αυτό σηµαίνει ότι το πολυώνυµο f (z) δεν είναι ανάγωγο πάνω από το C, και συνεπώς
δεν µπορεί να δηµιουργήσει επέκταση ϐαθµού 2. □

Η σηµασία της ύπαρξης τετραγωνικών ϱιζών στο σώµα των µιγαδικών αριθµών υπερβαίνει
την απλή επίλυση δευτεροβάθµιων εξισώσεων, καθώς αποτελεί το ϑεµέλιο για τον περιορι-
σµό της δοµής των επεκτάσεων Galois πάνω από το R.

Στο τελικό στάδιο της απόδειξης του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας, ο ϱόλος
αυτής της ιδιότητας είναι διττός :

1. Η ϑεωρία των p-οµάδων (εν προκειµένω των 2-οµάδων) ορίζει ότι κάθε µη τετριµµένη
οµάδα G περιέχει µια υποοµάδα µε δείκτη p = 2. Μέσω της αντιστοιχίας Galois,
η ύπαρξη µιας τέτοιας υποοµάδας ϑα συνεπαγόταν την ύπαρξη µιας ενδιάµεσης
επέκτασης M του C µε ϐαθµό [M : C] = 2. Ωστόσο, η Ιδιότητα 2 αποδεικνύει ότι
κάθε πολυώνυµο δεύτερου ϐαθµού στο C[x] έχει τις ϱίζες του εντός του C. Συνεπώς,
δεν υφίσταται ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού 2, γεγονός που ακυρώνει την πιθανότητα
ύπαρξης τέτοιας επέκτασης.

2. Εφόσον αποδεικνύεται ότι το C δεν επιδέχεται καµία επέκταση ϐαθµού 2, και έχο-
ντας ήδη αποκλείσει επεκτάσεις περιττού ϐαθµού (µέσω της Ιδιότητας 1), οδηγούµα-
στε στο συµπέρασµα ότι η οµάδα Galois µιας οποιασδήποτε αλγεβρικής επέκτασης
του R που περιέχει το C πρέπει να είναι τετριµµένη.

Κατά συνέπεια, η δυνατότητα εξαγωγής τετραγωνικής ϱίζας από κάθε µιγαδικό αριθµό
είναι αυτή που καθιστά το σώµα C ως το µέγιστο δυνατό αλγεβρικό οικοδόµηµα πάνω από
τους πραγµατικούς αριθµούς, ολοκληρώνοντας έτσι την απόδειξη ότι το C είναι αλγεβρικά
κλειστό.
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5 Η Απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγε-
ϐρας

Στο σηµείο αυτό, η εργασία ολοκληρώνεται µε την απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος
της ΄Αλγεβρας, αξιοποιώντας το ϑεωρητικό υπόβαθρο που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα
κεφάλαια. ΄Εχοντας ήδη αποσαφηνίσει τις έννοιες των επεκτάσεων Galois και της αντι-
στοιχίας σωµάτων-οµάδων (Κεφάλαιο 3), καθώς και τις κρίσιµες αναλυτικές ιδιότητες του
R και του C (Κεφάλαιο 4), περνάµε τώρα στο κεντρικό επιχείρηµα. Η στρατηγική µας
παραµένει σε εκκρεµότητα ως προς την τελική της υλοποίηση, η οποία ϑα διεξαχθεί στη
χρήση των ϑεωρηµάτων Sylow για να δειχθεί ότι η οµάδα Galois της επέκτασης είναι µια
2-οµάδα (αποκλείοντας την ύπαρξη περιττών ϐαθµών λόγω του Θ.Ε.Τ.)και στην απόδειξη
ότι η οµάδα αυτή είναι τετριµµένη (αποκλείοντας επεκτάσεις ϐαθµού 2 λόγω της ύπαρξης
τετραγωνικών ϱιζών στο C).

Θεώρηµα (Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας) Το σώµα των µιγαδικών αριθµών C
είναι αλγεβρικώς κλειστό, δηλαδή κάθε µη σταθερό µιγαδικό πολυώνυµο διαθέτει µια ϑέση
µηδενισµού στο C.

5.0.1 Το Κεντρικό Επιχείρηµα και η Αναγωγή στο R

΄Ενας ορισµός του αλγεβρικά κλειστού σώµατος είναι ότι κάθε πολυώνυµο f (x) ∈ C[x]
ϐαθµού n ≥ 1 έχει n ϱίζες στο C. Ισοδύναµα, το C είναι αλγεβρικά κλειστό αν κάθε
πεπερασµένη αλγεβρική επέκταση K του C έχει ϐαθµό [K : C] = 1, δηλαδή K = C.

Η δυσκολία στην απευθείας µελέτη µιας επέκτασης K/C έγκειται στο ότι χάνουµε τις
πληροφορίες που µας παρέχει το σώµα των πραγµατικών αριθµών R, το οποίο διαθέτει
την ιδιότητα της διάταξης και την έννοια της συνέχειας (µέσω της πληρότητας). Για να
αξιοποιήσουµε αυτά τα αναλυτικά εργαλεία, αναγάγουµε την επέκταση K σε µια ευρύτερη
δοµή πάνω από το R.
΄Εστω K µια πεπερασµένη επέκταση του C. Για να διασφαλίσουµε ότι η οµάδα Galois
ϑα περιλαµβάνει όλες τις απαραίτητες συµµετρίες, κατασκευάζουµε µια επέκταση που
να είναι Galois πάνω από το R. Αν το K παράγεται από µια ϱίζα α ενός πολυωνύµου
f (x) ∈ C[x], τότε ϑεωρούµε το πολυώνυµο:

g(x) = f (x) · f̄ (x)

όπου f̄ (x) είναι το πολυώνυµο που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε κάθε συντελεστή ci

του f (x) µε τον συζυγή του c̄i.

Λήµµα Το πολυώνυµο g(x) ανήκει στο R[x].

Απόδειξη. Η µιγαδική συζυγία είναι ένας αυτοµορφισµός του C που αφήνει σταθερό το R.
Επειδή ο συζυγής του γινοµένου, f (x) · f̄ (x), είναι πάλι το f (x) · f̄ (x), οι συντελεστές του
g(x) είναι αναλλοίωτοι υπό τη συζυγία, άρα είναι πραγµατικοί. □

Θεωρούµε πλέον το σώµα K ως το σώµα ανάλυσης του g(x) ∈ R[x] πάνω από το R. Αυτή
η επιλογή είναι καθοριστική για δύο λόγους :
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• Ως σώµα ανάλυσης, η επέκταση K/R είναι κανονική.

• Σε σώµατα χαρακτηριστικής 0 (όπως το R), κάθε επέκταση είναι διαχωρίσιµη.

Συνεπώς, η επέκταση K/R είναι Galois, γεγονός που µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε
την πλήρη ισχύ της Αντιστοιχίας Galois και των Θεωρηµάτων Sylow.

5.0.2 Ορισµός της Οµάδας Galois G

Ορίζουµε την οµάδα Galois της επέκτασης ως :

G = Gal(K/R)

Η τάξη της οµάδας G ισούται µε τον ϐαθµό της επέκτασης, δηλαδή |G| = [K : R]. Λόγω
της πολλαπλασιαστικής ιδιότητας του ϐαθµού επεκτάσεων, έχουµε:

[K : R] = [K : C] · [C : R] = 2 · [K : C]

Συνεπώς, η τάξη της G είναι οπωσδήποτε άρτιος αριθµός.

5.1 Βήµα 1: Η Οµάδα Gal(K/R) είναι 2-Οµάδα

Στην προηγούµενη ενότητα ορίσαµε την οµάδα G = Gal(K/R) και διαπιστώσαµε ότι η τάξη
της είναι άρτιος αριθµός, καθώς [K : R] = [K : C] · [C : R] = 2[K : C]. Στόχος αυτού του
ϐήµατος είναι να αποδείξουµε ότι η τάξη της G είναι δύναµη του 2.

5.1.1 Ανάλυση της Τάξης της Οµάδας G

΄Εστω ότι η τάξη της οµάδας G γράφεται στη γενική µορφή:

|G| = 2k ·m

όπου ο k ≥ 1 είναι ο µέγιστος εκθέτης του 2 που διαιρεί την τάξη της οµάδας και ο m
είναι ένας περιττός ϕυσικός αριθµός. Για να δείξουµε ότι η G είναι µια 2-οµάδα, αρκεί να
αποδείξουµε ότι m = 1.

5.1.2 Εφαρµογή του Πρώτου Θεωρήµατος Sylow

Ας υποθέσουµε, προς άτοπο, ότι ο περιττός παράγοντας είναι m > 1.Σύµφωνα µε το
Πρώτο Θεώρηµα Sylow (ϐλ. Ενότητα 3.5), για κάθε πρώτο διαιρέτη p της τάξης µιας
οµάδας, υπάρχει µια αντίστοιχη p-υποοµάδα Sylow. Στην περίπτωσή µας, ϑεωρούµε την
2-υποοµάδα Sylow, έστω H, η οποία έχει τάξη:

|H | = 2k

Ο δείκτης της υποοµάδας H στην οµάδα G είναι :

[G : H] =
|G|

|H |
=

2k ·m

2k
= m
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5.1.3 Η Αντιστοιχία Galois και το Ενδιάµεσο Σώµα L

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois, στην υποοµάδα H αντιστοιχεί ένα εν-
διάµεσο σώµα σταθερών L = KH , τέτοιο ώστε R ⊆ L ⊆ K.Οι ϐαθµοί της επέκτασης ικανο-
ποιούν τη σχέση:

[L : R] = [G : H] = m

Εφόσον υποθέσαµε ότι m > 1, το L είναι µια γνήσια επέκταση του R µε περιττό ϐαθµό m.

΄Εστω ένα στοιχείο α ∈ L το οποίο δεν ανήκει στο R (τέτοιο στοιχείο υπάρχει αφού [L : R] =
m > 1). Θεωρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο του α πάνω από το R, έστω p(x) ∈ R[x].

• Ο ϐαθµός του p(x), έστω d, πρέπει να διαιρεί τον ϐαθµό της επέκτασης [L : R] = m.

• Εφόσον ο m είναι περιττός, έπεται ότι και ο d είναι περιττός αριθµός µεγαλύτερος
της µονάδας (d > 1).

• Επιπλέον, το p(x) είναι εξ ορισµού ανάγωγο πάνω από το R.

Ωστόσο, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 1 (ϐλ. Ενότητα 4.2), κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθ-
µού στο R[x] έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ϱίζα. Η ύπαρξη ϱίζας συνεπάγεται ότι το
πολυώνυµο έχει έναν γραµµικό παράγοντα της µορφής (x − c), γεγονός που έρχεται σε
άµεση αντίθεση µε την αναγωγικότητα του p(x) για ϐαθµό d > 1.

Οπότε, η µοναδική περίπτωση που δεν οδηγεί σε άτοπο είναι ο περιττός παράγοντας να
είναι η µονάδα, δηλαδή m = 1.Συνεπώς:

|G| = 2k

Αποδείχθηκε λοιπόν ότι η οµάδα Galois G = Gal(K/R) είναι µια 2-οµάδα.

5.2 Βήµα 2: Η Οµάδα Gal(K/C) είναι Τετριµµένη

Μετά την απόδειξη ότι η οµάδα Galois G = Gal(K/R) είναι µια 2-οµάδα τάξης |G| = 2k,
το επόµενο ϐήµα είναι να εξετάσουµε τη σχέση του σώµατος K µε το σώµα των µιγαδικών
αριθµών C. Θα αποδείξουµε ότι ο ϐαθµός της επέκτασης [K : C] είναι ίσος µε τη
µονάδα, γεγονός που συνεπάγεται ότι K = C.

5.2.1 Η Υποοµάδα H ′ και η Τάξη της

Θεωρούµε την υποοµάδα H ′ = Gal(K/C). Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας
Galois, γνωρίζουµε ότι η υποοµάδα αυτή αντιστοιχεί στο σώµα C µέσα στον πύργο επε-
κτάσεων R ⊆ C ⊆ K. Η τάξη της H ′ δίνεται από τη σχέση:

|H ′| = [K : C] =
[K : R]
[C : R]

=
2k

2
= 2k−1

Εφόσον η H ′ είναι υποοµάδα της 2-οµάδας G, είναι και η ίδια µια 2-οµάδα.
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5.2.2 Η ΄Υπαρξη Υποοµάδας ∆είκτη 2

Ας υποθέσουµε, προς άτοπο, ότι η επέκταση είναι γνήσια, δηλαδή k−1 ≥ 1 (που σηµαίνει
|H ′| > 1). Μία από τις ϑεµελιώδεις ιδιότητες των p-οµάδων (ϐλ. Ενότητα 3.5.3) είναι ότι
κάθε µη τετριµµένη p-οµάδα διαθέτει µια σειρά υποοµάδων τέτοια ώστε να υπάρχει πάντα
µια υποοµάδα N µε δείκτη ίσο µε τον πρώτο p. Στην περίπτωσή µας (p = 2), η H ′ πρέπει
να περιέχει µια υποοµάδα N τέτοια ώστε :

[H ′ : N] = 2

Αυτή η υποοµάδα N είναι αναγκαστικά κανονική στην H ′, αν και για την απόδειξή µας
αρκεί η ύπαρξή της και ο δείκτης της.

5.2.3 Η Αντιστοιχία Galois και το Σώµα L′

Εφαρµόζοντας ξανά την αντιστοιχία Galois για την υποοµάδα N εντός της H ′, προκύπτει
η ύπαρξη ενός ενδιάµεσου σώµατος L′ = KN , το οποίο ϐρίσκεται ανάµεσα στο C και το K
(C ⊆ L′ ⊆ K). Ο ϐαθµός της επέκτασης L′/C ισούται µε τον δείκτη της υποοµάδας :

[L′ : C] = [H ′ : N] = 2

Μια επέκταση ϐαθµού 2 πάνω από το C παράγεται από τη ϱίζα ενός τετραγωνικού πο-
λυωνύµου f (x) = x2 + bx + c, όπου b, c ∈ C. Σύµφωνα µε τον κλασικό αλγεβρικό τύπο,
οι ϱίζες αυτού του πολυωνύµου εξαρτώνται από την ύπαρξη της τετραγωνικής ϱίζας της
διακρίνουσας ∆ = b2 − 4c.

Ωστόσο, στην Ιδιότητα 2 (ϐλ. Ενότητα 4.3), αποδείξαµε αναλυτικά ότι κάθε µιγαδικός
αριθµός διαθέτει τετραγωνική ϱίζα εντός του C. Αυτό σηµαίνει ότι :

• Το πολυώνυµο f (x) έχει ήδη τις ϱίζες του στο C.

• Το πολυώνυµο f (x) είναι αναγώγιµο (διασπάται σε γραµµικούς παράγοντες) πάνω
από το C.

• ∆εν µπορεί να υπάρξει ανάγωγο πολυώνυµο ϐαθµού 2 πάνω από το C.

Εποµένως, η ύπαρξη του σώµατος L′ µε [L′ : C] = 2 είναι αδύνατη.
Η αντίφαση που προέκυψε µας αναγκάζει να απορρίψουµε την υπόθεση |H ′| > 1. Συνε-
πώς, πρέπει :

k − 1 = 0 =⇒ k = 1

Αυτό σηµαίνει ότι η τάξη της οµάδας H ′ είναι 20 = 1, άρα η H ′ είναι η τετριµµένη οµάδα
{id}. Κατά συνέπεια :

[K : C] = 1

5.3 Συµπέρασµα της Απόδειξης

Με την ολοκλήρωση των δύο προηγούµενων ϐηµάτων, ο κύκλος της απόδειξης κλείνει,
οδηγώντας µας στο τελικό συµπέρασµα για τη ϕύση του σώµατος των µιγαδικών αριθ-
µών.
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5.3.1 Η Ταύτιση K = C

Στην ενότητα 5.3 αποδείξαµε ότι ο ϐαθµός της επέκτασης [K : C] είναι αναγκαστικά ίσος
µε τη µονάδα. Στη ϑεωρία σωµάτων, η συνθήκη [K : C] = 1 συνεπάγεται άµεσα ότι :

K = C

Αυτό σηµαίνει ότι το σώµα ανάλυσης K οποιουδήποτε πολυωνύµου f (x) ∈ C[x] (ή του
κατασκευασµένου g(x) ∈ R[x] που περιέχει τις ϱίζες του f ) δεν είναι µεγαλύτερο από το
ίδιο το σώµα των µιγαδικών αριθµών. Συνεπώς, όλες οι ϱίζες του πολυωνύµου f (x), οι
οποίες εξ ορισµού περιέχονται στο σώµα ανάλυσής του K, ανήκουν στην πραγµατικότητα
στο C.

5.3.2 Το C ως Αλγεβρικά Κλειστό Σώµα

Η απόδειξη ότι κάθε πεπερασµένη αλγεβρική επέκταση του C συµπίπτει µε το ίδιο το C
αποτελεί τον ορισµό του αλγεβρικά κλειστού σώµατος. Καταλήγουµε λοιπόν στην επιβε-
ϐαίωση του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας :

Κάθε µη σταθερό πολυώνυµο f (x) ∈ C[x] έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο C.

Ως άµεση συνέπεια, κάθε τέτοιο πολυώνυµο ϐαθµού n µπορεί να γραφεί ως γινόµενο n
πρωτοβάθµιων παραγόντων :

f (x) = an(x − α1)(x − α2) . . . (x − αn)

όπου α1, α2, . . . , αn ∈ C είναι οι ϱίζες του.
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6 Συµπεράσµατα

6.1 Σύνοψη των Κύριων Αποτελεσµάτων

Στην παρούσα εργασία εξετάστηκε µία από τις πιο κοµψές και ϐαθιές αποδείξεις του
Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας, η οποία συνδυάζει την Θεωρία Galois µε τις
ϑεµελιώδεις αναλυτικές ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών. Η προσέγγιση αυτή έχει
τις ϱίζες της στις πρώιµες προσπάθειες των Euler και Lagrange κατά τον 18ο αιώνα, οι
οποίοι επιχείρησαν να αποδείξουν το ϑεώρηµα χρησιµοποιώντας τις συµµετρίες των ϱιζών.
Ωστόσο, η απόδειξη ολοκληρώθηκε και διατυπώθηκε τον 19ο αιώνα, ϐασισµένη στο έργο
του Évariste Galois, ενώ η συγκεκριµένη µορφή της που χρησιµοποιεί την αντιστοιχία
σωµάτων και οµάδων διδάσκεται σήµερα ως µέρος της ϑεωρίας του Emil Artin.

6.1.1 Επαναδιατύπωση του Θ.Θ.Α.

Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας (Θ.Θ.Α.) επιβεβαιώνει ότι το σώµα των µιγαδικών
αριθµών C είναι αλγεβρικά κλειστό. ΄Οπως αναλύθηκε, αυτό σηµαίνει ότι κάθε µη στα-
ϑερό πολυώνυµο f (z) ∈ C[z] ϐαθµού n ≥ 1 διαθέτει τουλάχιστον µία ϱίζα στο C. Κατά
συνέπεια, κάθε τέτοιο πολυώνυµο διασπάται πλήρως σε γινόµενο n γραµµικών παρα-
γόντων της µορφής (z − αi). Το αποτέλεσµα αυτό δεν αποτελεί απλώς µια διαπίστωση για
τις πολυωνυµικές εξισώσεις, αλλά ορίζει το C ως το τελικό στάδιο της αλγεβρικής εξέλιξης
των αριθµητικών συστηµάτων, όπου κάθε αλγεβρική οντότητα ϐρίσκει τη λύση της.

6.1.2 Ο Ρόλος των Βασικών Θεωρηµάτων στην Απόδειξη

Η ισχύς της απόδειξης που αναπτύχθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια ϐασίστηκε στη συ-
νεργασία τριών διαφορετικών µαθηµατικών πυλώνων:

1. Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois (Θ.Θ.Θ.G): Λειτούργησε ως ο συνδε-
τικός κρίκος που επέτρεψε τη µετάφραση ενός προβλήµατος σωµάτων σε πρόβληµα
ϑεωρίας οµάδων. Μέσω της αντιστοιχίας Galois, η αναζήτηση ενδιάµεσων σωµάτων
αντικαταστάθηκε από τη µελέτη των υποοµάδων της οµάδας Γαλ(K/R). Η ικανότητα
να ερµηνεύουµε τη δοµή µιας επέκτασης σωµάτων µέσα από τη δοµή µιας οµάδας
ήταν η απαραίτητη προϋπόθεση για τον έλεγχο των δυνατών ϐαθµών επέκτασης.

2. Θεωρήµατα Sylow και p-οµάδες: Τα ϑεωρήµατα Sylow παρείχαν τα εργαλεία για
την αποδόµηση της οµάδας Galois. Το 1ο Θεώρηµα Sylow µας επέτρεψε να αποµο-
νώσουµε µια 2-υποοµάδα και να δείξουµε ότι η οµάδα Galois µιας οποιασδήποτε
επέκτασης του R πρέπει να είναι µια 2-οµάδα. Επιπλέον, η ιδιότητα των p-οµάδων
να διαθέτουν πάντα υποοµάδες δείκτη p (στην περίπτωσή µας δείκτη 2) ήταν αυ-
τή που οδήγησε στην τελική αντίφαση, αποδεικνύοντας ότι δεν υπάρχει χώρος για
περαιτέρω επεκτάσεις πάνω από το C.

3. Αναλυτικές Ιδιότητες του R και του C: Παρά τον αλγεβρικό προσανατολισµό
της αποδεικτικής διαδικασίας, οι αναλυτικές ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών
αποτέλεσαν το αναγκαίο υπόβαθρο για την οικοδόµηση του τελικού επιχειρήµατος.

• Η Ιδιότητα 1 (πολυώνυµα περιττού ϐαθµού στο R έχουν ϱίζα), ϐασισµένη
στο Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής, απέκλεισε την ύπαρξη επεκτάσεων περιττού
ϐαθµού.
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• Η Ιδιότητα 2 (ύπαρξη τετραγωνικών ϱιζών στο C) απέκλεισε την ύπαρξη επε-
κτάσεων ϐαθµού 2.

6.2 Κριτική Σύγκριση

Η απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας (Θ.Θ.Α.) µπορεί να επιτευχθεί
µέσω ποικίλων µεθόδων, από τη Μιγαδική Ανάλυση (Θεώρηµα Liouville) έως την Τοπο-
λογία (Αριθµός Στροφής). Ωστόσο, η αλγεβρική προσέγγιση µέσω της Θεωρίας Galois
παρουσιάζει διακριτά πλεονεκτήµατα και προσφέρει µια µοναδική οπτική στη ϕύση του
προβλήµατος.
Ενώ οι περισσότερες αποδείξεις ϐασίζονται σε προχωρηµένες έννοιες της Μιγαδικής Α-
νάλυσης (όπως οι ολόµορφες συναρτήσεις, τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα ή η αρχή του
µεγίστου), η απόδειξη µέσω Galois απαιτεί µόνο δύο ϐασικά αποτελέσµατα της Ανάλυσης :
ότι κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθµού στο R[x] έχει ϱίζα και ότι κάθε µιγαδικός αριθµός
έχει τετραγωνική ϱίζα. Αυτό καθιστά την απόδειξη πιο διαφανή ως προς το πού ακριβώς
εισέρχεται η ιδιότητα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών.
Η συγκεκριµένη µέθοδος αντιµετωπίζει το C ως ένα σώµα, όπου µέσω της χρήσης των
p-οµάδων Sylow, αποκαλύπτεται ότι η αιτία που το C είναι αλγεβρικά κλειστό κρύβεται
στη δοµή των πεπερασµένων οµάδων.
Η µέθοδος Galois δείχνει ότι αν ένα σώµα F έχει τις ίδιες αναλυτικές ιδιότητες µε το R,
τότε η επέκταση F (i) ϑα είναι πάντα αλγεβρικά κλειστή. Αυτή η γενίκευση είναι αδύνατη
µε µεθόδους της Μιγαδικής Ανάλυσης, οι οποίες είναι αυστηρά περιορισµένες στο σώµα
C.
Καταλήγουµε, λοιπόν, στο συµπέρασµα ότι η απόδειξη µέσω της Θεωρίας Galois είναι µία
διαδικασία που συνδέει οργανικά την ΄Αλγεβρα µε την Ανάλυση. Αναδεικνύει ότι το Θ.Θ.Α.
είναι στην πραγµατικότητα ένα ϑεώρηµα για την ακαµπτία των επεκτάσεων του R. Η επι-
λογή της στην παρούσα εργασία δικαιώνεται από το γεγονός ότι προσφέρει τη ϐαθύτερη
δυνατή κατανόηση του γιατί το µιγαδικό σώµα αποτελεί το ϕυσικό όριο της αλγεβρικής
διαδικασίας.

34



References

[1] Lars Valerian Ahlfors. Complex Analysis: An Introduction to the Theory of Analytic
Functions of One Complex Variable. McGraw-Hill, 3rd edition, 1979.

[2] Michael Artin. Algebra. Pearson Prentice Hall, 2nd edition, 2011.

[3] Gerhard Rosenberger Benjamin Fine. The Fundamental Theoren of Algebra.
Springer, 1997.

[4] John B. Conway. Functions of One Complex Variable I. Springer, 2nd edition,
1978.

[5] David A. Cox. Galois Theory. John Wiley & Sons, 2nd edition, 2012.

[6] David S. Dummit and Richard M. Foote. Abstract Algebra. John Wiley & Sons,
3rd edition, 2004.

[7] Harold M. Edwards. Galois Theory, volume 101 of Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, 1984.

[8] Jhon B. Fraleigh. An Introduction in Algebra. Graduate Texts in Mathematics.
Crete University Press (CUP), 11th edition, 2019.

[9] John M. Howie. Fields and Galois Theory. Graduate Texts in Mathematics.
Springer, 2006.

[10] Serge Lang. Algebra, volume 211 of Graduate Texts in Mathematics. Springer, 3rd
edition, 2002.

[11] Joseph Rotman. Galois Theory. Graduate Texts in Mathematics. Leader Books,
1st edition, 2000.

[12] Ian Stewart. Galois Theory. CRCPress Taylor Francis Group, 4th edition, 2015.

[13] Theophilos Tsantilas. Grothendieck’s Galois Theory. MSc Thesis, Dept. of Mathe-
matics. University of Athens.

35


	Εισαγωγή
	Ιστορική Αναδρομή και Σημασία του Θεμελιώδους Θεωρήματος της Άλγεβρας
	Ορισμός του Θεμελιώδους Θεωρήματος της Άλγεβρας
	Η Ιστορία του Προβλήματος και οι Πρώτες Αποδείξεις
	Η Σημασία του Θεωρήματος στα Μαθηματικά

	Επισκόπηση των Διαφορετικών Αποδείξεων
	Σκοπός της ενότητας και κύριες κατηγορίες προσεγγίσεων
	Αναλυτικές αποδείξεις: Θεώρημα Liouville και ελάχιστο του |p|
	Τοπολογικές/γεωμετρικές αποδείξεις: Αρχή Επιχειρήματος και Θεώρημα Rouché
	Η αλγεβρική προσέγγιση: στρατηγική μέσω Θεωρίας Galois

	Δομή της Εργασίας

	Θεωρία Σωμάτων και Αλγεβρικές Επεκτάσεις
	Βασικές Έννοιες της Θεωρίας Σωμάτων
	Ο Δακτύλιος των Πολυωνύμων F[x]
	Επεκτάσεις Σωμάτων
	Αλγεβρικά και Υπερβατικά Στοιχεία
	Απλές Επεκτάσεις

	Σώματα Ανάλυσης
	Ύπαρξη και Μοναδικότητα


	Η Θεωρία Galois
	Αυτομορφισμοί και Ομάδα Galois
	Ομομορφισμοί και Ισομορφισμοί Σωμάτων
	Η Ομάδα Galois Gal(L/K)

	Κανονικές και Διαχωρίσιμες Επεκτάσεις
	Κανονικότητα
	Διαχωρησιμότητα

	Επεκτάσεις Galois
	Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Θεωρίας Galois
	Προαπαιτούμενα και Συμβολισμοί

	Προαπαιτούμενα από τη Θεωρία Ομάδων
	Θεωρήματα Sylow
	Ιδιότητες p-ομάδων


	Αναλυτικά Προαπαιτούμενα και η Δομή του C
	Το Σώμα των Μιγαδικών Αριθμών C
	Η Κατασκευή C = R(i)
	Ο Βαθμός της Επέκτασης [C : R] = 2

	Ιδιότητα 1: Ρίζες Πολυωνύμων Περιττού Βαθμού
	Το Θεώρημα Ενδιάμεσης Τιμής (Θ.Ε.Τ.)
	Ιδιότητα 2: Τετραγωνικές Ρίζες στο C


	Η Απόδειξη του Θεμελιώδους Θεωρήματος της Άλγεβρας
	Το Κεντρικό Επιχείρημα και η Αναγωγή στο R
	Ορισμός της Ομάδας Galois G
	Βήμα 1: Η Ομάδα Gal(K/R) είναι 2-Ομάδα
	Ανάλυση της Τάξης της Ομάδας G
	Εφαρμογή του Πρώτου Θεωρήματος Sylow
	Η Αντιστοιχία Galois και το Ενδιάμεσο Σώμα L

	Βήμα 2: Η Ομάδα Gal(K/C) είναι Τετριμμένη
	Η Υποομάδα H' και η Τάξη της
	Η Ύπαρξη Υποομάδας Δείκτη 2
	Η Αντιστοιχία Galois και το Σώμα L'

	Συμπέρασμα της Απόδειξης
	Η Ταύτιση K = C
	Το C ως Αλγεβρικά Κλειστό Σώμα


	Συμπεράσματα
	Σύνοψη των Κύριων Αποτελεσμάτων
	Επαναδιατύπωση του Θ.Θ.Α.
	Ο Ρόλος των Βασικών Θεωρημάτων στην Απόδειξη

	Κριτική Σύγκριση

	References

