
Γραµµικός Προγραµµατισµός - Μέθοδος Simplex 
 
 
 Η πλέον γνωστή και περισσότερο χρησιµοποιηµένη µέθοδος για την επίλυση ενός γενικού 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού, είναι η µέθοδος Simplex η οποία αναπτύχθηκε 
από τον George Dantzig. H µέθοδος αυτή αποτελεί µια αλγεβρική επαναληπτική διαδικασία η 
οποία επιλύει ακριβώς, κάθε πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού, σε ένα πεπερασµένο 
πλήθος βηµάτων. Τα βήµατα αυτά θα αναφερθούν αναλυτικά παρακάτω αφού πρώτα 
ορίσουµε κάποιες έννοιες. 

• Ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού βρίσκεται στην κανονική µορφή όταν: 
i) H αντικειµενική συνάρτηση ζητείται να µεγιστοποιηθεί. 
ii) Οι µεταβλητές είναι όλες µη αρνητικές, δηλαδή, µεγαλύτερες ή ίσες του µηδενός. 
iii) Στους περιορισµούς, οι γραµµικές εκφράσεις που περιέχουν τις µεταβλητές είναι 
µικρότερες ή ίσες από µία µη αρνητική σταθερά, δηλαδή είναι της µορφής: 

(γραµµικό πολυώνυµο) ≤ α,  όπου α ≥ 0 
 
Παράδειγµα κανονικής µορφής : 
       Μεγιστοποίηση της m=6x+8y υπό περιορισµούς 
                                x+y ≤ 10  
                                2x+3y ≤ 12 
                                 x   ≥ 0   
                                 y   ≥ 0    
 
• Μία µεταβλητή ονοµάζεται χαλαρή, όταν παριστάνει τη διαφορά µεταξύ µιας διαθέσιµης 

ποσότητας και της ποσότητας που πράγµατι χρησιµοποιείται. 
 
Παράδειγµα χαλαρής µεταβλητής : 
                          ∆ίνεται η ανισότητα 2x+y ≤ 10 
                             Θα ορίσουµε τη χαλαρή µεταβλητή s1 έτσι ώστε 2x+y+s1 = 10 
 
• Η τυποποιηµένη µορφή της αντικειµενικής συνάρτησης δηµιουργείται όταν 

ταξινοµούµε τους όρους της έτσι ώστε να έχει την ίδια µορφή εξίσωσης µε τους περιορισµούς. 
 
Παράδειγµα τυποποιηµένης µορφής : 
                             ∆ίνεται η αντικειµενική συνάρτηση  m=6x+8y 
                             Η τυποποιηµένη µορφή της θα είναι  -6x-8y+m=0  
 
• Αρχικός Simplex πίνακας καλείται ο επαυξηµένος πίνακας ο οποίος αποτελείται από 

σειρές µε στοιχεία τους συντελεστές των µεταβλητών των εξισώσεων των περιορισµών, η 
τελευταία του σειρά αποτελείται από τους συντελεστές της αντικειµενικής συνάρτησης και η 
τελευταία του στήλη από τις σταθερές τους. 

 
Παράδειγµα  αρχικού Simplex πίνακα: 
                         Μεγιστοποίηση της m= 2x + 3y + 4z υπό περιορισµούς 
                                                        x + 2y + 3z ≤ 12  
                                                        2x + 5z ≤ 10 
                                                        3x + y + z ≤ 6 
  
 



Από αυτά τα δεδοµένα προκύπτει ο πίνακας  
 
        x                y               z                s1               s2               s3               m 

1 2 3 1 0 0 0 12 
2 0 5 0 1 0 0 10 
3 1 1 0 0 1 0 6 
-2 -3 -4 0 0 0 1 0 

 
 
• Μία στήλη βρίσκεται σε βασική µορφή όταν µόνο ένα στοιχείο της είναι ίσο µε το 1 και 

όλα τα υπόλοιπα είναι 0. Η µεταβλητή στην οποία αντιστοιχεί ονοµάζεται βασική 
µεταβλητή.Οι υπόλοιπες µεταβλητές ονοµάζονται µη-βασικές. 

 
• Την βασική εφικτή λύση την παίρνουµε όταν στον αρχικό Simplex πίνακα θέσουµε τις 

µη-βασικές µεταβλητές ίσες µε 0, οπότε αντιστοιχίζοµαι τις βασικές µεταβλητές µε τα 
σταθερά στοιχεία της τελευταίας στήλης.  

 
Παράδειγµα εύρεσης βασικής λύσης : 
      ∆ίνεται ο αρχικός Simplex πίνακας 

         x                y               s1              s2                 m  
       -1       0 1         -2          0 2 

1 1 0 1 0 5 
1 0 0 3 1 15 

 
        Οι στήλες που βρίσκονται σε βασική µορφή είναι η δεύτερη, Τρίτη και πέµπτη. 
        Οι βασικές µεταβλητές είναι η y, s1, m και η βασική εφικτή λύση, αν θέσουµε 
        x= s2 =0 , είναι y=5 , s1  =2 , m=15. 
 
• Κάθε αρχικός Simplex πίνακας έχει περισσότερες στήλες από ότι σειρές, ώστε το 

σύστηµα να έχει άπειρο αριθµό λύσεων. Ποια είναι η καλύτερη εφικτή λύση θα εξαρτηθεί από 
την µορφή του πίνακα και την εφαρµογή του ελέγχου µέγιστης λύσης που λέει: 

Ο αρχικός Simplex πίνακας θα δώσει την βέλτιστη λύση αν και µόνο αν η τελευταία σειρά, 
η οποία αναφέρεται στην αντικειµενική συνάρτηση, περιλαµβάνει µόνο µη αρνητικά στοιχεία. 

 
• Η στήλη που έχει το πιο αρνητικό στοιχείο στην τελευταία σειρά ονοµάζεται στήλη 

οδηγός. Η µεταβλητή που αντιστοιχεί στην στήλη αυτή καλείται εισερχοµένη µεταβλητή.Αν 
υπάρχουν δύο ή περισσότερα ίσα και αρνητικά στοιχεία, τότε µπορούµε να επιλέξουµε 
οποιαδήποτε από τις στήλες που τους αντιστοιχούν. Όταν επιλεγεί η στήλη οδηγός, αναζητάµε 
τη σειρά οδηγό ως εξής: Για κάθε σειρά,εκτός από την τελευταία, µε θετική καταχώριση στην 
στήλη οδηγό, υπολογίζουµε τον λόγο του στοιχείου στην τελευταία στήλη προς το στοιχείο 
στην στήλη οδηγό. Αν προκύψουν δύο ή περισσότερες σειρές µε τον ίδιο λόγο, τότε µπορούµε 
να χρησιµοποιήσουµε οποιαδήποτε σειρά αλλιώς το στοιχείο που αντιστοιχεί στην σειρά µε 
τον µικρότερο θετικό λόγο ονοµάζεται στοιχείο οδηγός. Το στοιχείο αυτό θα γίνει 1 και τα 
υπόλοιπα της στήλης του 0 ύστερα από µία σειρά εργασιών στις σειρές που θα 
πραγµατοποιηθεί, προκειµένου να µετατραπεί η στήλη άξονας σε βασική µορφή. Αυτή η 
διαδικασία ονοµάζεται οδήγηση. 



 
Παράδειγµα οδήγησης : 
      ∆ίνεται ο πίνακας  

x                y               s1                s2               m 
   1 2 0    3    0 26 

0 1 1 1 0   10 
0  -2 0 10 1 12 

 
Ο έλεγχος µέγιστης λύσης αποτυγχάνει αφού υπάρχει αρνητικό στοιχείο στην τελευταία 

σειρά. Η δεύτερη στήλη είναι η στήλη άξονας και η y η εισερχόµενη µεταβλητή. Μετά από 
υπολογισµό του λόγου της πρώτης σειράς 26/2 και της δεύτερης σειράς 10/1 προκύπτει ότι η 
δεύτερη σειρά είναι σειρά άξονας και η καταχώριση άξονα θα είναι ίση µε το στοιχείο(2,2)=1. 
Στη συνέχεια µέσα από τις ακόλουθες πράξεις σειρών µετατρέπουµε το πίνακα µας σε βασική 
µορφή 

 
x                y               s1            s2               m 

R1+(-2)R2 
 
R3+ 2R2 
 

Και από όπου προκύπτει η µέγιστη εφικτή λύση x=6 , y=10 , m=32 
 
Να σηµειωθεί εδώ ότι η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται όσες φορές χρειαστεί 

προκειµένου ο πίνακας που θα προκύψει τελικά να έχει τελευταία σειρά µε µη αρνητικά 
στοιχεία. 

 
Αφού ορίσαµε όλες τις έννοιες, µπορούµε σε αυτό το σηµείο να δώσουµε τα βήµατα για 

την επίλυση προβληµάτων µε τη µέθοδο Simplex τα οποία βρίσκονται σε κανονική µορφή. 
 

H Μέθοδος Simplex για Προβλήµατα σε Κανονική Μορφή 
 
1. Ανάγουµε τους περιορισµούς που εκφράζονται µε ανισώσεις σε εξισώσεις, εισάγοντας 

νέες µη αρνητικές µεταβλητές, οι οποίες ονοµάζονται χαλαρές µεταβλητές και εκφράζουµε 
την αντικειµενική συνάρτηση σε κατάλληλη µορφή. 

2. Κατασκευάζουµε τον αρχικό Simplex πίνακα. 
3. Εφαρµόζουµε τον έλεγχο της µέγιστης λύσης. Αν η βασική εφικτή λύση είναι µέγιστη, 

τότε το πρόβληµα έχει λυθεί. Αν όχι τότε προχωράµε στο επόµενο βήµα. 
4. Κατασκευάζουµε ένα νέο Simplex πίνακα ακολουθώντας την εξής διαδικασία: 

a) Επιλέγουµε την στήλη άξονα 
b) Επιλέγουµε την σειρά άξονα 
c) Εφαρµόζουµε τη διαδικασία οδήγησης γύρω από την καταχώριση άξονα. 

5. Επαναλαµβάνουµε το βήµα 3. 

   1 0  -2    1    0  6 
0 1 1 1 0         10 
0    0 2 12 1 32 



 

Εκτός όµως από τα προβλήµατα αυτά, η µέθοδος Simplex µπορεί να εφαρµοστεί και σε 
προβλήµατα που δεν βρίσκονται σε κανονική µορφή, δηλαδή, συµβαίνει τουλάχιστον ένα από 
τα παρακάτω: 

i) Ζητείται η αντικειµενική συνάρτηση να ελαχιστοποιηθεί. 
ii) Στους περιορισµούς, οι γραµµικές εκφράσεις που περιέχουν τις µεταβλητές είναι 

µεγαλύτερες από µία µη αρνητική σταθερά, δηλαδή είναι της µορφής: 
(γραµµικό πολυώνυµο) ≥  α      , όπου α ≥ 0 

Και στα προβλήµατα αυτά συνεχίζει να ισχύει ότι οι µεταβλητές είναι όλες µη αρνητικές, 
δηλαδή, µεγαλύτερες ή ίσες του µηδενός. 

 
 
     Στις περιπτώσεις αυτές τα βήµατα που ακολουθούµε για την επίλυση προβληµάτων µε 

τη µέθοδο Simplex τα οποία βρίσκονται σε µη-κανονική µορφή είναι τα εξής : 
 
 

      H Μέθοδος Simplex για Προβλήµατα σε Μη-Κανονική Μορφή 
 
1. Αν το πρόβληµα ζητά την ελαχιστοποίηση της m , τότε δουλεύουµε µε το πρόβληµα 

της µεγιστοποίησης της – m. 
2. Αν οι περιορισµοί είναι της µορφής ( γραµµικό πολυώνυµο ) ≥ α      , όπου α ≥ 0    
τότε πολλαπλασιάζοντας επί -1 λαµβάνουµε την επιθυµητή µορφή. 
3. Αν δεν εµφανιστεί αρνητικός αριθµός στην τελευταία στήλη,εκτός από το   
            τελευταίο της στοιχείο, τότε πηγαίνουµε κατευθείαν στο βήµα 6, αλλιώς  
            συνεχίζουµε στο επόµενο βήµα. 
4. Μετατρέπουµε τον αρνητικό αριθµό σε θετικό µε τον ακόλουθο τρόπο: 
a) ∆ιαλέγουµε ένα αρνητικό στοιχείο που βρίσκεται στην ίδια σειρά µε τον 

αρνητικό αριθµό της τελευταίας στήλης.Η στήλη του θα γίνει στήλη οδηγός. 
b)  Υπολογίζουµε όλους τους λόγους, συµπεριλαµβανοµένων και αυτών που 

αντιστοιχούν στους αρνητικούς αριθµούς της στήλης οδηγό.Τότε η σειρά οδηγός θα είναι αυτή 
µε το µικρότερο θετικό λόγο.  

c) Εφαρµόζουµε τη διαδικασία οδήγησης γύρω από το στοιχείο οδηγό. 
5. Επαναλαµβάνουµε το βήµα 3 εώς ότου να µην υπάρχει άλλη αρνητική   
            καταχώριση στην τελευταία στήλη. 
6. Τελικά ο πίνακας που προκύπτει είναι σε κανονική µορφή και χρησιµοποιούµε   
κατά τα γνωστά τη µέθοδο Simplex για την επίλυση προβλήµατος σε κανονική µορφή.             
 
 
         Παράδειγµα  προβλήµατος σε µη-κανονική µορφή :  
                     Ελαχιστοποίηση της m= x+y υπό περιορισµούς 
                                                        2x-y ≥ 30  
                                                        -x+y ≥50 
 
            Οπότε ακολουθώντας τα βήµατα ζητάµε την µεγιστοποίηση της  -m= -x-y 
                         Υπό περιορισµούς  -2x+y ≤ -30 
                                                             x-y ≤ -50 
 
 
 
 
 



O αρχικός Simplex πίνακας θα είναι  
  

      x                y               s1                       s2               m             
  -2 1 1       0       0 -30 

1  -1 0 1 0  -50 
1    1 0 0 1     0 

 
Υπάρχουν 2 αρνητικοί αριθµοί στην τελευταία στήλη επιλέγουµε τυχαία τον -50 της 

δεύτερης σειράς.Τότε η δεύτερη στήλη γίνεται στήλη άξονας λόγω της  ύπαρξης του -1 και οι 
λόγοι θα είναι ίσοι µε -80/(-1) για την πρώτη σειρά και 50/(-1) για την δεύτερη σειρά.Οπότε το 
στοιχείο άξονας θα είναι το (2,2)= -1. 

Με πράξεις θα προκύψει ο πίνακας  
 
      x                y               s1                       s2            m             

R2+R1 
(-1)R2 
R2+R3 

 
          Παρατηρούµε ότι πάλι εµφανίζεται αρνητικός αριθµός -80 στην τελευταία στήλη, 

οπότε     
      µε επανάληψη των παραπάνω βηµάτων θα καταλήξουµε στον πίνακα 
       
      x                y               s1                       s2               m             

(-1)R1 
(-1)R1+R2 
2R1+R3 
 

         ∆εν υπάρχει άλλο αρνητικό στοιχείο, ο πίνακας µας περνά τον έλεγχο µέγιστης τιµής 
και     

        η λύση θα είναι x=80 , y=130 ,  s1 =s2 =0 , -m=-210 οπότε η ελάχιστη τιµή του m θα 
είναι  

        m = 210. 
 
   Ανακεφαλαιώνοντας είδαµε πως µπορούµε µε τη µέθοδο Simplex να επιλύσουµε 

προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού σε κανονική και µη-κανονική µορφή.Η µέθοδος 
αυτή υπερισχύει έναντι της γεωµετρικής προσέγγισης και αυτό οφείλεται στο ότι : 

1) H µέθοδος Simplex µπορεί να χειριστεί πολλές εξισώσεις και µεταβλητές, ενώ η 
γεωµετρική µέθοδος µπορεί µόνο 2 µεταβλητές. 

2) Η µέθοδος Simplex είναι µηχανική και δεν βασίζεται σε οπτικές ή γεωµετρικές 
ερµηνείες των δεδοµένων.Έτσι είναι ευκολότερο να προγραµµατιστεί ένας υπολογιστής να 
κάνει τους υπολογισµούς. 

             
 

    Τέλος θα αναφέρουµε µία άλλη µέθοδο για την επίλυση των προβληµάτων σε µη-
κανονική µορφή που φέρει το πλεονέκτηµα σε σχέση µε την επίλυση µε τη µέθοδο Simplex 
ότι δεν χρειάζεται τον ορισµό πολυάριθµων οδηγών.Η µέθοδος αυτή ονοµάζεται Dual και 
βρίσκει εφαρµογή σε προβλήµατα που η αντικειµενική συνάρτηση ζητείται να 
ελαχιστοποιηθεί και που όλοι οι περιορισµοί είναι της µορφής  ≥ .Η µορφή της περιγράφεται 
παρακάτω . 

 
 

     -1 0 1       1    0 -80 
     -1       1 0      -1 0       50 

2       0 0 1 1      -50 

      1 0 -1  -1    0 80 
      0       1 -1  -2 0 130 

0       0 2  3  -1 -210 



Το ∆υϊκό πρόβληµα (Dual Problem) 
       
      Αν ένα πρόγραµµα γραµµικού προγραµµατισµού έχει τη µορφή  
                             Ελαχιστοποίηση    m = RX 
                          Υπό περιορισµούς    AX ≥ C 
                                                               X ≥ 0   
 
       Τότε  το dual πρόβληµα του θα έχει τη µορφή 
                              Μεγιστοποίηση    m =  C’U 
                          Υπό περιορισµούς   A΄U ≥ R΄ 
                                                               U ≥ 0      
 
 
 
          µε   R : πίνακας σειρά µε στοιχεία τους συντελεστές των µεταβλητών στην  
                       αντικειµενική συνάρτηση 
                 Χ : πίνακας στήλη µε στοιχεία τις µεταβλητές στην αντικειµενική συνάρτηση 
                 Α : πίνακας µε σειρές τους συντελεστές των µεταβλητών σε κάθε περιορισµό 
                 C : πίνακας στήλη µε στοιχεία τους σταθερούς όρους στο δεξί µέλος των  
                       περιορισµών  
 
   και µε  C’ :  ανάστροφος πίνακα του C 
               U  :  πίνακας στήλη µε ίδιο µέγεθος µε τον C που περιλαµβάνει νέες µεταβλητές 
               Α’ :  ανάστροφος πίνακας του Α 
               R’ :  ανάστροφος πίνακας του R  
 
Ένας άλλος τρόπος να εκφραστεί πιο αποτελεσµατικά το dual πρόβληµα είναι ως εξής : 
 
• Αρχικά σχηµατίζουµε τον αρχικό πίνακα Τ , του οποίου η τελευταία σειρά προέρχεται 

από την αντικειµενική συνάρτηση και οι υπόλοιπες από τους περιορισµούς. 
• Στην συνέχεια φτιάχνουµε τον ανάστροφο του πίνακα Τ’  
• Ξαναγράφουµε την αντικειµενική συνάρτηση ,µε συντελεστές µεταβλητών όµως να 

προέρχονται από την τελευταία σειρά του Τ’ και από τις υπόλοιπες σειρές για τους 
περιορισµούς. 

• Το πρόβληµα που προκύπτει βρίσκεται σε βασική κατάσταση και το λύνουµε κατά τα 
γνωστά. 

 

 
Παράδειγµα dual προβλήµατος : 
                       Ελαχιστοποίηση της m= 4x+2y υπό περιορισµούς 
                                                         5x+y  ≥  5  
                                                         5x+3y ≥10 
                                                          x≥0 , y≥0 
 
Σχηµατίζουµε τον αρχικό πίνακα Τ και τον ανάστροφο του 
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               Μετατροπή σε dual πρόβληµα 
               Μεγιστοποίηση της m= 5u+10υ υπό περιορισµούς 
                                                         5u+5υ  ≤  4  
                                                           u+3υ ≤2 
                                                          u≥0 , υ≥0 
              
                       O αρχικός πίνακας του dual προβλήµατος θα είναι  
      u                υ               s1                       s2               m             
      5  5 1       0       0 4 

1       3 0 1 0       2 
     -

5 
   -

10 
0 0 1       0 

 
                      Ο οποίος καταλήγει στην τελικό πίνακα 
 
 
      u                υ               s1              s2               m 
      1  0 3/10    -1/2       0 1/5 
  0       1 -1/10 1/2 0      3/5 

    0       0 1/2 5/2 1         7 
 
       Και η λύση του θα είναι  u=1/5 , υ=3/5 , m=7. 
 
       Η τιµή  m=7 είναι η µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του dual 

προβλήµατος   
       και η ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του αρχικού µας προβλήµατος. Οι  
       τιµές των x,y βρίσκονται στην τελευταία σειρά του τελικού πίνακα στις στήλες των  
       χαλαρών µεταβλητών, οπότε x=1/2 και y=5/2.     
 



Tέλος θα δώσουµε ένα παράδειγµα που βρίσκει εφαρµογή η µέθοδος Simplex στην 
επίλυση του προβλήµατος µεταφοράς προϊόντων.Συγκεκριµένα θα ασχοληθούµε µε την 
Εταιρεία πετρελαίων Shell και το πρόβληµα διανοµής καυσίµων που έχει στο Σικάγο της 
Αµερικής. 

 

    
 
Η περιοχή αυτή έχει 2 διυλιστήρια που βρίσκονται στο ανατολικό Σικάγο και στο Χάµοντ 

στα οποία το ακατέργαστο πετρέλαιο µετατρέπεται σε ποικίλης ποιότητας εµπορεύσιµο 
πετρέλαιο. Τα δύο τερµατικά αποθήκευσης και φόρτωσης σε πλοία βρίσκονται στο Niles και 
στο Des Plaines.  Σε µία µέρα το διυλιστήριο στο ανατολικό Σικάγο θα παράγει τουλάχιστον 50 
χιλιάδες βυτία εµπορεύσιµου πετρελαίου και το διυλιστήριο στο Χάµοντς θα παράγει 
τουλάχιστον 120 χιλιάδες βυτία.Το τερµατικό στο Niles θα χρειαστεί τουλάχιστον 70 χιλιάδες 
βυτία και το τερµατικό στο Des Plaines θα χρειαστεί τουλάχιστον 100 χιλιάδες βυτία.Η µέγιστη 
δαπάνη µεταφοράς µε πλοίο από το διυλιστήριο στο ανατολικό Σικάγο είναι $8 µέχρι το Niles 
και $16 µέχρι το Des Plaines , ενώ το µέγιστο κόστος από το διυλιστήριο στο Χάµοντ είναι $14 
µέχρι το Niles και $7 µέχρι το Des Plaines(οι τιµές αναφέρονται ανά µίλι και ανά 1000 
βυτία).Το πρόβληµα είναι να προσδιορίσουµε πόσα βυτία πρέπει να µεταφερθούν από κάθε 
διυλιστήριο σε κάθε τερµατικό , προκειµένου σύµφωνα µε τους περιορισµούς να 
ελαχιστοποιηθεί η δαπάνη µεταφοράς. 

 
       Λύση προβλήµατος 
             
            Καταρχάς θα ορίσουµε τις µεταβλητές έτσι ώστε να παριστάνουν τον αριθµό των 

βυτίων που µεταφέρονται µέσω πλοίου την ηµέρα από ένα διυλιστήριο σε ένα τερµατικό. 
 
    x= ο αριθµός από το ανατολικό Σικάγο στο Niles 
    y= ο αριθµός από το ανατολικό Σικάγο στο Des Plaines 
    z= ο αριθµός από το Χάµοντ στο Niles 
    t= ο αριθµός από το Χάµοντ στο Des Plaines    
    c= το ολικό κόστος 
 
 
 
 
 



Πίνακας 1 
                   Από           Ανατολικό Σικάγο                Χάµοντ                 Περιορισµένη  
                   Προς        Niles      Des Plaines     Niles      Des Plaines          αξία 
Παράγονται ┌Α.Σ         1                 1                 0                 0                     50 
από              └ Χ            0                 0                 1                 1                   120 
Χρειάζονται┌Α.Σ          1                 0                 1                 0                     70 
από              └ Χ            0                 1                 0                 1                   100  
Κόστος                          8                16               14                 7                       
   
   Τα δεδοµένα µας παίρνουν την µορφή  
       Ελαχιστοποίηση της  c = 8x + 16y + 14z + 7t  υπό περιορισµούς 
                                                 x +y          ≥   50 
                                                          z+t   ≥ 120 
                                                 x +    z      ≥  70 
                                                       y   +t   ≥100 
                                                  x , y , z , t ≥    0 
 
      Παρατηρούµε ότι το πρόβληµα µας δεν βρίσκεται σε κανονική µορφή.Θα εκφράσουµε 

τα δεδοµένα σε µορφή πινάκων 
      Ελαχιστοποίηση της  c = RX    υπό περιορισµούς     
                                         AX ≥ C 
                                            X ≥ 0   

       Με    R = [ 8 16 14 7 ]       [ ]T
X x y z t=   

                        

               

1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

A

 
 
 =
 
 
 

    TC= [50 120 70 100]  

               
 
Mε R’, A’, C’ τους ανάστροφους πίνακες και τον U = [u υ w r] Τ λαµβάνουµε το Dual 

πρόβληµα   
Μεγιστοποίηση της c = C’U  υπό περιορισµούς 
                                A’U ≥R’   
 
O αντίστοιχος Simplex πίνακας είναι 
 
1 0 1 0 1 0 0 0 0 8 
1 0 0 1 0 1 0 0 0 16 
0 1 1 0 0 0 1 0 0 14 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 7 

-50 -120 -70 -100 0 0 0 0 1 0 
 
Το πιο αρνητικό στοιχείο στην τελευταία σειρά είναι το -120 .Οι λόγοι στη δεύτερη στήλη 

θα είναι 7/1 και 14/1 , οπότε το στοιχείο οδηγός θα είναι το (4,2)=1.  
 
 
 
 



Μετά από διαδικασία οδήγησης προκύπτει ο πίνακας  
     
1 0 1 0 1 0 0 0 0 8 
1 0 0 1 0 1 0 0 0 16 
0 0 1      -1 0 0 1      -1 0 7 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 7 

-50 0 -70 20 0 0 0 120 1 840 
 
Το πιο αρνητικό στοιχείο στην τελευταία σειρά είναι το -70 .Οι λόγοι στη τρίτη στήλη θα 

είναι 7/1 και 8/1 , οπότε το στοιχείο οδηγός θα είναι το (3,3)=1.  
 
Μετά από νέα διαδικασία οδήγησης προκύπτει ο πίνακας  
     
1 0 0 1 1 0 -1 1 0 1 
1 0 0 1 0 1 0 0 0 16 
0 0 1       -1 0 0 1       -1 0 7 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 7 

-50 0 0 -50 0 0 70 50 1 1330 
 
Το πιο αρνητικό στοιχείο στην τελευταία σειρά είναι το -50 .Οι λόγοι στη πρώτη στήλη θα 

είναι 1/1 και 16/1 , οπότε το στοιχείο οδηγός θα είναι το (1,1)=1.  
 
Μετά από νέα διαδικασία οδήγησης προκύπτει ο πίνακας 
 
1 0 0 1 1 0 -1 1 0 1 
0 0 0 0      -1 1 1 -1 0 15 
0 0 1      -1 0 0 1      -1 0 7 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 7 
0 0 0 0 50 0 20 100 1 1380 

 
Ο έλεγχος µέγιστης τιµής είναι σωστός και η λύση είναι c = 1380. Αυτό σηµαίνει ότι το 

ελάχιστο κόστος για την Shell υπό τους δοθέντες περιορισµούς είναι $1380 (ανά µίλι και ανά 
1000 βυτία). Οι τιµές των µεταβλητών θα αναζητηθούν στην τελευταία σειρά στις 
κατειληµµένες θέσεις από τις χαλαρές µεταβλητές. Οπότε θα έχουµε x=50 , y=0, z=20 και 
t=100. Αυτό σηµαίνει ότι η Shell θα επιτύχει το ελάχιστο κόστος µε την µεταφορά µέσω 
πλοίου 50 χιλιάδων βυτίων από το ανατολικό Σικάγο στο Niles, κανένα από το ανατολικό 
Σικάγο στο Des Plaines, 20 χιλιάδων βυτίων από το Χάµοντ στο Niles και 100 χιλιάδων 
βυτίων από το Χάµοντ στο Des Plaines. 


