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Πρόλογος 
Οι σηµειώσεις αυτές συνοδεύουν, υπό την έννοια των προαπαιτούµενων γνώσεων, τον Τόµο Γ΄ 
“Επιχειρησιακή Έρευνα” της Θεµατικής Ενότητας “Ποσοτικές Μέθοδοι”. Το πρώτο µέρος των 
σηµειώσεων επικεντρώνεται στη διαµόρφωση µοντέλων γραµµικού προγραµµατισµού. Στο δεύτερο µέρος 
επιδεικνύεται ο τρόπος γραφικής επίλυσης ενός προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού µε δύο 
µεταβλητές. H γραφική επίλυση ενός προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού στο χώρο των δύο 
διαστάσεων φωτίζει τα βασικά σηµεία της θεωρίας πάνω στην οποία στηρίζεται η κυρίαρχη, ακόµα και 
σήµερα, αναλυτική µέθοδος για την επίλυση προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού, η µέθοδος 
simplex. Το τρίτο µέρος των σηµειώσεων αφιερώνεται στο δυϊκό πρόβληµα, το οποίο παρέχει σηµαντικές 
πληροφορίες σχετικά µε τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος προβλήµατος και διευρύνει τον κύκλο των 
αποτελεσµάτων στην περιοχή της οριακής οικονοµικής ανάλυσης. Χωρίς υπερβολή, ο δυϊσµός βρίσκεται 
στον πυρήνα της θεωρίας και των αλγορίθµων του γραµµικού προγραµµατισµού. Μάλιστα µια από τις πιο 
πρακτικές και εκλεπτυσµένες εφαρµογές της θεωρίας δυϊσµού είναι η θεωρία παιγνίων. 
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ΕΕΙΙΣΣΑΑΓΓΩΩΓΓΗΗ      

Γραµµικός προγραµµατισµός (linear programming) είναι το σύνολο των υπολογιστικών 
τεχνικών για τον προσδιορισµό του µεγίστου ή του ελαχίστου µιας γραµµικής συνάρτησης της οποίας οι 
µεταβλητές απαιτείται να ικανοποιούν ένα σύστηµα γραµµικών ανισοεξισώσεων. Τέτοιας µορφής 
προβλήµατα αναφέρονται στον τρόπο αξιοποίησης των διαθέσιµων πόρων ενός συστήµατος έτσι ώστε οι 
απαιτήσεις του συστήµατος να ικανοποιούνται και η απόδοσή του να βελτιστοποιείται.  

Με τον όρο σύστηµα (system) χαρακτηρίζεται ένα σύνολο αλληλεπιδρώντων στοιχείων, τα οποία 
συνεργάζονται µεταξύ τους για την επίτευξη κάποιου κοινού σκοπού. Οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των 
δοµικών στοιχείων του συστήµατος είναι οι κανόνες που διέπουν τη λειτουργία του. Η λήψη 
αποφάσεων (decision making) σχετικά µε το βέλτιστο τρόπο λειτουργίας ή τη βέλτιστη δοµή ενός 
συστήµατος δεν γίνεται µε αυτό το ίδιο το σύστηµα, αλλά µε ένα µοντέλο του (model). Το µοντέλο είναι 
µια αναπαράσταση του πραγµατικού συστήµατος, η οποία πρέπει να το απεικονίζει όσο το δυνατόν πιο 
πιστά.  

Η εφαρµογή του γραµµικού και γενικότερα του µαθηµατικού προγραµµατισµού για τη 
βελτιστοποίηση της λειτουργίας ή της δοµής ενός συστήµατος, προϋποθέτει την περιγραφή του µε ένα 
µαθηµατικό µοντέλο (mathematical model). Η µοντελοποίηση του συστήµατος µε ένα µαθηµατικό 
µοντέλο επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια µαθηµατικών σχέσεων, οι οποίες περιγράφουν τόσο τη δοµή του, 
όσο και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των δοµικών στοιχείων του συστήµατος.   

Η µαθηµατική µοντελοποίηση ενός συστήµατος οδηγεί συχνά στη βελτιστοποίηση (optimization) 
µιας συνάρτησης, της οποίας οι µεταβλητές απαιτείται να ικανοποιούν ένα σύστηµα ανισοεξισώσεων. Η 
συνάρτηση της οποίας αναζητείται το µέγιστο ή το ελάχιστο περιγράφει ένα κριτήριο ή µέτρο απόδοσης 
του συστήµατος. Οι ανισοεξισώσεις του µοντέλου αντιπροσωπεύουν τους φυσικούς περιορισµούς στους 
οποίους υπόκειται το σύστηµα. Όταν η προς βελτιστοποίηση συνάρτηση και οι ανισοεξισώσεις του 
µοντέλου είναι γραµµικές ως προς τις µεταβλητές, οι οποίες εκφράζουν τις αποφάσεις που πρόκειται να 
ληφθούν, έχουµε ένα µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού. 

Ο όρος προγραµµατισµός εδώ δεν πρέπει να συγχέεται µε τον προγραµµατισµό των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών. Ο όρος αυτός υποδηλώνει τον  προγραµµατισµό της λειτουργίας ενός 
συστήµατος, υπό την έννοια της λήψης των κατάλληλων αποφάσεων έτσι ώστε η απόδοσή του να 
βελτιστοποιείται. Πρέπει, ωστόσο, να παρατηρήσουµε ότι τα συστήµατα του πραγµατικού κόσµου είναι 
τόσο πολύπλοκα και τόσο µεγάλης διάστασης, ώστε η βελτιστοποίησή τους µε τις τεχνικές του 
γραµµικού προγραµµατισµού να µην είναι δυνατή χωρίς τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή και τη 
βοήθεια ειδικού λογισµικού. 

 Η µεθοδολογία του γραµµικού προγραµµατισµού έχει τις ρίζες της στη θεωρία των γραµµικών 
ανισώσεων, η µελέτη των οποίων είχε ξεκινήσει ήδη από 1826 µε τον Fourier. Ωστόσο, τη βάση του 
γραµµικού προγραµµατισµού αποτέλεσαν τα θεωρητικά µοντέλα οικονοµικής ισορροπίας και βέλτιστης 
κατανοµής πόρων, τα οποία αναπτύχθηκαν κατά τη δεκαετία του 1930. Μεταξύ αυτών προέχουσα θέση 
κατέχουν το γραµµικό µοντέλο µιας αναπτυσσόµενης οικονοµίας του von Neumann (1935-1936) και το 
µοντέλο εισροών-εκροών (input-output model) του Leontief (1951), το οποίο περιγράφει τις σχέσεις 
αλληλεξάρτησης µεταξύ  των παραγωγικών κλάδων µιας οικονοµίας. 

Το µοντέλο εισροών-εκροών έτυχε σηµαντικής θεωρητικής ανάπτυξης και εφαρµογής σε πολλά 
προβλήµατα οικονοµικού προγραµµατισµού, µε αποτέλεσµα το 1973 να απονεµηθεί στον Leontief το 
Βραβείο Νόµπελ Οικονοµίας. Θα πρέπει όµως να παρατηρήσουµε ότι το µοντέλο του Leontief δεν 
απαιτούσε τη βελτιστοποίηση κάποιας συνάρτησης, αλλά µόνο την επίλυση ενός συστήµατος 
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γραµµικών εξισώσεων. Η σηµερινή µορφή του µοντέλου του γραµµικού προγραµµατισµού, καθώς και η 
βασική τεχνική για την επίλυση γραµµικών προβληµάτων βελτιστοποίησης, η µέθοδος simplex, 
οφείλονται στον  Dantzig (1951).  
 
 

∆∆ΙΙΑΑΜΜΟΟΡΡΦΦΩΩΣΣΗΗ  ΜΜΟΟΝΝΤΤΕΕΛΛΩΩΝΝ  ΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΙΙΚΚΟΟΥΥ  ΠΠΡΡΟΟΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΑΑΤΤΙΙΣΣΜΜΟΟΥΥ  

Ο τρόπος µε τον οποίο επιτυγχάνεται η µαθηµατική περιγραφή ενός συστήµατος του οποίου 
επιδιώκεται η βελτιστοποίηση, γίνεται καλύτερα κατανοητός µε τη βοήθεια µερικών αντιπροσωπευτικών 
παραδειγµάτων. Για περισσότερα παραδείγµατα διαµόρφωσης µοντέλων γραµµικού προγραµµατισµού 
συνιστούµε ειδικότερα τα βιβλία των Bradley, Hax και Magnanti  (1977), Bazaraa, Jarvis και Sherali 
(1990), και Hillier και Lieberman (1995), τα οποία χαρακτηρίζονται για τις πλούσιες συλλογές τους από 
ενδιαφέρουσες πρακτικές εφαρµογές. Πιο κοντά στη διοικητική διάσταση των µοντέλων γραµµικού 
προγραµµατισµού βρίσκονται τα βιβλία των Anderson, Sweeny και Williams (2003), Eppen, Gould, 
Schmidt, Moore, και Weatherford (1998), και Winston (1994). 
 
Παράδειγµα 1  (προγραµµατισµός παραγωγής) 

Ας θεωρήσουµε µια βιοµηχανική µονάδα, η οποία για την παραγωγή τεσσάρων προϊόντων Π1, Π2, 
Π3 και Π4 διαθέτει τρεις µηχανές Μ1, Μ2 και Μ3. Στον Πίνακα 1 παρουσιάζονται ο χρόνος που 
απαιτείται για την επεξεργασία µιας µονάδας από το κάθε προϊόν σε κάθε µηχανή, ο διαθέσιµος 
ηµερήσιος χρόνος κάθε µηχανής και το κέρδος ανά µονάδα προϊόντος (σε νοµισµατικές µονάδες). Τα 
µηδενικά στοιχεία του Πίνακα 1 υποδηλώνουν ότι τα προϊόντα Π2 και Π4 δεν υφίστανται επεξεργασία 
στη µηχανή Μ3. 
Πίνακας 1.  Τεχνικοοικονοµικές παράµετροι της παραγωγικής διαδικασίας 

Χρόνος επεξεργασίας µιας 
µονάδας κάθε προϊόντος στις 
διάφορες µηχανές (min) 

 
 

Μηχανή 
Π1 Π2 Π3 Π4 

∆ιαθέσιµος 
ηµερήσιος χρόνος 
κάθε µηχανής 

 (min) 
Μ1 5 2 3 1 300 
Μ2 1 2 1 2 200 
Μ3 1 0 1 0 100 

Κέρδος ανά µονάδα προϊόντος 6 4 2 1  

Είναι λογικό η επιχείρηση να θέλει να αξιοποιήσει το διαθέσιµο χρόνο των µηχανών κατά τον καλύτερο 
δυνατό τρόπο, ρυθµίζοντας την ηµερήσια παραγωγή κάθε προϊόντος σε τέτοιο ύψος,  ώστε η απόδοση 
του συστήµατος, όπως εκφράζεται από το συνολικό κέρδος που αποφέρει η πώληση των προϊόντων 
αυτών, να µεγιστοποιείται. Θα υποθέσουµε ότι όλες οι παραγόµενες ποσότητες απορροφούνται από την 
αγορά.  

Ο χρόνος επεξεργασίας των προϊόντων στις διάφορες µηχανές, ο διαθέσιµος ηµερήσιος χρόνος 
κάθε µηχανής και το κέρδος ανά µονάδα προϊόντος αποτελούν τις σταθερές ή παραµέτρους 
(parameters) του προβλήµατος. Ο καθορισµός των παραµέτρων, ο οποίος γίνεται κατά το στάδιο 
ανάλυσης του συστήµατος, αποτελεί µια κρίσιµη φάση της όλης διαδικασίας διαµόρφωσης ενός 
µαθηµατικού µοντέλου. Είναι αυτονόητο ότι κατά την ανάλυση του συστήµατος πρέπει να  γίνει µια 
αξιολόγηση των παραµέτρων του ώστε να εντοπισθούν όλες οι παράµετροι, οι οποίες πραγµατικά 
επηρεάζουν το κριτήριο απόδοσης του συστήµατος. Οι τιµές των παραµέτρων πρέπει, επίσης, να 
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προσδιορίζονται µε τη µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια προκειµένου το µαθηµατικό µοντέλο που τελικά θα 
διαµορφωθεί, να ανταποκρίνεται όσο το δυνατόν πιο πιστά στο πραγµατικό σύστηµα. 

Η επόµενη φάση της µαθηµατικής διατύπωσης του προβλήµατος περιλαµβάνει τον καθορισµό 
των µεταβλητών του (variables). Στα προβλήµατα του γραµµικού προγραµµατισµού οι µεταβλητές 
ποσοτικοποιούν τις αποφάσεις που πρόκειται να ληφθούν και για το λόγο αυτό ονοµάζονται µεταβλητές 
απόφασης (decision variables). Είναι φανερό ότι ο προγραµµατισµός της παραγωγής απαιτεί τη λήψη 
αποφάσεων σχετικά µε τις ποσότητες x1, x2, x3 και x4 που θα παράγονται ηµερησίως από τα προϊόντα 
Π1, Π2, Π3 και Π4, αντίστοιχα. Οι άγνωστες αυτές ποσότητες αποτελούν τις µεταβλητές του προβλήµατος, 

των οποίων οι τιµές πρέπει να προσδιορισθούν έτσι ώστε το κέρδος να µεγιστοποιείται.  
Με τη βοήθεια των παραµέτρων και των µεταβλητών του προβλήµατος µπορούµε τώρα να 

διαµορφώσουµε µια µαθηµατική σχέση που να περιγράφει το κριτήριο απόδοσης του συστήµατος. Ως 
κριτήριο ή µέτρο απόδοσης (performance criterion ή measure) του συστήµατος εδώ έχει ορισθεί το 
κέρδος από τη διάθεση των προϊόντων και στόχος είναι η µεγιστοποίηση (maximize) του κριτηρίου 
αυτού. ∆εδοµένου ότι το κέρδος ανά µονάδα προϊόντος είναι γνωστό, το συνολικό κέρδος προκύπτει από 
το άθροισµα 

4321 246 xxxxz +++=   

Η συνάρτηση αυτή, της οποίας αναζητείται το µέγιστο και η οποία περιγράφει το κριτήριο απόδοσης του 
συστήµατος, αποτελεί την αντικειµενική συνάρτηση (objective function) του µοντέλου. 

Είναι φανερό, ότι αυξανοµένης της παραγωγής, δηλαδή αυξανοµένων των x1, x2, x3 και x4, 
αυξάνει και το κέρδος. Ωστόσο, οι παραγόµενες ποσότητες δεν είναι δυνατόν να αυξηθούν απεριόριστα 
δεδοµένου ότι ο ηµερήσιος χρόνος που διατίθεται σε κάθε µηχανή είναι περιορισµένος. Οι ηµερήσιοι 
χρόνοι απασχόλησης των µηχανών Μ1, Μ2 και Μ3 είναι, αντίστοιχα, 

,4321 325 xxxx +++ 4321 22 xxxx +++ , και 31 xx + . ∆εδοµένου ότι ο ηµερήσιος χρόνος 

απασχόλησης κάθε µηχανής πρέπει να είναι µικρότερος ή ίσος (≤) του αντίστοιχου διαθέσιµου, θα 
πρέπει να ισχύει 

4321    325 xxxx +++ ≤ 300 

4321 2   2 xxxx +++ ≤ 200 
 31              xx +  ≤ 100 

Το γεγονός εξάλλου ότι οι µεταβλητές x1, x2, x3 και x4 παριστάνουν παραγόµενες ποσότητες σηµαίνει ότι 
οι µεταβλητές αυτές δεν είναι δυνατόν να παίρνουν αρνητικές τιµές. Έτσι, θα πρέπει να είναι 

, . 0,0,0 321 ≥≥≥ xxx 04 ≥x
Οι ανισώσεις τις οποίες εισάγει στο πρόβληµα ο διαθέσιµος χρόνος των µηχανών και η µη 

αρνητικότητα των µεταβλητών απόφασης, εκφράζουν τους φυσικούς περιορισµούς (contraints) στους 
οποίους υπόκειται το εξεταζόµενο σύστηµα. Η αντικειµενική συνάρτηση και οι περιορισµοί 
συναποτελούν το µαθηµατικό µοντέλο του συστήµατος. Εποµένως, το µαθηµατικό µοντέλο για το 
συγκεκριµένο πρόβληµα προγραµµατισµού της παραγωγής είναι: 

να µεγιστοποιηθεί (maximize)  η =z  4321    246 xxxx +++  

4321    325 xxxx +++

 
≤ 300 

4321 2   2 xxxx +++  ≤ 200 
 31              xx +  ≤ 100 

µε τους 
     περιορισµούς 

0,0,0 321 ≥≥≥ xxx ,  04 ≥x
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Παράδειγµα 2  (επιλογή επενδυτικού προγράµµατος) 

Μια εταιρεία προτίθεται να επενδύσει 80 εκατοµµύρια νοµισµατικές µονάδες σε κοινές και σε 
προνοµιούχες µετοχές εταιρειών εισηγµένων στο χρηµατιστήριο, καθώς και σε οµόλογα του δηµοσίου. 
Η αναµενόµενη ετήσια απόδοση των τριών αυτών τύπων επένδυσης είναι, κατά σειρά, 15%, 17% και 
12%. ∆εδοµένου ότι οι επενδύσεις σε κοινές και σε προνοµιούχες µετοχές κρίνονται υψηλού κινδύνου, η 
εταιρεία έχει αποφασίσει να επενδύσει σε τέτοιες µετοχές όχι παραπάνω από το 25% του επενδυόµενου 
συνολικά κεφαλαίου. Επιπλέον, το επενδυόµενο ποσό σε προνοµιούχες µετοχές δεν πρέπει να υπερβαίνει 
το 75% της συνολικής επένδυσης σε µετοχές, ενώ τουλάχιστον το 20% του επενδυόµενου κεφαλαίου 
πρέπει να είναι σε οµόλογα του δηµοσίου. Η εταιρεία ενδιαφέρεται να επιλέξει εκείνο το επενδυτικό σχήµα 
που µεγιστοποιεί την απόδοση του κεφαλαίου της. 

Μεταβλητές 
Έστω ,  και , αντίστοιχα, το ποσό σε εκατοµµύρια νοµισµατικές µονάδες, που θα 

επενδυθεί σε κοινές µετοχές, σε προνοµιούχες µετοχές και σε οµόλογα του δηµοσίου.  
1x 2x 3x

Αντικειµενική συνάρτηση 
Το ποσό  θα έχει απόδοση ίση µε 0.15 , το ποσό  θα έχει απόδοση ίση µε 0.17  και το 

ποσό  θα έχει απόδοση ίση µε 0.12 . Στόχος είναι η µεγιστοποίηση της συνολικής απόδοσης 

0.15 +0.17 +0.12 . 

1x 1x 2x 2x

3x 3x
=z 1x 2x 3x

Περιορισµοί 
Το επενδυόµενο συνολικά ποσό δεν µπορεί να υπερβαίνει το διαθέσιµο. Άρα, 

1x + + ≤ 80. 2x 3x
Το επενδυόµενο ποσό, + , σε µετοχές δεν πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το 25% της συνολικής 
επένδυσης, + + . Εποµένως, 

1x 2x

1x 2x 3x

1x + ≤ 0.25( + + ) ⇔ 0.75 +0.752x 1x 2x 3x 1x −2x 0.25 ≤ 0 3x
Επιπλέον, το επενδυόµενο ποσό, , σε προνοµιούχες µετοχές δεν πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το 
75% της συνολικής επένδυσης, + , σε µετοχές. Αυτό σηµαίνει ότι 

2x

1x 2x

2x ≤ 0.75( + ) ⇔ -0.75  + 0.25 ≤ 0 1x 2x 1x 2x
Τέλος, τουλάχιστον το 20% του επενδυόµενου κεφαλαίου, + + , πρέπει να έχει διατεθεί σε 

οµόλογα του δηµοσίου. Άρα, θα πρέπει 
1x 2x 3x

3x  ≥ 0.20( + + ) ⇔ -0.20  -0.20 + 0.80 ≥ 0. 1x 2x 3x 1x 2x 3x
Λαµβάνοντας υπόψη ότι οι µεταβλητές ,  και  είναι µη αρνητικοί αριθµοί, το µαθηµατικό 

µοντέλο για τη βέλτιστη σύνθεση του επενδυτικού χαρτοφυλακίου είναι: 
1x 2x 3x

 

       να µεγιστοποιηθεί η =z  321 12.017.015.0   xxx ++    
                           321 xxx ++  ≤ 80 
 25.0 75.0 75.0   321 xxx −+  ≤ 0 

             25.0 75.0 21 xx +−    ≤ 0 
 80.0 20.020.0 321 xxx +−−  ≥ 0 

 
  µε τους 

  περιορισµούς 

       0,0,0 321 ≥≥≥ xxx   
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Παράδειγµα 3  (σύνθεση ζωοτροφών – το πρόβληµα της δίαιτας) 
Μια βιοµηχανία παραγωγής ζωοτροφών πρέπει να παραδώσει σε κάποιον πελάτη της µια 

ποσότητα ζωοτροφής µε περιεκτικότητα τουλάχιστον 21% σε πρωτεΐνες και 5% σε λιπαρά. Το κόστος 
και η περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες και σε λιπαρά των χρησιµοποιούµενων από τη βιοµηχανία πρώτων 
υλών παρουσιάζονται στον Πίνακα 2. Το ζητούµενο είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους των πρώτων 
υλών για την παραγωγή ζωοτροφής µε την επιθυµητή περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες και λιπαρά. 

Πίνακας 2. Κόστος και περιεκτικότητα σε θρεπτικά συστατικά των πρώτων  υλών για τη σύνθεση ζωοτροφών. 

Περιεκτικότητα (%) των πρώτων υλών σε 
θρεπτικά συστατικά 

 
Θρεπτικά 
συστατικά Κριθάρι Βρόµη Σησάµι Καλαµποκάλευρο 

Ελάχιστη 
επιθυµητή 

περιεκτικότητα 
(%)  

Πρωτεΐνες 12 11 41 52 21 
Λιπαρά 2 5 11 1 5 

Κόστος πρώτων 
υλών ανά κιλό 

800 850 1200 1500 
 

 
Μεταβλητές 

Έστω x1, x2, x3 και x4, αντίστοιχα, η ποσότητα κριθαριού, βρόµης, σησαµιού και 
καλαµποκάλευρου που θα περιέχεται σε ένα κιλό ζωοτροφής που πληροί τις διατροφικές απαιτήσεις. 

Αντικειµενική συνάρτηση 
Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους  =z 800 + 850 + 1200 + 1500 για την 

παραγωγή ενός κιλού ζωοτροφής.  

Περιορισµοί 
Το άθροισµα των ποσοτήτων και πρέπει να είναι ίσο µε ένα κιλό, δηλαδή 

+ =1 

Η ζωοτροφή πρέπει να έχει περιεκτικότητα τουλάχιστον 21% σε πρωτεΐνες και 5% σε λιπαρά. 
∆εδοµένου  ότι οι ποσότητες x1, x2, x3 και x4 περιέχονται σε ένα κιλό ζωοτροφής, θα πρέπει να ισχύει 

(περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες)   12 +   11 +     41 +     52 ≥ 21

  (περιεκτικότητα σε λιπαρά)     2 +     5 +     11 +         ≥ 5

Επιπλέον, οι ποσότητες x1, x2, x3 και x4 πρέπει να είναι µη αρνητικές. 

Εποµένως, η σύνθεση η οποία ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος των πρώτων υλών, θα προκύψει 
από την επίλυση του µαθηµατικού µοντέλου: 

    να ελαχιστοποιηθεί (minimize)  η

1x 2x 3x 4x  

 321 ,, xxx   4x  

1x + 2x 3x + 4x

1x 2x 3x 4x  

1x 2x 3x 4x  

 =z  800 + 850 + 1200 + 1500

      +       +         +         = 1 
  12 +   11 +     41 +     52 ≥ 21 
    2 +     5 +     11 +         ≥ 5 

 
µε τους 

περιορισµούς 

         
 

1x 2x 3x 4x  

1x 2x 3x 4x  

1x 2x 3x 4x  

1x 2x 3x 4x  

0,0,0 321 ≥≥≥ xxx , 04 ≥x  
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Παράδειγµα 4  (εκχώρηση προσωπικού σε θέσεις εργασίας – assignment problem) 

 

Πίνακας 3. είκτες απόδοσης 

Θέση  

Ο διευθυντής προσωπικού µιας επιχείρησης επιθυµεί να καλύψει τρεις θέσεις που πρόσφατα 
έµειναν κενές λόγω συνταξιοδότησης του προσωπικού, µε τρία νεότερα στελέχη της. Με βάση την 
εµπειρία που έχει από την απόδοση των στελεχών αυτών κατήρτισε τον Πίνακα 3, τα στοιχεία του 
οποίου δείχνουν την αναµενόµενη απόδοση των συγκεκριµένων τριών στελεχών της εταιρείας στις τρεις 
συγκεκριµένες θέσεις. Η εταιρεία επιθυµεί να καλύψει τις θέσεις µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε η συνολική
απόδοση να µεγιστοποιείται. 

 ∆

Στέλεχος 
1η  2η  3η  

1ο   8 26 17 
2ο 13 28   4 
3ο  19  39  18

 
Μ

Η απόφαση που καλείται να πάρει το ∆Σ της εταιρείας είναι κατά πόσο το οστό στέλεχος 
ει να αναλάβει τα καθήκοντα της οστής θέσης ( =1,2,3). Η απάντηση στο ερώτηµα 

, 

=1,2,3) πρέπει να ορίσουµε µια µεταβλητή η οποία, αν έχει τιµή ίση µε  µ  θα σηµαίνει 
οστ  αν  

συγκεκριµένο στέλεχος θα τοποθετηθεί αλλού. 

 συνάρτηση 
απόδοση  τριών 

στελε  τελικά τ  οστού 
στελέχους στη οστή θέση πρέπει να συνυ λο θ στ ροισµα µόνο στην περίπτωση που το

εταβλητές 
i -

( i =1,2,3) πρέπ j - j
αυτό το οποίο τίθεται για κάθε συνδυασµό στελέχους-θέσης, είναι της µορφής ‘‘ναι-όχι’’, ή σε 
µαθηµατική γλώσσα ‘‘1-0’’. Έτσι, λοιπόν, για κάθε συνδυασµό στελέχους i , ( i =1,2,3)-θέσης j , 
( j  ijx , τη ονάδα
ότι το i -οστό στέλεχος θα αναλάβει καθήκοντα στη j ή θέση, ενώ  η µεταβλητή αυτή έχει τιµή 

ίση µε το µηδέν θα σηµαίνει ότι το 

-

Αντικειµενική
Είναι φανερό ότι η συνολική προκύπτει αθροίζοντας τους δείκτες απόδοσης των
χών για τις τρεις θέσεις που θα κα αλάβουν. Εποµένως, η απόδοση c τουij i -

j -  i -πο γισ εί ο άθ
οστό στέλεχος τοποθετηθεί στη j -οστή θέση, δηλαδή µόνον όταν ijx =1. Αυτό επιτυγχάνεται, αν ως 

αντικειµενική συνάρτηση θεωρήσουµε το άθροισµα των γινοµένων xc ijij ⋅  για όλους τους δυνατούς 

συνδυασµούς 
1 1i j

ij xc , τό ε έρχονται µόνο 

1

 των είναι το µηδέν και η µονάδα, κάθε δε στέλεχος 

θα κατα  µ  κ όν  τ ές κα

µπορεί (και πρέπει) να είναι ίση µε τη µονάδα ενώ ο ύο  ν ίσες ε  µηδέν. 
Αυτό εξασφαλίζεται, αν για  ο περιορισµ 1 κο  ένα 

παρόµοιο σκεπτικό, µπο πει) να εξασφαλίσου σε σ ο θ ένα και 
µόνο στέλεχος, υποχρεώνοντας κάθε να ισχύει =1 ( 2,3  

Εποµένως, το προς επίλυση πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι: 

των i  και j , δηλαδή ∑∑=z
= =

3 3

ij . Προφανώς στο άθρ ισµα αυ  ο υπ ισ

οι δείκτες απόδοσης ijc  για τους οποίους τελικά θα προκύψει ότι ijx = .  

Περιορισµοί 
∆εδοµένου ότι οι µόνες επιτρεπτές τιµές  ijx  

λάβει µια και µόνο θέση, για κάθε i ια αι µ ο από ις τρεις µεταβλητ  1ix , 2ix ι 3ix  

, ι υπόλοιπες δ  πρέπει α είναι  µ  το
 κάθε i  ισχύει ός: 1 + 2ix + 3i =1 ( i = ,2,3). Α λix x ουθώντας

ρούµε (και πρέ µε ότι  κάθε θέ η θα τοπ θετη εί 
για  j  : jx1 + ).jx2 + jx3 j =1,
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 ∑∑
3 3

xc   
   να µεγιστοποιηθεί η =z  = =1 1i j

ijij

µε τους 
περιορισµούς 

 

    ∑
=

3

1j
ijx  = 1 ( i =1,2,3) 

    ∑
=

           = 0 ή 1  

3

1i
ijx = 1 ( j =1,2,3) 

ijx ∀ i , j         

Παράδει τάρτιση προγρά ατος εργασίας ελαχίστου κόστους) 
Σε ένα εστιατόριο, ο ελάχιστος θµός σερβιτόρων πο νται για κάθε από τις επτά 

ηµέρες της εβδο άδος δίνεται στον ακόλουθο πίνακα.  

Ηµέρα ∆Ε ΤΡ ΤΕ ΠΕ ΠΑ ΣΑ ΚΥ 

 

γµα 5  (Κα µµ
 αρι υ απαιτού µία 

µ

Σερβιτόροι 17 13 15 19 14 16 11  

Θεωρώντας ότι στο συγκεκριµένο εστιατόριο όλοι οι σερβιτόροι αµείβονται το ίδιο και ότι κάθε 
σερβιτ ε

ύ

ρ Ο
αµ

 κ

όρος πρέπει να εργάζεται 5 συνεχόµενες ηµέρες και στη συνέχεια να παίρνει ρ πό δύο ηµερών, 
θέλουµε να κατασκευαστεί ένα µοντέλο γραµµικο  προγραµµατισµού το οποίο να µπορεί να εντοπίσει 
το ελάχιστο συνολικό πλήθος εργαζοµένων που πρέπει να προσλάβει το εστιατόριο καθώς επίσης και ο 
τρόπος µε τον οποίο το προσωπικό αυτό θα κατανέµεται σε πενθήµερα προγ άµµατα εργασίας.  
στόχος ποιος είναι; Επειδή θεωρήσαµε ότι οι οιβές είναι ίδιες, αν ελαχιστοποιήσουµε το συνολικό 
πλήθος εργαζοµένων ταυτόχρονα ελαχιστοποιείται αι το συνολικό κόστος εργασίας (το οποίο θα 
υπάρχει στο παρασκήνιο).  

Μεταβλητές  
Θεωρώντας ότι η παραπάνω εβδοµάδα είναι µία τυπική εβδοµάδα, ορίζουµε να είναι xi ο αριθµός 

των σερβιτόρων που ξεκινούν την πενθήµερη εβδοµαδιαία βάρδια εργασίας τους την i-ηµέρα (i=1 = 
∆ευτέρα, i=2 = ρίτη , ..., i=7 = Κυριακή).  

Αντικειµενική συνάρτηση 
Το προσωπικό µε πρώτη ηµέρα εργασίας τη ∆ευτέρα, θα συνεχ α εργάζεται µέχρι και την 

εργασίας την Τρίτη, εργάζονται µέχρι ατο (και έχουν «ρεπό» Κυριακή και ∆ευτέρα), κ.ο.κ. 

να ελαχιστοποιήσουµ είναι το άθροισµα του πλήθους των σερβιτόρων που

Τ

ίσει ν
Παρασκευή (δηλαδή, θα έχουν «ρεπό» Σάββατο και Κυριακή). Τα άτοµα που ξεκινούν µε πρώτη ηµέρα 

 και το Σάββ
Κατά συνέπεια, ο συνολικός αριθµός των σερβιτόρων που εργάζονται στο εστιατόριο και που θέλουµε 

ε,  ξεκινούν να εργάζονται τη 
 πλήθος εκείνων που ξεκινούν τη βάρδια τους την Τρίτη κ.ο.κ. µέχρι και το πλήθος 

εκείνω

λει υρ

υ α 2 3

που ξεκίνησαν να εργάζονται την Τετάρτη, οι x4 σερβιτόροι της Πέµπτης και τέλος οι x5 σερβιτόροι που 
ξεκίνη οι που εργάζονται την 
Παρασκευή, πρέπει τουλάχιστον να καλύπτουν τη ζήτηση των 14 σερβιτόρων που απαιτούνται. Άρα, θα 
πρέπει: 

∆ευτέρα µε το
ν που ξεκινούν την Κυριακή. Εποµένως, η αντικειµενική συνάρτηση είναι: 
minimize z= x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7 

Περιορισµοί 
Λόγω της εβδοµαδιαίας κυκλικότητας, και της συνεχούς το γίας του εστιατορίου, αν πάρουµε 

µία τυχαία ηµέρα, την Παρασκευή για παράδειγµα, τότε θα διαπιστώσουµε ότι θα εργάζονται στο 
εστιατόριο οι x1 σερβιτόροι που έπιασαν δουλειά τη ∆ε τέρ , οι x  που έπιασαν δουλειά την Τρίτη, οι x  

σαν εργασία την Παρασκευή. Συνεπώς, οι πλήθους xl+x2+x3+x4+x5 υπάλληλ
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xl + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 14 (Παρασκευή).  
Οµοίως, προκύπτο  τις  ηµέρες της εβδοµάδος. Οπότε έχουµε,  

x2 + x3 + x4 + x5+ x6 ≥ 16 (Σάββατο), 
x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 11 (
x1 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 1
x1 + x2 + x5 + x6 + x7 ≥ 13 (
x1 + x2 + x3 + x6 + x7 ≥ 15 (Τετάρτη), 
x1 + x2 + x3 + x4 + x7 ≥ 19 (Πέµπτη), 

ε xi ≥0 (i=l, 2, 3, 4, 5, 6, 7). 

υν και οι περιορισµοί για  υπόλοιπες

Κυριακή), 
7 (∆ευτέρα), 
Τρίτη), 

µ

Σηµειώστε, ότι ο πειρασµός να ορίσουµε τις µεταβλητές x  ως το πλήθοςi  των σερβιτόρων που 
εργάζονται στο εστιατόριο την i-ηµέρα είναι ισχυρός αλλά οδηγεί στο ακόλουθο λανθασµένο µοντέλο:  

minimize z= x +x +x1 2 3+x +x5+x6+x7

 περιορι ς xi ≥ (απαιτούµενο θµός σερβιτόρων για ηµέρα  1, …,7
Στη  αυ µως, το ροισµα 2+x3+x4+ x6+x7 δε ναι ο συνολικός αρ ς των 

 ανθρώπινο δυναµικό. Ο γραµµικός προγραµµατισµός όµως "δεν το 
και επιλύει το πρόβληµα εντοπίζοντας την καλύτερη δυνατή λύση. Αν από το φυσικό 

νόηµα

7 = 0 µε ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, 
αζοµένων, z= 23. Παρατηρήστε ότι η άριστη τιµή του z είναι µεγαλύτερη 

 6  (επιλογή διαφηµιστικών µέσων) 

: 

4

µε σµού ς αρι  την i- ), i = . 
ν περίπτωση τή ό  άθ x1+x x5+ ν εί ιθµό

εργαζοµένων σερβιτόρων στο εστιατόριο, διότι ο κάθε εργαζόµενος καταγράφεται πέντε (!) φορές. 
Επιπλέον, αγνοείται στους περιορισµούς η αλληλεξάρτηση που υπάρχει µεταξύ των µεταβλητών, π.χ. ότι 
µερικοί από τους x1 σερβιτόρους που εργάζονται τη ∆ευτέρα, εξακολουθούν να εργάζονται την Τρίτη, 
κ.ο.κ.  

Η επίλυση του ορθού µοντέλου δίνει x1 = 6.33, x2 = 5, x3 = 0.33, x4 = 7.33, x5 = 0, x6 = 3.33, x7 = 0 
µε ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή ελάχιστο απαιτούµενο συνολικό πλήθος 
εργαζοµένων, z= 22.33. Φυσικά, δεν είναι δυνατόν να έχουµε δεκαδικούς αριθµούς όταν αναφερόµαστε 
σε µεταβλητές που παριστάνουν
γνωρίζει αυτό" 

 των µεταβλητών µας θέλουµε οπωσδήποτε ακέραια λύση, µπορούµε να επιλύσουµε το µοντέλο 
µε τη µεθοδολογία του ακέραιου προγραµµατισµού, οπότε η βέλτιστη λύση που θα παίρναµε θα ήταν η 
εξής: x1 = 7, x2 = 4, x3 = 0, x4 = 8, x5 = 0, x6 = 4, x
δηλαδή συνολικό πλήθος εργ
από την προηγούµενη. Πράγµατι, αν θέλουµε ακέραια λύση πρέπει να "πληρώσουµε" κάτι παραπάνω. 
Σύµφωνα µε την άριστη αυτή λύση τη ∆ευτέρα θα ξεκινούν τη βάρδια τους 7 άτοµα, την Τρίτη 4 άτοµα, 
την Πέµπτη 8 άτοµα και το Σάββατο 4 σερβιτόροι. Τη ∆ευτέρα θα εργάζονται συνολικά 19 άτοµα (2 
περισσότεροι από την ελάχιστη απαίτηση), την Τρίτη 15 άτοµα (2 περισσότεροι από την ελάχιστη 
απαίτηση), την Τετάρτη (ακριβώς όσοι χρειάζονται), την Πέµπτη 19 άτοµα (ακριβώς όσοι χρειάζονται), 
την Παρασκευή 19 άτοµα (5 άτοµα παραπάνω), το Σάββατο 16 άτοµα (ακριβώς) και τέλος την Κυριακή 
εργάζονται 12 άτοµα (1 άτοµο παραπάνω). ∆εν υπάρχει τρόπος κάλυψης των ηµερήσιων αναγκών µε 
λιγότε  άτοµα). ρο συνολικό πλήθος σερβιτόρων (23

Παράδειγµα
Μια εταιρεία παραγωγής λογισµικού αναζητά τον καλύτερο τρόπο διαφήµισης του νέου της 

προγράµµατος λογιστικής διαχείρισης. Λόγω της ιδιαιτερότητας του προϊόντος, έχουν αποκλειστεί τα 
συνήθη µέσα προώθησης (ραδιόφωνο, τηλεόραση, περιοδικά ποικίλης ύλης) και στη θέση τους έχουν 
επιλεγεί συγκεκριµένα εξειδικευµένα έντυπα του χώρου τα οποία δέχονται ασπρόµαυρες ή/και έγχρωµες 
καταχωρήσεις. Τα έντυπα είναι τα εξής: «Ανάπτυξη», «Εβδοµαδιαία» και «Λογιστής». Ο πίνακας που 
ακολουθεί περιέχει τα στοιχεία της κυκλοφορίας καθώς επίσης και το κόστος καταχωρήσεων για τα 
έντυπα αυτά
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Έντυπο Συχνότητα 
κυκλοφορίας απόδοσης καταχώρησης καταχώρησης 

∆είκτης 

(θέασης) ανά 
καταχώρηση 

Τύπος Κόστος 

(χρηµατικές 
µονάδες) 

102000 (Ολοσέλιδη, 
ασπρόµαυρη) 

800 Ανάπτυξη καθηµερινή 

(5 ηµέρες/εβδοµάδα)  40800 (Μισής σελίδας, 
ασπρόµαυρη) 

500 

9250 (Ολοσέλιδη, 1500 
ασπρόµαυρη) 

Εβδοµαδιαία Εβδοµαδιαίο 

182500 (Ολοσέλιδη, έγχρωµη) 4000 

82000 (Ολοσέλιδη, 2000 
ασπρόµαυρη) 

Λογιστής Μηνιαίο 

164000 (Ολοσέλιδη, έγχρωµη) 6000 

Αν η σχεδιαζόµενη διαφηµιστική εκστρατεία προγραµµατίζεται να διαρκέσει τρεις µήνες (δηλαδή 13 
εβδοµάδες) κι έχει συνολικό προϋπολογισµό 90000 χρηµατικές µονάδες, το ζητούµενο είναι να προσδιο-
ριστεί ο αριθµός των καταχωρήσεων που πρέπει να δοθούν στο κάθε έντυπο, έτσι ώστε να 
µεγιστοποιείται ο συνολικός αναµενόµενος δείκτης απόδοσης και επιπλέον να ισχύουν οι κάτωθι 
προϋπ

4 x5 και x6 καταχωρήσεων, την οποία θέλουµε να 
µεγιστοποιήσουµε ανέρχεται σε: 

2500x4 + 82000x5 + 164000x6 

x1 + x2 ≤ 65 (το πολύ 65 καταχωρήσεις αφού είναι 65 = 5 × 13 εβδοµάδες) 

οθέσεις: 
• το πολύ µια καταχώρηση µπορεί να µπει σε κάθε τεύχος των ανωτέρω εντύπων, 
• να εµφανιστούν τουλάχιστον 50 ολοσέλιδες καταχωρήσεις, 
• να υπάρξουν τουλάχιστον 8 έγχρωµες καταχωρήσεις, 
• να υπάρχει οπωσδήποτε µία καταχώρηση σε κάθε τεύχος του «Λογιστής»,  
• στα έντυπα «Ανάπτυξη» και «Εβδοµαδιαία» να εµφανιστούν καταχωρήσεις που να ισοδυναµούν µε 

τουλάχιστον 4 εβδοµάδες, (όχι κατ' ανάγκη συνεχόµενες)  
• σε κανένα έντυπο δεν θα διατεθούν περισσότερες από 40000 χρηµατικές µονάδες 

Μεταβλητές 
Ορίζουµε τις µεταβλητές απόφασης ως εξής: x1, x2 το πλήθος των ασπρόµαυρων ολοσέλιδων και 

µισής σελίδας καταχωρήσεων (αντίστοιχα) που θα εµφανιστούν στο «Ανάπτυξη», x3, x4 το πλήθος των 
ασπρόµαυρων και έγχρωµων ολοσέλιδων καταχωρήσεων (αντίστοιχα) που θα εµφανιστούν στο «Εβδο-
µαδιαία», x5, x6 το πλήθος των ασπρόµαυρων και έγχρωµων ολοσέλιδων καταχωρήσεων (αντίστοιχα) 
που θα εµφανιστούν στο «Λογιστής» κατά τη διάρκεια της τρίµηνης διαφηµιστικής καµπάνιας. 

Αντικειµενική συνάρτηση 
 Η συνολική απόδοση των ανωτέρω x1, x2 x3, x

102000x1 + 40800x2 + 91250x3 + 18

Περιορισµοί 
Οι περιορισµοί του προβλήµατος προκύπτουν από 
• τον διαθέσιµο προϋπολογισµό δηλαδή: 

800x1 + 500x2 + 1500x3 + 4000x4 + 2000x5 + 6000x6 ≤ 90000 
• τον αριθµό των καταχωρήσεων που µπορούν να εµφανιστούν στο «Ανάπτυξη»:  
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x1 + x2 ≥ 20 ν 20 κα ις αφού είν 5 × 4εβδοµ

• τον αριθµό των κατ υ µπο ανιστ ια

x3 + x4 ≤ 13 (το πολύ εις, µία κάθε εβδοµάδα) 

x3 + x4 ≥  4 ( καταχωρήσει

• τ ν κατα  µπορούν να εµφανιστο τής»: 

 (το ία σε κά
Επιπλέον, 
• πρέ   50 ολοσέ αχωρήσ

x1 + x3 + x4 + x5 + x6 ≥ 5
• πρέπει να υπάρξουν τουλάχιστον 8 έγχρω χωρή

≥ 8 
• το µέγιστο ποσό που µπορεί να δοθεί σε ένα έντυπο είναι 4 ές µονάδες: 

800x1 + 500x2 ≤ 40000, 1500x3 +  400 x6 ≤ 4

 (τουλάχιστο ταχωρήσε

ρούν να εµφ

 13 καταχωρήσ

του ν 4 

αι 20 = 

ούν στο «Εβδοµαδ

άδες) 

ία»: αχωρήσεων πο

λάχιστο ς) 

ύν στο «Λογισον αριθµό τω χωρήσεων που

x5 + x6 = 3 πολύ µ θε τεύχος) 

πει να υπάρξουν τουλάχιστον λιδες κατ εις: 

0 
µες κατα σεις: 

x4 + x6 
0000 χρηµατικ

4000x4 ≤ 00 και  2000x5 + 6000 0000 
Τέλος ισχύει ο περιορισµός της µη αρνητικότητας δηλαδή: x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0. 

Η άριστη λύση για το πρόβληµα είναι η εξής: 

Καταχωρήσεις 
Έντυπο Μορφή Πλήθος Κόστος 

Ανάπτυξη (x1) Ολοσέλιδη, ασπρόµαυρη 50 40000 
Ανάπτυξη (x2) Μισής σελίδας ασπρόµαυρη 0 0 

Εβδοµαδιαία (x3) Ολοσέλιδη, ασπρόµαυρη 4.8 7200 
Εβδοµαδιαία (x4) Ολοσέλιδη, έγχρωµη 8.2 32800 
Λογιστής (x5) Ολοσέλιδη, ασπρόµαυρη 2 4000 
Λογιστής (x6) Ολοσέλιδη, έγχρωµη 1 6000 

  66 90000 

που δίνει άριστη τιµή (µέγιστο) δείκτη θέασης z= 7362500. Παρατηρήστε, ότι οι µεταβλητές x3 και x4 
δεν εί

1705000 
λόγω της µόλυνσης την οποία προκάλεσε δεξαµενόπλοιο ιδιοκτησίας της, το οποίο παρουσίασε ρήγµα 

να διαφύγουν τεράστιες ποσότητες αργού πετρελαίου. Η εταιρεία κατάφερε 
να πετ

Έτος 1 2 3 4 5 6 

ναι ακέραιες. Αν κάτι τέτοιο είναι απαραίτητο τότε θα πρέπει το µοντέλο να επιλυθεί µε τη 
µεθοδολογία του ακεραίου προγραµµατισµού.  

Παράδειγµα 7  (Χρηµατοοικονοµική ανάλυση) 
Μία ναυτιλιακή εταιρεία έχει καταδικαστεί να καταβάλει χρηµατικό πρόστιµο ύψους €

κοντά στις ακτές αφήνοντας 
ύχει µία ρύθµιση τµηµατικής καταβολής του προστίµου σε µία περίοδο έξι ετών, µε τον ακόλουθο 

τρόπο.  

Ποσό (χιλιάδες € ) 190 215 240 285 315 460 

Η ηρωµή της ετήσιας δόσης πρέπει να λαπλ µβάνει χώρα στην αρχή κάθε έτους. Η επιχείρηση για να 
µπορέσει να αντεπε α αρχικό ποσό σε 

αποδόσεις και τα 
κεφάλαια ενη δόση. Οι 
προθεσµιακές κ τα οµόλογα οι 

ξέλθει στις υποχρεώσεις της, σκοπεύει να επενδύσει έν
προθεσµιακές καταθέσεις και σε κρατικά οµόλογα δύο τύπων έτσι ώστε από τις 

 που θα ωριµάζουν κάθε έτος να µπορεί να έχει κάθε φορά την απαιτούµ
αταθέσεις έχουν απόδοση 4% ετησίως και είναι διαθέσιµες κάθε χρόνο. Σ
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επενδύσεις γί  Α αυτή τη 
ιγ ι στον επενδυτή 

ετησίως, όµως το κεφ ο τύπου Β πωλείται 
προς €1000 το µερίδιο δυτή ετησίως αλλά το 
αρχικό κεφάλαιο επιστρέφετα ονός ότι όλες οι αποδόσεις 

ου απαιτείται για να 
ξεκινήσει το επενδυτικό αυτό σχ ή των δόσεων.  

ιο που απαιτείται. Αυτό πρέπει να 
ελαχιστοποιηθεί (για ευνόητους λόγου ρίδια των οµολόγων τύπου Α που θα 

θα αγοραστούν. Τέλος, παριστάνουµε 
µε Ki το ποσό που θα τοποθετηθεί σε προθεσµι η στην αρχή του έτους i = 1,2,3,4,5.  

Η αντ ήσουµε µε 

Min z = F 

Περιορισµοί 
Οι περιορισ οβλήµατος αντικατοπ ις απαιτήσεις π  να ύνται στην 

αρχή κάθε έτο τις χρηµ  της επιχείρησης. Η γ χέση που 
διέπει τις χρηµ  η ακό

Ρευστά δι ονται δο +  
αποδόσεις ουν ωριµ ς προηγού ς περιόδ
   =  π
   ποσ αι για την µή δόσε
   ποσό  διαθ α.  

Στο πρόβληµά µας δεν έχει νόηµα η διατήρηση κεφαλαίων σε ρευστά διαθέσιµα καθώς δεν διαφαίνεται 

ικρότερο δυνατό αρχικό κεφάλαιο. Ακολουθώντας την 
ου έτους θα έχουµε ότι η επιχείρηση διαθέτει ένα 

Στην αρχή του  έτους η επιχείρηση θα πράξει  από τα οµόλογα καθώς επίσης τελική 
αξία (τοποθε εφάλαιο και τόκου από τη οθεσ κή κατάθεση. ∆ δή, θα ει στη διάθεσή 
της ποσό 0.0 1.0 το ο πορ  το ιράσ ταξύ προθεσµιακής 

νονται στην αρχή της εξαετίας µία φορά µόνο. Το κρατικό οµόλογο τύπου
στ µή πωλείται προς €1055 το µερίδιο, έχει ετήσια απόδοση 6.75% η οποία αποδίδετα

άλαιο επιστρέφεται µετά από 3 χρόνια. Το κρατικό οµόλογ
, έχει ετήσια  επεν απόδοση 5.125% η οποία αποδίδεται στον

ι σε 4 χρόνια.  Υπογραµµίζουµε το γεγ
καταβάλλονται κάθε χρόνο. Η επιχείρηση θέλει να εντοπίσει το ελάχιστο κεφάλαιο π

έδιο ώστε να είναι συνεπής στην καταβολ

Μεταβλητές 
Ορίζουµε ως µεταβλητές τις εξής: Έστω F το αρχικό κεφάλα

ς).  Επίσης, έστω Α τα µε
αγοραστούν και Β τα µερίδια των οµολόγων τύπου Β που επίσης 

ακή κατάθεσ

Αντικειµενική συνάρτηση 
ικειµενική συνάρτηση είναι πάρα πολύ απλή, αφού η επιθυµία µας είναι να ξεκιν

το ελάχιστο δυνατό κεφάλαιο. Άρα έχουµε: 

µοί του πρ τρίζουν τ ου πρέπει ικανοποιο
υς σε σχέση µε ατικές εισροές και εκροές ενική σ
ατικές ροές είναι λουθη:  

αθέσιµα που προέρχ από την προηγούµενη περίο
 επενδύσεων που έχ άσει µέχρι το τέλος τη µενη ου  

   οσά που επενδύονται +  
   
   

ά που χρησιµοποιούντ
 που παρ µένει σε ρευστά

πληρω ων +  
α έσιµ

η απαίτηση για κάτι τέτοιο από την εκφώνηση. Άλλωστε, είναι λογικό ότι η επιχείρηση δεν έχει την 
πολυτέλεια να κάνει κάτι τέτοιο αφού στην πραγµατικότητα προσπαθεί να έχει όσο γίνεται µεγαλύτερες 
αποδόσεις ώστε να καλύψει τις δόσεις µε το µ
παραπάνω γενική σχέση ροής, για την αρχή του πρώτ
άγνωστο ποσό F, ένα τµήµα του οποίου κατανέµεται σε τρεις επενδύσεις και ένα άλλο τµήµα 
χρησιµοποιείται για την καταβολή της πρώτης δόσης. Έτσι παίρνουµε τον ακόλουθο περιορισµό (τα 
ποσά σε χιλιάδες ευρώ): 

F = 1.055A + 1.000B + K1 + 190 
δηλαδή είναι F –1.055A –1.000B -K1 =190. 

 δεύτερου
τηθέν κ

εισ
ν πρ

 τόκους
µιας) ηλα  έχ

675Α + 0.05125Β + 4Κ1 ποίο µ εί να διαµο ει µε  της 
κατάθεσης K2 και της πληρωµής της δόσης των 215 χιλιάδων ευρώ. Άρα ο περιορισµός είναι  

0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ1 = Κ2 + 215 
δηλαδή είναι 0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ1 -  Κ2 = 215 
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Στην αρχή του τρίτου έτους η επιχείρηση πάλι θα εισπράξει τόκους από τα οµόλογα όπως επίσης 
κεφάλαιο και τόκους από την προθεσµιακή κατάθεση Κ2. Εποµένως, θα έχει στη διάθεσή της ποσό 
0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ2 το οποίο µπορεί να το τοποθετήσει στην προθεσµιακή κατάθεση K3 και 
να καταβάλει και τη δόση των €240000. Συνεπώς, ο επόµενος περιορισµός είναι  

0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ2 = Κ3 + 240 
δηλαδή είναι 0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ2 -  Κ3 = 240. 

Στην αρχή του τέταρτου έτους η επιχείρηση θα εισπράξει κεφάλαιο και τόκους από το οµόλογο τύπου Α, 
 οµόλογο τύπου Β καθώς επίσης κεφάλαιο και απόδοση από την προθεσµιακή κατάθεση 

Κ3. Έ

έτηση σε οµόλογο τύπου Α καθώς δεν προβλέπεται κάτι τέτοιο από το 
σενάρ

Στην αρχή του πέµπτου έτους η επιχείρηση θα  και απόδοση από το οµόλογο τύπου 
ς  κεφάλαιο και απόδοση από την προθεσµιακή κατάθεση Κ4. Έτσι, θα έχει στη διάθεσή 

της πο

 + 1.04Κ4  = Κ5  + 315 
δη

Τέ ση από την 
πρ . Ο περιορισµός είναι  

∆ε ηµάτ ή του 6ου έτους, αφού 

τόκους από το
τσι θα έχει στη διάθεσή της ποσό 1.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ3 για να το τοποθετήσει στην 

προθεσµιακή κατάθεση K4 και να καταβάλει τη δόση των €285000. Ο επόµενος περιορισµός είναι  
1.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ3 = Κ4  + 285 

δηλαδή   1.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ3 -  Κ4 = 285. 
∆εν υπάρχει εκ νέου τοποθ

ιο του προβλήµατος ούτε άλλωστε και υπάρχει χρόνος για να µπορέσει να ωριµάσει η εν λόγω 
επένδυση.  

 εισπράξει κεφάλαιο
Β καθώς επίση

σό 1.05125Β + 1.04Κ4 για να το τοποθετήσει στην προθεσµιακή κατάθεση K5 και να καταβάλει τη 
δόση των €315000. Ο επόµενος περιορισµός είναι  

1.05125Β
λαδή   είναι 1.05125Β + 1.04Κ4 -  Κ5 = 315. 

λος, στην αρχή του έκτου έτους η επιχείρηση θα εισπράξει κεφάλαιο και απόδο
οθεσµιακή κατάθεση K5 και θα πληρώσει την τελευταία δόση

1.04Κ5 = 460. 
ν έχει νόηµα η τοποθέτηση χρ ων σε προθεσµιακή κατάθεση (Κ6) στην αρχ

οι δόσεις καταβάλλονται στην αρχή κάθε έτους και όχι στο τέλος. Εποµένως η µεταβλητή Κ6 δεν 
χρησιµοποιείται γιατί δεν θα έχει καµία χρησιµότητα. Ακόµη κι αν είχε χρησιµοποιηθεί, δηλαδή αν ο 
τελευταίος περιορισµός ήταν 1.04Κ5 = Κ6 + 460, τότε στην άριστη λύση µετά την επίλυση του µοντέλου 
µε τη µέθοδο simplex, δεν υπάρχει περίπτωση να πάρει άλλη τιµή εκτός από το µηδέν.  

Συνοπτικά έχουµε το ακόλουθο µοντέλο: 

       να ελαχιστοποιηθεί η =z  F 
F –1.055A –1.000B -K1 =190 

 1.04Κ1 -  Κ2 = 215   
0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ2 -  Κ3 = 240   
1.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ  -  Κ  = 285 

Η άριστη λύση

0.0675Α + 0.05125Β +

3 4

1.05125Β + 1.04Κ4 -  Κ5 = 315       
1.04Κ5 = 460 

  περιορισµούς 

όπου F, A, B και Κ

  µε τους 

i ≥ 0 

 του προβλήµα O) είναι η εξής:  τος (όπως προκύπτει από το λογισµικό LIND
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        OBJECTIVE FUNCTION VALUE = 1484.967 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         F      1484.966553          0.000000 
         A       232.393555          0.000000 
         B       720.38
        K1       329.40

00 

7817          0.000000 
3534          0.000000 

        K2       180.186111          0.0000
        K3         0.000000          0.020766 
        K4         0.000000          0.019420 
        K5       442.307678          0.000000 

Μπορείτε (προαιρετικά) να κατεβάσετε µία εκπαιδευτική έκδοση του λογισµικού LINDO από το δικτυακό 
τόπο www.lindo.com, να δοκιµάσετε να περάσετε τα µοντέλα των παραδειγµάτων και των ασκήσεων 
στο πρόγραµµα αυτό και να πε

849 να τις

055= €245175.1425 και στα τύπου Β, 720.3878×1000=€720387.8. Στις προθεσµιακές 

 + 190000 = 1484966.473 που επαληθεύει την τιµή 
του F, δηλαδή την  ελάχιστη τιµή τη  F είναι εκφρασµένο σε χιλιάδες, η 

λοποίησης στους υπολογισµούς) 

 η βέλτιστη λύση 
στην περίπτωση αυτή; Αυτό που κερδίζει η ε ετύχει την καταβολή των δόσεων στο τέλος 

ι νόηµα η χρήση 
της µε  καταθέσει ένα ποσό στην αρχή του 6ου έτους και να 
χρησιµοποιήσει  , για να πληρώσει τη δόση του προστίµου. Επίσης, 
έχουµε έναν ας δόσης στο τέλος του 
έκτου έτους. Το µοντέλο είναι το ακόλουθο: 
Min z = F  
µε περιορισµούς  
 F –1.055A –1.000B
 0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ1 -  Κ2 = 190, 
 0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ2 -  Κ3 = 215, 
 1.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ3 -  Κ4 = 240, 

 1.04Κ5 – Κ6 = 315, 
 1.04Κ6  = 460, 
όπου F, A, B και Κi ≥ 0. 

ιραµατιστείτε µε την επίλυσή τους.  

Άρα, το ελάχιστο κεφάλαιο που είναι απαραίτητο ανέρχεται σε €14 67 ώστε  µπορέσει, µε  
επενδύσεις που θα κάνει, να αντεπεξέλθει στην τµηµατική καταβολή των δόσεων. Στην παραπάνω 
άριστη λύση βλέπετε ότι τα ποσά που θα τοποθετήσει σε κρατικά οµόλογα, είναι: στα τύπου Α, 
232.3935×1
καταθέσεις τοποθετεί στην αρχή του 1ου έτους €329403.53, στην αρχή του 2ου έτους €180186,11 και στην 
αρχή του 5ου έτους €442307.67. Αθροίζοντας τις επενδύσεις του 1ου έτους παίρνουµε 245175.1425 + 
720387.8+329403.53=1294966.473. Προσθέτοντας και την πρώτη δόση του δανείου, που καταβάλλεται 
στην αρχή του πρώτου έτους, έχουµε 1294966.473

ς αντικειµενικής συνάρτησης (το
µικρή διαφορά οφείλεται σε σφάλµατα στρογγυ

Ένα ενδιαφέρον ερώτηµα είναι αν συµφέρει την επιχείρηση να διαπραγµατευτεί καταβολή των δόσεων 
στο τέλος κάθε έτους αντί στην αρχή. Πώς διαφοροποιείται το µοντέλο και ποια είναι

πιχείρηση αν π
κάθε έτους, είναι ένα χρόνο αναβολή πληρωµής στην έναρξη της εξαετίας. Ο πρώτος περιορισµός γίνεται: 
F = 1.055A + 1.000B + K1 και η πληρωµή της πρώτης δόσης µεταφέρεται στο 2ο έτος, δηλαδή ο 
δεύτερος περιορισµός γίνεται 0.0675Α + 0.05125Β + 1.04Κ1 = Κ2 + 190, οπότε έτσι έχει στη διάθεσή 
της περισσότερο χρόνο για να εισπράξει κάποιες αποδόσεις πριν την καταβολή της πρώτης δόσης και 
όλες οι επόµενες δόσεις µεταφέρονται ένα χρόνο αργότερα. Στην περίπτωση αυτή, έχε

ταβλητής K6 αφού µπορεί η επιχείρηση να
 την απόδοση του στο τέλος του

 επιπλέον περιορισµό που παριστάνει
 έτους

 την πληρωµή της τελευταί

 -K1 = 0, 

 1.05125Β + 1.04Κ4 -  Κ5 = 285, 
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Η άριστη λύση του προβλήµατος (όπως προκύπτει από το λογισµικό LINDO) είναι η εξής:  

 κάθε έτους, η επιχείρηση µπορεί να 

z = c x

        OBJECTIVE FUNCTION VALUE = 1417.739 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
         F      1417.738525          0.000000 
         A       178.553574          0.000000 
         B       963.786438          0.000000 
        K1       265.578125          0.000000 
        K2       147.647675          0.000000 
        K3         0.000000          0.020766 
        K4         0.000000          0.019420 
        K5       728.180481          0.000000 
        K6       442.307678          0.000000 

που δείχνει, ότι αν γίνει δεκτή η πληρωµή των δόσεων στο τέλος
εξοικονοµήσει (1484.967- 1417.739)×1000, δηλαδή 67228 ευρώ.  
 

Τα προηγούµενα παραδείγµατα δείχνουν ότι ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µπορεί 
να εµφανισθεί κάτω από µια ποικιλία διαφορετικών µορφών. Έτσι, ως προς την αντικειµενική 
συνάρτηση µπορεί να αναζητείται το µέγιστο ή το ελάχιστο. Οι περιορισµοί του προβλήµατος µπορεί να 
είναι εξισώσεις ή ανισώσεις του τύπου ≥ ή ≤. Στα παραδείγµατα που εξετάσαµε, οι µεταβλητές ήταν µη 
αρνητικές (περιορισµός της µη αρνητικότητας). Στην πιο γενική περίπτωση οι µεταβλητές απόφασης 
µπορεί να είναι άνω ή/και κάτω φραγµένες ή να παίρνουν τιµές σε όλο τον πραγµατικό άξονα.  Έτσι, το 
γενικό µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού είναι της µορφής: 

να µεγιστοποιηθεί η  
 (ελαχιστοποιηθεί) 

1 1 ++L j jc x ++L n n

α11x1

c x  

++L α1jxj ++L α1n xn ≤ ή ≥ ή = b1 

    M    M  M    M  
αi1x1 ++L αijxj ++L αin  xn ≤ ή ≥ ή= bi 

   M     M  M    M  
αm1x1 ++L αmjxj ++L αmn xn ≤ ή ≥ ή = bm 

µε τους 
περιορισµούς 

jjj uxl ≤≤ ,  j∈ }{1 n,,K  

Έχοντας υπόψη τα προηγούµενα παραδείγµατα µπορούµε, τώρα, να δούµε ότι οι συντελεστές cj 
( n,j K1,= ) των µεταβλητών απόφασης στην έκφραση για την αντικειµενική συνάρτηση 
αντιπροσωπεύουν µοναδιαίο κόστος ή κέρδος. Οι παράµετροι bi (i = m,,K1 ) στους περιορισµούς του 

τύπου ≤ παριστάνουν, γενικά, διαθέσιµους πόρους και στους περιορισµούς του τύπου ≥, γενικά, 
ελάχιστες απαιτήσεις. Ο όρος xα  ( i ,1 K ) (jij m,= n,j K1,= )  την ποσότητα, η οποία 

πό τον i-οστό πόρο ως αποτέλεσµα της j-οστής απόφασης ή την ποσότητα µε την 
 στην κάλυψη της i-οστής απαίτησης. Για το λόγο αυτό οι 
αβλητές απόφασης υπεισέρχονται στις περιοριστικές ανισώσεις, 

ικοί συντελεστές.  

ρίζονται στο σύνολο των ακέραιων αριθµών, έχουµε ένα 
ογραµµατισµού (integer linear programming). Μια ειδική µορφή 

 προγραµµατισµού είναι ο δυαδικός ή 0-1 προγραµµατισµός (binary ή 0-1 
τοιας µορφής προβλήµατα έχουµε όταν οι µόνες επιτρεπτές τιµές των µεταβλητών 

 και η µονάδα, όπως στο παράδειγµα 4 της εκχώρησης του προσωπικού σε 

αντιπροσωπεύει

χρησιµοποιείται α
οποία η j-οστή απόφαση συµβάλλει
παράµετροι αij, µε τις οποίες οι µετ  

αποδίδονται πολλές φορές µε τον όρο τεχνολογ

Αν κάποιες µεταβλητές απόφασης περιο
πρόβληµα ακέραιου γραµµικού πρ
του ακέραιου γραµµικού
programming). Τέ
απόφασης είναι το µηδέν
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θέσεις εργασίας.  

υ ικανοποιεί την οικογένεια των γραµµικών 
ατος, ονοµάζεται εφικτή (feasible). Αν δεν 
η ονοµάζεται µη εφικτή (infeasible). Το 
τή περιοχή ή εφικτό σύνολο (feasible set) 
άριστη) λύση (optimal solution), δηλαδή 
ενική συνάρτηση. Η µέγιστη ή ελάχιστη 
η (άριστη) τιµή (optimal value). Αν δεν 

υς ταυτόχρονα τους περιορισµούς του 
η συµβατές, τότε το πρόβληµα δεν έχει 

η. Μ

 το προϊόν Π2. Αν ως κανονική 
λειτουργία ν ε  απασχόληση δεν επιτρ  να υπερβεί τις 3 ώρες την 
ηµέρα, διαµο τικό µοντέλο που να προσδιορίζει τον ηµερήσιο αριθµό των ωρών 
κανονικής ή/και υπερωριακής λειτουρ άθε εργοστασίου έτσ κόστος να 
ελαχιστοποιείται.  

2η. Ένας επενδ  ποσό 00 νοµισµ κών µονά εταξύ τριών 
εναλλακτικών ε γραµµά ν , P2 και Η ετήσ ε η από την 
επένδυση 100 νοµισµατικών µονάδων σε  από τα επενδυτικά 1 2 και P3 είναι 
140, 120 και 160 νοµισµατικές µονάδες, αντίστοιχα. Η αντίστοιχη ελάχιστη εγγυηµένη απόδοση είναι 

 ο µ ό
 συνο

 τ  µήνες Ιαν υάριο, Φεβρουάριο

, κατά τους τέσσερις αυτούς µήνες, σε 
9, 10,

Κάθε λύση (σηµείο της γραφικής αναπαράστασης) πο
ισώσεων που εκφράζουν τους περιορισµούς του προβλήµαν

ικανοποιεί έστω και έναν από τους περιορισµούς, τότε η λύσ
σύνολο των εφικτών λύσεων ονοµάζεται εφικτός χώρος ή εφικ
του προβλήµατος, εντός του οποίου θα αναζητηθεί η βέλτιστη (
η εφικτή λύση που µεγιστοποιεί ή ελαχιστοποιεί την αντικειµ
αναλόγως τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης ονοµάζεται βέλτιστ
υπάρχουν τιµές των µεταβλητών που να ικανοποιούν όλο
προβλήµατος, αν δηλαδή οι ανισώσεις του µοντέλου είναι µ
εφικτή λύση αφού το εφικτό του σύνολο είναι το κενό σύνολο (empty). 
 
Ασκήσεις αυτοαξιολόγησης 
1 ια βιοµηχανία διαθέτει δύο εργοστάσια Ε1 και Ε2 για την παραγωγή δύο προϊόντων Π1 και Π2, τα 
οποία χρησιµοποιούν την ίδια πρώτη ύλη. Το εργοστάσιο Ε1 µπορεί να παράγει ωριαία 5 µονάδες από το 
προϊόν Π1 και 2 µονάδες από το προϊόν Π2. Η ωριαία δυναµικότητα του εργοστασίου Ε2 είναι 3 µονάδες 
για το προϊόν Π1 και 6 µονάδες για το προϊόν Π2. Το ωριαίο κόστος λειτουργίας των εργοστασίων Ε1 και 
Ε2 είναι 20 και 40 νοµισµατικές µονάδες, αντίστοιχα, όταν η λειτουργία δεν υπερβαίνει τις 8 ώρες 
ηµερησίως. Η υπερωριακή λειτουργία των εργοστασίων Ε1 και Ε2 επιβαρύνεται µε 30 και 60 
νοµισµατικές µονάδες, αντίστοιχα, για κάθε πρόσθετη ώρα απασχόλησης. Η ηµερήσια απαίτηση 
ανέρχεται σε 30 µονάδες από το προϊόν Π1 και σε 60 µονάδες από

οείται το 8ωρο και η υπ ρωριακή έπεται
ρφώστε ένα µαθηµα

γίας κ ι ώστε το συνολικό 

υτή ι το
πενδυτικών προ

ς διαθέτε των 1
 P

0 ατι δω  γιαν  επένδυση µ
οτω 1

 καθένα
 P3. 

 
ια αναµ
προγρά

νόµενη απ
µατα P , P

όδ σ
 µ

90, 80 και 50 νοµισµατικές µονάδες. Η συνολική επένδυση στα προγράµµατα P2 και P3 πρέπει να είναι 
τουλάχιστον 600 νοµισµατικές µονάδες. ∆ιαµ ρφώστε ένα µαθη ατικ  µοντέλο που να προσδιορίζει τη 
σύνθεση του χαρτοφυλακίου των επενδύσεων, η οποία µεγιστοποιεί τη λική αναµενόµενη ετήσια 
απόδοση και ταυτόχρονα εγγυάται ελάχιστη απόδοση 1050 νοµισµατικών µονάδων.   

3η. Η ζήτηση ενός προϊόντος κατά ους ο , Μάρτιο και Απρίλιο ανέρχεται 
σε 100, 110, 120 και 110 µονάδες, αντίστοιχα. Η δυναµικότητα της παραγωγής κατά τους µήνες αυτούς 
είναι 120, 150, 150 και 100 µονάδες, αντίστοιχα. Την 1η Ιανουαρίου υπάρχουν 50 µονάδες αποθέµατος 
από το προϊόν, στο τέλος δε του Απριλίου πρέπει να έχουν αποµείνει τουλάχιστον 80 µονάδες στην 
αποθήκη. Το κόστος παραγωγής ανά µονάδα προϊόντος ανέρχεται

 8 και 7 νοµισµατικές µονάδες αντίστοιχα, το δε κόστος αποθήκευσης ανά µονάδα προϊόντος ανά 
µήνα, είναι ίσο µε 1 νοµισµατική µονάδα. ∆ιαµορφώστε ένα µαθηµατικό µοντέλο που να προσδιορίζει 
το ύψος της παραγωγής για κάθε µήνα έτσι ώστε το συνολικό κόστος να ελαχιστοποιείται. Το συνολικό 
κόστος αποθήκευσης για κάθε µήνα υπολογίζεται βάσει του αποθέµατος που υπάρχει στο τέλος του 
µήνα. 
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4η. Σε µια ταβέρνα, η οποία λειτουργεί και τις επτά ηµέρες της εβδοµάδος, πέρα από τις συνήθεις 
παρέες που σύχναζαν εκεί, άρχισαν πρόσφατα να πραγµατοποιούνται σε τακτική βάση και συνεστιάσεις 
διαφόρων συλλόγων. Το γεγονός αυτό δηµιούργησε την ανάγκη αναδιάρθρωσης του προγράµµατος 
εργασίας του προσωπικού σερβιρίσµατος, µε τέτοιο τρόπο ώστε η εξυπηρέτηση να παραµένει άψογη. 
Εκτιµήθηκαν οι ανθρωποώρες σερβιρίσµατος που απαιτούνται, αρχικά για τη συνήθη πελατεία (ανάλογα 
µε την ηµέρα της εβδοµάδας):  

Ηµέρα ∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρασκευή Σάββατο Κυριακή
Ανθρωποώρες 

Σερβιρίσµατος
 

125 
 

200 
 

350 
 

300 
 

650 
 

725 
 

250 

και στη συνέχεια, για τις συνεστιάσεις που θα πραγµατοποιηθούν (ανάλογα µε το πλήθος τους):  

Πλήθος 
Συνεστιάσεων 

Ανθρωποώρες 
Σερβιρίσµατος 

0 0 
1 24 
2 36 
3 52 
4 64 
5 80 

Γνωστός είναι επίσης και ο αριθµός των προγραµµατισµένων (τακτικών) συνεστιάσεων για την κάθε 
ηµέρα της εβδοµάδος: 

Ηµέρα ∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρασκευή Σάββατο Κυριακή
Αριθµός 
Προγραµµατισ

       
µένων

Συνεστιάσεων
1 0 1 0 3 4 2 

Σύµφωνα µε τη σύµβαση εργασίας, κάθε υπάλληλος πρέπει να εργάζεται 6 ώρες ηµερησίως, για πέντε 
συνεχόµενες ηµέρες της εβδοµάδος και στη συνέχεια να παίρνει δύο ηµέρες άδεια. Θεωρώντας ότι στη 
συγκεκριµένη ταβέρνα όλοι οι σερβιτόροι έχουν τον ίδιο µισθό κι ότι η παραπάνω διαδικασία 
επαναλαµβάνεται κάθε εβδοµάδα, υποδείξτε ένα µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού για την εύρεση του 
ελάχιστου αριθµού σερβιτόρων που πρέπει να απασχολούνται στην ταβέρνα.  

5η. Μία βιοτεχνία κατασκευής παιγνιδιών κατασκευάζει µεταξύ άλλων ένα παιδικό τρίτροχο ποδήλατο, 
απαρτιζόµενο από τρία κύρια εξαρτήµατα - τµήµατα: πρόσθιο µέρος τροχού και τιµονιού (1 τεµάχιο), 
σκελετός και σέλλα (1 τεµάχιο), τµήµα πίσω τροχών (2 τεµάχια). Για την επόµενη παραγωγική περίοδο 
η εταιρεία έχει παραγγελίες για 12000 ποδήλατα. Οι βασικοί παραγωγικοί συντελεστές που 
χρησιµοποιούνται στην κατασκευή του ποδηλάτου είναι πλαστικό (µονάδες πλαστικού), χρόνος 
εργασίας (λεπτά) και χρόνος µηχανών (λεπτά). Η βιοτεχνία, έχει τη δυνατότητα να αγοράσει εξαρτήµατα 
- τµήµατα του προϊόντος από έναν υπεργολάβο µε τον οποίο συνεργάζεται, αντί να το κατασκευάσει 
εσωτερικά, ώστε µε σιγουριά να ικανοποιήσει τη ζήτηση των πελατών της. Στον επόµενο πίνακα βλέπετε 
τα στοιχεία που αφορούν τη διαθεσιµότητα των πόρων, την κατανάλωσή τους στην παραγωγική 
διαδικασία (τεχνολογικοί συντελεστές) και τέλος το κόστος εσωτερικής παραγωγής ενός τµήµατος ή της 
αγοράς του από τον υπεργολάβο. Το κόστος συναρµολόγησης των τµηµάτων είναι ίδιο σε κάθε 
περίπτωση και δεν συνυπολογίζεται στην παρούσα ανάλυση.  
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 Κατανάλωση πόρων Κόστος 
Τµήµα ποδηλάτου Πλαστικό 

(µονάδες) 
εργασία 
(λεπτά) 

µηχανές
(λεπτά) 

παραγωγής αγοράς 

Πρόσθιο 3 10 2 8 12 
Σκελετός 4 6 2 6 9 

Πίσω ρόδες (1 τεµάχιο) 0.5 2 0.1 1 3 
∆ιαθέσιµη ποσότη  0 0τα 50000 160 00 30 00   

Να  µοντέλο γραµµικού ρογραµµ σµού το οποίο, όταν επιλυθεί, α µπορεί α δώσει 
στην επιχε λη ληρ ες σ  αφο  άριστ διο παραγωγής ή/ γοράς 
τµηµάτων ώστε να ικανοποιηθεί η ζήτηση των 12000 ποδηλάτων µε ελάχιστο συνολικό κόστος. 

6η. Η εταιρεία πετρελαιοειδών "Flower Oil" παρασκευάζει, µεταξύ των άλλων παραγώγων πετρελαίου,  δύο 
ποιότητες βενζίνης την απλή (regular ενισχυµ  το σκοπό αυτό αναµειγνύει δύο 
τύπους αργού πετρελαίου, τους C . ∆ύ συστατικά, έστω Α και Β είναι 
ιδιαιτέρως σηµαντικά για τη σύνθεση τω  παραγόµενων οϊόντων και αυτά βρίσκονται και στους 
δύο τύπους αργού πετρελαίου αλλά σε δι ορετική περιεκτικότητα. ∆ιαφορετικό είναι και το (ανά λίτρο) 
κόστος αργού πετρελαίου, όπως αναλυτικά αίνεται κατωτέρω

ΤΥΠΟΣ 
ΑΡΓΟΥ ΠΕΤΡΕΛΑΙΟΥ 

ΣΥΣΤΑΤΙΚΟ Α
(%

ΣΥΣΤΑΤΙΚΟ Β
(%

ΚΟΣΤΟΣ/ΛΙΤΡΟ 
(ευρώ) 

 αναπτύξετε ένα  π ατι ν  ν
ίρηση τις κατάλ λες π οφορί ε ό,τι ρά το ο σχέ και α

) και την 
100 και C200

ένη (super). Για
ο διαφορετικά 

ν δύο  πρ
αφ
 φ : 

) ) 
C100 20 60 0.10 
C200 50 30 0.15 

Σύµφωνα µε τις προδιαγραφές, κάθε λίτρο απλής βενζίνης πρέπει να περιέχει τουλάχιστο 40% από το 
συσ , ενώ κάθε λ υ % σ τας 
υπό πάρχουν εξασφαλισµένες µερήσιε πωλήσε  τουλάχιστον 800000  regular και 
τουλ ν su r, η Flo ε αφέρετ  προσδιορίσει τις ποσότητες π  πρέπει 
να χρησιµο κάθε τύπο αργού πετρελαίου στην παραγωγή των δύο προϊόντων, ώστε να 

ητές επιδέχεται γραφική 
επίλυση

τατικό Α ίτρο ενισχ µένης βενζίνης το πολύ 50  από το συ τατικό Β. Λαµβάνον
ψη ότι υ η ς ις  λίτρων
άχιστον 500000 λίτρω pe wer Oil νδι αι να ου

ποιεί από τον 
ελαχιστοποιείται το συνολικό ηµερήσιο κόστος πρώτων υλών. 

 
ΓΓΡΡΑΑΦΦΙΙΚΚΗΗ  ΕΕΠΠΙΙΛΛΥΥΣΣΗΗ  ΜΜΟΟΝΝΤΤΕΕΛΛΩΩΝΝ  ΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΙΙΚΚΟΟΥΥ  ΠΠΡΡΟΟΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΑΑΤΤΙΙΣΣΜΜΟΟΥΥ  

Ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µε δύο µόνο µεταβλ
, η οποία παρουσιάζεται στη συνέχεια µε τη βοήθεια ενός παραδείγµατος. Ας θεωρήσουµε το 

πρόβληµα του προσδιορισµού του µεγίστου και του ελαχίστου της συνάρτησης  z = 6x1+ x2 µε τους 
περιορισµούς: x1 + x2 ≤ 10,  x2 ≤ 4,  2x1 + x2 ≥ 14,  x1 + 3x2 ≥ 12,  x1 ≥ 0,  x2  ≥ 0. 

Το αρχικό στάδιο της γραφικής επίλυσης του προβλήµατος περιλαµβάνει τον προσδιορισµό του 
εφικτού συνόλου, δηλαδή τον προσδιορισµό των σηµείων (x1, x2) του επιπέδου που ικανοποιούν και τους 
έξι περιορισµούς ταυτόχρονα. 

Μια πρώτη διαπίστωση είναι ότι η απαίτηση µη αρνητικότητας των µεταβλητών απόφασης 
περιορίζει τον εφικτό χώρο του προβλήµατος στο θετικό τεταρτηµόριο, αφού η x1 ≥ 0 αποδέχεται όλα τα 
σηµεία τα δεξιά της ευθείας x1 = 0, ενώ η x2 ≥ 0 είναι ο ηµιχώρος επάνω από την ευθεία x2 = 0. Η δεύτερη 
διαπίστωση, που µπορούµε να κάνουµε, είναι ότι κάθε γραµµική ανίσωση µε δύο µεταβλητές, όπως για 
παράδειγµα η ανίσωση 2x1 + x2 ≥ 14, ισχύει στο ένα µόνο από δύο ηµιεπίπεδα, στα οποία η ανισότητα 
αυτή διαιρεί το δισδιάστατο χώρο (x1, x2). Το σύνορο µεταξύ των δύο ηµιεπιπέδων είναι η ευθεία 2x1 + x2 
= 14, όπου η ανισότητα ικανοποιείται οριακά. Κάτω από την ευθεία αυτή είναι το ηµιεπίπεδο, όπου η 
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ανισότητα παραβιάζεται.  
Γε ς µορφνικά, κάθε ευθεία τη ής axa bx =+ 2  χωρ2 ίπε  δύ , 

τα οποία καθορίζονται από τις ανισ
11 ίζει το επ δο Ο 1x 2x  σε ο ηµιεπίπεδα

ότητες xa bxa ≤+ 221  ≥1 και xa bxa+ 22  πιο απλός τρόπος 

για να διαπισ σε ποιο ηµιεπίπεδο ισχύει η ε ανισότητα, είναι ν θεωρήσουµ α τυχόν 
σηµείο του επ  ελέγξουµε ποι πό τις δύο ανισότητες ι οποιούν οι ντεταγµένε υ. Έτσι, 
λοιπόν ο, το οπ θεµιά  έξι ανι σεις του εξεταζόµενου 
προβλή ράσσον ευθε ντ ν σε κάθ περιορισµό – ανίσωση 

εριοχή). 

. Ο11

τώσουµε  κάθ α ε έν
ιπέδου και να α α καν  συ ς το

, βρίσκουµε το ηµιεπίπεδ οίο περιγράφει κα από τις σώ
µατος. Αυτό γίνεται χα τας τις ίες που α ιστοιχού ε 

που ονοµάζονται περιοριστικές ευθείες. Η τοµή των έξι αυτών ηµιεπιπέδων ορίζει το εφικτό σύνολο του 
προβλήµατος. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 1, οι ανισώσεις οι οποίες αποτελούν τους περιορισµούς του 
προβλήµατος, συναληθεύουν στο σύνορο και το εσωτερικό του σκιασµένου χωρίου (η εφικτή π
Κάθε σηµείο εκτός της σκιασµένης αυτής περιοχής αντιπροσωπεύει λύση που δεν είναι εφικτή και 
παραβιάζει τουλάχιστον µία από τις ανισότητες.  

ισοσταθµική
z =12

ισοσταθµική
ελαχίστου

z =34

2x 1+x 2=1412

14

16
x 2

ισοσταθµ
µεγίστο

z =5

ική
υ

5

∆=(6,4)

1+x 2=10

4

6

Α=(5,4)

x

8

10

x 2=4
Γ=(9,1)B=(6,2)x 1+3x 2=12

0

2

0 2 4 6 8 10 12 14

x 1

 
Σχήµα 1. Γραφική επίλυση µοντέλων γραµµικού προγραµµατισµού. 

Έχοντας προσδιορίσει το εφικτό σύνολο του προβλήµατος αποµένει να βρούµε το σηµείο του 
υνόλου αυτού που βελτιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση. Προς την κατεύθυνση αυτή, ας 
αρ
σ
π ατηρήσουµε ότι µια συνάρτηση της µορφής 2211 xcxcz += , όπως είναι η αντικειµενική συνάρτηση 

ενός µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού στο χώρο των δύο διαστάσεων, εισάγει στο πρόβληµα µια 
οικογένεια ευθειών, οι οποίες χαρακτηρίζονται από διαφορετικές τιµές του z, έχουν όµως την ίδια κλίση 
που είναι 21 cc− , είναι δηλαδή  παράλληλες ( αφού 12122 )( xccczx −+= ). Ας θεωρήσουµε τώρα 

µια από αυτές τις παράλληλες ευθείες και συγκεκριµένα εκείνη που ορίζεται από την εξίσωση 
zxcxc =+ 2211  για κάποια συγκεκριµένη τιµή z . Τότε η τιµή (στάθµη) της αντικειµενικής 

συνάρτησης σε όλα τα σηµεία που ανήκουν στη  ευθεία zxcxc =+ 2211 , είναι σταθερή και ίση µε z 

= z . Για το λόγο αυτό οι παράλληλες ευθείες που προκύπτουν για τις διάφορες τιµές του z, ονοµάζονται 
ισοσταθµικές (contours) ευθ ή ίες ίσου /κόστους (isoprofit/isocost). Καθώς µεταβάλλεται το 
κέρδος (κόστος) z, οι ευθείες αυτές σαρώνουν ολόκληρο το δισδιάστατο χώρο.  

Στο Σχήµα 1 έχουµε τοποθετήσει την ισοσταθµική  6x

ε κέρδους

1 + x2 =12,  η οποία αντιστοιχεί σε κέρδος 
(κόστος) z =12. Μια άλλη ισοσταθµική είναι εκείνη, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων (0, 0) 
και η οποία αντιστοιχεί στην τιµή z = 0. Η σχετική θέση των ισοσταθµικών z = 12 και z = 0, υποδεικνύει 
ότι αυξανόµενης της τιµής του z, οι ισοσταθµικές µετατοπίζονται προς τα πάνω και δεξιά. Από τα 
σηµεία, βέβαια, των ισοσταθµικών µας ενδιαφέρουν µόνο εκείνα, τα οποία ανήκουν στο σκιασµένο 
χωρίο, δηλαδή τα σηµεία που ανήκουν στην τοµή των ισοσταθµικών µε το εφικτό σύνολο. Έτσι, 
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προκειµένου να προσδιορίσουµε το µέγιστο, πρέπει να µετατοπίσουµε την ισοσταθµική z =12 προς τα 
πάνω εαυτό της, µέχρ ετά τ

ύτερη τιµή του z  έξω α

 τοµή των ισοσταθµικών ευθειών µε το εφικτό σύνολο 
γίνεται σε µια κορυφή του σκιασµένου χωρίου. Αν, όµως, είχαµε να ελαχιστοποιήσουµε τη συνάρτηση z = 
2x1 + x2, της οποίας οι ισοσταθµικές είναι παράλληλες προς την ευθεία που εισάγει ο περιορισµός 2x1 + 
x2 ≤ 14, (το γιατί είναι παράλληλες αφήνεται στον αναγνώστη να το διαπιστώσει), τότε  η  πρώτη 
(τελευταία)  επαφή των ισοσταθµικών ευθειών µε το εφικτό σύνολο επιτυγχάνεται σε ένα ολόκληρο 
ευθύγραµµο τµήµα , εκείνο που ορίζεται από τα σηµεία Α= (5, 4) και Β = (6, 2). Στην περίπτωση αυτή 
το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης της z λέµε ότι έχει απειρία βέλτιστων λύσεων, αφού κάθε σηµείο του 
ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ είναι βέλτιστο και δίνει την άριστη τιµή στο z = 14. Μεταξύ βέβαια των 
βέλτιστων λύσεων θα ανήκαν και οι κορυφές Α και Β, ενώ σε όλα τα σηµεία του ευθύγραµµου 
τµήµατος, δηλαδή της ακµής που ορίζουν οι δύο αυτές κορυφές, η αντικειµενική συνάρτηση  θα  είχε  
την  ίδια  ελάχιστη  τιµή (τιµή του z στο σηµείο Α: zA = 2×5 + 4 = 14, τιµή του z στο σηµείο Β: zB = 2×6 + 
2 = 14). Συνεπώς, το πρόβληµα ελαχιστοποίησης θα είχε και πάλι µονοσήµαντη απάντηση ως προς την 
ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης σε άπειρες όµως βέλτιστες λύσεις. 

Το εφικτό σύνολο, το οποίο ορίζεται από τους περιορισµούς x  + x  ≤ 10, x2 ≤ 4, 2x1 + x ≥ 14, x1 + 
3x2 ≥ 12, x   ≥ 0 και  ≥ λύγωνο. Ένα σύνολο 
ονοµά

ς είναι ένα µη φ

ές εντό κριµένο παράδειγµα η x

και δεξιά, παράλληλα προς τον ι το σηµείο εκείνο, µ ο οποίο κάθε άλλη 
ισοσταθµική που θα αντιστοιχούσε σε µεγαλ , θα βρισκόταν πό τον εφικτό χώρο. Η 
τελευταία επαφή των ισοσταθµικών ευθειών µε τον εφικτό χώρο γίνεται στο σηµείο Γ= (9,1). Η τιµή της 
ισοσταθµικής που διέρχεται από το σηµείο αυτό, βρίσκεται αντικαθιστώντας τις τιµές x1 = 9 και x2 = 1 
στην σχέση για την αντικειµενική συνάρτηση z = 6x1 + x2. Έτσι, το σηµείο που µεγιστοποιεί την 
αντικειµενική συνάρτηση είναι το Γ=(9, 1) και η µέγιστη τιµή του z είναι zmax = 6×9+1 = 55. 

Αν θέλουµε να προσδιορίσουµε το ελάχιστο της αντικειµενικής συνάρτησης, πρέπει να  βρούµε  
την πρώτη  ισοσταθµική ευθεία που τέµνει τον εφικτό χώρο προς την αντίθετη κατεύθυνση (τη 
κατεύθυνση µείωσης της τιµής του z). Η τοµή αυτή συµβαίνει στο σηµείο Α µε συντεταγµένες Α(5,4), από 
όπου διέρχεται η ισοσταθµική z = 34. Εποµένως, η αντικειµενική συνάρτηση ελαχιστοποιείται στο σηµείο Α 
= (5,4) και η ελάχιστη τιµή της είναι ίση µε zmin = 6×5+4 = 34.  

Όπως παρατηρούµε, η πρώτη και η τελευταία

2 1 2

 0 είναι ένα φραγµένο χωρίο και, µάλιστα, ένα κυρτό πο1 x2

ζεται κυρτό, αν το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει οποιαδήποτε δύο σηµεία του συνόλου, ανήκει 
εξ’ ολοκλήρου εντός του συνόλου. Αν όµως αφαιρέσουµε τον περιορισµό  x1 + x2 ≤ 10, τότε όπως φαίνεται 
στο Σχήµα 2, το εφικτό σύνολο του προβλήµατο ραγµένο πολύπλευρο, το οποίο ωστόσο 
εξακολουθεί να είναι κυρτό. Το εφικτό σύνολο ενός προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού είναι µη 
φραγµένο, όταν  µία ή περισσότερες από τις  µεταβλητές του προβλήµατος µπορούν να πάρουν απείρως 
µεγάλες τιµ ς του εφικτού χώρου, όπως στο συγκε 1.  

ισοσταθµ ική
ελαχ ίσ του

z = 3 4

x 2= 4ισοσταθµ ική
z = 1 2

2 x 1+ x 2= 1 4

6

8
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12

14

16
x 2

x 1+ 3 x 2= 1 2 B = (6 ,2 )

Α= (5 ,4 )

4 x 1+ x 2= 8

0

2

4

0 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4

x 1

  
Σχήµα 2. Μοντέλα γραµµικού προγραµµατισµού µε κενό και µη φραγµένο εφικτό σύνολο. 
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Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο Σχήµα 2, η αντικειµενική συνάρτηση z = 6x1 + x2 έχει και 
πάλι ελάχιστο στο σηµείο Α = (5, 4). Από την άλλη πλευρά, η τιµή του z µπορεί να γίνει οσοδήποτε 
µεγάλη και αν θέλαµε να βρούµε το µέγιστο της αντικειµενικής συνάρτησης, αυτό αποκλίνει στο άπειρο, 
αφού τίποτα δεν περιορίζει την προς τα πάνω και δεξιά µετατόπιση των ισοσταθµικών ευθειών. Αν, 
όµως, αντί για τη συνάρτηση z = 6x1 + x2, είχαµε να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση z = x2, τότε θα 
είχαµε πεπερασµένη µέγιστη τιµή, ίση µε z=4, κάθε δε σηµείο της ηµιευθείας, η οποία µε αρχή το 
σηµείο Α διατρέχει το άνω σύνορο του σκιασµένου χωρίου στο Σχήµα 2, θα ήταν βέλτιστο. Επίσης, αν 
ζητού

 κιασµένη περιοχή στο Σχήµα 2, όπου 
συναλ

 να συµβεί κατά 
µήκος

άλληλου λογισµικού 
µπορούµε να χαράξουµε τα περιοριστικά επίπεδα (αντί για περιοριστικές ευθείες) που αντιστοιχούν 
στους περιορισµούς του προβλήµατος.  

Η µέθοδος simplex οφείλεται σε µια πραγµατικά µεγαλοφυή έµπνευση του Dantzig από το 1947, 
η οποία δηµοσιεύθηκε τέσσερα χρόνια αργότερα σε βιβλίο που επιµελήθηκε ο  Koopmans (1951). Την 
ίδια χρονιά που ο Dantzig ανακάλυπτε τη µέθοδο simplex, ο Koopmans έδειχνε ότι ο γραµµικός 
προγραµµατισµός παρέχει το κατάλληλο µοντέλο για την ανάλυση των κλασικών οικονοµικών θεωριών. 
Η µέθοδος simplex αποτελεί µια από τις πλέον διαδεδοµένες µεθοδολογίες των υπολογιστικών 
µαθηµατικών, αποτελεί δε, µία από τις µεγαλύτερες µαθηµατικές επινοήσεις του  20ου αιώνα  και έχει 
αποδειχθεί εκπληκτικά αποτελεσµατική στην πράξη. Εδώ πρέπει πάντως να αναφέρουµε ότι ο πρώτος 
αλγόριθµος για την επίλυση µιας κατηγορίας προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού είχε 
αναπτυχθεί σχ  (1960). Η 

σαµε το µέγιστο της συνάρτησης z = -6x1 + x2, τότε θα είχαµε πάλι ένα µοναδικό βέλτιστο σηµείο, 
το Α(5, 4), µε µέγιστο z* = -26. 

Αν, τώρα, στους περιορισµούς x2 ≤ 4, 2x1 + x2 ≥ 14, x1 + 3x2 ≥ 12, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, προσθέσουµε και 
τον περιορισµό 4x1 + x2 ≤ 8, το εφικτό σύνολο είναι κενό, αφού η περιοχή στην οποία ισχύει ο 
περιορισµός αυτός, δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε τη σ

ηθεύουν όλοι οι άλλοι περιορισµοί. Οµοίως, αν αντί για την ανίσωση  4x1 + x2 ≤ 8 είχαµε 
προσθέσει ως περιορισµό την εξίσωση 4x1 + x2 = 8, πάλι το εφικτό σύνολο θα ήταν το κενό, αφού η 
περιοχή στην οποία αληθεύουν οι άλλοι περιορισµοί δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε την ευθεία 4x1 + x2 
= 8.  

Σας προτρέπουµε να κατασκευάσετε εξ’ αρχής τα Σχήµατα 1 και 2 καθώς επίσης να 
πειραµατιστείτε µε όλες τις παραλλαγές που αναφέραµε παραπάνω.  

Η γραφική µέθοδος επίλυσης µοντέλων γραµµικού προγραµµατισµού µε δύο µεταβλητές, δίνει τη 
δυνατότητα µιας εποπτικής προσέγγισης της θεωρίας πάνω στην οποία στηρίζεται η υπολογιστική 
µέθοδος simplex. Τα κύρια σηµεία της θεωρίας αυτής φωτίζονται από τη γεωµετρία των Σχηµάτων 1 
και 2. Όπως φανερώνουν τα σχήµατα αυτά, ο εφικτός χώρος ενός προβλήµατος γραµµικού 
προγραµµατισµού µε δύο µεταβλητές, όταν δεν είναι κενός, φαίνεται ότι είναι ένα κυρτό φραγµένο 
πολύγωνο ή ένα κυρτό µη φραγµένο πολύπλευρο. Από την άλλη πλευρά, η πρώτη και η τελευταία επαφή 
των ισοσταθµικών της αντικειµενικής συνάρτησης  µε τον εφικτό χώρο είναι λογικό

 του συνόρου του (που στη µικροοικονοµική ανάλυση το έχετε ακούσει ως καµπύλη παραγωγικών 
δυνατοτήτων), και επιπλέον δε, σε µια κορυφή του και πάντως όχι στο εσωτερικό του. Έτσι, η 
αναζήτηση της βέλτιστης λύσης µπορεί να περιορισθεί µεταξύ των κορυφών του εφικτού συνόλου του 
προβλήµατος (προσπαθήστε να εντοπίσετε την αναλογία µε τα στοιχεία της µικροοικονοµικής ανάλυσης 
στην έννοια της κορυφής). Ευτυχώς, η µεθοδολογία αυτή, όπως και η γεωµετρική ερµηνεία, ισχύει σε 
οποιοδήποτε χώρο οποιασδήποτε διάστασης (δηλαδή για οποιοδήποτε πλήθος µεταβλητών απόφασης), 
απλώς δεν µπορούµε να έχουµε εποπτική άποψη για διάσταση µεγαλύτερη του 2 (2 µεταβλητές 
απόφασης) ή το πολύ για τρεις µεταβλητές απόφασης όπου µε τη χρήση κατ

εδόν δέκα χρόνια νωρίτερα και συγκεκριµένα το 1939 από τον Kantorovich
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ερευν

τη
συνόλ

ότητας σε µια νέα κορυφή, όπου η αντικειµενική συνάρτηση έχει βελτιωµένη τιµή, µεγαλύτερη ή 

συνόλ

τ Τ

ητική εργασία του Kantorovich παρέµεινε όµως για πολλά χρόνια άγνωστη στη ∆ύση και πέρασε 
απαρατήρητη στην Ανατολή.  

Ωστόσο, αν και ο γραµµικός προγραµµατισµός ταυτίσθηκε µε τη µέθοδο simplex και τον Dantzig, 
το 1975 η Βασιλική Ακαδηµία Επιστηµών της Σουηδίας απένειµε το Βραβείο Nobel Οικονοµίας στους 
Kantorovich και Koopmans “για τη συµβολή τους στη θεωρία της βέλτιστης κατανοµής πόρων”. 
Φαίνεται ότι η Βασιλική Ακαδηµία Επιστηµών της Σουηδίας θεώρησε την εργασία του Dantzig µάλλον 
πολύ µαθηµατική για βραβείο οικονοµίας και, όπως είναι γνωστό, δεν υπάρχει Βραβείο Nobel 
Μαθηµατικών.  

Αυτό που πραγµατικά φωτίζει  µέθοδο simplex είναι η γεωµετρική απεικόνιση του εφικτού 
ου του προβλήµατος. Όπως είδαµε γραφικά, η βέλτιστη λύση ενός προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού φαίνεται να αντιστοιχεί σε µια κορυφή του εφικτού του συνόλου. Για την εκκίνηση 
της µεθόδου simplex απαιτείται µια αρχική κορυφή. Από την κορυφή αυτή µπορούµε, κατά µήκος ακµών, 
να πάµε σε άλλες γειτονικές κορυφές. Κάποιες από αυτές µας αποµακρύνουν από τη βέλτιστη, πλην όµως 
άγνωστη κορυφή. Κάποιες άλλες όµως, βαθµιαία την προσεγγίζουν. H µέθοδος simplex πραγµατοποιεί 
άλµατα από κορυφή σε κορυφή. Σε κάθε νέο άλµα κατορθώνει να βρει την ακµή, η οποία οδηγεί µετά 
βεβαι
µικρότερη ανάλογα µε το αν έχουµε να λύσουµε ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης ή ένα πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης. Συνεχίζοντας µε τον τρόπο αυτό τη µετακίνηση κατά µήκος των ακµών του εφικτού 

ου και βελτιώνοντας από κορυφή σε κορυφή την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, φθάνουµε 
τελικά σε µια κορυφή, όπου η αντικειµενική συνάρτηση βελτιστοποιείται. Κάθε άλλη κορυφή δίνει 
χειρότερη τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση. Η βέλτιστη λύση έχει βρεθεί και η διαδικασία 
τερµατίζεται.  

Όλα τα βιβλία γραµµικού προγραµµατισµού (Chvátal, 1983ֹ Nash. & Sofer, 1996ֹ Saigal, 1995ֹ 
Strum, 1972) τα οποία παρατίθενται ως αναφορές στο τέλος των σηµειώσεων, αφιερώνουν µεγάλο µέρος 
τους στη θεωρητική θεµελίωση και την ανάπτυξη της µεθόδου simplex. Η κλασσική πάντως αναφορά 
είναι η µονογραφία του Dantzig (1963). 

    
Παράδειγµα 8  (Η βιοτεχνία έτοιµου φαγητού “Pizza Experts”) 

Η βιοτεχνία έτοιµου φαγητού «Pizza Experts» διοχετεύει στην αγορά (σε πιτσαρίες) δύο 
διαφορετικά είδη κατεψυγµένης πίτσας, απλή και special. Το περιθώριο κέρδους για κάθε προϊόν 
ανέρχεται σε 3 και 4.5 χρηµατικές µονάδες αντίστοιχα. Για την παραγωγή κάθε προϊόντος χρησιµοποιεί 
ζύµη κι ένα µείγµα υλικών ως ακολούθως:  

• µια απλή πίτσα χρειάζεται 500γρ ζύµης και 125γρ µείγµατος υλικών,  
• µια special 500γρ ζύµης και 250γρ µείγµατος υλικών.  

Για την επόµενη περίοδο προγραµµατισµού, που είναι για παράδειγµα µία τυπική ηµέρα, η βιοτεχνία 
έχει στη διάθεσή της 75 κιλά ζύµης και 25 κιλά µείγµατος υλικών. Η «Pizza Experts» έχει εξασφαλίσει 
παραγγελίες για τουλάχιστον 50 απλές και τουλάχιστον 25 πίτσες special. Γνωρίζει όµως ότι δεν υπάρχει 
περιορισµός ως προς την απορροφητικότητα της αγοράς και ότι  θα πωληθούν όλα τα τεµάχια που θα 
παρασκευαστούν. Έτσι, αναζητεί ένα σχέδιο παραγωγής που θα τις εξασφαλίσει τα περισσότερα κέρδη.  

Μεταβλητές και αντικειµενική συνάρτηση 
Συµβολίζουµε µε x1 το πλήθος από απλές πίτσες και µε x2 το πλήθος από special που θα 

παρασκευασ ούν ηµερησίως από τη βιοτεχνία. ότε, τα συνολικά κέρδη τα οποία θέλουµε να 
µεγιστοποιήσουµε ανέρχονται σε 3x1 + 4.5x2 χρηµατικές µονάδες που είναι η αντικειµενική συνάρτηση.  
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Περιορισµοί 
Σύµφωνα µε τα δεδοµένα που έχουµε, η διαθέσιµη ποσότητα ζύµης ανέρχεται στα 75 κιλά. Κατά 

συνέπ

λαδή x2 ≥ 25. 
Φυσικ

τι η εφικτή περιοχή του προβλήµατος ορίζεται από το κυρτό πολύγωνο ΑΒΓ∆, (σχήµα 3, 
περιοχ

η αύξησης της τιµής του z (προς τα πάνω και δεξιά στην 
προκει η περίπτωση) παρατηρούµε ότι παίρνει τη µέγιστη τιµή στο σηµείο Γ, που είναι η τελευταία 

οχωρήσει στην περιοχή των µη 
εφικτώ

ών (ευθειών) σταθερού κόστους της αντικειµενικής 
συν η ν τεσσάρων κορυφών, τις 
αντ ο  ως εκείνη που δίνει το ελάχιστο, δηλαδή 

εια θα πρέπει η συνολική κατανάλωση ζύµης να µην ξεπερνάει την ποσότητα αυτή άρα έχουµε:  
500x1 + 500x2 ≤ 75000. 
Η διαθέσιµη ποσότητα υλικών ανέρχεται στα 25 κιλά οπότε θα είναι: 

125x1 + 250x2 ≤ 25000. 
Επιπλέον, θα διατεθούν τουλάχιστον 50 απλές πίτσες που δίνει τη σχέση x1 ≥ 50 και τουλάχιστον 25 
πίτσες special δη

ά ισχύουν οι περιορισµοί της µη αρνητικότητας που πρέπει να αναγράφονται σε κάθε µοντέλο 
γραµµικού προγραµµατισµού, εποµένως έχουµε x1 ≥ 0 και x2 ≥ 0 κάτι που στην προκειµένη περίπτωση, 
λόγω των δύο προηγούµενων περιορισµών, µοιάζει περιττό αφού οι µεταβλητές είναι κάτω φραγµένες.  

Ανακεφαλαιώνοντας έχουµε το ακόλουθο µοντέλο: 
Max z= 3x1 + 4.5x2 

µε περιορισµούς 
1) 500x1 + 500x2 ≤ 75000 
2) 125x1 + 250x2 ≤ 25000 
3) x1 ≥ 50 
4) x2 ≥ 25 

(όπου x1, x2 ≥ 0 όπως είναι προφανές). 

Για να λύσουµε γραφικά το ανωτέρω µοντέλο ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράψαµε 
νωρίτερα, χαράσσουµε τις περιοριστικές ευθείες που αντιστοιχούν στους τέσσερις περιορισµούς και 
παρατηρούµε ό

ή F), του οποίου οι κορυφές έχουν συντεταγµένες Α(50, 25), Β(125, 25), Γ(100, 50) και ∆(50, 75) 
και είναι οι υποψήφιες λύσεις (οι κορυφές της εφικτής περιοχής) για τον εντοπισµό της βέλτιστης λύσης. 
Στη συνέχεια, χαράσσουµε την αντικειµενική συνάρτηση για κάποια τυχαία τιµή του z και ακολούθως, 
µετακινώντας την προς την κατεύθυνσ

µέν
κορυφή στην οποία τέµνει (εφάπτεται) την εφικτή περιοχή πριν να απ

ν λύσεων. Για το σηµείο Γ, η τιµή z της αντικειµενικής συνάρτησης είναι ίση µε 525 χρηµατικές 
µονάδες. Συνεπώς, η βέλτιστη λύση του προβλήµατος είναι η x1 = 100 πίτσες απλές και x2 = 50 special 
πίτσες µε το µέγιστο συνολικό κέρδος να ανέρχεται στις 525 χρηµατικές µονάδες. Σηµειώνεται, ότι αντί 
της παράλληλης µετακίνησης των καµπυλ

άρτ σης, θα µπορούσαµε απλώς να υπολογίσουµε για τις συντεταγµένες τω
ίστ ιχες τιµές του z, και να εντοπίσουµε την άριστη κορυφή

την κορυφή Γ. Στον ακόλουθο πίνακα έχουµε κάνει ακριβώς αυτό, επαληθεύοντας το αρχικό 
συµπέρασµα. 

Κορυφή  
εφικτής περιοχής 

Συντεταγµένες Τιµή του z 

A (50, 25) 262.5 

B (125, 25) 487.5 

Γ (100, 50) 525 

∆ (50, 75) 487.5 
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Σχήµα 3. Η εφικτή περιοχή του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού για το παράδειγµα 8. 

Παρατ

ί

ση. Αν ένας ενεργός περιορισµός είναι της µορφής «<

ηρήστε, ότι για την άριστη λύση (x1 = 100, x2 = 50) οι περιορισµοί του προβλήµατος δίνουν: 

500×100+ 500×50 = 75000 (≤ 75000) 
125×100+ 250×50 = 25000 (≤ 25000) 

100 = 100 (≥ 50) 
50 = 50 (≥ 25) 

Συνεπώς, δεν θα υπάρξουν ανεκµετάλλευτοι πόροι στην εταιρεία αφού στο άριστο σχέδιο όλη η 
ζύµη και όλο το µείγµα θα καταναλωθούν πλήρως.  

Περιορισµοί, οι οποίοι στην άριστη λύση ισχύουν ως ισότητες, ονοµάζονται ενεργοί ή 
δεσµευτικοί περιορισµοί. Από την άλλη πλευρά,  περιορισµοί του οποίους η άριστη λύση δεν τους έχει 
καταστήσει ισότητες, ονοµάζονται αδρανείς ή µη δεσµευτικοί περιορισµοί.  

Οι περιορισµοί  και  στο παραπάνω παράδειγµα, οι οποίοι στην άριστη λύση ισχύουν ως 
ισότητες, είναι ενεργοί, ενώ οι περιορισµοί ,  των οποίων στην άριστη λύση το αριστερό µέλος 
ξεπερνάει, στην προκειµένη περ πτωση, το δεξιό µέλος, είναι αδρανείς περιορισµοί και υποδεικνύουν 
την πλεονάζουσα παραγωγή, που ανέρχεται σε 50 και 25 τεµάχια αντίστοιχα.  

Γενικά, στην άριστη λύση ενός γραµµικού µοντέλου, οι ενεργοί περιορισµοί είναι εκείνοι των 
οποίων η τοµή των αντιστοίχων περιοριστικών ευθειών τους καθορίζει το σηµείο - κορυφή που αποτελεί 
τη βέλτιστη λύ », εκφράζει συνήθως ένα πόρο που 
έχει, στην άριστη πάντα λ αλωθε πως µετρικά συµµετέχει (η 
περιοριστική του ευθεί  της κορυφής που αποτελεί τη βέλτιστη αυτή λύση. Στο 
παραπάνω πρόβληµα, τέτοιοι εί οι περιορισµοί  κάτι που  να το επιβεβαιώσετε και 
στο Σχήµα 3. Βέβαια, ένας ενερ  περιορισµός  και τ φής «>

ύση, καταν ί πλήρως και ό  είπαµε, γεω
α) στον καθορισµό

ναι   και  µπορείτε
γός µπορεί να ήταν ης µορ », εκφράζοντας έτσι 

µία απαίτηση που έχει στην άρισ λύση, ικανοπ κατώτερο . Ισχύει βέβαια πάντα ότι 
γεωµετρικά, ο περιορισµός αυτός  συµµετέχει στον µό της  που αποτελεί την άριστη 
λύση. ∆εν υπάρχουν τέτοιοι περι µοί στο παρα βληµα.  

Ένας αδρανής τώρα περιορισµός της µορφής «<

τη οιηθεί στο όριό της
 θα
ορισ

 καθορισ
πάνω πρό

κορυφής

», εκφράζει συνήθως ένα πόρο ο οποίος δεν έχει 
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καταναλωθεί πλήρως, δηλαδή υπάρχει περίσσευµα του πόρου αυτού. Το περίσσευµα αυτό ονοµάζεται 
περιθώρια τιµή, ή ακόµη τιµή χαλαρής µεταβλητής του περιορισµού ή χαλαρή τιµή.  Η περιοριστική 
του ευθεία δεν συµµετέχει στον καθορισµό της άριστης κορυφής. ∆εν υπάρχουν τέτοιοι περιορισµοί στο 
παράδειγµα 8. Ενώ, αν στην άριστη λύση ένας περιορισµός είναι αδρανής και της µορφής «>», εκφράζει 
συνήθως µία απαίτηση της οποίας όχι µόνο έχει ικανοποιηθεί η ελάχιστη απαιτούµενη ποσότητα, αλλά 
επιπλέον, αυτή έχει ξεπεραστεί κατά µία επιπλέον ποσότητα. Την επιπλέον αυτή ποσότητα πέρα από 
αυτό της ελάχιστης απαίτησης, την ονοµάζουµε πάλι περιθώρια τιµή που στην συγκεκριµένη περίπτωση 
ονοµάζεται τιµή µεταβλητής πλεονασµού. Η περιοριστική ευθεία ενός τέτοιου περιορισµού δεν 
συµµετέχει στον καθορισµό της άριστης κορυφής. Τέτοιοι περιορισµοί στο παράδειγµα 8 είναι οι περιο-
ρισµοί  και  οι οποίοι έχουν τιµή µεταβλητής πλεονασµού ίση µε 50 και 25 αντιστοίχως.  

Ως άσκηση, προσπαθήστε να εντοπίσετε ενεργούς και αδρανείς περιορισµούς στο παράδειγµα 
των σελίδων 20-22. 

Προσοχή! Ο χαρακτηρισµός ενός περιορισµού ως αδρανούς (µη δεσµευτικού) δε σηµαίνει ότι 
είναι άχρηστος και ότι µπορεί να διαγραφεί από το µοντέλο! Από µαθηµατικής πλευράς, υποδεικνύει το 
γεγονός ότι δεν ισχύει ως ισότητα στην άριστη λύση, γεωµετρικά υποδεικνύει τη µη συµµετοχή του στον 
καθορισµό της άριστης κορυφής και από οικονοµικής πλευράς υποδεικνύει τη ύπαρξη µηδενικής 
οριακής αξίας (ή σκιώδους τιµής) στην οποία θα αναφερθούµε στην ενότητα «Θεωρία ∆υϊσµού» των 
σηµειώσεων. ντίστοιχα, ο χαρακτηρισµός ενός περιορισµού ως ενεργού (δεσµευτικού) δ  σηµαίνει ότι 
είναι κατ’ αν  λύση. Από 

µετρικά 
, που 

είναι και το σηµαντικότερο, υ δει η ς ξίας (σκιώδους τιµής) µε 
την οποία όπως προαναφέρθη θα τ

Παράδειγµα 9  (η συντήρηση µιας Harley Davidson) 
Ο

ιµοποιώντας ένα γαλόνι βενζίνης 93 οκτανίων που 
κοστίζει

ρτηγάκι είναι 10 ώρες. Ο 
Έκτορα

κτορας µε τη µοτοσικλέτα 
και πόσ

Α ε
άγκη πιο σηµαντικός από κάποιο άλλο που πιθανώς είναι αδρανής στην άριστη

µαθηµατικής πλευράς, υποδεικνύει το γεγονός ότι ισχύει ως ισότητα στην άριστη λύση, γεω
υποδεικνύει τη συµµετοχή του στον καθορισµό της άριστης κορυφής και από οικονοµικής πλευράς

πο κνύει την ύπαρξη µη µ δενική  οριακής α
κε  ασχοληθούµε στην ενό ητα περί ∆υϊσµού.  

 Έκτορας έχει στην κατοχή του µια µοτοσικλέτα Harley Davidson κι ένα φορτηγάκι. Με την 
µοτοσικλέτα διανύει κατά µέσο όρο 45 µίλια χρησ

 $1.35 το γαλόνι, ενώ µε το φορτηγάκι διανύει 26 µίλια µ’ ένα γαλόνι βενζίνης 89 οκτανίων που 
κοστίζει $1.17 το γαλόνι. Επιπλέον, για κάθε 5000 µίλια που διανύονται, η µοτοσικλέτα χρειάζεται 
συντήρηση που απαιτεί χρόνο 15 ωρών. Ο αντίστοιχος χρόνος για το φο

ς κάνει µόνος του τη συντήρηση, αλλά δεν θέλει να αφιερώνει περισσότερες από 100 ώρες το 
χρόνο γι' αυτήν.  Ο Έκτορας προβλέπει ότι τον επόµενο χρόνο θα διανύσει τουλάχιστον 45000 µίλια, 
από τα οποία τα 5000 τουλάχιστον θα ήθελε να τα κάνει µε την Harley (για να την κρατά σε καλή 
κατάσταση και επειδή του αρέσει κιόλας). Πόσα µίλια πρέπει να διανύσει ο Έ

α µε το φορτηγάκι έτσι ώστε το ετήσιο κόστος σε καύσιµα να είναι το ελάχιστο δυνατόν; 

Μεταβλητές και αντικειµενική συνάρτηση 
Συµβολίζουµε µε x1 τον αριθµό των µιλίων που θα διανύσει ο Έκτορας µε την Harley Davidson 

και µε x2 τον αριθµό των µιλίων που θα διανύσει µε το φορτηγάκι. Αφού για τα 45 µίλια που διανύονται 

µε τη µοτοσικλέτα απαιτείται ένα γαλόνι βενζίνης που κοστίζει $1.35, για τα x1 µίλια απαιτούνται 1x
45

 

γαλόνια βενζίνης αξίας $ 1
1

x 1.35 0.03x
45

× = . Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε ότι για τα x2 µίλια που θα 

διανυθούν µε το φορτηγάκι απαιτούνται $0.045x2. Τότε, το συνολικό κόστος σε καύσιµα το οποίο 
θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε ανέρχεται σε 0.03x1 + 0.045x2 (αντικειµενική συνάρτηση). 
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Περιορισµοί 
Σύµφωνα µε τα δεδοµένα που έχουµε, ο συνολικός χρόνος που προτίθεται να αφιερώσει για  

συντήρηση ο Έκτορας, ανέρχεται το πολύ στις 100 ώρες. Κατά συνέπεια, θα πρέπει η συνολικός χρόνος 
συντήρησης  των δύο οχηµάτων να µην ξεπερνάει την ποσότητα αυτή. Για κάθε 5000 µίλια κίνησης, η 
µοτοσικλέτα δηµιουργεί ανάγκη συντήρησης 15 ωρών και το φορτηγάκι 10 ωρών. Άρα, τα x1 µίλια 

κίνησης της µοτοσικλέτας απαιτούν 1 1
15 x 0.003x

5000
= ώρες συντήρησης και τα x2 µίλια κίνησης µε το 

φορτηγάκι  απαιτούν 2 2
10 x 0.002x

5000
=  ώρες συντήρησης. Συνοψίζοντας, θα πρέπει: 0.003x1 + 0.002x2 ≤ 

100.  Η προβλεπόµενη διανυόµενη απόσταση και µε τα δύο οχήµατα αναµένεται να ξεπεράσει τα 45000
µίλια, ο

 

1

). Όταν διανύονται 
ο Έκτορας έχει το µικρότερο δυνατό ετήσιο 

κόστο

πότε θα πρέπει: x1 + x2 ≥ 45000. Επιπλέον, θα πρέπει να εξασφαλιστεί η επιθυµία του Έκτορα να 
διανύσει τουλάχιστον 5000 µίλια µε τη µοτοσικλέτα, δηλαδή x  ≥ 5000. Τέλος, ισχύουν οι περιορισµοί 
της µη αρνητικότητας δηλαδή είναι x1, x2 ≥ 0 ( που για τη x1 ήδη καλύπτεται από τον προηγούµενο 
περιορισµό).  

Ανακεφαλαιώνοντας, έχουµε το ακόλουθο µοντέλο: 
Min z= 0.03x1 + 0.045x2 

µε περιορισµούς 
1) 0.003x1 + 0.002x2 ≤ 100 
2) x1 + x2 ≥ 45000 
3) x1 ≥ 5000 

όπου x1, x2 ≥ 0. 
Η εφικτή περιοχή του ανωτέρω προβλήµατος ορίζεται από το τρίγωνο ΑΒΓ (σχήµα 4) του οποίου 

οι κορυφές έχουν συντεταγµένες Α(5000, 40000), Β(10000, 35000) και Γ(5000, 42500). Άριστη λύση 
είναι το σηµείο Β (να κατασκευάσετε µόνοι σας το σχήµα 4 και να το επιβεβαιώσετε
10000 µίλια µε τη µοτοσικλέτα και 35000 µε το φορτηγάκι, 

ς καυσίµων, ύψους $1875. Ποιοι είναι δεσµευτικοί και ποιοι αδρανείς περιορισµοί στο παράδειγµα 
9 και τι εκφράζει αυτό σε  κάθε περίπτωση; Ποιες είναι οι τιµές των περιθωρίων µεταβλητών;  

 

 
Σχήµα 4. Η εφικτή περιοχή του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού για το παράδειγµα 9. 
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Ασκήσεις αυτοαξιολόγησης  
7η. Λ

2x2 ≤ 1
2x1 − 3x2 ≤ 1 2x1 + 3x2 ≥ 12 
2x1 + 

µε τους 

          

µε τους 

1 1 2

 ≥ 1 x1   ≤ 3 µούς
1 2 

περιορισµούς 
          x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

ριο δερµάτινων ειδών στην περιοχή της Καστοριάς κατασκευάζει µεταξύ των άλλων 
ενδυ  γυναικείας ζακέτας: από καστόρι και σαµουά. Λαµβάνοντας υπόψη 
την ης ύλης που υπάρχει διαθέσιµη, καθώς επίσης και τα στοιχεία του πίνακα 
δεδ λουθεί 

ύστε γραφικά τα παρακάτω προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού. Για κάθε πρόβληµα 
εξετάστε κατά πόσο το εφικτό του σύνολο είναι κενό ή µη φραγµένο και κατά πόσο υπάρχουν 
εναλλακτικές βέλτιστες λύσεις.  

(i) max z =2x1 + x2 (ii) min (max) z = x1 + 2x2

2x1 − x1 + x2 ≤ 2 

x2 ≤ 2           x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

 

περιορισµούς 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

 

περιορισµούς 

 
(iii) max (min) z =3x1 + 2x2

 
(iv) min (max) z =3x1

 
+ 2x2

x1 + x2 ≥ 4 x1 + x2 = 4 
x − x2 ≥ 0 x − x ≥ 0 

 
µε τους 

περιορισ

 
µε τους 

x2 
         x ≥ 0, x ≥ 0 

 

8η. Ένα εργαστή
µάτων, δύο διαφορετικά είδη

 ποσότητα της πρώτ
οµένων που ακο

 Χρόνος Παραγωγής (λεπτά) 
Προϊόν Κατασκευή Φοδράρισµα Συσκευασία 

Καστόρινη ζακέτα 60 30 7.5 
Ζακέτα από σαµουά 90 20 15 

το εργαστήριο φρόντισε να εξασφαλίσει 900 ώρες για την κατασκευή των ζακέτων, 300 για το 
φοδράρισµά τους και 100 ώρες για τη συσκευασία-αποστολή τους στα διάφορα σηµεία πώλησης µε τα 
οποία υνεργάζεται. 
i. Αν κάθε καστόρινη ζακέτα έχει περιθώριο κέρδους 5 χρηµατικών µονάδων και κάθε ζακέτα από 

σαµουά 8, προσδιορίστε τις ποσότητες που πρέπει να κατασκευαστούν από το κάθε είδος  σε τρόπο 
ώστε το συνολικό περιθώριο κέρδους του εργαστηρίου να µεγιστοποιείται.  

ii. Υπάρχει ανεκµετάλλευτος χρόνος σε κάποιο/κάποια από τα τµήµατα της ανωτέρω παραγωγικής δια-
δικασίας; 

iii. Υποθέστε επιπλέον ότι, για να είναι βιώσιµη η επιχείρηση, η συνολική παραγωγή πρέπει να ξεπερνά 
τις 750 ζακέτες. Βρείτε το νέο βέλτιστο σχέδιο παραγωγής. 

 
9η. Ένας επιχειρηµατίας σκέφτεται να ανοίξει µια µικρή εξειδικευµένη επιχείρηση οδικών µεταφορών. 
Για να είναι όχι µόνο βιώσιµη αλλά και επικερδής, υπολογίζει ότι θα πρέπει να έχει µια ηµερήσια 
µεταφορική ικανότητα τουλάχιστον 84000 m3. Για την επιχείρηση αυτή ενδείκνυται η χρήση δύο διαφο-
ρετικών τύπων φορτηγών, τα χαρακτηριστικά των οποίων δίνονται στη συνέχεια :  

 σ
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Τύπος Κόστος (χ.µ.) Χωρητικότητα (m3) Απαιτούµενοι. Οδηγοί 
Α 18000000 2400 1 
Β 45000000 6000 3 

Υπάρχουν δ µοι 41 οδ  για το πολύ 40 φορτηγ  φ ι όχος του 
επιχειρη ι να ελαχισ το υ λικό αρχι  επένδυσ
i. Ν ά το πρό . 
ii. Ποια βέλτιστη λύση  έναν τύπο φορτηγού; (b) έχει σε χρήση τον ελάχιστο 

συνολικ αριθµό φορτηγών; (c) χρησιµοποιεί τον ίδιο αριθµό  τύπου Α ι Β; 
 

Ω ΙΙΑΑ  ∆∆ΥΥΪΪΣΣΜΜ ΥΥ  

Κ ηµα γραµµι ρ µ τισµού έχει ό (dual) το  οποίο ίζεται ως 
προς ε το αρχικό ό η ου ονο ον (pri . Το δ µα 

ι σηµαντικές πληρ ύ χαρακτήρα σχετικά µε τη πρωτεύοντος  
µατος, διευρύνοντας τον κύκλο των αποτελεσµάτων στην περιοχή της οριακής οικονοµικής 

(duality theory) στο γραµµικό προγραµµατισµό έχει τις ρίζες της στο 
κλασσικό θεώρηµα minimax του von Neumann ή ανάπτυξη της θεωρίας 
αυτής οφείλεται στους Gale, Kuhn και T  Λ  η υϊσµού εισάγεται 
και σε µη γραµµι ν ο Dennis (1959) δηµοσ ι τα πρώτα ελέσµατα δυϊκότητας 
στον τετραγωνικό

ε  , 

 

εξά
 

ταση βλάβης, αν και µόνο αν όλα τα 
ρ

Ας θεωρήσουµε µια βιοµηχανία Π, η οποία χρησιµοποιεί τρεις πρώτες ύλες R1, R2 και R3 για την 
παραγωγή τεσσάρων προϊόντων P1, P2, P3 και P4. Στον Πίνακα 4 παρουσιάζονται το κέρδος ανά µονάδα 
προϊόντος, οι διαθέσιµες ποσότητες πρώτων υλών και η ποσότητα, η οποία απαιτείται από κάθε πρώτη 
ύλη για την παραγωγή µιας µονάδας από το κάθε προϊόν.  

ιαθέσι ηγοί, εγκαταστάσεις ά και υσ κά στ
µατία είνα τοποιήσει  σ νο κό κόστος ης.  

α λυθεί γραφικ βληµα
 (a) χρησιµοποιεί µόνον

ό  φορτηγών κα

ΘΘΕΕΩΡΡ ΟΟ

άθε πρόβλ κού π ογραµ α  το δυϊκ υ, το  σχετ
τη δοµή του µ πρ βλ µα π µάζεται πρωτεύ mal) υϊκό πρόβλη

παρέχε
προβλή

οφορίες οικονοµικο  βέλτιστη λύση του 

ανάλυσης. ∆εν θα ήταν µάλιστα καθόλου υπερβολή ο ισχυρισµός ότι η θεώρηση ενός προβλήµατος 
γραµµικού προγραµµατισµού και µε τις δύο ταυτόχρονα µορφές του, την πρωτεύουσα και τη δυϊκή, 
βρίσκεται στον πυρήνα της θεωρίας και των αλγορίθµων του γραµµικού προγραµµατισµού.  

Η θεωρία δυϊσµού 
(1928). Η πρώτη συστηµατικ

ucker (1951). ίγο αργότερα  έννοια του δ
κά προβλήµατα, ότα ιεύε αποτ
 προγραµµατισµό.  

Στο σηµείο αυτό θα ήταν ίσως σκόπιµο να τονίσουµ  ότι ο δυϊσµός είναι µια ευρύτερη έννοια η 
οποία βρίσκει εφαρµογή και σε πολλούς άλλους τοµείς πέραν του µαθηµατικού προγραµµατισµού. Για 
παράδειγµα, ένα σύστηµα αποτελούµενο από εξαρτήµατα τα οποία υπόκεινται σε βλάβη, έχει και αυτό 
το δυϊκό του. Ως δυϊκό ενός τέτοιου συστήµατος ορίζεται το σύστηµα, το οποίο είναι σε κατάσταση 
λειτουργίας (βλάβης), όταν το πρωτεύον σύστηµα είναι σε κατάσταση βλάβης (λειτουργίας), ενώ ένα 

ρτηµα το οποίο στο πρωτεύον σύστηµα είναι σε κατάσταση λειτουργίας (βλάβης), στο δυϊκό είναι σε 
άσταση βλάβης (λειτουργίας). Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε ένα σειριακκατ ό σύστηµα, δηλαδή ένα

σύστηµα το οποίο βρίσκεται σε κατάσταση βλάβης, όταν έστω και ένα από τα εξαρτήµατά του έχει υποστεί 
βη, ενώ λειτουργείβλά  αν και µόνο αν όλα τα εξαρτήµατά του είναι σε κατάσταση λειτουργίας. Το δυϊκό 

αυτού του συστήµατος είναι ένα σύστηµα το οποίο λειτουργεί, όταν έστω και ένα από τα εξαρτήµατά 
 είναι σε κατάσταση λειτουργίας, ενώ βρίσκεται σε κατάστου

εξα τήµατά του έχουν υποστεί βλάβη. Αυτό είναι ένα παράλληλο σύστηµα. 
Η διαµόρφωση, τα χαρακτηριστικά και η οικονοµική διάσταση του δυϊκού ενός προβλήµατος 

γραµµικού προγραµµατισµού γίνονται καλύτερα κατανοητά µε τη βοήθεια ενός παραδείγµατος. 
 
Παράδειγµα 10  (διαµόρφωση δυϊκού και κανόνες αντιστοίχισης)  

 29



ΕΑΠ - ∆ΕΟ13 - Σηµειώσεις Γραµµικού Προγραµµατισµού 

Πίνακας 4. Παράµετροι της παραγωγικής διαδικασίας 

Α ότ  τ
παρ  µονάδας απ θε προϊόν 

θέµατα 
ώτων υλών 

παιτούµενη ποσ ητα πρώτων υλών για ην ∆ιαθέσιµα απο
αγωγή µιας ό το κά πρ

 
Πρώτες ύλες 

P1 2 P4  P P3

R1 3 1 2 4 3 
R2 2 2 3 1 2 
R3 3 2 4 1 4 

Κέρδος ανά 
άδα προϊόντος 

3 4 2 5 
 

µον

Είναι λογικό η βιοµηχανία Π να θέλει α αποθέµατα πρώτων υλών έτσι ώστε 
το κέρδος της να µεγιστοποιείται. Αν, αι οι παραγόµενες ποσότητες από τα 
προϊό

να αξιοποιήσει τα διαθέσιµ
λοιπόν, x1, x2, x3 και x4 είν

ντα P1, P2, P3 και P4, αντίστοιχα, τότε το µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφει το πρόβληµα της 
βιοµηχανίας Π, είναι:  

Πρωτεύον 

max z=3x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4

3x1 + x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 3 
2x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 2 
3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 ≤ 4 

 
µε τους 

περιορισµούς 
         x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0  

Το πιο πάνω πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού είναι το πρωτεύον.   
 

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι υπάρχει µια άλλη βιοµηχανία ∆, η οποία χρησιµοποιεί τις ίδιες πρώτες 
ύλες R1, R2 και R3 µε τη βιοµηχανία Π και η οποία για λόγους που σχετίζονται µε τις ανάγκες της 
παραγωγής της, επιθυµεί  να αυξήσει τα αποθέµατά της στις τρεις αυτές πρώτες ύλες. Η βιοµηχανία ∆ 
κάνει τη σκέψη ότι θα µπορούσε να αγοράσει τα αποθέµατα πρώτων υλών της βιοµηχανίας Π, έναντι 
συµφέροντος και για τις δύο βιοµηχανίες τιµήµατος. Προς την κατεύθυνση αυτή η βιοµηχανία ∆ πρέπει 
να προσφέρει στη βιοµηχανία Π τέτοιες τιµές ώστε η βιοµηχανία Π να προτιµήσει να πωλήσει τα 
αποθέµατά της σε πρώτες ύλες, αντί να τα χρησιµοποιήσει για την παραγωγή προϊόντων. Το γεγονός ότι 
η παραγωγή µιας µονάδας από το προϊόν P1 απαιτεί 3 µονάδες πρώτης ύλης R1, 2 µονάδες πρώτης ύλης 
R2 και 3 µονάδες πρώτης ύλης R3, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι το κέρδος ανά µονάδα προϊόντος P1 
είναι ίσο µε 3 νοµισµατικές µονάδες, σηµαίνει ότι για να προτιµήσει η βιοµηχανία Π την προσφορά της 
βιοµηχανίας ∆ πρέπει το ποσό που θα εισπράξει η βιοµηχανία Π από την πώληση στη βιοµηχανία ∆ 3 
µονάδων πρώτης ύλης R1, 2 µονάδων πρώτης ύλης R2 και 3 µονάδων πρώτης ύλης R , να είναι 
τουλά

3

, αν 
1 2 3 ύλης R1, 

α παρόµοιο σκεπτικό και για 
τα άλ

χιστον ίσο µε το κέρδος των 3 νοµισµατικών µονάδων που θα είχε η βιοµηχανία Π, αν 
χρησιµοποιούσε τις ποσότητες αυτές για την παραγωγή µιας µονάδας από το προϊόν P1. Εποµένως

, w  και w  είναι οι τιµές που προσφέρει η βιοµηχανία ∆ για να αγοράσει µια µονάδα πρώτης w
R2 και R3 αντιστοίχως, τότε θα πρέπει: 3w1+2w2+3w3 ≥ 3. Ακολουθώντας έν

λα τρία προϊόντα, γίνεται φανερό ότι για να είναι οι τιµές w1, w2 και w3 ανταγωνιστικές µε το 
κέρδος που θα απέφερε στη βιοµηχανία Π η παραγωγή των προϊόντων P1, P2, P3 και P4, θα πρέπει να 
ισχύει: 3w1+2w2+3w3 ≥ 3, w1+2w2+2w3 ≥ 4, 2w1+3w2+4w3 ≥ 2, 4w1+w2+w3 ≥ 5. 
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Επιπλέον, οι τιµές αυτές πρέπει να είναι µη αρνητικές, δηλαδή w1 ≥ 0, w2 ≥ 0 και w3 ≥ 0. Από την άλλη 
µεριά, η µηχανία ∆ σει = 
3w  την αγ  τις πρώ  και R3. 
Έτσι, το πρόβληµα της βιο χανίας ∆ είναι:  

∆υϊκ

 βιο  είναι λογικό να θέλει να ελαχιστοποιή
ορά των διαθέσιµων 3, 2 και 4  µονάδων από

το συνολικό τίµηµα y 
τες ύλες R1+2w2+4w3 για 1, R2

µη

ό 

min y=3w1 + 2w2 + 4w3

3w1 + 2w2 + 3w3 ≥ 3 
w1 + 2w2 + 2w3 4 ≥

2w1 + 3w2 + 4w3 ≥ 2 
4w1 + w2 + w3 ≥ 5 

 
µε τους

περιορισµούς
  

       w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, w3 ≥ 0 

Tο παραπάνω πρόβληµα, είναι το δυϊκό του πρωτεύοντος.  Ο επόµενος πίνακας επιτρέπει να δούµε 
καλύτερα τη σχέση µεταξύ των δοµών του πρωτεύοντος και του δυϊκού προβλήµατος.  
 

πρωτε δυϊκό ύον 
max z=3x1 + 4 2x3 + x + 2 5x4 min y w1 + =3 2w2 + 4w3

w1 → 3x1 + 2x3 + 3 w1 + 2w2 + 3w3 ≥ 331x2 + 4x4 ≤ 
w2 → 2x1 3 + x 2 w1 + 2w2 + 2w3 ≥ 4+ 2x2 + 3x 1 4 ≤ 1
w3 → 3x1 + 2x2 + 4x3 + 1x4 ≤ 4 2w1 + 3w2 + 4w3 ≥ 2

x ≥ 0, x ≥ 0, x ≥ 0, x ≥ 0  4w1 + 1w2 + 1w3 ≥ 51 2 3 4 

 
µε τους 

περιορισµούς 
ε ο

w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, w3 ≥ 0 

 
µ  τ υς  

περιορισµούς

 

Όπως είναι φανερό, σε κάθε µεταβλητή του πρωτεύοντος προβλήµατος αντιστοιχεί ένας δυϊκός 
περιορισµός και σε κάθε πρωτεύοντα περιορισµό αντιστοιχεί µια δυϊκή µεταβλητή. Επίσης, η φορά των 
περιορισµών του πρωτεύοντος είναι του τύπου ≤, ενώ η φορά των δυϊκών περιορισµών είναι του τύπου 
≥. Ακόµα, το πρωτεύον είναι ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης, ενώ το δυϊκό είναι ένα πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης. Τέλος, οι σταθεροί όροι των περιορισµών του πρωτεύοντος γίνονται οι συντελεστές 
των δυϊκών µεταβλητών στη δυϊκή αντικειµενική συνάρτηση. Ο τρόπος αντιστοίχισης των µεταβλητών 
του ενός προβλήµατος µε τους περιορισµούς του άλλου, καθώς και η σχέση µεταξύ των δοµών του 
πρωτεύοντος προβλήµατος και του δυϊκού του, αποδίδονται παραστατικά στο Σχήµα 5. 

 
Σχήµα 5. Σχηµατική απεικόνιση της δυϊκότητας. 
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Παράδειγµα 11 
πρωτεύον πρόβληµα δυϊκό πρόβληµα 

max z = 3x1 + 2x2  min y = –24w1+ 31 w2 + 20 w3
w1 → –2x1 + 7x2 ≤ –24µε τους  –2w1+ 3w2 + w3 ≥ 3
w2 → 3x1 + 4x2 ≤   31 7w1+ 4w2 – 5w3 ≥ 2
w3 → x1 – 5x2 ≤   20             w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, w3 ≥ 0 

περιορισµούς 

            x1 ≥ 0, x2 ≥

µε τους 
περιορισµούς

  ■
 

Παράδειγµα 12 
ωτ ό  

max 1 x2

3
w → 3x

 
µε τους 

    x1 ≥ 0 , x2 (– ,+ ) 

Το πρώτο βήµα είνα λίσουµε ότι όλοι οι περιορισµοί του πρωτε είναι του τύπου ≤. 
Προ ατεύθυνσ ρ λ ασιάζεται µε  να  τ  να 
γίνει του τύπου ό ίν ο ν µος µε το σύστηµα ο ε ώ
3x  δεύτερος  ίω ο α λασ   

 0 

πρ εύον πρ βληµα
z = 2x +  

w1 →   x1 + 2x2 ≤ 
2 1 + x2 = 3

w3 → 4x1 + 3x2 ≥ 6περιορισµούς

∈ ∞ ∞

ι να εξασφα ύοντος 
ς την κ η αυτή, ο 3ος περιο ισµός πο λαπλ  -1 για αντιστραφεί η φορά ου και

  ≤.  Ο περιορισµός ισ τητας ε αι ισ δύ α των ανισ τικών π ριορισµ ν 
1+x2 ≤ 3 και 3x1+x2 ≥ 3, ο  των οπο ν π λλ π ιάζεται  µε 1−  για   γ   α ς ο

ο εί  τα τ χ  ω ρ  π σ  η
αντικαθίσταται η , θέτοντας x2 =

να ίνει και υτό   τ υ  
τύπου ≤. Η µεταβλητή

 µε τη
 x2, π

 
υ ναι µε βλη

 µετ
ή 
αβλητών

ωρίς περιορισµό ς π ος το ρό ηµό τ ς, 
 διαφορά δύο µ  αρνητικών 2x − 2x) . Έτσι, προκύπτει  

µορφή: 
max z =2

η

1x + 2x – 2x)  

1v → 1x + 2 2x – 2 2x) ≤   3 

2v → 3 1x + 2x – 2x) ≤   3 

2v) → –3 1x – 2x + 2x) ≤ –3 

3v → –4 1x – 3 2x + 3 2x ≤ –6 

 
µε τους 

περιορισµούς 

                                  x1 ≥ 0, 2x ≥ 0, 2x) ≥ 0 

Στη µορφή αυτή, το πρόβληµα έχει τρεις µεταβλητές και τέσσερις περιορισµούς. Εποµένως, το δυϊκό 
του θα έχει τέσσερις µεταβλητές 1v , 2v , 2v) , 3v  και τρεις περιορισµούς: 

min y =3 1v + 3 2v – 3 2v) – 6  3v

1v + 3 2v – 3 2v) – ≥   2 4 3v
2 1v + 2v – 2v) – ≥   1 

–2 – 

3 3v

1v 2v + 2v) +  3 3v ≥ –1 

 
µε τους 

περιορισµούς 

              ≥ 0,  1v   2v ≥ 0, 2v)  ≥ 0, ≥ 0 

Αναγνωρίζοντας ότι οι δύο τελευταίοι περιορισµοί είναι ισοδύναµοι µε τον περιορισµό ισότητας  
+

3v

2 1v 2v – 2v) –3 = 1 και θέτοντας  =  = 3v  1w 1v , 2w 2v  – 2v)  και  = – , τελικά έχουµε:  3w 3v
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δυϊκό πρόβληµα 
y =3 1w + 3 2w + 6 3w  min 

1w + 2w3 + 4 3w ≥   2 
2 1w + 2w + 3 w =3

 ≤ 
  1 

µε τους 
περιορι ύ

 

Σηµειώστε ότι ως διαφορά δύο µη αρνητικών µεταβλητών, είναι ρίς 
εριορισµό ως προς το πρόσηµο, ενώ η δυϊκή µεταβλητή είναι µη θετική. Επιπλέον, ο δεύτερος 

ϊκού έχει µορφή ισότητας. 
 

Στο σηµείο αυτό ας επανέλθ στο π ξε άσθηκε στο Παράδειγµα 5 και ας 
παρατηρήσουµε ότι η προσφορά της οµηχα α συνολικά ταγωνιστική στο βαθµό που το 
εισόδηµα y της βιοµηχανίας Π π ν ώ ν λ ν της στη βιοµηχανία ∆ είναι 
τουλάχιστον ίσο µε το κέρδος z , ποιούσε τις πρώτες ύλες της για 
την παραγωγή προϊόντων. Ο συλλογισµός αυτ ρη ανισότητα  z ≤ y, η οποία είναι 
γνωστή ως ασθενής δυϊσµός (weak duality). Άµ  συνέπεια του ασθενούς δυϊσµού είναι ότι, στις 
βέλ

λ α
οίηση των αντικειµενικών συναρτήσεων προβληµάτων ηγεί σε µια ισοπαλία, 
η Θεωρία Πα . Η µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος 

προβλήµατος µεγιστοποίησης είναι ίση µε την ελάχιστ τιµή της α ειµενικής συνάρτησης του 
δυϊκού του, το οποίο είνα ένα πρόβληµα ελαχιστ ης. Έτσι, ταξ ν βέ τ εων των δύο 
προβληµάτων, δηλαδή παραγωγής και πώ  τ  πρώτων ν, η µ νία Π δεν έχει 
κανένα δίληµµα επ τεύον πρόβληµ ι βέλτιστες ιµές α των

και υποδεικνύουν στη βιοµηχανία Π τι να παράγει  το  προϊόν. Σ  δυϊκό πρόβληµα, οι 
βέλτιστες τιµές και τω ν υσιολογικές τιµές των πρώτων 

β µηχανίας των των πρώτων υλών που 
απαιτούνται για την παραγωγή µιας µον  από κάπ ιο προϊόν, είναι µεγαλύτερο από το κέρδος ανά 
µονάδα αυτού του προϊόντος, τότε εί  συµφέρον  β ηχανία  να µη παράγει το 
συγκεκριµένο προϊόν, αφού αυτό είναι υποτιµηµένο ε σ η ε τ  αξία π αντιπροσωπεύουν οι  
πρώτες ύλες για την παραγωγή του. Έτσι εξηγείται γιατί, όταν µετά την ε λυσ ν ριορισµός του 
δυϊκού προβλήµατ ής, δηλαδή παραµένει γνήσια ανισότητα (κα ε ανοποιείται ως 
ισότητα), η βέλτιστη τιµή της αντίσ β  τ ω ο ι ίση µε το µηδέν. Οµοίως, 
αν στη βέλτιστη παραγωγή (λύση του πρωτεύοντος) η διαθέσιµη ποσότητα από την πρώτη ύλη δεν 

µ ής  είναι  ν, σηµαίνει ότι η 
βιοµηχανία Π διατίθεται να παραχωρήσει δωρεάν την πρώτη ύλη Πώς όµως εξηγείται αυτό; Εκείνο 
που διαισθητικά µπορούµε να πούµε είναι ότι, αφού υπάρχει ια  πρώτης ύλης η τιµή της 

πρέπει να καθορισθεί στο µηδέν. Η πρώτη αυτή ύλη θεωρείται στην οικονοµική θεωρία ως ελεύθερο 

σµο ς 

     w1  ≥ 0, 2w ∈ (–∞,+∞), 3w  0  

η δυϊκή µεταβλητή 2w ,  χω

3w  π

περιορισµός του δυ

ουµε ρόβληµα που ε τ
βι νίας ∆ είν ι αν

από την 
που θα είχε η 

ώληση τω  πρ τω  υ ώ
βιοµηχανία Π αν χρησιµο
ός οδηγεί στη µονόπλευ

εση
τιστες λύσεις, οι τιµές των δύο αντικειµενικών συναρτήσεων πρέπει να είναι ίσες. ∆ηλαδή, αν *z  

είναι η µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος και *y  είναι η ελάχιστη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης του δυϊκού, ισχύει ** yz = . Η ισότητα αυτή αναφέρεται ως ισχυρός 

δυϊσµός (strong duality) και ρυθµίζει τον ανταγωνισµό µεταξύ του πρωτεύοντος προβλήµατος, που 
είναι ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης και του δυϊκού του, που είναι ένα πρό ηµ  ελαχιστοποίησης. Η 
βελτιστοπ οδ
αυτή στ

β
των δύο όπως 

ιγνίων
η ντικ

ι οποίησ µε ύ τω λτισ ων λύσ
 µεταξύ 

ιλογής. Στο πρω
λησης ων υλώ βιο ηχα
α, ο  τ  *

1x , *
2x , ι *

4x*
3  κx   1x , 2x , 3x  

4x  από  κάθε το
ν 1w , 2w  και 3w  καθορίζου τις φ*

1w , *
2w  *

3w  

υλών.  
Αν, τώρα, το εισόδηµα της ιο  Π από την πώληση των ποσοτή

άδας
ναι πιο

ο
για τη ιοµ Π

 σ χέσ  µ ην ου 
πί η, έ ας πε

ος είναι αδραν ι δ ν ικ
τοιχης µετα λητής ου πρ τεύοντ ς είνα

 iR  

χρησιµοποιείται εξ ολοκλήρου (δηλαδή ο αντίστοιχος περιορισµός του πρωτεύοντος είναι αδρανής), τότε η 
βέλτιστη τι ή της δυϊκής µεταβλητ  w  ίση µε το µηδέ δηλαδή .w* 0=  Αυτό i i

 iR . 
υπερεπάρκε  iR , 
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αγαθό και τότε λέµε ότι έχει οριακή αξία  αγορά, θετική οριακή αξία 
έχουν µόνο όσα αγαθά είναι νεπάρκε  σχέση  τη ζήτησή τους (οπότε και ο αντίστοιχος 
περιορισµός στο πρόβληµά αι ενεργός αφού θα ταναλώνεται π η εν λόγω πρώτη ύλη). 
Ας σηµειωθεί εξάλλου ό ανία  ήθελε να αυξήσει  µέ  της από την 
παραγωγή των προϊόντων δια µέσου της δια ώτ ν, αυτό δεν θα έπρεπε να 
το επιδιώξει αυξάνοντας την ποσότητα της τ αφού  διαθέσι η ποσότητα από αυτή την 

ιµοποίητη
τιµ

 κάτι τέτοιο µόνο κόστος θα απέφερε. Όπως αναφέρθηκε, 

πό οικονοµικής πλευράς, η αξία της πρώτης αυτής ύλης είναι µηδενική, αφού περαιτέρω 
αύξησ

τη
, τότε ο

ονάδα πρώ  ύλης  

α θα πρέπ

ια 

µηδενική. Σε µια ανταγωνιστική
 σε α ια σε µε

µας θα είν
τι, αν η βιοµηχ

 κα λήρως 
Π το γιστο κέρδος *z

αύξησης των θέσιµων πρ ων υλώ
 πρώ ης ύλης  η µ iR , 

πρώτη ύλη παραµένει µερικώς αχρησ . Έτσι, η βιοµηχανία Π πρέπει να είναι διατεθειµένη να 
πωλήσει την αχρησιµοποίητη ποσότητα σε οποιαδήποτε ή, αφού δεν προτίθεται να αγοράσει 
πρόσθετη ποσότητα πρώτης ύλης iR , µια και

α οριακή 
η της διαθεσιµότητάς της δεν πρόκειται να βελτιώσει το κέρδος.   
Εκτός, λοιπόν, από τη σχέση η οποία καταγράφεται ανάµεσα στις βέλτιστες τιµές των 

αντικειµενικών συναρτήσεων των δύο προβληµάτων, µια ακόµα σχέση µε εξίσου ενδιαφέρουσα 
οικονοµική ερµηνεία καταγράφεται και ανάµεσα στις βέλτιστες τιµές των πρωτευουσών και των δυϊκών 
µεταβλητών. Η σχέση αυτή, η οποία εκφράζει την ισορροπία ή οικονοµική ευστάθεια µεταξύ των 
βέλτιστων λύσεων των δύο προβληµάτων αποτελεί το πολύ γνωστό θεώρηµα ισορροπίας ή θεώρηµα του 
συµπληρωµατικού περιθωρίου ή της συµπληρωµατικής χαλαρότητας. 

Σε απλή γλώσσα, εκείνο που λέει το θεώρηµα αυτό είναι ότι σ  βέλτιστη λύση, αν µια 
µεταβλητή του ενός προβλήµατος είναι θετική  αντίστοιχος περιορισµός του άλλου είναι 
ενεργός, δηλαδή ικανοποιείται ως εξίσωση, και αν ένας περιορισµός του ενός προβλήµατος είναι 
αδρανής, τότε η αντίστοιχη µεταβλητή του άλλου έχει τιµή ίση µε το µηδέν.  

Στο σηµείο αυτό ας παρατηρήσουµε ακόµα ότι η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 
του πρωτεύοντος είναι ίση µε τη βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του δυϊκού, δηλαδή 

                                 ***
11

**
mmii wbwbwbyz ++++== LL                            

Η τελευταία αυτή σχέση δείχνει ότι, αν η διαθέσιµη ποσότητα  ib από την πρώτη ύλη iR  αυξηθεί κατά 

ib∆ , τότε το εισόδηµα της βιοµηχανίας Π είτε από την παραγωγή των προϊόντων, είτε από την πώληση 

των πρώτων υλών, αυξάνεται κατά  ib∆ × *
iw . 

Με πιο απλά λόγια, το * εκφράζει το κέρδος που θα είχε η βιοµηχανία Π, αν είχε στη διάθεσή 
της µια ακόµα µ της  Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο οι δυϊκές µεταβλητές συχνά 

αναφέ

iw  

iR . 

ρονται και ως κόστος ευκαιρίας (opportunity cost) και αντιστοιχούν στην οριακή αξία του πόρου που 
εκφράζουν. Αφού λοιπόν η βιοµηχανία Π θα είχε κέρδος *

iw  για κάθε πρόσθετη µονάδα από την πρώτη 

ύλη iR , το *
iw  θα πρέπει να εκφράζει και το µέγιστο τίµηµα (πέρα και πάνω από την τρέχουσα τιµή της 

πρώτης αυτής ύλης στην αγορά), το οποίο η βιοµηχανία Π θα ήταν διατεθειµένη να καταβάλλει για την 
αγορά µιας µονάδας από αυτή την πρώτη ύλη. Για το λόγο αυτό, οι τιµές των δυϊκών µεταβλητών 
ονοµάζονται επίσης σκιώδεις τιµές (shadow prices) σε αντίθεση µε τις τιµές της αγοράς που είναι σε 
όλους ορατές. Όπως αναφέραµε προηγουµένως, οι σκιώδεις τιµές  αντιστοιχούν στην οριακή αξία του 
πόρου.  

Αν, τώρα, στη βέλτιστη λύση γίνεται µερική χρησιµοποίηση της πρώτης ύλης iR , τότε µια µικρή 
µεταβολή ib∆  στη διαθέσιµη ποσότητ  ib από αυτή την πρώτη ύλη δεν ει να έχει επιπτώσεις 

στο εισόδηµα της βιοµηχανίας Π. Έτσι εξηγείται γιατί σε µια τέτο περίπτωση η βέλτιστη τιµή *
iw  της 

δυϊκής µεταβλητής iw  είναι ίση µε το µηδέν και ισοδυναµεί µε µηδενική οριακή αξία. 
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Παράδειγµα 13 
Αν χρησιµοποιούσαµε τη µέθοδο simplex για να λύσουµε το πρόβληµα µεγιστοποίησης για τη 

βιοµηχανία Π, θα βρίσκαµε: 01 =*x , 752 /x* = > 0, 03 =*x , 744 /x* = > 0. Έτσι, το κέρδος της 

βιοµηχανίας Π από τη χρησιµοποίηση των πρώτων υλών 1R , 2R  και 3R  για την παραγωγή των 

προϊόντων 1P , 2P , 3P  και 4P  µεγιστοποιείται, όταν τα προϊόντα 2P  και 4P παράγονται σε ποσότητες 

752 /x* =  και 744 /x* = , ενώ η παραγωγή των προϊόντων 1P  και 3P  διατηρείται σε µηδενικό επίπεδο, 

δηλαδή 01 =*x  και 03 =*x . Τότε, το µέγιστο κέρδος είναι 

7
40

7
4502

7
54035243 *

4
*
3

*
2

*
1

* =×+×+×+×=++= xxxxz  

Επιπλέον, οι χρησιµοποιούµενες ποσότητες πρώτων υλών είναι: 

+

1R : 3
7
4402

7
5103423 *

4
*
3

*
2

*
1 =×+×+×+×=+++ xxxx  

2R : 2
7
4103

7
5202322 *

4
*
3

*
2

*
1 =×+×+×+×=+++ xxxx  

3R : 24104
7
5203423 *

4
*
3

*
2

*
1 =×+×+×+×=+++ xxxx  

∆ηλαδ
7

ιχα, στις 6/7 και 11/7 
νοµ

ή, οι διαθέσιµες ποσότητες από τις πρώτες ύλες 1R  και 2R  εξαντλούνται, ενώ από την πρώτη 
ύλη 3R  παραµένει αχρησιµοποίητη ποσότητα 2 µονάδων. Λύνοντας και το δυϊκό πρόβληµα θα 

βρίσκαµε: *w1 = 6/7, *w2 = 11/7 και *w3 = 0. Αυτό σηµαίνει ότι, στην προσφορά της βιοµηχανίας ∆, η τιµή 

µονάδας των πρώτων υλών 1R  και 2R  πρέπει να καθορισθεί, αντίστο
ισµατικές µονάδες, ενώ η τιµή µονάδας για την πρώτη ύλη 3R  πρέπει να καθορισθεί στο µηδέν. 

Παρατηρούµε ότι πράγµατι 

7777 332211

Για τις τιµές αυτές, το εισόδηµα της βιοµηχανίας Π από την πώληση στη βιοµηχανία ∆ των 
ποσοτήτων πρώτων υλών που απαιτο τα ια 

400411* =×+z 26340 *** ×+×=++== wbwbwb  

ύν ι γ την παραγωγή µιας µονάδας από τα προϊόντα και

είναι α
×

υ 
 

ς ότι γίνεται µερική µόνο χρησιµοποίηση της πρώτης ύλης R3 σηµαίνει ότι µια µικρή µεταβολή 
της δι  

ς Π ν 
πε

 

 1P   3P , 

ντίστοιχα ίσο µε  
3×6/7 + 2×11/7 + 3 0 = 40/7 > 3, 2×6/7 + 3×11/7 + 4×0 = 45/7> 2 

δηλαδή µεγαλύτερο από το κέρδος που θα είχε η βιοµηχανία Π, αν χρησιµοποιούσε τις ποσότητες αυτές 
για την παραγωγή µιας µονάδας από το κάθε προϊόν. Αντίθετα, το εισόδηµα της βιοµηχανίας Π από την 
πώληση στη βιοµηχανία ∆ των ποσοτήτων πρώτων υλών πο απαιτούνται για την παραγωγή µιας µονάδας 
από τα προϊόντα P2 και P4, είναι ίσο µε το µοναδιαίο κέρδος των προϊόντων αυτών, αφού 1×6/7 + 2×11/7 
+ 2×0 = 4 και  4×6/7 + 1×11/7 + 1×0 = 5. Με άλλα λόγια, το επιπλέον κέρδος για τα προϊόντα αυτά είναι 
ίσο µε το µηδέν. Εποµένως, τα προϊόντα P1 και P3 είναι υποτιµηµένα σε σχέση µε την αξία που 
αντιπροσωπεύουν οι  πρώτες ύλες για την παραγωγή τους και για το λόγο αυτό δεν θα πρέπει να 
παράγονται. Αντίθετα, τα προϊόντα P2 και P4 έχουν σωστή τιµή σε σχέση µε τις πρώτες ύλες. Εξάλλου, 
το γεγονό

αθέσιµης ποσότητας από αυτή την πρώτη ύλη δεν θα πρέπει να έχει επίπτωση στο κέρδος της 
βιοµηχανία , αφού η πρώτη ύλη R3 ήτα ήδη σε υπερεπάρκεια. Έτσι, η βιοµηχανία Π πρέπει να είναι 
διατεθειµένη να παραχωρήσει δωρεάν την πρώτη ύλη R3, µε άλλα λόγια η βιοµηχανία ∆ πρέ ι να 
καθορίσει την τιµή της R3 στο µηδέν, δηλαδή *w3 = 0. 
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Ασκήσεις αυτοαξιολόγησης 
∆ίνεται το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της συνάρτησης 21 32 xxz +=  µε τους περιορισµούς 10η. 

3032 21 ≤+ xx , 102 21 ≥+ xx 2 ≥− 5≥x , 2 ≥x (i) Λύστε ρόβληµα αυτό γραφικά. (ii) , 01 xx , 1 0 .  το π

∆ιαµορφώστε και λύστε το δυϊκό πρόβληµα. 
 
11η. Μια β ηχανία χρησ οποιεί δύο µηχανές Μιοµ ιµ ν παραγωγ
P2, P3 και P  παράµετρ

(ώρες/µονάδα προϊόντος) 
∆ιαθέσιµος ηµερήσιος 

χρόνος (ώρες) 

1 και Μ2 για τη ή τεσσάρων προϊόντων P1, 
4. Οι οι της παραγωγικής διαδικασίας παρουσιάζονται στον επόµενο πίνακα: 

Χρόνος επεξεργασίας   
Μηχανές 

P1 P2 P3 P4  
Μ1 2 0 1 1  8 
Μ2 2 1 2 12 2 

Κέρδος ανά 
µονάδα προϊόντος 

2 1 5 6 
 

(i) ∆ιαµορφώστε ένα µαθηµατικό µοντέλο που να προσδιορίζει την ηµερήσια παραγωγή για την οποία 
το κέρδος της βιοµηχανίας µεγιστοποιείται. (ii) ∆ιαµορφώστε το δυϊκό του προβλήµατος 

άτο ι  
 κ ον ης 3

 κ  κα

Περιεκτικότητα σε βιταµίνες  
ανά γραµµάριο τροφής 

 
µεγιστοποίησης.  
 
12η. Ένα µο πρέπε  να λαµβάνει καθηµερινά τουλάχιστον 32 µονάδες βιταµίνης B1, 28 µονάδες 
βιταµίνης B2 αι 35 µ άδες βιταµίν  B . Οι βιταµίνες B1, B2 και B3 περιέχονται σε τέσσερις τροφές T1, 
T2, T3 και T4, των οποίων το όστος ι η περιεκτικότητα ανά γραµµάριο στις βιταµίνες αυτές 
παρουσιάζονται στον επόµενο πίνακα:  

 
Βιταµίνες 

T1 T2 T3 T4

 
Ελάχιστες ηµερήσιες 

απαιτήσεις 

B1 1 3 3 2 32 
B2 2 2 8 3 28 
B3 7 4 6 5 35 

Κόστος ανά  
γραµµάριο τροφής  

8 8 16 7 

(i) ∆ιαµορφώστε ένα µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού που να προσδιορίζει τα συστατικά µιας 
δίαιτας, η οποία θα εξασφαλίζει στο άτοµο τις απαιτούµενες ελάχιστες µονάδες βιταµινών µε το 
ελάχιστο δυνατό κόστος. (ii) Μια φαρµακοβιοµηχανία προτίθεται να θέσει σε κυκλοφορία χάπια 
βιταµινών B1, B2 και B3. Ποια πρέπει να είναι η τιµή πώλησης για κάθε µονάδα βιταµίνης ώστε η 
φαρµακοβιοµηχανία να είναι ανταγωνιστική στην αγορά;  
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ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΕΕΩΩΝΝ  ΑΑΥΥΤΤΟΟΑΑΞΞΙΙΟΟΛΛΟΟΓΓΗΗΣΣΗΗΣΣ  

Οι ασκήσεις 1 έως 6 αναφέρονται στη αµόρφωση το
µού. Η διαµόρφωση του µοντέλου, η οποία αποτελεί το 

ρώτο στάδιο της διαδικασίας βελτιστοποίησης ενός συστήµατος, δεν είναι συνήθως µια τόσο εύκολη 

ά τους 
να περιγ ουν ένα σύστηµα µε µ ντως, η πρώτη κ άση 
της ς διαµόρφωσης υ, είναι ο καθορι βλητών 
απόφασης. Η ενδεδειγµέν ή των εταβλητών υτών διευκολύνει την ποσοτικοποίηση τόσο του 
κριτηρί απόδοσης, όσ  των π ορισµών στους οποίου  το υπό λτιστοποίηση 
σύστηµ
 
1. 2, αντίστοιχα, οι ώρες ειτουργίας ν εργοστα ν Ε1 και Ε2 εντό του κανονικού 

ι y1 και y2 οι αντίστοιχες ώρες υπερωριακής απασχόλησης.  

x 3 3
2x1 + 6x2 + 2y1 + 6y2  ≥ 60 

σµούς       0 ≤ x1 ≤ 8, 0 ≤ x2 ≤ 8, 0 ≤ y1 ≤3, 0 ≤ y2 ≤ 3 

x1 + x2 + x3 ≤ 1000 
+ x3 ≥ 600 
+ 0.5x3 ≥ 1050

µε τους 
περιορισµούς 

   x3  ≥ 0 
                         
3. Έστω , x2, x3 και x4, ίστοιχα, τ ψος της παραγωγής κατ  µήνες Ιανουά Φεβρουάριο, 
Μάρτιο  Απρίλιο. Στο ος κάθε µήνα το απόθεµ  ίσο µε  απόθεµα στην α του µήνα συν 
το ύψος ραγωγής µείον  ζήτηση. Έ ι, στο τέλο νουαρίου απόθεµα είναι ίσο  + x1 – 100 
= x ς, στο τέλος Φεβρουαρίου ίσο µε x1 – 50 + x2 – 110 = x1 + x2 – 160 µονάδες, στο τέλος 

 x2 – 160 + x3 – 120  x1 + x2 + 280 µονάδ  και στο τέλος Απριλίου ίσο µε x1 + 

να ελαχιστοποιηθεί η z =13x1 + 13x + 10x3 + 8x4  
x1    ≥   50
x1 + x2   ≥ 160
x1 + x2 + x3  ≥ 280

 
µε τους 

περιορισµούς 
x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 470

         0 ≤ x1 ≤ 120, 0 ≤ x2 ≤ 150, 0 ≤ x3 ≤ 150, 0 ≤ x4 ≤ 100 

Ο σταθερός όρος –880 µπορεί να παραλειφθεί από τη συνάρτηση κόστους z.   

Σχόλια επί των ασκήσεων 1 έως 6  
 δι υ µαθηµατικού µοντέλου για την περιγραφή 

ενός προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισ
π
και απλή υπόθεση, δεδοµένης της πολυπλοκότητας των συστηµάτων του πραγµατικού κόσµου. Ακόµα 
και πεπειραµένοι επιχειρησιακοί ερευνητές συχνά συναντούν σοβαρές δυσκολίες στην προσπάθει

ράψ αθηµατικές σχέσεις. Πά αι ίσως η πιο κρίσιµη φ
σµός των µεταδιαδικασία ενός µαθηµατικού µοντέλο

η επιλογ  µ  α
ου 

  
ο και ερι ς υπόκειται  βε

α.

Έστω x1 και x
ωραρίου (8ώρου) κα

 λ  τω σίω ς 

να ελαχιστοποιηθεί η  z =20x1 + 40x2 + 30y1 + 60y2    
5x1 + 3 2 + 5y1 + y2  ≥ 0 

µε τους 
περιορι

 
2. Έστω x1, x2 και x3, αντίστοιχα, τα ποσά που θα επενδυθούν στα προγράµµατα P1, P2 και P3. 

να µεγιστοποιηθεί η z =1.4x1 + 1.2x2 + 1.6x3  

x2

0.9x + 0.8x1 2

                     x
 

1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 

 x1 αντ ο ύ ά τους ριο, 
 και τέλ α είναι  το ρχή 
 πα  τη τσ ς Ια το  µε 50

1 – 50 µονάδε
Μαρτίου ίσο µε x1 +  = x3 – ες
x2 + x3 – 280 + x4 – 110 = x1 + x2 + x3 + x4 – 390 µονάδες. Το απόθεµα στο τέλος κάθε µήνα πρέπει να 
είναι µεγαλύτερο ή ίσο του µηδενός. Ειδικότερα, στο τέλος Απριλίου το απόθεµα πρέπει να είναι 
τουλάχιστον ίσο µε 80 µονάδες. Εποµένως, x1 + x2 + x3 + x4 – 390 ≥ 80  ή  x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 470.  To  
συνολικό  κόστος  είναι ίσο µε το κόστος παραγωγής, 9x1 + 10x2 + 8x3 + 7x4, συν το κόστος αποθήκευσης, 
(x1 – 50) + (x1 + x2 –160) + (x1 + x2 + x3 – 280) + (x1 + x2 + x3 + x4 – 390), δηλαδή ίσο µε 13x1 +13x2 + 10x3 
+ 8x4 – 880.  

2
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Εναλλακτικός τρ
ίστοιχα, το ύψος της παραγωγής κατά τους µήνες Ιανουάριο, 

Φεβρο

οηγούµενη περίοδο προγραµµατισµού και το κόστος του έχει ήδη συνυπολογιστεί. Για το 
δεν  

α υποδηλώνει ότι στο 
τέλος  είναι ε  απόθεµα στην αρ ο ήν  ύψ αραγωγής, 
µείον τη ζήτ έση αυτή για πρώτο α έχ τη µορφή: 0 +  1  +  οποία, αν 
φέρουµε ό τές αρι ε, ότι το Ι0 είναι γνωστό, 
άτι που θα προτιµήσουµε να το δηλώσουµε µε ένα επιπλέον περιορισµό αργότερα, αντί να 

 + I2, που 
γίνεται τον τ  έχουµε:  = 0 + λαδή Ι2 + x3 - I3 = 120. Τέλος 
για τον τέταρτο µήνα έχουµε Ι3 + x4 = 110 + I4 ου γίνετ 3 + x4  - I4 = 10 έλο ίζουµε ότι Ι0 = 
50 και Ι4 = 8 εωτικό απόθεµα στο τέλος του τέταρτου µήνα ντ  αντικαταστήσουµε τις 
τιµές αυτέ ύµενους π  τις λητές ώστε να 

. Ένας άλλος λό  πειραµατιστούµε αλλάζοντας τις 

3 - I3 = 120,    
8) 
9) Ι0 = 50,    
10) Ι4 = 80

όπου  xi >

όπος επίλυσης της άσκησης 3: 
Έστω και πάλι x1, x2, x3 και x4, αντ

υάριο, Μάρτιο και Απρίλιο. Ισχύει φυσικά ότι στο τέλος κάθε µήνα το απόθεµα είναι ίσο µε το 
απόθεµα στην αρχή του µήνα, συν το ύψος παραγωγής, µείον τη ζήτηση. Αυτή τη σχέση όµως την 
εκφράζουµε τώρα µε τη βοήθεια επιπλέον µεταβλητών που παριστάνουν το απόθεµα και αφήνουµε το 
γραµµικό προγραµµατισµό, µε την επίλυση του µοντέλου, να εντοπίσει τα αποθέµατα αυτά. Ονοµάζουµε 
λοιπόν ως Ι0, Ι1, Ι2, Ι3 και Ι4 το αρχικό απόθεµα (Ι0) και αντίστοιχα τα αποθέµατα στο τέλος κάθε 
περιόδου. Η αντικειµενική συνάρτηση θα είναι το κόστος παραγωγής συν το κόστος διατήρησης 
αποθεµάτων, δηλαδή είναι  z= 9x1+10x2 + 8x3  + 7x4 + 1Ι1 + 1Ι2 + 1Ι3 + 1Ι4 . Προφανώς το I0, που είναι 
γνωστή η τιµή του και ίση µε 50 µονάδες δεν προκαλεί κόστος στην παρούσα περίοδο αφού προέρχεται 
από την πρ
λόγο αυτό  υπάρχει στην αντικειµενική συνάρτηση. Οι περιορισµοί x1 ≤ 120, x2 ≤ 150, x3 ≤ 150 και 
x4 ≤ 100 ισχύουν πάλι αφού καθορίζουν την παραγωγική δυναµικότητα. Επιπλέον, για κάθε περίοδο 
έχουµε οποί ρίζει τη ή της α    µία βασική σχέση η 

κάθε µήνα το απόθεµα
α καθο

 ίσ
 ρο  παρ γωγής

τ
και η οποί

ο µ το χή υ µ α συν
 

το ος π
ηση. Η σχ τον µήν ει  Ι  x1 = 00 I1, η

λες τις µεταβλη στερά , γίνεται Ι0 + x1 - I1 = 100. Υπενθυµίζουµ
κ
αντικαταστήσουµε την τιµή του στον περιορισµό. Για το δεύτερο µήνα θα έχουµε: Ι1 + x2 = 110

 Ι1 + x2 - I2 = 110. Για ρίτο µήνα Ι2 + x3  12  I3, δη
 π αι Ι  1 . Τ ς, γνωρ

0 (υποχρ ). Α ί να
ς στους προηγο  πε µούς ρο ε  διατηρήσου

γος είναι ότι έτσι εύκολα µπορούµε να
ριορισ τιµούµ να µε  µεταβ

υπάρχει συνάφεια
τιµές αρχικού ή τελικού αποθέµατος. Συνοπτικά έχουµε το ακόλουθο µοντέλο: 

Minimize z= 9x1 + 10x2 + 8x
3 + 7x

4 + Ι1 + Ι2 + Ι3 + Ι4 

µε περιορισµούς  
1) x1 ≤ 120,    
2) x2 ≤ 150,    
3) x3 ≤ 150 ,    
4) x4 ≤ 100,    
5) Ι0 + x1 - I1 = 100,  
6) Ι1 + x2 - I2 = 110,    
7) Ι2 + x

Ι3 + x4  - I4 = 110,    

  

 0, και Ιi > 0 για i=1, 2, 3, 4.  
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Στην ακόλουθη εικόνα, βλέπετε –πληροφοριακά– το µοντέλο στο λογισµικό LINDO (σχετικές 
πληροφορίες στο δικτυακό τόπο www.lindo.com).  

 

ενώ, στη συνέχεια βλέπετε τα αποτελέσµατα που δίνει το συγκεκριµένο λογισµικό µετά την επίλυση µε 
τη µέθοδο simplex. Εδώ δίνουµε όλες τις πληροφορίες που αποκοµίζουµε µετά την επίλυση του 
µοντέλου.  
 LP OPTIMUM FOUND AT STEP      3 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
        1)      4280.000 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1       120.000000          0.000000 
        X2       100.000000          0.000000 
        X3       150.000000          0.000000 
        X4       100.000000          0.000000 
        I1        70.000000          0.000000 
        I2        60.000000          0.
        I3        90.000000          0.0

000000 
00000 

    80.000000          0.000000 
   50.000000          0.000000 

       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        1)         0.000000          0.000000 
        2)        50.000000          0.000000 
        3)         0.000000          3.000000 
        4)         0.000000          5.000000 
        5)         0.000000         -9.000000 
        6)         0.000000        -10.000000 
        7)         0.000000        -11.000000 
        8)         0.000000        -12.000000 
        9)         0.000000          9.000000 
       10)         0.000000        -13.000000 
 

        I4    
        I0     
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 RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
     

BLE        ALLOWABLE 

       X1        9.000000         0.000000         INFINITY 
       X2       10.000000         INFINITY         0.000000 
       X3        8.000000         3.000000         INFINITY 
       X4        7.000000         5.000000         INFINITY 
       I1        1.000000         0.000000         INFINITY 
       I2        1.000000         INFINITY         3.000000 
       I3        1.000000         INFINITY         5.000000 
       I4        1.000000         INFINITY         INFINITY 
       I0        0.000000         INFINITY         INFINITY 
                           RIGHTHAND SIDE RANGES 
      ROW         CURRENT        ALLOWABLE        ALLOWABLE 
                    RHS          INCREASE         DECREASE 
        1      120.000000       100.000000        50.000000 
        2      150.000000         INFINITY        50.000000 
        3      150.000000        60.000000        50.000000 
        4      100.000000        60.000000        50.000000 
        5      100.000000        50.000000       100.000000 
        6      110.000000        50.000000       100.000000 
        7      120.000000        50.000000        60.000000 
        8      110.000000        50.000000        60.000000 

 0

αποµένουν σε απόθεµα 70 µονάδες. Πράγµατι, Ι1 = 70. Με 
υ βλέπετε παραπάνω, το οποίο δίνει το ελάχιστο κόστος 
 ανέρχεται σε 4280 νοµισµατικές µονάδες. Ο αναγνώστης 

οποίησης της ζήτησης και διατήρησης 

 σερβιτόρων που ξεκινούν την πενθήµερη 
ρα, i = 2 = Τρίτη, …, i = 7 = Κυριακή). 
ι στην ταβέρνα, τον οποίο θέλουµε να 
είναι το άθροισµα του πλήθους των 
εκείνου της Τρίτης κλπ. Εποµένως η 

x5 + x6 + x7) 

ουργίας της ταβέρνας, την Τετάρτη για 
το Σάββατο, οι x7 της Κυριακής, οι x1 της 

ονται εκείνη την ηµέρα. Συνεπώς, οι 
πει να καλύπτουν τη τακτική ζήτηση των 

0 ωρών καθώς και την έκτακτη ζήτηση των 24 ωρών εργασίας. Συνεπώς έχουµε:  

6×(x1 + x2 + x3 + x6 + x7) ≥ 374.  

                      OBJ COEFFICIENT RANGES 
 VARIABLE         CURRENT        ALLOWA
                   COEF          INCREASE         DECREASE 

        9       50.000000       100.000000        50.000000 
       10       80.000000        50.000000        60.000000 

∆ηλαδή, x1 = 120. Μαζί µε το αρχικό απόθεµα, που είναι Ι  = 50, έχουµε συνολικά 170 µονάδες. Η 
ζήτηση είναι ίση µε 100 µονάδες εποµένως 
όµοιο τρόπο ερµηνεύεται όλο το σχέδιο πο

µάτων πουπαραγωγής και διατήρησης αποθε
προτρέπεται να αναλύσει τη διαδικασία παραγωγής, ικαν
ενδιάµεσων αποθεµάτων µέχρι τέλους.  
 

4. Όπως στο παράδειγµα 5, ορίζουµε να είναι x  ο αριθµός τωνi

εβδοµαδιαία βάρδια εργασίας τους την i-ηµέρα (i = 1 = ∆ευτέ
Τότε, ο συνολικός αριθµός των σερβιτόρων που εργάζοντα
ελαχιστοποιήσουµε (δηλαδή η αντικειµενική συνάρτηση), 
σερβιτόρων που ξεκινούν να εργάζονται τη ∆ευτέρα µε 
αντικειµενική συνάρτηση είναι: 

minimize z = (x1 + x2 + x3 + x4 + 

Λόγω της εβδοµαδιαίας κυκλικότητας και της συνεχούς λειτ
παράδειγµα, εργάζονται οι x6 σερβιτόροι που έπιασαν δουλειά 
∆ευτέρας, οι x2 της Τρίτης και τέλος οι x3 που ξεκίνησαν να εργάζ
6×(x1 + x2 + x3 + x6 + x7) ανθρωποώρες που προσφέρουν, πρέ
35
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Ανάλογα προκύπτουν και οι περιορισµοί για τις υπόλοιπες ηµέρες της εβδοµάδος : 

η) 
) 
κευή) 
ο) 
ή) 
α) 

DO, καθώς επίσης και 
µατος» που δη-

ίτη, 33.168 την Παρα-
ό προγραµµατισµό της 
ισµικό να µας δώσει 
x3 = 0, x4 = 0, x5 = 33, 

6( x1 + x2 + x3 +    x6 + x7 )  ≥  350+24 (Τετάρτ
6( x + x + x + x +   x )  ≥  300 (Πέµπτη1 2 3 4 7

6( x1 + x2 + x3 + x4 + x5   )  ≥  650+52 (Παρασ
6(   x2 + x3 + x4 + x5 + x6  )  ≥  725+64 (Σάββατ
6(     x3 + x4 + x5 + x6 + x7 )  ≥  250+36 (Κυριακ
6( x1 +     x4 + x5 + x6 + x7 )  ≥  125+24 (∆ευτέρ
6( x + x +     x + x + x )  ≥  200 (Τρίτη) 1 2 5 6 7

όπου xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 

Και στο παράδειγµα αυτό δίνουµε µία εικόνα από το µοντέλο στο λογισµικό LIN
ένα τµήµα της άριστη λύσης. Όπως φαίνεται από την «αναφορά επίλυσης του προβλή
µιούργησε το LINDO, αν ξεκινήσουν να εργάζονται 83.836 σερβιτόροι την Τρ
σκευή και 14.5 το Σάββατο, έχουµε το ζητούµενο βέλτιστο εβδοµαδιαίο κυκλικ
ταβέρνας. Συνολικά απασχολούνται 131.5 σερβιτόροι. Ζητώντας από το λογ
ακέραιες τιµές για τις µεταβλητές, παίρνουµε ως άριστη τη λύση x1 = 0, x2 = 84, 
x6 = 15 και x7 = 0 µε ελάχιστο απαιτούµενο πλήθος εργαζοµένων 132 άτοµα. 
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5. Ορίζουµε τις µεταβλητές απόφασης µε τέτοιο τρόπο ώστε να καταδεικνύουν
επιχείρησης είτε να κατασκευάζει εσωτερικά είτε να αγοράζει εξαρτήµατα από τον

 τη δυνατότητα της 
 υπεργολάβο και να 

πληρώνει την ανάλογη ή Έτσι ίν ς των εξαρτηµάτων 
(πρόσθιο τµήµα, ου τα η επιχείρηση 2 και W2 είναι τα 
αντίστοιχα τµήµα πε ολά  
 Η αντικειµενι ν νολ κ ο ε ποιηθεί:  
 z = 8E1 + 6S1 + 1W1 + 1
Οι περιορισµοί ρ α ν από την απαίτηση 
ικανοποίησης τω . ι υ ική κ άλ στικής ύλης από την 

 + 4S1 + 0.5WM και δεν πρέπει να ξεπερνάει τη διαθέσιµη ποσότητα 

ν εξαρτηµάτων πρόσθιου 
µήµατος, είτε από αυτά που παρήχθησαν εσωτερικά από την επιχείρηση είτε αγοράστηκαν από τον 
περγολάβο, θα πρέπει να είναι 12000 τεµάχια. Το ίδιο πρέπει να ισχύει και για τα υπόλοιπα 
εξαρτήµατα. Έτσι έχουµε τους ακόλουθους τρεις περιορισµούς: 
 E1 + E2    = 12000,   
 S1 + S2     = 12000,   
 W1 + W2  = 24000 
Ως συνήθως, E1, E2, S1, S2, W1, W2 ≥ 0.  
 Προσέξτε, ότι στο τµήµα των πίσω τροχών χρειαζόµαστε διπλάσια ποσότητα από τα υπόλοιπα αφού 
η αναλογία στη συναρµολόγηση είναι 1:1:2.  
 Το πρόβληµα αυτό το λύσαµε µε τη βοήθεια του Excel. Στην επόµενη εικόνα βλέπετε 
(πληροφοριακά) ανοιχτό ένα φύλλο εργασίας του Excel που περιέχει την αναπαράσταση του 
προβλήµατος, καθώς επίσης και το παράθυρο των παραµέτρων της επίλυσης που χρησιµοποιείται για τη 
λύση τέτοιου τύπου προβληµάτων στο Excel. Το παράθυρο «Επίλυση» (Solver) γίνεται διαθέσιµο στο 
µενού «Εργαλεία» (Tools) αρκεί να το εγκαταστήσουµε από την εντολή «Πρόσθετα» (Add-Ins).   

Παρατηρώντας την εικόνα, βλέπουµε ότι το ελάχιστο συνολικό κόστος ανέρχεται στις 230000 
χρηµατικές µονάδες και ότι η επιχείρηση παράγει 10000 πρόσθια και προµηθεύεται 2000 τεµάχια από 
τον υπεργολάβο (σύνολο 12000 τεµάχια), παράγει 2000 σκελετούς και αγοράζει 10000 τεµάχια από τον 
υπεργολάβο (σύνολο 12000 τεµάχια) και τέλος παράγει 24000 τεµάχια πίσω τροχών και δεν αγοράζει 
ούτε ένα τεµάχιο από τον υπεργολάβο.  Έτσι, συναρµολογεί 12000 ποδήλατα για να καλύψει τη ζήτηση 
µε ελάχιστο κόστος.  
 Μπορείτε προαιρετικά να ενεργοποιήσετε τη δυνατότητα αυτή του Excel και να πειραµατιστείτε µε 
την επίλυση των παραδειγµάτων και των ασκήσεων. 
 

 αυξηµένη τιµ .  έχουµε Ε1, S1 και W1 ε αι το πλήθο
σκελετός, πίσω ρόδες) π κα σκευάζει  και Ε2, S
τα που αγοράζει από τον υ ργ βο. 
κή συ άρτηση παριστάνει το συ ικό όστ ς και πρέπ ι να ελαχιστο

2E2 + 9S2 + 3W2.   
του µοντέλου π οκύπτουν από την κ τανάλωση τω πόρων και 
ν παραγγελιών Έτσ , έχουµε ότι η σ νολ αταν ωση πλα

παραγωγική διαδικασία είναι 3E1
που είναι  50000 µονάδες, οπότε έχουµε: 
 3E1 + 4S1 + 0.5WM ≤ 50000 
Οµοίως για την κατανάλωση χρόνου εργασίας και µηχανών (σε λεπτά) παίρνουµε τους ακόλουθους δύο 
περιορισµούς: 
 10E1 + 6S1 + 2W1 ≤ 160000 και    
 2E1 + 2S1 + 0.1W1 ≤ 30000 
 Σε σχέση µε την κάλυψη των παραγγελιών έχουµε ότι το άθροισµα τω
τ
υ
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6 ύµενο για το σύστηµα. Ζητο  της Flower Oil, είναι η εύρεση του αριθµού λίτρων από κάθε τύπο αργού 
ετρελα σιµοποιείται στην ηµερήσια γραµµή παραγωγής των δύο διαφορετικών 
αυσίµω ι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος παραγωγής (στόχος), 

ι τη ζήτηση (περιορισµοί). Για το λόγο αυτό, ορίζουµε να 

τρελαίου  

11, x12 

x11 + 0.10x12 + 0.15x21 + 0.15x22) 
ύ

 οι µεταβλητές απόφασης θέτουν, αφενός µεν οι 
µερήσιες εξασφαλισµένες πωλήσεις που πρέπει να ικανοποιηθούν: 

(παραγωγή του j καυσίµου) ≥ (ζήτηση του j καυσίµου), 
αφετέρου δε οι προδιαγραφές των δύο παραγοµένων καυσίµων : 

(ποσοστό του συστατικού Α ανά λίτρο απλής βενζίνης) ≥ 0.40, 
(ποσοστό του συστατικού Β ανά γαλόνι ενισχυµένης βενζίνης) ≤ 0.50. 

π ίου που πρέπει να χρη
κ ν (µεταβλητές), έτσ
σύµφωνα µε τις «προδιαγραφές» µείξης κα
είναι 

το πλήθος λίτρων του i-τύπου αργού πεxij

που χρησιµοποιείται για την παραγωγή του j-καυσίµου
όπου i =1,2 ( 1 = C100, 2 = C200 } και j =1,2  (1 = regular, 2 = super}. Σηµειώστε ότι στο µοντέλο 
γίνεται η παραδοχή ότι δεν υπάρχουν απώλειες κατά τη διάρκεια της µείξης: το τελικό προϊόν προκύπτει 
ως άθροισµα των επιµέρους συστατικών του (εδώ, των δύο τύπων αργού πετρελαίου). 

Επειδή κάθε λίτρο C100 κοστίζει 0.10 ευρώ, το ηµερήσιο κόστος από την αγορά των x
γαλονιών που χρησιµοποιούνται στο µείγµα της απλής και της ενισχυµένης βενζίνης αντίστοιχα, 
ανέρχεται σε 0.10(x11 + x12) ευρώ. Οµοίως, δαπανώνται ηµερησίως, 0.15(x21 + x22) ευρώ για την αγορά 
αργού πετρελαίου τύπου C200. Οπότε, αν συµβολίσουµε µε z το συνολικό ηµερήσιο κόστος αγοράς των 
λίτρων αργού πετρελαίου, στόχος του µοντέλου είναι η εύρεση εκείνων των τιµών x11, x12, x21, x22 οι 
οποίες επιτυγχάνουν την ελαχιστοποίηση της z δηλαδή:  

minimize  z = (0.10
σ µφωνα µε τους περιορισµούς που επιβάλλονται από τις προδιαγραφές και τη ζήτηση της βενζίνης. 
Πράγµατι, όρια στις τιµές που µπορούν να πάρουν
η
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Η συνολική ποσότητα αργού πετρελαίου η οποία χρησιµοποιείται για να δηµιουργηθεί το µείγµα που 
ονοµάζεται «regular βενζίνη» ανέρχεται σε (x11 + x21) λίτρα. Θα πρέπει εποµένως να ισχύει 

x11 + x21 ≥ 800000. 
Από τα στοιχεία του πίνακα δεδοµένων προκύπτει ότι στο ανωτέρω µείγµα, η ποσότητα ίση µε (0.20x11 
+ 0.50x21) είναι το συστατικό Α. Σύµφωνα µε τις προδιαγραφές, η ποσότητα αυτή θα πρέπει να είναι 
τουλάχιστον το 40% της συνολικής, οπότε 

(0.20x11 + 0.50x21)  ≥  0.40(x11 + x21) 
 ⇒ -0.20x11 + 0.10x21 ≥ 0. 
Οµοίως, για το µείγµα που ονοµάζεται «βενζίνη super», υπάρχουν αντίστοιχοι περιορισµοί για τη 
ζήτηση: x12 + x22  ≥ 500000 και τις προδιαγραφές του συστατικού Β δηλαδή:  

(0.60x12 + 0.30x22)  ≤  0.50(x12 + x22) 
 ⇒ 0.10x12 - 0.20x22 ≤  0. 
Τέλος, ο αριθµός των λίτρων του όποιου τύπου αργού πετρελαίου χρησιµοποιείται, δε µπορεί να είναι 
αρνητικός οπότε έχουµε: xij ≥ 0. 
 
Σχόλια επί των ασκήσεων 7 έως 9 

Οι ασκήσεις αυτές εστιάζονται στη γραφική επίλυση ενός µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού µε 
δύο µεταβλητές. Για να λύσουµε γραφικά ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µε δύο 
µεταβλητές ακολουθούµε τα εξής βήµατα: 
 Θεωρούµε τους ανισοτικούς περιορισµούς του προβλήµατος µε το σηµείο της ισότητας ι 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων, ένα δεύτερο σηµείο της βρίσκεται δίνοντας µια αυθαίρετη 
τ ντας την τιµή της άλλης µεταβλητής από την 
εξίσωση τ

 οποίο ανήκει το 

είο. 
• οθετούµε στο σχήµα ένα µέλος της οικογένειας 

ος τον εαυτό της και προς την 
κατάλληλη κατεύθ υ z, ανάλογα µε το αν 

χιστοποίησης, παρέχει το σηµείο, όπου η 
αντικειµενική συ

κα•
χαράσσουµε τις περιοριστικές ευθείες που παριστάνουν οι αντίστοιχες εξισώσεις. Θυµίζουµε ότι 
για να σχεδιάσουµε µια ευθεία χρειαζόµαστε δύο σηµεία της. ∆ύο τέτοια σηµεία είναι εκείνα στα 
οποία η ευθεία τέµνει τους άξονες και τα οποία προσδιορίζονται, αν θέσουµε τη µία µεταβλητή 
ίση µε το µηδέν και λύσουµε την εξίσωση της ευθείας ως προς την άλλη µεταβλητή. Αν η ευθεία 

ιµή στη µία από τις δύο µεταβλητές και βρίσκο
ης ευθείας. 

•  Εντοπίζουµε το ηµιεπίπεδο στο οποίο ικανοποιείται η κάθε ανίσωση, θεωρώντας τυχόν σηµείο 
του επιπέδου, όπως για παράδειγµα την αρχή των αξόνων, και ελέγχοντας κατά πόσο το σηµείο 
αυτό ικανοποιεί την ανίσωση. Αν ναι, η ανίσωση ισχύει στο ηµιεπίπεδο, στο
συγκεκριµένο σηµείο. Αν όχι, η ανίσωση ισχύει στο άλλο ηµιεπίπεδο. 

• Βρίσκουµε την τοµή των ηµιεπιπέδων, όπου ικανοποιούνται οι ανισοτικοί περιορισµοί. Η τοµή 
των ηµιεπιπέδων αυτών αποτελεί το εφικτό σύνολο του προβλήµατος. Tο εφικτό σύνολο υπάρχει 
περίπτωση να είναι µία ολόκληρη κυρτή περιοχή, είτε να είναι κενό, είτε ένα σηµείο, είτε ένα 
ευθύγραµµο τµήµα. Αν στο µοντέλο υπάρχουν δύο ή περισσότεροι περιορισµοί ισότητας, τότε το 
εφικτό σύνολο θα αποτελείται από ένα το πολύ σηµ
Μετά τον προσδιορισµό του εφικτού συνόλου τοπ
των ισοσταθµικών ευθειών που εισάγει η αντικειµενική συνάρτηση, δίνοντας αυθαίρετη τιµή στο 
z και χαράσσοντας την αντίστοιχη ευθεία. Η τελευταία τοµή της ισοσταθµικής αυτής µε το εφικτό 
σύνολο, καθώς η ισοσταθµική µετακινείται παράλληλα πρ

υνση ώστε να αυξάνεται ή να ελαττώνεται η τιµή το
έχουµε ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης ή ένα πρόβληµα ελα

νάρτηση βελτιστοποιείται. 
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7(i) Το εφικτό σύνολο του προβλήµατος είναι το φραγµένο πολύγωνο ΟΑΒΓ. Οι ισοσταθµικές της 
αντικειµενικής συνάρτησης είναι παράλληλες προς την ακµή ΑΒ. Κάθε σηµείο της ακµής αυτής είναι 
βέλτιστ έγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, = 2. Οι βέλτιστες κορυφές 
είναι το σηµείο Α(0,2) και το σηµείο τοµής Β(5/6,1/3) των ευθειών 2x

*zο και δίνει την ίδια µ
1-2x2=1 και 2x1+x2=2. 

 
7(ii) Το εφικτό σύνολο του προ
ασυµβ

βλήµατος είναι κενό. Οι περιορισµοί του προβλήµατος είναι 
ίβαστοι, αφού το ηµιεπίπεδο στο οποίο ικανοποιείται ο πρώτος από αυτούς (ηµιεπίπεδο κάτω από 

την ευθεία 221 =+ xx ), δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε το ηµιεπίπεδο στο οποίο ικανοποιείται ο 
δεύτερος (ηµιεπίπεδο πάνω από την ευθεία  1232 21 =+ xx ).   
 
7(iii) Το εφικτό σύνολο του προβλήµατος δεν είναι φραγµένο. Οι ισοσταθµικές της αντικειµενικής 

τησης είναι παράλληλες προς την ευθεία 623 21

 
συνάρ =+ xx , η οποία προκύπτει θέτοντας z = 6 

µένη ευθεία). Το πρόβληµα έχει µη πεπερασµένο µέγιστο, αφού καθώς η αντικειµενική συνάρτηση 
αι προς τα πάνω και δεξιά, το 

(εστιγ
κινείτ ∞→z . Το ελάχιστο της αντικειµενικής συνάρτησης αντιστοιχεί 

ορυφή Α(2,2) και είναι ίσο µε *z =10. στην κ

 
 

Το εφικτό σύνολο του προβλήµατος είναι το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Οι ισοσταθµικές της 
ιµενικής συνάρτησης είναι παράλληλες προς την ευθεία 623 21

7(iv) 
αντικε =+ xx , η οποία προκύπτει 

τας z = 6 (εστιγµένη ευθεία).  Το ελάχιστο της αντικειµενικής συνάρτησης αντιστοιχεί στο σηµείο 
) και είναι ίσο µε *z =10. Η αντικειµενική συνάρτηση έχει µέγιστο ίσο µε *z =11 στο σηµείο 
).      

θέτον
Α(2,2
Β(3,1
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8(i). Συµβολίζουµε µε x1 το πλήθος των καστόρινων και µε x2 το πλήθος των ζακέτων από σαµουά που 
κατασκευάζει το εργαστήριο. Τότε, τα συνολικά κέρδη, τα οποία θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε, 
ανέρχονται σε 5x1 + 8x2 χρηµατικές µονάδες. Οι περιορισµοί του προβλήµατος αφορούν το διαθέσιµο 

30x1

(χρόνος για κευασία-αποστολή, λεπτά) 
ίναι ακόµη x , x  ≥ 0. 

), Β(600, 0), Γ

ικών µο

χρόνο για κατασκευή, φοδράρισµα και συσκευασία-αποστολή: 

60x1+ 90x2 ≤ 54000 (χρόνος για κατασκευή, λεπτά) 
+ 20x2 ≤ 18000 (χρόνος για φοδράρισµα, λεπτά) 

7.5x1+ 15x2 ≤ 6000  συσ
Ε 1 2

 Η εφικτή περιοχή του ανωτέρω µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού ορίζεται από το κυρτό 
πολύγωνο ΑΒΓ∆ (σχήµα 6), µε κορυφές τις Α(0, 0 (500, 150) και ∆(0, 400). Άριστη λύση 
είναι το σηµείο Γ. Η πώληση 500 καστόρινων και 150 ζακέτων από σαµουά εξασφαλίζει στο εργαστήριο τα 
υψηλότερα κέρδη ύψους 3700 χρηµατ νάδων. 

 
ήµα 6. Η εφικτή περιοχή του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού για την άσκηση αξιολόγησης 8. 

 
Σχ
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8(ii). Για την άριστη λύση (x1 = 500, x2 = 150) οι τρεις περιορισµοί του προβλήµατος δίνουν 

60×500+ 90×150 = 43500 (≤ 54000) 
30×500+ 20×150 = 18000 (≤ 18000) 

7.5×500+ 15×150 = 6000 (≤ 6000) 

Συνεπώς, ο πρώτος περιορισµός είναι αδρανής και 10500 λεπτά (=175 ώρες) παραµένουν 
ανεκµετάλλευτα στο τµήµα κατασκευής του εργαστηρίου (τιµή της χαλαρής µεταβλητής). Οι 
περιορισµοί  και  είναι ενεργοί (δεσµευτικοί) που σηµαίνει ότι καταναλώνονται πλήρως οι πόροι 
"χρόνος κατασκευής" και "χρόνος φοδραρίσµατος".  
8(iii). Η προσθήκη του περιορισµού «x1 + x2 ≥ 750» στο πρόβληµα, καθιστά την εφικτή περιοχή το κενό 
σύνολο. Tο νέο µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού δεν έχει εφικτές λύσεις (αδύνατο πρόβληµα 

1 2

 την απαιτούµενη µεταφορική ικανότητα 
σε συνδυασ ε τ σ µ ών κ

.4 2 τητα) 
2

x1 + x2 ≤ 40 (διαθέσιµες εγκαταστάσεις) 

γραµµικού προγραµµατισµού). Να το διαπιστώσετε κατασκευάζοντας το σχήµα.  
 
9(i). Ας είναι x1, x2 ο αριθµός των φορτηγών τύπου Α και Β που θα αγοραστούν (αντίστοιχα). Τότε, το 
συνολικό κόστος το οποίο θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε ανέρχεται σε 18x  + 45x  (εκατοµµύρια) 
χρηµατικές µονάδες. Οι περιορισµοί του προβλήµατος αφορούν

µό µ ο διαθέ ιµο αριθ ό οδηγ αι τις διαθέσιµες εγκαταστάσεις: 

2 x1

x
+ 6x ≥ 84 (απαιτούµενη µεταφορική ικανό

1 + 3x ≤ 41 (διαθέσιµος αριθµός οδηγών) 

Επίσης, x1, x2 ≥ 0. 
Η εφικτή περιοχή του ανωτέρω µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού ορίζεται από το πολύγωνο ΑΒΓ∆ 
(σχήµα 7), του οποίου οι κορυφές έχουν συντεταγµένες Α(5, 12), Β(35, 0), Γ(40, 0) και ∆(39.5, 0.5).  

 
Σχήµα 7. Η εφικτή περιοχή του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού για την άσκηση αξιολόγησης 9.

αρατηρούµε, ότι η ευθεία z = 18x1 + 45x2 είναι παράλληλη της περιοριστικής ευθείας 2.4x1 + 6x2 = 84 
του πρώτου περιορισµού κι εποµένως έχουµε τις άπειρες λύσεις που ορίζονται από το ευθύγραµµο 

 

Π
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τµήµα ΑΒ. Οποιοδήποτε ζευγάρι τιµών (x1, x2) που δίνει η σχέση 

(x1, x2) 1(5,  λ 0  = 1 

είναι βέλτιστη λύση του προβλήµα ν τησης είναι ίση µε 630 
(εκατοµµύρια) χρηµατικές µονάδες. 

ρίπτεται, το σηµείο (0, 14) δεν ανήκει στην εφικτή 

ize z = x1 + x2.  Η 
βέλτιστη λύση x1 = 5, x2 = 12 εντοπίζεται στο σηµείο Α, ενώ η αντίστοιχη τιµή της αντικειµενικής 

10. Στην άσκηση αυτή  ε   v2,

 = λ  12) + λ2(35, 0), όπου 1, λ2 ≥  και λ1 + λ2

τος. Η τιµή της α τικειµενικής συνάρ

 
9(ii).  

(a) Για να χρησιµοποιείται µόνο ένας τύπος φορτηγών πρέπει να είναι x1 = 0 ή x2 = 0. Άρα: 
x1 = 0  ⇒  45x2 = 630  ⇒   x2 = 14 (απορ
περιοχή). 
x2 = 0  ⇒  18x1 = 630  ⇒   x1 = 35 (δεκτή). 

(b) Στην περίπτωση αυτή έχουµε ως αντικειµενική συνάρτηση την minim

συνάρτησης είναι ίση µε 17 (εκατοµµύρια) χρηµατικές µονάδες. 
(c) Τώρα ζητάµε να έχουµε x1 = x2, οπότε αντικαθιστώντας στην αντικειµενική συνάρτηση θα έχουµε: 

18x1 + 45x1 = 630  ⇒  x1 = x2 = 10 (που είναι σηµείο της εφικτής περιοχής). 
 

ίναι w1 = – v1, w2  =  w3 =  v3, w4 =  v4. 

 

(i) Η γραφική επίλυση του πρωτεύοντος, που φαίνεται στο επόµενο σχήµα, δείχνει ότι η βέλτιστη λύση 
του προβλήµατος αυτού είναι το σηµείο = 5, = 5/2 που βρίσκεται στην τοµή των ευθειών = 5 

και Η ελάχιστη τιµή του z  είναι  = 2×5 + 3×5/2 = 35/2.  

 

 *
1x *

2x  1x

 102 21 =+ xx . *z
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0

5

10

15 2x 2x +3x =301 2

x 1+2x 2=10

x 1=5

x 1-x 2= 0

x 1

0 5 10 15 20
 

βέλτιστη λύση, ο πρώτος και ο τρίτος περιορισµός του πρ(ii) Στη ωτεύοντος προβλήµατος είναι 
αδρα
δυϊκού π  βέλτιστη λύση του 

υϊκού πρέπει και οι δύο ορισµοί προβλήµατος αυτού είναι . Εποµένως, θα πρέπει να 
0. Παρατηρούµε ότι οι τιµές  = 0, 

= 0, είναι εφικτές για το δυϊκό µα. Επιπλέον, για τις τιµές αυτές είναι

= 30×0 + 10 3/2 + 0×0 + 5×1/2 = 35/2 = Άρα, οι τιµές αυτές είναι βέλτιστες για το δυϊκό πρόβληµα. 
 

11(i). Έστω x1, x2, x3 και x4, αντίστοιχα, οι παραγόµενες ποσότητες από τα προϊόντα P1, P2, P3 και P4. Το  
ζητούµενο µαθηµατικό µοντέλο αποτελεί το πρωτεύον πρόβληµα:  

πρωτεύον πρόβληµα 
max z = 2x1+ x2+5x3  +6x4

w1 → 2x1 + x3 + x4 ≤   8
w2 → 2x1+ 2x2 + x3 +2x4 ≤ 12

µε τους 
περιορισµούς

    x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 

11(ii). Το δυϊκό πρόβληµα είναι:  

δυϊκό πρόβληµα 
 

min y = 8w1 +  12w2

2w1 + 2w2 ≥ 2
 2w2 ≥ 1

 
µε τους 

      

νείς. Έτσι, σύµφωνα µε τις συµπληρωµατικές συνθήκες χαλαρότητας, στη βέλτιστη λύση του 
ρέπει να έχουµε *w1 = 0 και  *w3 = 0. Επιπλέον, αφού *x1 > 0 και *x2 > 0, στη

δ  περι  του  να ενεργοί
ισχύει *w2 + *w4 = 2 και 2 *w2 = 3. Έτσι,  *w2  = 3/2 > 0 και *w4 = 1/2 >  *w1

*w2 = 3/2, *w3
*w4 = 1/2   πρόβλη *y  

× *z . 

w1 + w2 ≥ 5
w1 + 2w2 ≥ 6

περιορισµούς

w1  ≥ 0,  w2 ≥ 0  
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12(i). Έστω x1, x2, x3 και x4, αντίστοιχα, οι ποσότητες (σε γραµµάρια) των τροφών T1, T2, T3 καιT4, τις 
οποίες περιλαµβάνει η δίαιτα. Tο ζητούµενο µαθηµατικό µοντέλο είναι το ακόλουθο: 

πρωτεύον πρόβληµα 
min z = 8x1 + 8x2 +16x3  +7x4

w1 → x1 + 3x2 + 3x3 +2x4 ≥ 32
w2 → 2x1 + 2x2 + 8x3 +3x4 ≥ 28
w3 → 7x1 + 4x2 + 6x3 +5x4 ≥ 35

 
υπό τους 

περιορισµούς 
    x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 

12(ii). Για να είναι η βιοµηχανία ανταγωνιστική θα πρέπει οι µονάδες βιταµινών που περιέχονται στο 
ένα γραµµάριο της κάθε τροφής να µην κοστίζουν σε χάπια περισσότερο από ό,τι κοστίζει το ένα 
γραµµάριο τροφής στην αγορά. Από την άλλη βέβαια πλευρά, είναι φυσικό η φαρµ κοβιοµηχανία να θέλει 

το , ή χά

1 2 3
      w1  ≥ 0,  w2 ≥ 0, w3 ≥ 0 

α
να µεγιστοποιήσει  κέρδος της. Αν λοιπόν, w1, w2 και w3 είναι, αντίστοιχα, η τιµ  µονάδας σε πια 
για τις βιταµίνες B1, B2 και B3, το µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφει το πρόβληµα της 
φαρµακοβιοµηχανίας είναι το ακόλουθο:  

δυϊκό πρόβληµα 
max y = 32w1 +  28w2 + 35w3 

w1 + 2w2 + 7w3 ≤   8
3w1 + 2w2 + 4w3 ≤   8
3w1 + 8w2 + 6w3 ≤ 16
2w + 3w + 5w ≤   7

 
µε τους 

περιορισµούς 
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