
+ ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ-ΦΥΛΛΑΔΙΟ 
2(ΑΝΑΛΥΣΗ) 

 ΜΕΘΟΔΟΙ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
 ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΜΕΘΟΔΟΣ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 

1. f(g(x))g'(x)dxò  Αντικατάσταση:          u = g(x),du = g'(x)dx  

2. f(x)g'(x)dxò  Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) - f'(x)g(x)dxò ò  

Εφαρμόζεται σε κάθε περίπτωση της μορφής 

P(x)g(x)dx,ò όπου P(x) πολυώνυμο και 
ax -1 -1g(x) {e ,cosbx,sinbx, lnx, tan x,sin x,κλπ.}Î  

3. (n)f(x)g (x)dxò  Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 
(n) (n-1) (n-1)f(x)g (x)dx = f(x)g (x) - f'(x)g (x)dxò ò  

4. R(sinx,cosx)dxò  Γενική αντικατάσταση: 
2

x 2
t = tan ,dx =

2 1+

dt

t
. 

Αν , τότε θέτουμε R(-sinx,cosx) = -R(sinx,cosx)
t = cosx  

Αν , τότε θέτουμε R(sinx, -cosx) = -R(sinx,cosx)
t = sinx  

Αν , τότε θέτουμε R(-sinx, -cosx) = R(sinx,cosx)
t = tanx  

5. sinaxsinbxdx

sinaxcosbxdx

cosaxcosbxdx

ò
ò
ò

 

1
sinaxsinbx = [cos(a - b)x - cos(a + b)x]

2
1

sinaxcosbx = [sin(a - b)x + sin(a + b)x]
2
1

cosaxcosbx = [cos(a - b)x + cos(a + b)x]
2

 

6. m nsin xcos xdx

m,n Î
ò  

Αν m περιττός θετικός ακέραιος, τότε :     
 t = cosx

Αν n  περιττός θετικός ακέραιος, τότε :     
 t = sinx

Αν m+n άρτιος αρνητικός ακέραιος, 
τότε:  t = tanx
Αν m,n άρτιοι μη αρνητικοί ακέραιοι, τότε: 

2 21 - cos2x 1+ cos2x
sin x = ,cos x =

2 2
. 

7. axR(e )dxò  Αντικατάσταση: . axt = e

8. R(sinhx,coshx)dxò  Αντικατάσταση: 
2

2dt
t = tanhx,dx =

1- t
 

2

2 2

2t 1+ t 2t
sinhx = ,coshx = , tanhx =

1- t 1- t 1+ t2
. 



9. 
2

2

κx + λ
dx ,

x + px + q

p - 4q < 0

ò  
Αντικατάσταση: 

p
x + = t

2
. 

10. 
n 2 n

dx
= ,

(x +1)

n = 2,3, ...

òI
 

Αναγωγικός τύπος 

n n2 n-1

-1
1 2

x 2n - 3
= + I ,n = 2,3, ...

(2n - 2)(x +1) 2n - 2

dx
I = = tan x + c

1+ x

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø -1

ò

I
 

11. P(x)
dx ,

Q(x)ò  όπου 

κ λ
1 2

2 μ

2

Q(x) = (x - x ) (x - x ) ...

...(x + px + q) ...

με  p - 4q < 0

 

και  πολυώνυμο με  P x

degP(x) < degQ(x) . 

Ανάλυση της P(x)
Q(x)σε άθροισμα απλών 

κλασμάτων: 
A A AP(x) 1 2 κ= + + ... + + ...κ2Q(x) x - x (x - x )(x - x )1 11

B B B1 2 λ+ + ... + + ...2 λx - x (x - x ) (x - x )2 2 2

Γ + ΔΓ x + Δ Γ x + Δ μ μ1 1 2 2+ + ... + μ2 2 2 2x + px + q (x + px + q) (x + px + q)

+...

 

12. rm
snR(x, x , ..., x )dxò , 

όπου R ρητή συνάρτηση  
των μεταβλητών της. 
 

Αντικατάσταση:  όπου k είναι το 
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των 

παρανομαστών των κλασμάτων 

kx = t ,

m r
, ..., .

n s
. 

13. 1
nax + b

R x, dx,
cx + d

æ ö÷ç æ ö ÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ç ÷è øç ÷÷çè ø
ò  όπου 

R είναι ρητή συνάρτηση 
των μεταβλητών της. 

 

Αντικατάσταση:    nax + b
= t

cx + d
 

14. ( )2 2R x, a - x dxò ,  

όπου R ρητή συνάρτηση 
των μεταβλητών της.  

Αντικατάσταση 

-1π π x
x = asinθ, θ - , θ = sin

2 2 a

é ù
ê úÎ 
ê úë û

 

 

15. ( )2 2R x, a + x dxò , όπου 

R ρητή συνάρτηση των 
μεταβλητών της. 

Αντικατάσταση 

-1π π x
x = atanθ, θ - . θ = tan

2 2 a

æ ö÷çÎ ÷ç ÷çè ø
 

 

16. ( 2 2R x, x - a dxò ) , όπου 

R ρητή συνάρτηση των 
μεταβλητών της και  x a

Αντικατάσταση 

[ ), x a,+-1a π a
x = ,θ 0, θ = cos

cosθ 2 x

é ö÷êÎ  Î÷÷ ¥
ê øë

 

   
 

 



ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
1. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

(α) 
3 26 2

2 1

x x x
dx

x

  


1
                     (β) 

2 2sin cos

dx

x x  

 

(γ) 2sin 5xdx                                       (δ) cos cos3 cos5x x xdx  

 

(ε)
2 1

dx

x x                                        (στ)
25 4

dx

x x 
  

 
2. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

(α) 2 cos3x xdx            (β) 1sin xdx        (γ) 
ln

,
x
dx x

x x
 0           

                  

            (δ) cos(ln )x dx           (ε) 2 cos3xe xdx    (στ) ln( 1 1 )x x dx    

 

      (ζ)   xe cosh xdxò
3. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  
 

    (α) 
3 1

xdx

x                                       (β) 
3

3

1

( 1)

x
dx

x x


  

 
4. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  

          (α)  
3 2 6

3(1 )

x x x
dx

x x

 
                          

         

3 53 5 44 4
(β) , 2

( 1) ( 2) ( 1)( 2)( 1) ( 2)
1

ό
dx

x
x x x xx x

x

  
 

         


 
5. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 

              (α) 
3

6

cos

sin

x
dx
x           (β) 

2

6

sin

cos

x
dx
x     

 

              (γ) 
sin

1 sin

x
dx
x    (δ) 

4 2cos sin

dx

x x  

 
6 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  
 

       (α) 
2

2

1x
dx

x


          (β)  2 3( 1)x dx         (γ) 

21 1

dx

x 
   



  7. Να αποδείξετε τους παρακάτω αναγωγικούς τύπους: 
 

    (α) 1
2cos sin cos ( 1)n n n

n nI x xdx x x nx x n n I
      

 

    (β)  
1

2

sin cos 1
sin

n
n

n n

x x n
I xdx I

n n






     

 

    (γ)  1(ln ) (ln )n n
n nI x dx x x nI     

 

    (δ)  
1

, ,

(ln )
(ln )

1 1

m n
m n

m n m n

x x n
I x x dx I

m m



1  
   

 
8. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα  
 

    (α) 
2

dx

x 4x 1+ +ò 3
                 (β)  

2

x 3
dx

3 2x x

+

- -
ò  

 

        (γ) 
2 2

2 6x
dx , x 1 2

(3 2x x )

+
- <

+ -ò  
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