
 
 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

 
 
 
 
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
 
    Στη Φυσική εµφανίζονται πολλά µεγέθη, όπως µετατοπίσεις, ταχύτητες, 
ροπές, δυνάµεις, τα οποία για να προσδιοριστούν πλήρως δεν αρκεί µόνο 
να είναι γνωστό το µέτρο τους, αλλά πρέπει να είναι γνωστή και η κατεύ-
θυνσή τους, δηλαδή η διεύθυνση και η φορά τους. Τέτοιου είδους µεγέθη 
χαρακτηρίζονται ως διανυσµατικά. 
    Όµως και χωρίς γνώσεις Φυσικής είναι εύκολο να αντιληφθούµε ότι ένας 
τυχαίος περίπατος πάνω σε ευθεία γραµµή (διεύθυνση) µεταξύ δύο σηµεί- 
ων  και  αυτής µπορεί να περιγραφεί µε το µήκος του ευθυγράµµου 
τµήµατος  (µέτρο) και από τα σηµεία εκκίνησης και άφιξης (φορά δια-
γραφής). 

Α Β
ΑΒ

    Έτσι από µαθηµατικής πλευράς τίθεται το πρόβληµα της εισαγωγής ενός 
συστήµατος µαθηµατικών αντικειµένων, που θα είναι τα κατάλληλα µοντέ-
λα για τα διανυσµατικά µεγέθη που εµφανίζονται στη Φυσική. Το πρόβλη-
µα αυτό οδηγεί κατ’ αρχήν στη θεώρηση των γεωµετρικών διανυσµάτων και 
στη συνέχεια στη θεώρηση των αλγεβρικών διανυσµάτων, όπως οι διατεταγ-
µένες τριάδες πραγµατικών αριθµών. 
    Όπως ξέρουµε από τη Φυσική, σε κάθε δύο δυνάµεις που εξασκούνται 
σε ένα σώµα, αντιστοιχίζεται µία δύναµη, η συνισταµένη τους, που επιφέ- 
ρει τα ίδια αποτελέσµατα µε τις δύο προηγούµενες δυνάµεις. Το γεγονός 
αυτό µας οδηγεί στην εισαγωγή αλγεβρικής δοµής στο σύνολο των γεωµε-
τρικών διανυσµάτων, το οποίο γίνεται έτσι διανυσµατικός χώρος. 
    Επιπλέον, υπάρχουν πολλά µαθηµατικά προβλήµατα που έχουν την 
ιδιότητα για κάθε δύο λύσεις τους, έστω f  και g , η συνάρτηση   

, ,f gλ µ λ µ+ ∈  
είναι επίσης λύση. Τέτοια προβλήµατα λέγονται γραµµικά και λύνονται συ- 
νήθως πολύ πιο εύκολα από τα προβλήµατα που δεν έχουν την εν λόγω 
ιδιότητα. Αξιοσηµείωτο είναι ακόµη το ότι πολλά προβλήµατα που προκύ-
πτουν από τις διάφορες εφαρµογές είναι γραµµικά, όπως προβλήµατα θεω-
ρίας δυναµικού, θερµότητας και ταλαντώσεων µηχανικών συστηµάτων µι-
κρού πλάτους, ενώ άλλα προβλήµατα θεωρούνται κατά προσέγγιση γραµµι-
κά για να επιλύονται ευκολότερα, όπως στην περίπτωση των ταλαντώσεων 
του απλού εκκρεµούς. 
    Στα επόµενα  θα ασχοληθούµε διεξοδικά  µε τις παραπάνω έννοιες. 
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4.1  Ο διανυσµατικός χώρος  3∆
 
    Στα επόµενα θεωρούµε γνωστές τις πρωταρχικές έννοιες της Ευκλείδειας 
Γεωµετρίας, όπως την έννοια της ευθείας, του επιπέδου, της παραλληλίας, 
του µήκους ευθυγράµµου τµήµατος κ.λ.π. 
    Στο σύνολο E  των ευθειών του χώρου θεωρούµε τη σχέση σ : 

1 2 1 2 1 2ε σε ε ε ε ε⇔ ≡ ή . 

    Είναι φανερό ότι η σ  είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο  και ότι 
κάθε κλάση ισοδυναµίας  του 

E
E  ως προς τη σχέση σ  περιέχει ευθείες που 

είναι παράλληλες µεταξύ τους. Επιπλέον, όταν δοθεί µία ευθεία ε  στο 
χώρο, τότε η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει την ε  αποτελείται από την 
ε  και όλες τις ευθείες που είναι παράλληλες προς αυτήν. 
    Κάθε στοιχείο του συνόλου /E σ  των κλάσεων ισοδυναµίας λέγεται 
διεύθυνση ή λέµε ότι ορίζει µία διεύθυνση. 
    Θεωρούµε στη συνέχεια τυχούσα ευθεία x x′  µιας διεύθυνσης  και ένα 
σταθερό σηµείο Ο  πάνω σε αυτή. Τότε ορίζονται δύο ηµιευθείες xΟ  και 

x′Ο  που η ένωσή τους είναι η x x′ . Ορίζουµε τη µία από τις δύο ηµιευ-
θείες, έστω την xΟ , ως θετική ή ως ηµιευθεία θετικής φοράς, οπότε 
πλέον η x′Ο  ορίζεται ως αρνητική ή ως ηµιευθεία αρνητικής φοράς. 
Τότε η ευθεία x x′  είναι προσανατολισµένη. 
    Αν τώρα θεωρήσουµε σε µία άλλη ευθεία y y′  της διεύθυνσης που ορί- 
ζεται από την ευθεία x x′ , ένα σταθερό σηµείο ′Ο , τότε οι ηµιευθείες που 
βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο ακµής ′ΟΟ  έχουν την ίδια φορά, δηλαδή 
στο σχήµα 4.1  η ηµιευθεία  έχει την ίδια φορά µε την ηµιευθεία y′Ο xΟ  
και αντίθετη φορά µε την ηµιευθεία x′Ο . Έτσι µία διεύθυνση εφοδιάζεται 
µε την έννοια της φοράς που µπορεί να είναι θετική ή αρνητική. 
 
 
  
 
                                     
 
 
 
              
                                 
 
     Όπως ξέρουµε, για να προσδιορίσουµε την ευθύγραµµη τροχιά ενός 
υλικού σηµείου µεταξύ δύο σηµείων Α  και Β , θα πρέπει να πούµε από 
ποιο σηµείο ξεκίνησε το υλικό σηµείο την κίνησή του και που σταµάτησε, 
δηλαδή πρέπει να προσδιορίσουµε την αρχή και το τέλος της τροχιάς του. 
Αυτή ακριβώς η ανάγκη µας υποκινεί στα µαθηµατικά να θεωρήσουµε 

   B Ο  x′ x

y′
y

A

Σχήµα 4.1 

′Ο  

Σχήµα 4.2 
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προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα, δηλαδή ευθύγραµµα τµήµατα 
στα οποία έχουµε ορίσει την αρχή και το τέλος τους. Κάθε προσανατολι-
σµένο ευθύγραµµο τµήµα λέγεται διάνυσµα. Ένα διάνυσµα µε αρχή  
και τέλος (πέρας) , συµβολίζεται µε 

Α
Β ( , )Α Β  ή  και γεωµετρικά παρι-

στάνεται µε το ευθύγραµµο τµήµα 
ΑΒ

ΑΒ  µε ένα βέλος στο τέλος του . Στα 
επόµενα θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό .  

Β
ΑΒ

    Η ευθεία που ορίζεται από τα άκρα του διανύσµατος  ονοµάζεται 
φορέας ή στήριγµα  του διανύσµατος αυτού, ενώ η διεύθυνση που ορίζεται 
από το φορέα του  λέγεται και διεύθυνση του . 

ΑΒ

ΑΒ ΑΒ
    Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ

ΑΒ
, ως προς κάποια µονάδα µε-

τρησης, λέγεται µέτρο του διανύσµατος  και συµβολίζεται µε ΑΒ  ή 

 και είναι µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. ΑΒ
    Επιπλέον σε κάθε διάνυσµα  αντιστοιχίζεται η φορά του που είναι 
µία από τις δύο που ορίζονται στη διεύθυνσή του. Συγκεκριµένα, αν προ- 
σανατολίσουµε το φορέα του  θεωρώντας 

ΑΒ

ΑΒ Ο ≡ Α  (δες  σχήµα 4.3)  και 
xΒ∈Ο , όπου xΟ  είναι η ηµιευθεία θετικής φοράς, τότε το διάνυσµα  

έχει τη θετική φορά, ενώ, αν 
ΑΒ

x′Β∈Ο , τότε το  έχει την αρνητική φο-
ρά. 

ΑΒ

                                                            

.3 

xO=A B    x′  

                                               Σχήµα  4
 
    Το διάνυσµα  µε κοινή αρχή και τέλος, λέγεται µηδενικό διάνυ- ΑΑ
σµα, και συµβολίζεται µε το 0 . Επειδή από το σηµείο Α  δεν ορίζεται µο-
ναδική ευθεία, αλλά διέρχοντ ι άπειρες ευθείες, µπορο µε συµβατικά να 
θεωρήσουµε ότι το µηδενικό διάνυσµα έχει οποιαδήποτε διεύθυνση, ενώ 
αυστηρά από µαθηµατικής πλευράς το µηδενικό διάνυσµα στερείται διεύ-
θυνσης. Επιπλέον το 0   έχει µέτρο 0.   
    Από τα προηγούµενα, είναι φανερό ότι

α ύ

 σε κάθε διάνυσµα ≠ΑΒ 0  
 οποία

αντι-
τοιχίζουµε το µέτρο, τη διεύθυνση και τη φορά του, τα  λέµε 
σ

στοιχεία του. Αντίστροφα, µία διεύθυνση, µία φορά πάνω σε αυτήν, ένας 
µη αρνητικός αριθµός και ένα σηµείο Α  του χώρου, ορίζουν ένα ακριβώς 
διάνυσµα ΑΒ  µε τα παραπάνω στοιχεία
    Είναι ακ α φανερό ότι υπάρχουν διαν

. 
όµ ύσµατα µε το ίδιο µέτρο, την ίδια 

     

ως εξής: 

διεύθυνση και φορά, αλλά µε διαφορετική αρχή (σηµείο εφαρµογής). Τέ- 
τοια διανύσµατα, όταν εκπροσωπούν δυνάµεις στη Φυσική, σε  πολλές πε-
ριπτώσεις επιφέρουν το ίδιο αποτέλεσµα ανεξάρτητα από το σηµείο εφαρ-
µογής τους. Είναι λοιπόν λογικό να θεωρήσουµε τέτοια διανύσµατα ως ισο-
δύναµα και να τα αποδεσµεύσουµε από το σηµείο εφαρµογής τους. 
Έτσι ορίζουµε στο σύνολο των διανυσµάτων του χώρου µία σχέση ισότητας 
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Ορισµός 4. 1. 1  ∆ύο διανύσµατα  και είναι ίσα, αν, και µόνον αν,  ΑΒ Γ∆  

 
   Η σχέση της ισότητας στο σύνολο των διανυσµάτω

έχουν την ίδια διεύθυνση και φορά και ίσα µέτρα. 

ν του χώρου είναι σχέ-
η ισοδυναµίας. Εποµένως το σύνολο των διανυσµάτων του χώρου ως προς 

απ τήσει µία αλγεβρική δοµή. Έτσι ορίζουµε µία εσωτερική πράξη, την 
 εξ

ίναι  και

σ
τη σχέση της ισότητας χωρίζεται σε κλάσεις ισοδυναµίας που αποτελούνται 
από ίσα διανύσµατα. Κάθε κλάση ισοδυναµίας λέγεται ελεύθερο διάνυ-
σµα και εκπροσωπείται από οποιοδήποτε από τα ίσα διανύσµατα που περι-
έχει. Το σύνολο των ελεύθερων διανυσµάτων του χώρου συµβολίζεται µε το 

3∆ . 
    Στο σύνολο 3∆  είναι δυνατόν να ορίσουµε πράξεις έτσι ώστε αυτό να 

οκ
πρόσθεση,  ως ής: 

                            : , ( , ) ,+ × → → +3 3 3∆ ∆ ∆ α β α β                          (1) 
όπου ,+ =α β ΑΓ  αν ε  =α ΑΒ  =β ΒΓ . 
 

 όσα ξέρου ν  Ευκ α 
εωµετρία, µπορούµε  εύκολα να αποδεί- 

       
νοποιεί η 

, (αντιµεταθετική ιδιότητα), 

για κάθ

     Με µε από  τη λείδει
Γ

                                             

β 

     α+β

ήµα  4.4 

Β

Α
Γ

  αξουµε  ότι το αποτέλεσµα της  πρόσθεσης 
είναι ανεξάρτητο από την εκλογή των αντι- 
προσώπων των ελεύθερων διανυσµάτων α  
και β , οπότε η  πράξη της πρόσθεσης στο 

σύνολο 3∆  είναι καλά ορισµένη. 
                                                               
     Οι βασικές ιδιότητες που ικα Σχ
πράξη της πρόσθεσης απορρέουν εύκολα 
από τον ορισµό και είναι οι εξής: 
 

(i) ,+ = +α β β α  για κάθε , ∈ 3α β ∆  

(ii) ,α + (β + γ)  ε ∈α,β, γ ∆ , (προσεταιριστική(α + β) + γ = 3

(iii) 3∆ , (ύπαρ ερου στοιχείου),  
∈α

 
ιδιότητα), 

, για κάθε ξη ουδέτ
για κάθε  υπάρχει
α + 0 = α  ∈α

(iv)  , που συµβολίζεται µε , 
τε :α + x = 0 αρξη αντ

3∆  ∈ 3x ∆ −α
σ π

ύσµατα α  κ χουν ίσα µέτρ

τέτοιο ώ , (ύ
 
     Τα διαν αι  έ
ντίθετη φορά. Αν ας σωπος του ε

λ ε ξη
α

 -α
αντιπρό

σµ
έν
το

α  
σωπος του -α  είναι  διάνυ α ΒΑ , αφού Α
    Το  σύνο ο 3∆  εφοδιασµένο µ την πρά
λιανή οµάδ . 

α

ίθετου στοιχείου του

α και ίδια διεύθυνση,
ίναι  , τότε ένας αν

 η  πρό θε ς 

ΑΒ
Β +ΒΑ = ΑΑ = 0 . 
τ ς σ ση γίνετα
 α ). 

 α λάλ  
τιπρό-

ι αβε-
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    Το σύνολο ∆ εφοδιάζεται και µε µία εξωτερική πράξη µε σύνολο συντε-
λεστών το , η

3

 
 
οποία ονοµάζεται βαθµωτός πολλαπλασιασµός, ως εξής: 

                               : , ( , )λ λ λ⋅ × → → ⋅3 3∆ ∆ α α αή ,                     (2) 
όπου το ελ θερο διάνυσµα εύ λ ⋅α  ή απλά λα  ορίζεται από τα στοιχεία : 

1. έχει τη διεύθυνση του , 
ετη) το 

 α

3. έχει µέτρο λ λ⋅ =α α . 

2. έχει ίδια (αντίστ. αντίθ  φορά µε α , αν 0,λ >  (αντίστ. 0λ < ), 

α

           λα, λ<0 
   λα, λ>0 

 
Σχήµα 4.5 

 
    Με βάση τους ορισµούς των π αι (2) και αυτά που ξέρουµε 
από την Ευκλείδεια Γεωµετρία, αποδε ονται οι ακόλουθες ιδιότητες:  

ράξεων (1) κ
ικνύ

 
(v) ( )λ µ λ µ+ = +α α α , για κάθε ,λ µ ∈  και ∈ 3α ∆ , επιµεριστι- 

κή ιδιότητα ως προς τη βαθµωτή πρόσθεση, 
(vi) , για κάθε ,α βι  επιµεριστική ( )λ λ λ+ = +α β α β λ ∈ 3∆κα ,

(vii) ,λ µ ∈α κάθε

∈
, 

∈∆   

(viii) 
 
    Έ ι τώρα έχουµε εφοδιάσ το σύνολο  µε την εσωτερική πρά-

 της πρόσθεσης και την εξωτερική του βαθµωτο πολλαπλασιασµού που 

 ε

ιδιότητα ως προς τη διανυσµατική πρόσθεση
( ) ( ), καιλµ λ µ= 3α α αγι ,

1 ,⋅ = ∈ 3α α α ∆για κάθε . 

τσι µέχρ ει 3∆
ύ 
νοικανοποιούν τις ιδιότητες (i)-(viii). Λέµε ότι το σύ λο 3∆  είναι εφοδιασµέ- 

νο µε τη δοµή διανυσµατικού χώρου ή ότι ο 3∆  είναι ένας διανυσµατι-
κός χώρος πάνω στο σώµα  των πραγµατικών αρ µών.  
    Στα επόµενα θα δούµε ότι είναι δυνατόν να φοδιάσουµε µε τη δοµή 
διανυσµατικού χώρου και άλλα σύνολα, όπως το σύνολο των διατεταγµένων 

ιθ

ξη

τριάδων 
{ }3 ( , , ) : , ,x y z x y z= ∈ , 

κατά φυσικό τρόπο µέσω µιας αµφιµονοσήµαντης απεικόνισης που θα ορί-
σουµε µεταξύ των συνόλων  και . 
    ∆ιανύσµατα που έχουν την ίδια διεύθυνση λέγονται συγγραµµικά.  

 3∆  3



80                                                                 Κεφάλαιο 4.  ∆ιανυσµατικός λογισµός 

    Αν ,α β είναι δύο συγγραµµικά διανύσµατα µε ≠β 0 , τότε υπάρχει λ ∈  
τέτοιος ώστε να ισχύει λ=α β   .

την 
α

    Αντίστροφα, από τον ορισµό του βαθµωτού πολλαπλασιασµού και 
ισότητ λ= β , ≠β 0 , έπεται, ότι τα διανύσµατα και β  έχουν τη  
διεύθυνση, δηλαδή είνα

 α  ν ίδια
ι συγγραµµικά. 

 ίδι ρά 

α  

    ∆ύο διανύσµατα α,β  που είναι συγγραµµικά και έχουν: 

• την α φο λέγονται οµόρροπα και γράφουµε ↑↑α β , 
• αντίθετη φο λέγονται αντίρροπα και γράφουµε αρά ↑↓ β . 

• λ ⋅ =α 0  και 0λ ≠ ⇒ =α 0  

    Επιπλέον, σύµφωνα µε τον  βαθµωτού πολλαπλ ασµού, 
ισχύ ν

 ορισµό του ασι
ου  και τα εξής: 

• λ ⋅ =α 0  και 0λ≠ ⇒ =α 0 . 
 

Η γωνία δύο υσµάτων 
 

διαν

Ορισµός 4.1.2  Θεωρούµε τα µη µηδενικά διανύσµατα  , του Με α β  3∆ . 
xΟ  και yΟ , έτσι ώστε 

xΟ ↑↑ α  και yΟ ↑↑ β . Ορίζουµε ως γωνία ( ),α β  των διανυ µάτ ν α , , την σ ω β

κυρτή γωνία των ηµ υθειών ιε xΟ  και yΟ , δηλαδή έχουµε:  

, :( ) x= Οα β
 

αρχή τυχόν σηµείο Ο  του χώρου γράφουµε ηµιευθείες 

y  

β
Σύµφωνα µε τον ορισµό έχουµε: 

• ( ) (=α,β β,α

• ↑↑α β                        

)                                

• 0 ( ) π≤ ≤α,β  

0( ) = ⇔α,β

                            

  

                
                                      

 
α

x  

Σχήµα 4.6 

y

 Ο

• ( ) π= ⇔ ↑↓α,β α

Στο ύο διανυσµάτων  

.β                    
                                                                            

Παρατηρήσεις 
(α) ν ορισµό της γωνίας δ
δεν

στον ορισµό της γωνίας στο    

      

 υπάρχει η έννοια της φοράς διαγραφής, α
β

Σχήµα 4.7 

Ο

η  οποία υπάρχει 
επίπεδο και συγκεκριµένα στον τριγωνοµε-
τρικό κύκλο, όπου έχει οριστεί ένας φυσικός 
προσανατολισµός (θετική και αρνητική φορά  
διαγραφής). Εκεί γίνεται σιωπηρά η υπόθεση 
ότι έχουµε επιλέξει να παρατηρούµε τη φορά 
διαγραφής  µιας  γωνίας πάντοτε ευρισκόµε- 
 



4.2  Συντεταγµένες σηµείου και διανύσµατος                                                        81         
 

 

νοι σε ένα συγκεκριµένο ηµίχωρο από τους δύο που ορίζει ένα επίπεδο στο 
χώρο. 
(β) Στη περίπτωση που έχουµε ένα επίπεδο στο χώρο (σχήµα 4.7) ο προσανα-

τολισµός της γωνίας (α,β)  εξαρτάται  από  τον ηµίχωρο στον οποίο βρίσκεται 

αυτός που παρατηρεί την περιστροφή του διανύσµατος α  γύρω από το , για 
να συµπέσει µε το β , διαγράφοντας τη γωνία τους. Έτσι ο ορισµός της γωνίας 
δύο διανυσµάτων στο χώρο θα έπρεπε να συνοδεύεται µε προσδιορισµό του 
ηµίχωρου που βρίσκεται αυτός που παρατηρεί τη φορά διαγραφής της γωνίας.  

Ο

 
∆εξιόστροφο και αριστερόστροφο σύστηµα 
 
Ορισµός 4.1.3 Θεωρούµε διανύσµατα  µε κοινή αρχή , ,i j k Ο . 
(α) Η διατεταγµένη τριάδα  ορίζει δεξιόστροφο σύστηµα, αν η φορά (i, j,k )
του διανύσµατος  συµπίπτει µε τη φορά κίνησης ενός  δεξιόστροφου κοχλία k
(βίδας), όταν αυτός στρέφεται κατά τη φορά που πρέπει να στραφεί το διάνυ-

σµα  για να συµπέσει µε το διάνυσµαi j , διαγράφοντας την γωνία τους ( ) . i, j
(β) Αν η διατεταγµένη τριάδα  δεν ορίζει δεξιόστροφο σύστηµα, τότε (i, j,k
λέµε ότι ορίζει αριστερόστροφο σύστηµα. 

)

     
    Η έννοια του δεξιόστροφου συστήµατος µπορεί να γενικευθεί ως εξής: 
 
Το σύστηµα  είναι δεξιόστροφο (αντίστοιχα, αριστερόστροφο), αν η (i, j,k )
γωνία  είναι θετική (αντίστοιχα, αρνητική)  ως προς παρατηρητή που βρί-(i, j)
σκεται στον ηµίχωρο που βρίσκεται το διάνυσµα k , αν αυτό έχει αρχή  Ο . 
 
Παρατήρηση. Αν το σύστηµα ( )i, j,k  είναι δεξιόστροφο, τότε και τα συστή-

µατα ( )j,k, i  και ( )k, i, j  είναι δεξιόστροφα, ενώ τα συστήµατα ( ) ( ),i,k, j k, j, i   

και ( )j, i,k  είναι αριστερόστροφα. 
 
4.2  Συντεταγµένες σηµείου και διανύσµατος 
 
(α)  Η έννοια του άξονα 
 
Ορισµός 4.2.1 Μία προσανατολισµένη ευθεία Ox x′ , µε αρχή Ο , στην οποία 
έχουµε ορίσει ένα σηµείο  της θετικής ηµιευθείας Ι xΟ , έτσι ώστε το µέτρο 
του διανύσµατος  να ισούται µε τη µονάδα µετρήσεως µηκών, λέγεται ΟΙ = i
άξονας. Το διάνυσµα  είναι η διανυσµατική µονάδα ή το µοναδιαίο ΟΙ
διάνυσµα της διεύθυνσης που ορίζει ο άξονας Ox x′ . 



82                                                            Κεφάλαιο 4. ∆ιανυσµατικός λογισµός 

 
                                                    O   Ι 
        x′  x  
 
                                              Σχήµα 4. 8 
 
    Σε κάθε σηµείο  του άξονα Α Ox x′  αντιστοιχίζουµε έναν πραγµατικό 
αριθµό xΑ , που λέγεται τετµηµένη του σηµείου Α , ως εξής: 
    Επειδή τα διανύσµατα  και  είναι συγγραµµικά, θα υπάρχει 
µοναδικός πραγµατικός αριθµός 

ΟΑ ΟΙ = i
xΑ  τέτοιος ώστε xΑΟΑ = i . Τον πραγµατι-

κό αριθµό xΑ  ονοµάζουµε τετµηµένη του σηµείου Α . 
    Είναι φανερό ότι τα σηµεία του θετικού ηµιάξονα xΟ  έχουν µη αρνη-
τική τετµηµένη, ενώ τα σηµεία του αρνητικού ηµιάξονα έχουν µη θετική 
τετµηµένη. Η τετµηµένη της αρχής Ο  είναι ο αριθµός 0. Επίσης δεχόµα-
στε αξιωµατικά ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό xΑ  υπάρχει σηµείο του 

άξονα Ox x′ , του οποίου η τετµηµένη είναι xΑ . 
     Έτσι η απεικόνιση 

1 1: , ( ) :x x xφ φ Α′Ο → Α→ Α = , 

όπου xΑ  η τετµηµένη του σηµείου Α , είναι αµφιµονοσήµαντη και επί του 
. 

 
    Σε κάθε διάνυσµα  µε φορέα τον άξονα ΑΒ Ox x′  αντιστοιχίζουµε ακρι-

βώς έναν πραγµατικό αριθµό, που συµβολίζεται µε ΑΒ  και λέγεται αλγε-
βρική τιµή του διανύσµατος , µέσω της ισότητας ΑΒ

= ΑΒ⋅ΑΒ i . 
    Σχετικά  µε την αλγεβρική τιµή διανύσµατος  πάνω σε άξονα, ισχύει το 
θεώρηµα που ακολουθεί. 
 
Θεώρηµα 4.2.1  (i) Για κάθε σηµείο του άξονα Ox x′ , η αλγεβρική τιµή του 
διανύσµατος  ισούται µε την τετµηµένη ΟΑ xΑ   του σηµείου Α , δηλαδή 

xΑΟΑ =  
(ii) Για κάθε διάνυσµα   µε φορέα τον άξονα ΑΒ Ox x′  η αλγεβρική τιµή του 
ισούται µε τη διαφορά της τετµηµένης xΒ  του τέλους του Β  µείον την 

τετµηµένη xΑ  της αρχής του , είναι δηλαδή Α

x xΒ ΑΑΒ = − . 

 
Απόδειξη (i)  Σύµφωνα µε τον ορισµό της τετµηµένης του σηµείου Α   θα 
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έχουµε x ⋅Α= = ΟΑΟΑ i ⋅ i , οπότε ( )xΑΟΑ − ⋅ ⇒i = 0 xΑΟΑ = . 

 
(ii)  Έχουµε ( )x x x xΒ Α Β Α= − = −⋅ − ⋅ = ⋅ΑΒ ΟΒ ΟΑ ii i , οπότε -x xΒ ΑΑΒ = . 

 
(β) Συντεταγµένες σηµείου και διανύσµατος στο επίπεδο 
 
    Σε κάθε σηµείο ενός επιπέδου Π  αντιστοιχίζουµε ένα διατεταγµένο ζεύ-
γος πραγµατικών αριθµών , όπου2( , )x y ∈ { }2 ( , ) : ,x y x y= ∈ , ως εξής: 
 
Ορισµός 4.2.2   Ένα ορθοκανονικό ή καρτεσιανό σύστηµα συντεταγ-
µένων xyΟ  ή (  στο επίπεδο ), ,Ο i j Π  , είναι δύο άξονες x x′  και y y′  τέτοιοι 
ώστε: 
            έχουν κοινή αρχή , • Ο
            είναι µεταξύ τους κάθετοι και •
            έχουν αντίστοιχα µοναδιαία διανύσµατα i  και • j  ισοµήκη. 
 
 

y

i

j

x
x′

      Έστω  τυχόν σηµείο του επιπέδου Ρ Π . 
Προβάλλουµε το σηµείο   στους άξονες Ρ x x′  
και . Έστω   οι προβολές  του y y′ ,Α Β Ρ  πά-
νω στον άξονα x x′  και , αντίστοιχα. Αν 
είναι 

y y′
x=ΟΑ i  και , τότε τους αριθ-

µούς 

y j=ΟΒ

x=ΟΑ  και y = ΟΒ  τους ονοµάζουµε 
συντεταγµένες του σηµείου . Ο αριθµός Ρ x  
είναι η τετµηµένη του σηµείου Ρ , ενώ ο 
αριθµός  είναι η τεταγµένη του y Ρ . Γρά-

φουµε ( , )x yΡ . Επιπλέον, η απεικόνιση  

 
Ρ Β

 
  

  Α  

Σχήµα 4.9 

 
                               ( )2

2 2: , ( ) : ,x yφ φΠ → Ρ→ Ρ = ,                     (1) 
 

όπου x  και  είναι οι συντεταγµένες του σηµεy
νικό σύστηµα αναφοράς  είναι αµφιµον( , ,Ο i j)
    Στο τυχόν σηµείο  του επιπέδου αντιστο
του . Σύµφωνα µε τα παραπάνω, θα έχουµ

Ρ
ΟΡ

 
                                     x= + =ΟΡ ΟΑ ΟΒ
ίου Ρ  ως προς το ορ

οσήµαντη και επί το
ιχίζουµε το διάνυσµ
ε  

y+i j .                      
θοκανο-

υ . 2

α θέσης 

    (2) 
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    Τους αριθµούς x  και  τους ονοµάζουµε συντεταγµένες του διανύ-y
σµατος . Ο αριθµός  ΟΡ x  είναι η τετµηµένη, ενώ ο αριθµός  είναι η y
τεταγµένη του . Γράφουµε ΟΡ ( ),x y=ΟΡ , δηλαδή οι συντεταγµένες του 
διανύσµατος θέσης  του σηµείου ΟΡ Ρ  ταυτίζονται µε τις συντεταγµένες του 
σηµείου  ως προς το ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Ρ ( )i j, ,Ο . 
 
    Η σχέση (2) εκφράζει κατά µοναδικό τρόπο το διάνυσµα  ως γραµ-
µικό συνδυασµό των διανυσµάτων  και 

ΟΡ
i j . Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι 

ισχύει και η ισότητα 
                                      x y′ ′= +ΟΡ i j

),
                                            (3) 

µε ( ) (,x y x′ ′ ≠ y , τότε από την ισότητα x y x y′ ′+ = +i j i j  λαµβάνουµε 

, αν
y y

x x
x x
′ −

′= ≠
′ −

 
 
 

i j      ή   , αν
x x

y y
y y
′ −

′= ≠
′ −

 
 
 

j i  , 

δηλαδή τα διανύσµατα i  και j  είναι συγγραµµικά, (άτοπο). 
 
    Ονοµάζουµε  το σύνολο των ελεύθερων διανυσµάτων του επιπέδου  
Έστω  τυχόν διάνυσµα του επιπέδου µε 

2∆ Π
ΑΒ ( ),x yΑ ΑΑ  και ( ),x yΒ ΒΒ . Τότε 

( ) ( ) ( )x y x y x x y yΒ Β Α Α Β Α Β Α= + − + = − + −ΑΒ = ΟΒ -ΟΑ i j i j i j , 

οπότε στο διάνυσµα  αντιστοιχίζουµε τις συντεταγµένες ΑΒ ,x x y yΒ Α Β Α− −  
και γράφουµε  

( ),x x y yΒ Α Β Α= − −ΑΒ . 

    Με τα παραπάνω έχουµε αποδείξει το θεώρηµα που ακολουθεί: 
 
Θεώρηµα 4.2.2  Έστω επίπεδο Π  και ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµέ-
νων  του επιπέδου . Τότε ισχύουν: ( , ,Ο i j) Π
(α) Σε κάθε σηµείο  του επιπέδου Ρ Π  αντιστοιχίζεται µοναδικό ζεύγος  πρα-  
     γµατικών αριθµών x  (τετµηµένη) και (τεταγµένη),  ώστε να  ισχύει: y

x y= +ΟΡ i j . 
(β) Το διάνυσµα  του επιπέδου ΑΒ Π  µε ( ),x yΑ ΑΑ  και ( ),x yΒ ΒΒ γράφεται   

     ως γραµµικός συνδυασµός των µοναδιαίων διανυσµάτων i  και j  ως 

( ) ( )x x y yΒ Α Β Α− + −ΑΒ = i j , 

     οπότε έχει συντεταγµένες x xΒ − Α  (τετµηµένη) και y yΒ Α−  (τεταγµένη),   
     δηλαδή είναι 

( ),x x y yΒ Α Β Α= − −ΑΒ . 
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    Ερχόµαστε τώρα στις πράξεις που έχουµε ορίσει στο σύνολο των ελεύθε-
ρων διανυσµάτων του χώρου περιοριζόµενοι µόνο σε διανύσµατα του επιπέ-
δου Π , δηλαδή σε ελεύθερα διανύσµατα του συνόλου .  2∆
    Αν θεωρήσουµε τα διανύσµατα ( ) ( )1 1 2 2, , ,x y x y= =α β  και λ ∈ , τότε 
είναι εύκολο να διαπιστώσουµε γεωµετρικά και αλγεβρικά  ότι το διάνυσµα 

 έχει συντεταγµένεςα + β ( 1 2 , )1 2x x y+ y+ , ενώ το διάνυσµα λα  έχει συντε- 

ταγµένες ( )11,x yλ λ . Πράγµατι, έχουµε  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2x y x y x x y y+ = + + + = + + +α β i j i j i j  

( )1 1 1 1x y x yλ λ λ= + = +α i j i λ j , 

οπότε είναι  φυσικό  να ορίσουµε αντίστοιχες  πράξεις στο σύνολο  µέσω 2

των ισοτήτων: 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , : ,x y x y x x y y+ = + + , 

( ) ( )1 1 1 1, : ,x y x yλ λ λ= . 

 
    Αποδεικνύεται ότι και το σύνολο  εφοδιασµένο µε τις δύο αυτές 
πράξεις είναι διανυσµατικός χώρος πάνω στο . 

2

    
(γ)  Συντεταγµένες σηµείου και διανύσµατος στο χώρο. 
     
    Στη συνέχεια θα δούµε πως σε κάθε σηµείο του χώρου αλλά και σε κάθε 
διάνυσµα του χώρου αντιστοιχίζουµε την διατεταγµένη τριάδα των συντε-
ταγµένων του. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε πρώτα ένα κατάλληλο σύστηµα 
αναφοράς. 
 

 (αναφοράς) xyzΟ  ή ( ),Ο i, j,k  στο χώρο είναι τρεις άξονες ,x x y y′ ′  και   z z′
τέτοιοι ώστε: 

Ορισµός 4.2.3  Καρτεσιανό ή ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων 

•  έχουν κοινή αρχή , Ο
•  ανά δύο είναι µεταξύ τους κάθετοι, 
•  έχουν αντίστοιχα µοναδιαία διανύσµατα  ισοµήκη και καιi, j k
•  η τριάδα των µοναδιαίων διανυσµάτων ορίζει δεξιόστροφο σύστηµα. (i, j,k )
 
    Έστω  τυχόν σηµείο του χώρου, τον οποίο θεωρούµε εφοδιασµένο µε 
ένα ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς

Ρ
( ),Ο i, j,k . Έστω  η ορθή προβολή 

του σηµείου  στο επίπεδο 
Q

Ρ x yΟ  και ,Α Β , Γ  οι ορθές προβολές του  
πάνω στους άξονες 

Q
x x′ , , , αντίστοιχα. y y′ z z′

     Αν είναι x= iΟΑ ,  και y=ΟΒ j z=ΟΓ k , τότε 
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x y z= + +ΟΡ = ΟΑ +ΟΒ +ΟΓ i j k

Ρ

. 
 
    Στο σηµείο  αντιστοιχίζουµε τη 
διατεταγµένη τριάδα ( ), ,x y z

( ), ,

 των συ-
ντεταγµένων του, οι οποίες κατά σει-
ρά ονοµάζονται τετµηµένη, τεταγ-
µένη και κατηγµένη. Γράφουµε το 
σηµείο  ως  Ρ x y zΡ . 
    Επίσης, αντιστοιχίζουµε στο διάνυ-
σµα θέσης του σηµείου  την ίδια 
τριάδα συντεταγµένων και γράφουµε  

Ρ

( ), ,x y z=ΟΡ

3∆

. 
    Στη συνέχεια, για το τυχόν διάνυ-
σµα , θεωρούµε ένα διάνυσµα 
ίσο του µε αρχή 

∈α
Ο , έστω το =ΟΡ

)
α . 

Αν είναι ( , ,x y z=ΟΡ , τότε αντιστοιχίζουµε στο  τις συντεταγµένες του 
διανύσµατος ΟΡ  και έχουµε 

α

y

z

Q

k

i

j

x

Β

Γ

Ρ 
  

  
O  

 
A 

Σχήµα 4. 10 

( ), ,x y z x y= + + ≡α ΟΡ = i j k z . 
    Επιπλέον, χρησιµοποιώντας το Πυθαγόρειο θεώρηµα, λαµβάνουµε 

2 2 2 2 2x y= = + = + +α ΟΡ ΟQ QP z . 

    Επίσης, για το διάνυσµα  µε άκρα ΑΒ ( ), ,x y zΑ Α ΑΑ  και ( ), ,x y zΒ ΒΒ Β , 
έχουµε 
                       ( ) ( ) ( )x x y y z zΒ Α Β Α Β Α= − + − + −ΑΒ = ΟΒ -ΟΑ i j k  , 
οπότε θα είναι  

( ) ( ) ( )2 2 2x x y y z zΒ Α Β Α Β Α= − + − + −AB .    

    Εποµένως, όπως και στην περίπτωση του , έχουµε αποδείξει το 
θεώρηµα που ακολουθεί: 

2∆

 

Θεώρηµα 4.2.3 Αν είναι ( ), ,x y zΑ Α ΑΑ  και ( ), ,x y zΒ Β ΒΒ , τότε το διά-

νυσµα  έχει συντεταγµένες ΑΒ ( ), ,x x y y z zΒ Α Β Α Β Α−− − , δηλαδή είναι 

ΑΒ ( ), ,x x y y z zΒ Α Β Α Β= − − − Α . 
Επιπλέον ισχύει: 

( ) ( ) ( )2 2 2x x y y z zΒ Α Β Α Β Α= − + − + −AB . 
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    Εργαζόµενοι όπως και στη περίπτωση του , εύκολα αποδεικνύουµε το 
θεώρηµα που ακολουθεί: 

2∆

 

Θεώρηµα 4.2.4  Αν ( )1 1 1, ,x y z=α , ( )2 2 2, ,x y z=β  και λ∈ , τότε θα 
είναι: 

( )1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z= + + +α +β , 

( )1 1 1, ,x y zλ λ λ λ=α . 

 
(δ)  ∆ιαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος σε λόγο λ  
 
    Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα 1 2Ρ Ρ  µε διαφορετικά  άκρα ( )1 1 1 1, ,x y zΡ  

και ( )2 2 2 2, ,x y zΡ  και σηµείο  τέτοιο ώστε . Τότε λέµε  ότι το 

σηµείο  διαιρεί το τµήµα  σε λόγο 

Ρ λ=1Ρ Ρ ΡΡ2

Ρ 1 2Ρ Ρ λ . Κατ’ αρχήν παρατηρούµε ότι 

πρέπει να είναι 1λ ≠ − , αφού, αν ήταν 1λ = − , θα είχαµε  
= + =1 2 1 2Ρ Ρ Ρ Ρ ΡΡ 0 , (άτοπο). 

   Έστω ( , , )x y z=r  το διάνυσµα θέσης του σηµείου Ρ  και =1r ( )1 1 1, ,x y z , 

=2r ( 2 2 2, , )x y z  τα διανύσµατα θέσης των σηµείων 1 καιΡ  2Ρ , αντίστοιχα. 
Τότε έχουµε 

λ=1 2Ρ Ρ ΡΡ ( )1 1
λ

λ
λ

+
⇔ − = − ⇔ =

+
1 2

2
r r

r r r r r , 

αφού είναι 1λ ≠ − . 
 
4.3  Το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
 
Ορισµός 4.3.1  Στο σύνολο  ορίζουµε µία απεικόνιση που ονοµάζεται 3∆
εσωτερικό γινόµενο και είναι της µορφής 

: , ( )⋅ × → → ⋅3 3∆ ∆ a,b a b , 
όπου ο πραγµατικός αριθµός  ορίζεται από τη σχέση ⋅a b

( )cos , , ,
0,

≠
⋅ =

= =
⎧
⎨
⎩

a b a b a b 0
a b

a 0 b 0
αν

αν ή
. 

 
    Άµεση συνέπεια του ορισµού του εσωτερικού γινοµένου είναι οι ακόλου-
θες ιδιότητες: 

(i)  για κάθε , ,⋅ = ⋅a b b a , ∈ 3a b ∆
(ii) , ( ) ( ) ( ), , ,λ λ λ λ⋅ = ⋅ = ⋅ ∈ ∈ 3a b a b a b a b ∆για κάθε
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(iii)  ή 0 ή⋅ = ⇔ = =a b a 0 b 0 ( ),
2
π

=a b  (δηλαδή είναι ⊥a b ), 

(iv) 22 := ⋅ =a a a a . 

(v) Αν , τότε ≠a,b 0 ( )cos
⋅

=
a b

a,b
a b

. 

(vi) 2 2 2 1, 0, 0, 0= = = ⋅ = ⋅ = ⋅ =i j k i j j k k i . 

(vii) Αν θεωρήσουµε τα µη µηδενικά διανύσµατα ( )1 2 3, ,α α α ,=a  

( )1 2 3, ,β β β=b  ως προς το ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς 
xyzΟ  και γράψουµε τους αντιπροσώπους τους =ΟΑ a  και 
=ΟΒ b , τότε εφαρµόζοντας το νόµο των συνηµιτόνων στο τρί-

γωνο ΟΑΒ  λαµβάνουµε: 

     
2 2 2

2 cos(= + −ΑΒ ΟΑ ΟΒ ΟΑ ΟΒ a b, )
2

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 2

β α β α β α

α α α β β β

⇔ − + − + −

= + + + + + − ⋅a b
 

1 1 2 2 3 3α β α β α β⇔ ⋅ = + +a b . 
     Έτσι έχουµε καταλήξει σε µία αλγεβρική έκφραση του εσωτερικού γινο-
µένου δύο διανυσµάτων, δηλαδή στον προσδιορισµό του µέσω των συντε-
ταγµένων των δύο διανυσµάτων ως εξής: 
 

1 1 2 2 3 3α β α β α β⋅ = + +a b . 

 
    Χρησιµοποιώντας την αλγεβρική έκφραση του εσωτερικού γινοµένου, 
εύκολα αποδεικνύουµε, για κάθε a, , ότι: ∈ 3b,c ∆

⋅

b ∆
a

   (viii) ,   (επιµεριστική ιδιότητα). ( )⋅ = ⋅ +a b + c a b a c

    (ix)  Θεωρούµε δύο µη µηδενικά διανύσµατα a,  και αντιπροσώ-  ∈ 3

            πους αυτών ΟΑ  και = =ΟΒ b .  Αναλύουµε το διάνυσµα b  σε  
            δύο συνιστώσες  ΟΚ  και ΟΛ  , δηλαδή έχουµε 
 

           .                     (1) = +b ΟΚ ΟΛ
    Ονοµάζουµε προβολή του διανύσµατος  b  πάνω  
στο διάνυσµα  , το διάνυσµα   και  γράφουµε            a ΟΚ

 
 
 
                   
                   
      
    

Λ
b

Ο Κ

              . :pr =ab ΟΚ
     Από τη σχέση (1) λαµβάνουµε 
            a b⋅ = ⋅ + ⋅a ΟΚ a ΟΛ pr⇔ ⋅ = ⋅ aa b a b , 
αφού είναι a .  ⊥ ΟΛ
 
     a     
1 

   
Σχήµα 4.1
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    Άρα έχουµε αποδείξει την ιδιότητα                    
                                       pr⋅ = ⋅ aa b a b .                                   (2) 
   

  Μπορούµε ακόµη να εκφράσουµε το διάνυσµα  σε συνάρτηση :pr =ab ΟΚ
των διανυσµάτων  και . Επειδή είναι a b : ,pr λ= =ab ΟΚ a λ∈ , µέσω της 

(2) λαµβάνουµε  2
2λ λ λ
⋅

⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⇔ =
a b

a b a a a b a
a

, οπότε έχουµε: 

2pr
⋅

= ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a b

b
a

a          και        = −ΟΛ b 2

⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a b
a

a
. 

 
Εφαρµογές 
 
1.  Σε κάθε τρίγωνο  µε ΑΒΓ , ,α βΒΓ = ΓΑ = ΑΒ = γ , να αποδείξετε ότι: 

2 2 2 2 cosα β γ βγ= + − Α  (Νόµος των συνηµιτόνων).  
 
Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο  και ορίζουµε τα διανύσµατα , ΑΒΓ =ΒΓ a

=ΑΓ b , . Τότε έχουµε =ΑΒ c ,α β= = = =ΒΓ a ΑΓ b  και γ= =ΑΒ c . 
    Επιπλέον ισχύει ότι: 
                      ,  ⇔a + c = b a = b - c
οπότε έχουµε 

( )2 2 2 2( ) 2= = + −a b - c b c b c⋅  
2 2 2 2 cos( ,⇔ = + −a b c b c b c)  

2 2 2 2 cosα β γ βγ⇔ = + − Α . 
                                                                                                                                                          

Α  

c
b

Β
Γ

aΑΒΓ    Στην περίπτωση που το τρίγωνο  
είναι ορθογώνιο µε , τότε καταλή-ˆ 90Α =
γουµε στη σχέση: 

Σχήµα 4.12  

2 2 2α β γ= +  (Πυθαγόρειο θεώρηµα). 
                                      
2.  Σε κάθε τρίγωνο  µε ΑΒΓ , ,α βΒΓ = ΓΑ = ΑΒ = γ , να αποδείξετε ότι 

(i)     
2

2 2 22
2α
α

β γ µ+ = + , ( πρώτο θεώρηµα διαµέσων ),    

(ii)    2 2 2β γ α− = ⋅Μ∆ , (δεύτερο θεώρηµα διαµέσων) ,  

      όπου αµ  είναι η διάµεσος  του τριγώνου ΑΜ ΑΒΓ  και Μ∆  είναι η   
      προβολή της πάνω στην . ΒΓ
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Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο  και ορίζουµε τα διανύσµατα , ΑΒΓ =ΒΓ a
=ΑΓ b ,    και .  Τότε  είναι =ΑΒ c αΑΜ = µ ,α β= = =ΒΓ a ΑΓ b = , 

γ= =ΑΒ c  και αµ= =αΑΜ µ .  Επίσης, ισχύουν οι ισότητες , a = b - c

1
2

= +αb µ a  και 
1
2

= −αc µ a , οπότε θα 

έχουµε 

(i) 
2 2

2 2 1 1
2 2

+ = + + −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

α α
⎞
⎟
⎠

b c

Α

µ a µ a  

            2 2 2 1
2

2
⇔ + = +αb c 2µ a  ΓΒ

           2 2 2 1
2

2α
2β γ µ⇔ + = + α .    

(ii)  
2 2

2 2 1 1
2 2

− = + − −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

α α
⎞
⎟
⎠

b c µ a µ a ( )2 2 2⇔ − = ⋅αb c µ a                                       

      ( )2 2 2 2prβ γ⇔ − = ⋅ = ±a aa µ a ∆Μ 2 2 2aβ γ⇔ − = ⋅∆Μ , 

 όπου  είναι η προβολή της κορυφής ∆ Α  πάνω στην ΒΓ . 
  
4.4  Εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων 
 
Ορισµός 4. 4.1  Στο σύνολο  θεωρούµε µία εσωτερική πράξη που ονοµά- 3∆
ζεται εξωτερικό γινόµενο και είναι  της µορφής   

: , ( ) ,× × → → ×3 3 3∆ ∆ ∆ a,b a b  
  όπου το διάνυσµα a έχει: ×b

                    µέτρο •
sin( , ), , ,

0, ,
≠

× =
=

⎧
⎨
⎩

a b a b a b 0
a b

a = 0 b 0
αν

αν ή
 

                    διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο των a  και b , •
                    φορά τέτοια ώστε το σύστηµα των διανυσµάτων• { }a,b,c  να   
                       είναι δεξιόστροφο. 
  Το διάνυσµα a ονοµάζεται εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων     ×b a
  και b . 
     
    Από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων, εύκολα 
προκύπτει η γεωµετρική του σηµασία, αφού έχουµε (σχήµα 4.15 )   
                     ( , ) : ( ) ( )( ) sin( , )Ε = , ΟΑ∆Β = Α∆ ΟΖ = = ×a b b a a b a b
δηλαδή έχουµε αποδείξει ότι : 

Σχήµα 4.13 
∆ Μ
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Το µέτρο του εξωτερικού γινοµένου δύο µη µηδενικών διανυσµάτων  a,b
ισούται  µε το εµβαδόν  του παραλληλογράµµου που ορίζεται από τα ( , )Ε a b
διανύσµατα αυτά, δηλαδή 

( , )Ε = ×a b a b  

 
Από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων, εύκολα προ-
κύπτουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 
 
(i)   ( )× = − ×b a a b , για κάθε , ∈ 3a,b ∆

(ii)  ( ) ( ) ( ),λ λ λ× = × = ×a b a b a b για κάθε ,λ∈ ∈3a,b ∆ , 
(iii) , ή ή× = ⇔a b 0 a = 0 b = 0 a b
(iv) ,   , ,× = × = × =i j k j k i k i j

(v)  , για κάθε  (επιµεριστική ιδιότητα). ( )× + = × + ×a b c a b a c ∈ 3a,b,c ∆
           
Η αλγεβρική έκφραση του εξωτερικού γινοµένου 
 
    Η αλγεβρική έκφραση του εξωτερικού γινοµένου των  διανυσµάτων 

( )1 2 3, ,α α α=a ) και ( 1 2 3, ,β β β=b  δίνεται µέσω  µιας  συµβολικής ορίζου-
σας ως εξής: 
 

                                        1 2 3

1 2 3

α α α
β β β

× =
i j k

a b . 

       
   Πράγµατι, έχουµε  

 
                       a b  ×
                                                                         O            b    B       
                                  b                                a             
             a                                                              
                                                                Α                    ∆ 
                                                                          Ζ 
 
               
               Σχήµα 4. 14                                    Σχήµα 4. 15 
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( ) ( )
( ) ( ) (

1 2 3 1 2 3

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

α α α β β β

α β α β α β α β α β α β

× = + + × + +

= − + − + −

a b i j k i j k

i j )k
 

1 2

1 2

3

3

α α α

β β β

⇔ × =a b
i j k

. 

 
Παράδειγµα 1. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

                                 ( ) . ( )2 22 2× = − ⋅a b a b a b
 
Απόδειξη. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 22 2sin cos= − = − ⋅× = b a,b a b a b a,b a b a ba b a 2 2 . 
 

Παράδειγµα 2.  Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  µε , ,α β γ= = =ΒΓ ΓΑ ΑΒ , να 
αποδείξετε ότι 

sin sin sin
α β γ

= =
Α Β Γ

, (νόµος των ηµιτόνων). 

 
Απόδειξη.                                              
    Θεωρούµε τρίγωνο   και θέτουµε ΑΒΓ

, ,= = =ΒΓ a ΓΑ b ΑΒ c , οπότε θα έχουµε Α  
( ) ( ) ( ), ,π π πΑ = − Β = − Γ = −b,c c,a a,b  

και 
                     a b . + + =c 0
 
    Εποµένως µπορούµε να έχουµε 
 

( )
( )

× + + =
⇒ × = × = ×

× + + =
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

a a b c 0
a b b c c a

b a b c 0
 

( ) ( ) ( )sin , sin sin⇒ = =a b a b b c b,c c a c,a  

sin sin sinαβ βγ γα⇒ Γ = Α = Β
sin sin sin
α β γ

⇒ = =
Α Β Γ

. 

 
Παράδειγµα 3. Αν  και υπάρχει ≠a,b 0 λ ∈  τέτοιο ώστε  λ+ =a b , e
όπου e  µοναδιαίο διάνυσµα, να αποδείξετε ότι  το εµβαδόν  του παραλλη-
λογράµµου που ορίζεται από τα , είναι µικρότερο ή ίσο µε a,b b . 
 

Σχήµα 4.16 

Β Γ

a

   c b
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Απόδειξη (1ος τρόπος).  Αρκεί να αποδείξουµε ότι:  × ≤a b b . 
Πράγµατι, έχουµε 

( ) ( ) ( )sinλ λ× = − × = × − × = × = ≤a b e b b e b b b e b e b e,b b , 

αφού είναι 1=e  και . ( )sin 1≤e,b
 
(2ος τρόπος).  Από την ισότητα λ+ =a b e  προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1 0,λ λ λ+ + ⋅ + − == ⇔a b e b a b a για κάποιολ ∈ . 

Εποµένως θα είναι  

( ) ( )2 22
4 1 0∆ = ⋅ − − ≥⎡ ⎤
⎣ ⎦a b b a ( )2 2 2 2 22cos 0⇔ − +a b a,b b a b ≥  

( ) ( )2 2 22sin sin .⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ ×a b a,b b a b a,b b a b b≤  
 
4.5  Τα τριπλά  γινόµενα διανυσµάτων 
 
       Υπάρχουν δύο τριπλά γινόµενα διανυσµάτων. Το πρώτο είναι το βαθ-
µωτό τριπλό ή µικτό γινόµενο και το δεύτερο είναι το διανυσµατικό τριπλό 
ή δις εξωτερικό  γινόµενο. 
 
(α)  Το µικτό γινόµενο τριών διανυσµάτων 
 

Ορισµός 4.5.1  Αν , τότε ο πραγµατικός αριθµός ∈ 3a,b,c ∆ ( )× ⋅a b c  ονο-
µάζεται µικτό γινόµενο ή βαθµωτό τριπλό γινόµενο των διανυσµάτων 

,a,b c  και συµβολίζεται µε ( )  ή a,b,c ( )abc . Έχουµε δηλαδή 

( )( ) := × ⋅a,b,c a b c . 

 
    Σχετικά µε τη γεωµετρική σηµασία του µικτού γινοµένου, θα αποδείξου- 
µε στη συνέχεια ότι η απόλυτη τιµή του µικτού γινοµένου τριών µη συνεπί- 
πεδων διανυσµάτων ισούται µε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου που ορίζε-
ται από τα τρία διανύσµατα. 
 

Θεώρηµα 4.5.1 (α) Αν  είναι µη συνεπίπεδα διανύσµατα του , τότε   a,b,c 3∆
η απόλυτη τιµή του µικτού γινοµένου των  ισούται µε τον όγκο του a,b,c
παραλληλεπιπέδου που έχει τρεις ακµές µε κοινή αρχή τα διανύσµατα 

καιa,b c  . Έχουµε δηλαδή 

 ( ) ( )=V a,b,c a,b,c .  
(β)  Επιπλέον ισχύει: 

a,b,c  συνεπίπεδα ⇔  ( ) 0=a,b,c . 
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Απόδειξη  (α) Έχουµε 
( ) ( ) ( )

( )cos( , ) .

υ= =

= × × =

V a,b,c a b

a b c a b c a,b,c

Εµβαδόν.βάσης × ύψος ×
 

Στη συνέχεια διακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

•  Αν το σύστηµα { }a,b,c  είναι δεξιόστροφο, τότε ( ), 0,
2
π

× ∈⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦

a b c , 

    αφού το c  βρίσκεται στον ίδιο ηµίχωρο µε το ×a , και ισχύει: b
( ) ( )=V a,b,c a,b,c . 

 
•  Αν το σύστηµα { }a,b,c  είναι αριστερόστροφο, τότε τα διανύσµατα  και c
×a b  βρίσκονται σε διαφορετικούς ηµίχωρους, 

οπότε  
   ×a b

 c
( ), ,

2
π

π× ∈⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦

a b c  

και ισχύει:    
( ) ( )= −V a,b,c a,b,c . 

b 
Ο(β)   a,   συνεπίπεδα   κάθετα   b,c ⇔ a × b,c

( ) 0⇔ =a,b,c . Σχήµα 4. 17 
a

 
Αλγεβρική έκφραση του µικτού γινοµένου 
 
    Αν είναι ( )1 2 3, ,α α α=a , ( )1 2 3, ,β β β=b  και ( )1 2 3, ,γ γ γ=c , τότε  

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1α β α β α β α β α β α β× = − + − + −a b i j k , 

            ( ) =a,b,c ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3α β α β γ α β α β γ α β α β γ− + − + − , 
οπότε θα έχουµε: 

 
 

( )
1 2

1 2

1 2 3

3

3

α α α
β β β
γ γ γ

=a , b , c    
 
 
     
    Από την αλγεβρική µορφή του µικτού γινοµένου, εύκολα προκύπτουν οι 
ακόλουθες ιδιότητες: 
 

(i) ( ) ( ) ( ), ,= =a,b,c b,c a c a,b , 
           αφού η µετάβαση από το ένα µικτό γινόµενο στο άλλο γίνεται µε    
           δύο εναλλαγές θέσης µεταξύ των διανυσµάτων a,  και . b c
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(ii) ( ) ( ) ( ) ( ), ,= − = − = −a,b,c b,a,c a,c b c b a, , 
           αφού τα τρία τελευταία µικτά γινόµενα προκύπτουν από το πρώτο   
           µε µία µόνο εναλλαγή θέσης. 
 
(iii) ( ) ( )⋅ × = × ⋅a b c a b c . 

     Πράγµατι, έχουµε 
                       ( ) ( ) ( ) ( ),⋅ × = × ⋅ = =a b c b c a b,c,a a b,c . 

 
(β) Τα δις εξωτερικά γινόµενα διανυσµάτων  
 
Ορισµός 4.5.2  Αν  , τότε καθένα από τα γινόµενα  ∈ 3a,b,c ∆

( ) ( ),× × × ×a b c a b c  
ονοµάζεται δις εξωτερικό ή διανυσµατικό τριπλό  γινόµενο των διανυ-
σµάτων a,  και c . b
     
    Το θεώρηµα που ακολουθεί µας δίνει µία έκφραση των παραπάνω δις 
εξωτερικών γινοµένων ως γραµµικών συνδυασµών δύο εκ των τριών διανυ-
σµάτων  και επιπλέον απαντά στο εύλογο ερώτηµα σχετικά µε το αν, ,a,b c
τα δύο παραπάνω δις εξωτερικά γινόµενα, είναι ίσα. 
 

Θεώρηµα 4.5.2  Αν  και    είναι διανύσµατα του , τότε:  a,b c 3∆
         (i)  ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅a b c a c b b c a , 

        (ii)  ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅a b c a c b a b c . 

 
Απόδειξη. (i) Πρώτα σηµειώνουµε, ότι το διάνυσµα ( )× ×a b c  είναι κάθετο 
προς τα διανύσµατα  και , οπότε θα είναι συνεπίπεδο προς τα ,  ×a b c a b
και συνεπώς µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των  και b . a
Εποµένως υπάρχουν ,λ µ ∈  τέτοια, ώστε ( ) λ µ× × = +a b c a b . 

    Αν ( )1 2 3, ,α α α=a  και ( 1 2 3, , )β β β=b , τότε µε απευθείας υπολογισµό 

βρίσκουµε ότι:  ( )λ = − ⋅b c  και ( )µ = ⋅a c .  Πράγµατι, έχουµε  

( ) 1

2

2 3 3 2 3 1 3 1 2 2 1

1 3

α β α β α β α β α β α β
γ γ γ

× × = − − −
i j k

a b c  

ή µετά από αρκετές πράξεις  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3α γ α γ α γ β γ β γ β γ× × = + + − + + = ⋅ − ⋅a b c b a a c b b c a  

ή ισοδύναµα   
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( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅a b c c a b c b a . 
 
(ii)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )× × = − × × = − ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦a b c b c a b a c c a b a c b a b c . 
 

 
Παρατήρηση (Μνηµονικός κανόνας) 
 
 

 
 
 
κ
 
 
π
π
ε
 
ε
σ
σ
 
 
η

 
×a b

c  c

b

Σχήµα 4.18 Σχήµα 4.19 

a

b

a

( )× ×a b c

×b c
( )× ×a b c
 
    

                                     + 
                                 
                            ( )× × =a b c  ( ) ( )⋅ − ⋅c a b c b a  
 
                                         - 
  Μνηµονικά, µπορεί κανείς να θυµάται τον προσδιορισµό του δις εξωτερι-
ού γινοµένου ως εξής: 

    
   Θεωρούµε πρώτα το εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος c  που είναι εκτός 
αρενθέσεως, µε το διάνυσµα που βρίσκεται πιο µακριά του µέσα στην 
αρένθεση µε πρόσηµο +. Αυτός είναι ο συντελεστής του τρίτου διανύσµατος, 
δώ του b . 
   Θεωρούµε στη συνέχεια το εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος  που c
ίναι εκτός παρενθέσεως, µε το διάνυσµα που βρίσκεται πιο κοντά του µέσα 
την παρένθεση µε πρόσηµο -. Αυτός είναι ο συντελεστής του τρίτου διανύ-
µατος, εδώ του a . 
    
   Μία αξιοσηµείωτη σχέση που ικανοποιεί το δις εξωτερικό γινόµενο είναι 
 λεγόµενη ταυτότητα του Jacobi. 



4.5 Τα τριπλά γινόµενα διανυσµάτων                                                             97 
 

( ) ( ) ( )× × × × × ×a b c + b c a + c a b = 0 , 
 

που παίζει πρωτεύοντα ρόλο στον ορισµό της άλγεβρας του Lie. 
 
Παράδειγµα 1. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ⋅ ⋅
× ⋅ × = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅
a c a d

a b c d a c b d a d b c
b c b d

. 

 
Απόδειξη. Αν θέσουµε , τότε έχουµε: = ×w c d

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) .

× ⋅ × = × ⋅ = ⋅ ×

= ⋅ × × = ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣

a b c d a b w a b w

a b c d a b d c b c d

a c b d a d b c

⎤⎦  

 
Παράδειγµα 2.  ∆ίνονται τα διανύσµατα ,∈ ≠3a, . Να προσδιορίσετε b ∆ a 0
τα διανύσµατα  που ικανοποιούν την εξίσωση w × =a w . b
 
Λύση.  ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

• Αν , τότε =b 0 , .λ λ× = ⇔ = ∈a w 0 w a  
• Αν , τότε θα είναι ≠b 0 ⊥a , οπότε b 0⋅ =a b . Επιπλέον τα  w,a

και  είναι συνεπίπεδα και αφού τα διανύσµατα  και ×a b a ×a b  είναι µη  
συγγραµµικά, το    µπορεί να γραφεί w
ως γραµµικός συνδυασµός των  διανυ-
σµάτων αυτών, δηλαδή ισχύει: 
        ( ) , ,λ µ λ µ= + × ∈w a a b . 
 Όµως το  πρέπει να ικανοποιεί  w
την εξίσωση a w , οπότε   × = b
                                                 

( )λ µ× = ⇔ × + × =⎡ ⎤⎣ ⎦a w b a a a b b   

b

a
×a b

 w

Σχήµα   4. 20 

( ) ( ) ( )µ µ⇔ × × = ⇔ ⋅ − ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦a a b b a b a a a b b ( )2
1aµ⇔ + =b 0  

2

1
µ⇔ = −

a
, αφού είναι .Άρα έχουµε  ≠b 0

( ) ( )2 2

1 1
,λ λ λ= − × + = + × ∈w a b a a b a

a a
. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. ∆ίνονται τα διανύσµατα .  2 3 , 2 -= + + = − = +a i j k b j k c i j kκαι
Να υπολογίσετε τα γινόµενα: 
 ( ) ( )(i) (ii) iii⋅ ×a b a b a b c⋅ ×  

 ( ) ( ) ( )(iv) (v) (vi)⋅ × × × × ×c b a a b c a b c  
 

2. Αν , να αποδείξετε ότι: ∈ 3a,b,c ∆
(i)    = ⇒ × = × = ×a + b + c 0 a b b c c a
(ii)   ,⋅ = ⋅ × = × ≠ ⇒a b a c a b a c a 0 b = cκαι

(iii) ( ) ( )2=a + b,b + c,c + a a,b,c . 
 
3. Αν , να αποδείξετε ότι: ∈ 3a,b,c ∆

(i)   ( )  ( ) ( )× × × =a b a c a,b,c a

(ii)   ( ) ( 2, ,× × × =a b b c c a a,b,c)
(iii) Τα διανύσµατα  είναι συνεπίπεδα, αν, και µόνον αν,   ∈ 3a,b,c ∆
       τα διανύσµατα  είναι συνεπίπεδα. , ,× × ×a b b c c a
 

4. Τα σηµεία Α, Β, Γ και ∆ έχουν διανύσµατα θέσης ως προς το καρτε- 
σιανό σύστηµα αναφοράς xyzΟ ,   αντίστοιχα.  ,a,b,c dκαι
Να αποδείξετε ότι: 
     συνεπίπεδα , , ,Α Β Γ ∆ ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,⇔ − + −a,b,c b,c d c d a d a b 0= . 
 

5. Τα σηµεία Α, Β και  Γ έχουν διανύσµατα θέσης ως προς το  καρτεσιανό 
σύστηµα αναφοράς xyzΟ ,   αντίστοιχα. ,a,b, cκαι

      Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ  είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

Ε ΑΒΓ = × + × + ×a b b c c a . 

 

6. Αν  είναι µη συγγραµµικά µοναδιαία διανύσµατα και ( )a,b ,
3
π

=a b , 

να βρεθεί το διάνυσµα  που είναι λύση της εξίσωσης u
( ) 4 2⋅ + =a u b a u . 

 
7. Να αποδείξετε ότι η διανυσµατική εξίσωση 

+ × =x x a b , 
      όπου a,  είναι γνωστά διανύσµατα, έχει µοναδική λύση. Στη συνέχεια  b

να προσδιορίσετε τη λύση της εξίσωσης.  
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8. Αν το διάνυσµα  ικανοποιεί την εξίσωση w
( )× × + =a w a w b , 

όπου a,  είναι γνωστά διανύσµατα, τότε: b

      (i)   να αποδείξετε ότι  και ⋅ = ⋅a w a b ( )2

1

1
× = ×

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

w a b a
a

, 

     (ii)   να προσδιορίσετε τη λύση της εξίσωσης. 
 
9. Έστω  Να προσδιορίσετε την τιµή του t  , .t∈ ≠ ∈3a,b,r ∆ a,b 0 και

για την οποία έχει λύση ως προς r  η εξίσωση 
t× = +a r a b  

      και στη συνέχεια να προσδιορίσετε τη λύση της εξίσωσης. 
 

10. Αν  είναι διανύσµατα του , να αποδείξετε ότι: a,b,c dκαι 3∆

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )× × × = − = −a b c d a,c,d b b,c,d a a,b,d c a,b,c d  
 
11. Αν  είναι µη συνεπίπεδα διανύσµατα του , τότε για κάθε a,b cκαι 3∆

άλλο διάνυσµα , να αποδείξετε ότι υπάρχουν µοναδικοί συντελε-∈ 3d ∆
στές  , ,λ µ ν ∈  τέτοιοι, ώστε 

λ µ ν= + +d a b c , 
      όπου  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

, ,λ µ ν= = =
d,b,c d,c,a d,a,b
a,b,c b,c,a c,a,b

. 

 
12. Αν ο πίνακας  είναι τέτοιος ώστε τα διανύσµατα ( )3Α∈Μ Αu  και u  

να είναι κάθετα, για κάθε , να αποδείξετε ότι: 3∈u
(i)  , TΑ = −Α
(ii) υπάρχει  τέτοιο, ώστε 3∈υ Α = ×u υ u , για κάθε . 3∈u
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