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5 Kokéc Awatdielg

Yvufoiiopdg

Av (A, R) elvar oyt dudtalng (Swatetayuévoc yoeog) xouw B C A téte
R | B oupPohilet to RN (B x B) dn\. tov nepoploud tng oyéonc R oto B.
Av (A, <) elvou pepxd dratetaypévog yweoc o ouuBolilovue to (B, <[ B)
ue (B, <) (6tav dev undpyel au@tBolio yia To Tt eVWooVUE).

Me z < y 6o oupPohrilovye 1o z <y Az # y.

Opiopdés 5.1 ‘Evac odixd dtatetayuévoc ydpoc (A, <) ixavoroiel tpy apyth
¢ unepnenepaouévne enaywyic (AYE) edv yia xdbe uovouers ouvbixy @
éyouue ot

Va € A{Vz € A(z <a— ®(z)) > P(a)} - Vo € AP(z)

Avohutixdtepa autd onuaiver 6T, Yo vo anodeilouue 6t 1 ouvBixn ®(z)
woyvel yia 6l to © oto A, apxel va amodellouue 6TL yia To TUYOY @ € A,
n undéleon 6T N oLVOHN Loy del Yo Gha T ULXEOTEPA TOU @ EMAYEL TNV oYY
e ouvbhixng v to a, dnA. and tny undbeon Vz € A(z < a — ®(x)) [nou
onuatvel 6t 1 @ xavomoleiton and dha ta oTouyela mou elvon pixpdTEPA ATO
a] umopolue Aoywd va ouunepdvoupe 6t ®(a).

Opiopds 5.2 'Evac odixd Siatetayuévoc ydpos < A, <> elvar xaln didtaln
1 xah& SwateTaypévog ydeog edy xdbe un xevé vroovvorlo B C A éyet eAd-
xtoto otoyelo we mpog 1 Sudtaln <. [‘Eva otoiyelo b tou B elval eNdyloto
avVz(r € B—>b<uzx)]

(AYE) Vae€ A{Vz € A(z <a — ®(z)) > ®(a)} - Vr € A P(x)
Auté elvon toodivauo e to: T'a xdbe odvoro B
Vac AV € A(x<a—>2€B)—>a€B}—>ACB
(Apxel va Oé¢ooupue ®(z) <>z € B )

Oedpnpa 5.3 Edv (A, <) elvar xaAij Sidraln téte n AYE ixavonoeitar oto
(A, <).

Anddeln:Ag unobéoovue 6Tt dev woyvel. Téte woydel n undbeon g AYE
xat dev Loy lel to ouunépaocud e, dNA. to Yz € AP(x), tpdyua Tov onuaivel
6t undpyet éva y € A yia 1o onolo | ®(y) dev woylel. Téte 1o B = {y |
yeAN-DP(y)} # 0. 'Apa B éxel ehdyloto otoyeilo éotw b € B. Agod o b
elvat 1o eNdytoto ototyelo yia to onolo dev woyler n @ (elvon ~ (b)) éyovue
uVz € A(x < b— ®(x)), dnhadh 1 ouvBixn woylel yia Sha To Pixpdtepa
Tou b. AMN& and v unébeon e AYE éyouue 6t Vb € A(Vzx € A(z < b —
®(z)) = ®(b)). Apa we ovurnépaoua toylel 6t B(b), dtono didTL #d1 éyouue
6t ~P(b).
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Oglopés 5.4 'Eotw (A, <) xai (B,<') diatdéeic. Kdbe ouvdptnon
fi1A>>» B rov elvat 1 — 1 xat eni xat yia v onola toyUel Ot

<y fz) <" f(y)

Aéyetar woopopyioude and to A oto B. Elvar mpogavéc 6t av f elvar too-
uoppiouées and 1o A oto B téte 5 f1 elvar ioouopgiouée ané to B oo A.
Ay petali oy dtatdéewy undpyel évag toouoppiouds téte Aéue 6t ot (A, <)
xau (B, <"y (f mo andd ot A xar B) elvar toouopgixéc xar to ouufoirilovue
ue (A,<) = (B, <.

IMopdderypo: 'Eotw n didtaln (R, <) énou < elvar 1 ouviing didtaln
TV Tpayuatxdy aptbudy. Téte o ouvaptioec f, g, h mou opilovtat avti-
otowya ue f(z) = z, g(x) = 22 xou h(x) = €® — 1 elvor bheg SragopeTixol
wopopglopol andé to RT oto RT. Blémouvue 6t elvon duvatdy va éyouue
ToA\oUc LoopoppLopols and Ui didtaln oe wa dANn. H didtaln oto RT
dev elvor xadr Sdtaln. Avtifétwg, petald dVo xaldv datdéewy umopel va
uTdipyeL LOVOV EVaG LOOUOPPLOUOE.

Ocedpnua 5.5 Eotw (A, <) xat (B,<') elvat xadéc Siardieic. Tote undpyet
t0 oAU évag toouoppiouds f ané to A oto B,
f:A—»BA(z<ye f(z) < f(y)?

Anéden:'Eotw 6Tl undpyouv dbo Slagopetixol LloouoppLoupol f xat g and to
A enl tou B. Tére, enedn n ovvbeon oopopgioudy elval toopop@Louds Ho
éxoupe 61t 1o g elvon toopopgiouée and to A ent Tou eautod Tou xar 1o
g # 1d = toutotxde, enedh f o g elvar dapopetixot. 10 Aga vl xdmolo
z, flog(z) # z. 'Eotw a 1o ehdyioto otouyeio tou A Gote f~1 o g(a) # a.
Av flog(a) =b < atéte f log(b) = b, eneldiz < a — f log(z) = z. 'Apa
ftog(a) = f~log(b), adlvato détL 1 f~Log eivar 1-1. Apa f~Log(a) > a,
onéte emedh M f Lo g oéPetar ) didtaln o a ¢ Reg(f Lo g), Snhadh n
f~tog dev elvon enl. (‘Atomo) ‘Oviwg av unhpye b Gote f~1 o g(b) = a 161e
ftog(a) > fLog(b) ondte Ba Arav a > b, A& TéTE and TNV EhayLoTEHTNTA
tou a fo frav f~1 o g(b) = b.

Jnuelwon: Av f elvar évag woouop@opde and to datetayuévo A oto
dratetayuévo B n f Oa Swotneel v ddtaln < dnh. z < y — f(z) < f(y)
enewdf av f(z) = f(y) AMyw tou yovouoppiopot f ba elyoue x = y.

Ilépropa 5.6 Mdvoy évag toouoppioude vndpyet and tny xads dudtaény (A, <)
OTOY €QUTO TIG.

9Av yia f : (A,R) — (A',RI) woyvel 6t Ry — f(a:)R'f(y) Mue bt n f Siatnpel (4
oéfBetar) Tnv oyéon R.
A fTlog=Td w6t Yz € A, f~ og(z) = dea [T (f(9(x))) = f(2) dpa g(x) = f(x).
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Opiopés 5.7 Ay (A, <) elvar xary didtaln xat a € A opilovue A = {z |
z € ANz <a}. To Aq xadeltar apyxb tufua Tou A.

Oedpnpa 5.8 Mia xalrij Sudtaln (A,<) Sev elvar toouoppixij ue xavéva
(Aq, <) yia omowdinote a € A.

Anédeln:’'Eotw f: A— Ag. Enedy| f(a) < a éotw b 10 eNdytoto otoiyelo
tou A dote f(b) < b. Enewd| f dratneel ) ddtadn éyovue f(f(b)) < f(b)
(Atomo 36w f(b) < b).

Oedenpa 5.9 Kdbe xarij dudtaln (A, <) elvar toouoppixij ue to (B, C),
énov B = {A, | a € A}.

An6dein:0 woouoppioude opiletan pe f(a) = Ag yia x86e a € A. Edxola

anodewvietan 6t a < a’ +— A, C Ay.

Oedpnua 5.10 Fotw (A, <) xady didtaln xat a € A. Téte eite 10 a elvau
T0 uéytoto otoiyeio tov A (uovadixd and Ty yoauuixdtnta) 1 to a éyel évay
enduevo b€ A dp. a < b xat Sev undpyet ¢ dote a < ¢ < b.

An6den:'Eotw a dev elvar 1o péyioto. Téte 1o odvoro B = {z | a <
z} # 0. "Apa éyel ehdytoto b. Eivow a < b. Ened| 1o b elvow to ehdytoto
otouyelo Tou B dev elvan duvatd va €yovue a < ¢ < b 8LoTL 16Te T0 ¢ € B xou
¢ uxpedTEEo and To eAdyLoTo.

Iopathenon: Ilowd pmopel va elvonw 1 exxdédva (tou Timov) wag xokfic
dudtagng evég ouvohou A; Kat’ apyde to (8o 1o A we utosivoro tou A 6Ha
€xel edytoto otolyelo. Anhadr To A €xel eAdyloto otolyelo. Nupwva ue
10 Topandve Bedpnua (av utdpyouv oto A xar dAha otouyela) avtd Ba €yt
éva enduevo to omolo Ha €yel €va emduevo x.0.x. Anhadn €va apyixd TURUA
tou A Oa €yel ) popyY| @, 0,0 e ... Edv autd ta otoiyela dev eavtiolyv
10 A o undpyel éva otouyelo Tou A ueyaAltepo and dha auTd, dpo xor Eval
ehdytoto TéTolo atolyelo ¢ Hhote va unv mapeuPdihetal tinota ueTall Twy e
xat tou (npdtov) o. BéPoua Ha undpyer TN évar endUEVS TOU X.0.%. XOL |
dtadixacia Ba umopel va ouveytotel en’ dnepov. Oa €yovue Aowndv v e€hg
emovaL:

0000 00000000+ X.OX.

II6co umopel va ouveytotel auth 7 Stadixaocia; Apydtepa Ho dolue ue mold
TEOTO UTOPOUUE VA OVOTAEACTACOVUE Satdéelg Ue unixog mohd ueyohitepo
and oauTn.

Afppa 5.11 Edv (A, <) xat (B,<') xaléc datdéeic 161e autés elvar too-
UOPQLXES TOTE Xat ubvo TOTE ot axdAovbes ouvliixec toylovy

1. Vx € A vndpyet y € B dote Ay 1oouoppixd ue to By
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2. Yy € B vrndpyet x € A dote By 1o0uoppixdé ue 10 Ay

Anédeln:=: 'Eotw f woouopgioudc ané 1o A oto B. Téte av x € A 10
Az B elvon 1oouopexd pe 10 By(y). Anhadh woydel n Widtnta 1 av népoupe
y = f(x). Avtiotpoga woylel 1 2 nalpvoviag z = f1(y).

<:'Eotw 61 woybouy ou widtnteg 1 xar 2. Opilouye ooyoppioud f amd
10 A 010 B ¢ €€ic: T xdbe = € A, f(z) elvow 10 povadxé y dote Ay
toouop@x6 ue 1o By. H Unapn eCacgaiiletor and v Wiétnta 1 xat n yo-
vadixdtnta amd to Oedenua 5.8 3t6TL av to Az Ntay Loopoppuxd ue o By xon
B, (¢0t0 y < z) t61€ T0 By Ha fray apyixd tuhua tov B, xat B, Ha fray 1o6-
uop@o ue 10 By. (4tomo) [Enuewdote 6Tt dVo Souég mou elval Loouop@uxés e
ubo tpltn elvan xon yetadd toug topoppuxéc.] Edxola BAénovue étu i f elvon
1-1 o eni (and Widtnta 2). Awotnpel ) ddtaln dbtt = < 2’ ouvendyetan
f(z) < f(2') dubtL Srapopetind pe to (8o we dvew oxentind Ha TapafBaldtoy
10 Bedpnua 5.8.

Ocdpnua 5.12 [Zvyxpiowdtnta tov xaldy dtatdécwy]

Edy (A, <) xai (B, <"} xadé¢c Siatdéeic t67e
o cite A xau B toouoppixés

o cite A 1oouoppixij ue apyixé tufua tnc B
o cite B toouoppixy ue apyixd tufjua tou A

Anédeln:And 1o Oedpnua 5.8 éyouue 6Tl ubvoy ula and Tic Teelc WLOTNTES
unopet va Loy Vet

"Eotw tédpa 6Tt ov A xou B dev elvan .oopoppuixéc. Tote and nponyoluevo
Bedpnuo pla and tig 8%o cuvbiixeg dev ixavoroieital. ‘'Eotw dev ixavomoteito
N e, Téte Ha mpénel va undpyer © € A dote v 6Aa ta y € B 1o By Sev
elvow toopopgixd ue 1o Ay, Emedn) A xohy) Sidtaln unopodue va Stoahé€ouue
To zo Vo elvon To eEAdyLoto Tétoo . Anhadi

1. z < zo = Az elvon woopopund ue xdnowo By (yia xdmow y € B).
2. 10 Ay, dev elvan woopoppixd ue xavéva By (v onowodfnote y € B).

Ioyvpléuaote 6L Ay, elvon Loopoppuxd ue to B. Ané mponyoluevo Hed-
enua apxel va e€acpaiicovue 6T

1. Vo € Az Ty € B dote (Agy)a Lo0p0ppind Ue 10 By.

oyveL S6TL x onualvel x To XoL G’AUTAV TNV TEPITTWO
Ioydel B € Ay € < x0 X RV 5 15

(Agg)z = Az

2. T xdbe y € B undpyel € Ay, GoTe (Agy)s L00UOPPXS UE TO By.
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Kot autd woydet 6t av dev loyue Oo umopoloaue vo Tdpouue To Utxpd-
T€po Y Yl To omolo dev woylel, €0tw Yo. Tote y < yo = dx < zo dote
(Azg )z toop0ppixd ue T0 By xou By, 8ev elvat toopoppind ue xavéva A yia
onotodinote < xo. AN TéTE Yiar T0 Ay %o By toydouy xat ot 300 3L6-
teg Tou Mupatog 5.11 dpa Az xar By, toouop@ixd Uetadl Toug mpdyua
nou mapofLdlel Ty emAoyy Tou Tg.

Ynuelwon: Méypl tdpa toug opiopols e peptxic Stdtadng, yeouuixnic
xat xahic ddtagng toug ddoaue Yo oxéoel (tou Tic ocupBorilaue R, <, C
%x.\.T.) Tou xavornotoloay Vv xRz dnh. Arav avtonabeic. Eivaw yphowwo va
dolue OTL TOUg OPLOUOUS TV (BLWY EVVOLOY UTOPOUUE VO TOUG SDOOUUE XL
Yl oxéoelg mou elvan urn automabeic.

Ogwouwég 5.13 Mia Siueriic oxéon R oto olvolo A elvar auvotner uepixn
dudtaln av toydovy yia z,y,z € A

1. =(zRz) —un avtonabic
2. xRy NyRz — xRz —uetafatixij

Mia avotnerj uepixij dudtaln R elvar xar avtiouupuetpwxs dnh. uxavorote!
v oyéon xRy — —(yRx), 06t av xRy xat yRzx, and tn uetafatixdryra
Oa maipvaue xRz, dtono 86t n R elvar un avtonabijc.

H oyéon R eivar (auotnen) yeouux didtadn dtay toydouy:

1. R elvat perafatixij

2. Axp\Bdc éva and ta x < y,y < x,x =y toyUel yLa onotadjnote T,y €
A.

Téte n R Oa elvor xow avotnen pepinr| didtaln S6TL enedn ¢ = = dev
umopel va €youue TRx ag@ol uévoy éva and ta & = = 1) tRx umopel va toylet.

H avoten yeapuwx Sidtaln elvar xow oy Sdtaén av, 6mwe xot GTov
&AAo oploud, xdbe un xevd urtoaivolo tou nediou Tng dtdtang €yel EAdYLOTO
otouyelo.

IHapationon: Otav éyovue ula avotnen ddtaln, m.y. <, T6TE UTOPOVUE
va oploovpe Y < gz < Yy > 2 < YV T = Yy XL VA ATOXTHOOUUE TNV
eméxtoon Tng < mou elval automalnc xat ixavomolel OAeg T WLOTNTES TG
(autonafoic) didtaine. Enione xau avtiotpopa av éyouue v un autonady
dudtagn < umopolue va oploouue 10 < wg T < Y <> = < YAz # Yy xou vo
anoxTRoovUE Tov urn autonabn meploploud tng < mou PBéfoua Oa ixavomolet
6hec i WibtNteg e (un autonafoic) dudtaine. Anhadi or < xou < (ouoine
ot C xau C x.\.1.) elvar ot Vo bdeic Tou Wiou vopiouatog. e 6, axohoubel
6tav pla Sudtaln eivon avotner|, Bo v ovoudlouue amhd ddtadn xou Ho T
ouuPohilouue pe <, C, x.A.n. Awgopetixd Ha yedpouue <, C, x.A.m. xau Ha
evvoolue v avtonaby) didtaly.
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6 Auwtaxtixol aptBuol (Ordinal numbers)

Avalnrolue ue ouolbuoppo TEoTO AVILTEOCHOTOUS Yol OAES TG XaAég SlaTd-
Eelc.

Opioués 6.1 1. To otlvolo A elvar yetafatixd edv Va(z € A — x C A)
(6ph. yex e A—yeA).

2. To obvolo A elvar Swotaxtixde (apudc) av 1o A elvar uetafatixd
xat n Sudtaly (A, €) elvar auotnelf xady Sudtaly.

H petafotxdtnta tou A unopel toodlvoua va exgppaoctel ue tn oyéon
UA C A Topadelypota petafatindyv cuvéhwv elvon ta olvora @, {0},
{0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}}. To otvoro {0,{{0}}} dev elvar petoPoatiné c¥-
voho déT éyoupe 6t {0} € {{0}} € {0, {{0}}} odr& {0} ¢ {0, {{0}}}.

Avohutixdtepa xan LoodVvapa A elvar StataxTtinds av yw z,y,z € A
oy vouy:

Al zeyAy € z—x € z (€ petafatixh)
A2 AxpPdc éva and ta z € Y,z =y, y € T oyVeL (€ Ypouuxr)

A3 Av( # B C Atéte 3b € B dote Vo € B,z ¢ b (o b elvat to E-ehayiotd
otolyelo tou B) [loodlUvapa unopolue vo todue 6t 3b € B, bN B = (]
(€ ol Bidtaln)

Ad zeyhye A— e A (A yetafotixd)
m.y. 0,{0},{0,{0}} elvou drataxtixol.

H woduvapuia tou opiopol 6.1 xau twv Wotitwy Al-A4 uropel edxola
va anodetyBel. Ltnv nepintwon tou A3, v cuvbixn bN B = () eivan 16o8Gvaun
uE TO OTL To b elva To EAdyLoTO GTOLYELD WG TIEOg TN StdTady € SLdTL av uTieyE
éva UixpedTEPO ToL b, €0Tw T, we TEog auTy TN didtadn Ba elyaue x € B xou
z € b (z wxpdtepo tou b) ondte Ba frav bN B # 0.

YvuPorioudes: Ta ypdupata a, 3,7, 6, . .. ouuBolilouy Stataxtixovs. Eni-
ong ypdgpouue z € Ord xou evvoolue x elvar Stataxtinds. ['edgouue emiong
A C B 6tav A elvau yvriolo unocivoho tou B dnhady 6tav A C BA A # B.

6.1 Id6TNTES TV draATAXTIXDY
1. Vo, ¢ «

Anédeln: ‘Eotw a € a. Téte 0 # {a} C «, dpa andé A3 Swxhéyouue
ze€{a} dotrezN{a}=0. AN z = a dpa a € zN {a} (Atono).

2.x2€a—->zrxCa
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Anédeln: 'Eotw z € a. Ané Adx Ca. Avz = a t6te a € a. Apa
T C a.

3. Av x € a téte x elvan SataxTiedc.

Arndédeln: Ilpénel va ehéylovue ta Al-A4 yia 1o z. Eotw b,c,d € .
Téte b, c,d € a, and yetaBatixdtnra. Apa axpBég éva and ta b € c,c €
b,b = cwoyleL xou (b€ c&eced—bed). Apa éyovue ta Al xou A2. Edv
0#Y Cz1te Y C a (enedf z C a). Apa undpyet e € Y tétoo dote
enNY = 0. 'Apa A3. Tehxd v 10 Ad éotw e € f, f € x (Béhovue e € x).
Ané Al-Ad e, f,x € a. Apncitceccsfe=acRr€e Ave=acRx€Ee
t61e dev Oa elyope 6t Jy € {e, f,z} C a dote yN {e, f,z} = 0 ('Aoxnon:
Na eheyyfoldv bhec oL mepintdoeg). ‘Apa Oa mpénel va éyovue e € = énwg
amottelTat.

4. fea+ B Ca.

Anddeln: Apxel va delovpe B C a = B € a. 'Eotw B C a, dpa
0 #a\pB C a Awkéyouue § € a\ [ dote 6N (a\p) = 0. To va
anodet&ouue B € a apxel vo anodeiéouvue 6L 6 = B I\ v € 6 > v € (.

Edvv € 6§ > v € a (ened) Ad ya 10 o, emeld 6 € a) xuw v ¢ a\
—vELS.

Avtiotpoga, éotw v € B. Téte v € a, enedf B C a dpa ened 6 € a,
éva amd T 6 € v,v =6, v € § woylel. Edv § € v t61e § € B (and Ad v (),
Goa 6 & (a\ B) (dtono). Edv § = v t61e § € B3, dpa dtomo. Apa v € 8, dpa
b=pB&emedé € aq, feEa.

5. AxpBac éva and ta a € B, B € a, B = o Loy Ve

Andden: Av loyvay neplocdtepa and éva bo elyaue elte a € a ) B € B
(&tomo). Apa unobétoupe 6T a ¢ B, # [ (Béhovue B € o). An6 4. a # 3
xat =(a C ) dpa ~(a C ), dpa @ # a\ f C a. Awkéyouue § € a\
dote 6N (a\ B) = 0. Oéhovue va deiloupe 6Tt § = [B. Edv v € §, t6te
vea&kv¢a\fépav eI §C L. Edvd C Btéte d € Bbpad ¢ a\p,
Gpa & = 3, dpa B € a.

Ynuelwon: Av a,b € a 161 a xau b elvon Stotoxtinol xat

a € b <> a elvar pixpdtepo and to b otn ddtaln €
Tedipouye Aoimdy
e a<faviitoua ef

ea<faviitova€efVa=0
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X0 YENOULOTIOLOVUE MEEELS OIS «EAIYLOTOCY YLa TOUS SLATAXTIXOVC.
Enlong a = {B | B € a} = {B | B < a}. Brénouue howmbv 6t xdbe
drataxtinde aplBude elvat to 6Uvoro Shwv Ty uxpotépwy tou. 0 elvar o

ehdyLotog Sataxtindg, eneldy yio xdbe Sataxtind o
PCa—(@Caondtedeahd=a). Ku ot d0o nepintdoeic éyouvue
0 <a.

Ilpétaon 6.2 a € BAB EY = a €.
Anédeln: Eivar to Ad.

Ocdpnua 6.3 Fotw O(x) uovoueric ouvliixny dote O(a) toylet yia xdnoo
Siataxtixé a. Téte vndpyer évac eddytotoc Siataxtixéc o dote O(a) xat
Vy < a=0(7).

AnédeEn: 'Eoto a dote O(a). Téte av 10 ovvoho b={y € aAO(7)} =0
t61€ oY NepinTwon auth 0 a eivat o eAdylotoc. Av b # B téte enedh b C o
dtakéyouue vy € b dote yNb=0. Téte § <y — 6 ¢ b — —O(6), dpa 7 elvon
o e\dyLoToc.

Ocdpnua 6.4 Ay B eivar olvolo Siataxtixdy B # 0, 16te vndpyet oto B
eddytotog Stataxtixdc dph. 3y € B dote yN B = 0.

Anédedn: Yto bedpnua naipvovue O(z) = = € B.

Ilépiopa 6.5 H xAdon 6Awy twy diataxtixdy dev elvar olvoro dnA. ey
vndpyet oUvoro B dote Va(z € B > x evar StataxTixs).

Anédeln: 'Eotw 6T undpyel tétoo B. Elxoha amodewxvieton 61t B glvat
drataxtixds. Awbti av a, 3,7y € B,a € B& B € v = a € v (anb tpdtacy 6.2
xat axplBde éva and 1o a € 3,0 € a,a = [ wybe (and Wibtnta 5). Av
0 # A C B t6te anb npétaon 6.4 Ja € A dote ANa = 0. (Apa 1o A3
vy 10 B). Tehxd av z € o, € B — x givan dataxtixéc — x € B dpa B
weavorotel o Al-A4 xou B elvan Stataxtixéc dpa B € B (dtono and WSibtnta

1).
Il6piopa 6.6 Aev uvndpye: ueyarvtepoc Stataxtixdc.

Anédedn: Av a fitav o yeyaldtepog téte a U {a} ba ftav 1o alvolo bAwv
TWY SLOUTAXTUHDV.

Abppa 6.7 ‘Eotw A obvolo dataxtixdyv. Téte: Ja Siataxtixde (mou tov
ovuforilovue ue sup(A) ) dote a elvar o wixpdtepoc Srataxtixdc ueyadu-
Tepo¢ 1 [oog amd élouc toug B € A.

Enionc 3a Siataxtixdc (nou tov ouuforilovue ue seq(A)) dote a elvau
0 ULxpOTEPOS StataxTixoc ueyaAitepog and 6louc toug B € A.
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Andédeln: Eotw 6t 36 dote VB € A, B < §. Téte o ehdylotog tétolog §
elvar to sup(A4). Edv dev unfipye tétolog 6 té6te V6 € Ord 35 € A 6 < .
Apa € Ord — 6 € UA, dpa {6 | § € UA A d € Ord} eivan o obvoro bAwv
TV dtaxTixdy (dtomo). Ouolwg yia to seq(A).

6.2 O enduevog drataxTixdg

Oploués 6.8 Av v € Ord Gérovue v' = v+ 1 = seq({y}).1 + ovoudlerau
0 EMOUEVOC TOU 7.

Topatnpolue étu eneldy| seq(A) elvon o eAdyLtotog SataxTixdc Tov elva
ueyahitepog and houg Toug dtataxtixols tou A téte av éyouue v < seq(A),
v < anb xdnowo otoyeio tou A (agol dev umopel va elvaw peyoldtepo and
6ha). Apa

v<seq(A) -3 €Adotrer<p

Apa éyovue v <y —» 3B e {y} dote v < B - v <.
Avtiotpoga, v <y s v =9Vrv Ey > v <y (enedf v < ).
Appvey oveyVr =5

v =vui{v}
Hopatnpolue 6t 7' = 41, ue 10 oupfolioud tou adiduatog Tou anclpou.

Ilpétaom 6.9 Ioydovy ta xdtwbi:

1L <y & B<y
2.7<Bey<p
5. ¥y<B<y oy=pVvy=p

Anddeln: 1. <y o pey o peyVvpB=7c <y
2.9<Bo2y7U{CB Y CB Y CBVY =827 <PVY =
=y <B—=y<p

Optopés 6.10 O Siataxtixde A Aéyetar oplaxds av A # O xa Va(a < X —
a+1<)).

'Eotw Tmpoc drataxtinée o # @ mou dev elvon enduevog (SnA. dev éyel
popqm a =7 Yo X4molo daTox TN g ). Téte yia xdfe v < sxoups ot
v # a. Hpemuto-ce:'y <ana<’y A)\)\ocowsxoupsa<7 - a<y
ozBuvoc‘to Sty < . Apay < a =4 < a. Apa o elvon oploxde. Apa
urdpyouv uévo dlo eldn dtataxtixdy didpopwy Tou (.

MESG to 4 4 1 dev elvar xdnoia tpbabeon ol anhds évag evolhaxtinds cupBoloude,
ANy oV ¥/, Ylo Tov EnduEvo.
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1. a =0+ 1 yuw xdrowo B (Mue téte 6T o glvan enduevog).
2. a = oplaxde
Ilpétaon 6.11 Av A oivolo Siataxtixdy téte sup(A) = UA.

Anédeln: O sup(A) elvan o pixpdrepog v dote Va € A, a < 7. Av
howméy B € v, dnhady B < 7, téte B dev umopel va elvon yeyaiitepo 1 loo
and 6ot a € A, dpa I a € A dote (o < ) dnhadh [ < a. Apa f € UA.
Enewy B € a € A.

Avtiotpdgwe, av B € UA t61e B € a v xdnowo o € A, dpa f < a <
sup(A).

"Apa

e oTtny Tepintwon mov a = B+ 1 161 B = U < a.

® OTNY MEPIMTWOY ToL o opLaXdS ToTE Ua = av.

O Sataxtixol aptbuol xaTaoxeLdoTNHAY YLo VO ATOTEAEGOUY Ta «opyé-
TUTo TV XahGy Stdéeny. To axdroubo bedpnua to emBefoudvet.

Ocdpnua 6.12 Kdbe xald diatetayuévo olvoro A elvat toouoppixé ue éva
uovadixé Sataxtixd a dpA. av (A, <) xadd Siatetayuévoc ydpoc téte undp-
xetL povadixos o dote (A, <) = (a, <).

Anédeln: Movaducotyra: Enedr) 8Vo xalég datdielg mou elvan Loouop-
pueég ue o tebtn elvon xan petagd Toug Loopopxés, av utheyay 3Vo dtago-
petxol Stataxtixol a < B 161e Oa elyape 10 B 166UOPPO UE TO APYIXS TUNUA
Tou a (B6TL o € B xou a = By).

Yrapén: 'BEotw BC Aue B={z € A| Ay 100p0p@x6 pe éva Slataxtixd}.
Ané yovaduxdtnra, yio xdbe x € B undpyet évag ovadixdg Slataxtixds, £€6Tw
B(x), o onolog elvon toopoppixds ue 10 Ay pe yovadixd toouopploud fr (Yed-
gouue t61E A, =p (1)),

IMopatnpodye ta e&vc:

1. To B éyel v e&ic Wibtntas
reANz<yAhyeB—>zxz€B

Abtiav y € B téte Ay =y B(y) dpa 1o z < y ouvendyeta éTL z € Ay
x (Ay)z = Ag, dpa Ay = (Ay)e =y, B(x) (énov fo = fy | Az) xou
pepoua f(z) < B(y)-

IHapatienon: Ta B mou xavormolel Ty ¢ v W8LOTNTa LoyVel 0T
B = A v B elvan apywxé tuiua tov A. At av z elvon To xpdTeERo
z € A mou va unyv avixel 6to B 1t6Te eixola B = A,. Ernilong toylet

z <y — B(z) <Py).
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2. Hx\don B = {B(z) | x € B}, ue Bdon 10 adloyo Tng avTxatdotoong,
elvaw €va oOvolo amd SrataxTixolg Tou XavonoloUy TNy WLoTNTa

y<pB(z)>v€B

AbtL av ¥ < f(z) Yy € B 161e 7y 100pop@ixb pe éva apyixd Tuhua
evog Ag dpa toopoppind e éva Ay 6mouv y < .

AN\ t6te y € B dpa v = B(y) € B. M tétoa xhdon B dev unopet
Tapd va elvat €vag Stataxtindg €otw [. Ipdyuatt, enedn B elvat obvolo
StatoxTix@y Ho uTdpyeL €vag SlaTaxTIXOg UEYAAUTEPOS amd OGAOUS TOUG
dtataxtixolc oto B. Av 3 elvar o ehdytotog tétolog SlataxTinds ToTe
B=p3. A6t BéBaay € B — v < B xaravy < [ té1e npénet y < f(x)
v xdmoto () € B, dpa v € B and ty napandve BiétnTa.

3. Xpnowonowdvtag éha ta mapandve €yovue 6t (B, <) = (§,<). Ku B
neénel va elvar (oo ue A 86Tl Sapopetixd B = A, vy xdmoto x dpa
Az = B oM t6te, and tov oploud tou B, & € B = A, dtoro (z € Ay).

Ynuelwon: Me Bdon to bedpnua 6.12 unopodue va €youue we TOpLOUA
t0 Oedpnua 5.12 g ouyxplowdTNTAS TV XOAGY Statdéewy. H Sapopd
elvow 1 €€hg. Xto Oedpnua 6.12 yio Ty anddelln yenoLLono|CAUE TO
alwua g avixatdotaons evéd oto Bedpnua 5.12 yévo v acbevé-
otepn apy)) Tou Slaywpetoupol. Anhady SovAédaue oty acbevéotepn
allwpatixy fewplo Tou Zermelo, Gewpla Z, 6mou

7Z = ZF — {A&lwpa tng Avuxatdotaonc}t + {Apxh tou Awyweiopod}

Eivaw yeyovég 6t ot Oewpla Z unopolue va amodei&ouue dheg oye-
36V Tic BOTNTES OV APOPOVY OTLS XAAES SLUTAEELS AAAG Yol VoL €Y OUUE
To anotéheoua 6Tl %&b xah) Sidtaln elvar Loopopgxt| ue éva dtata-
XTUO YEELLOUAOTE TO AlWUA TNG AVTIXATACTAONS, dNA. TO ANOTéEAETUA
toyvel otn ZF.

6.3 Kataoxeun tov Puowxdy aplOudy

O oploudg TV HAONUATIXAY AVTIXELWEV®DY ATOTEAECE Uial A6 TS XUpLeg dpa-
oTnetbTNTES Ty Aoyudy - Mafnuatixdy ota éAn tou 192 apyée Tou 20=
audva. Elvar uvnueuddeig ol epyaotieg twv Frege, Dedekind, Russell xat moA-
MGV dMAwy. O mpoomdbeieg autég tay Uépog Tou Tpoypduuatog Beuehiwong
Twv Mabnuatixdy yvwotol we oywiouods. To npdypauua autd @uhodo-
Eoloe va avaydyelt 6o ta Mabnuatixd otn Aoy xau oTig apyés TG Ue
Bdon xataoxevéc mou NV emoyt| exeivn Bewpolvtay oywégr. (g anoté-
Aeoua tou Eexabaplopatog TOAGY and Tig Peudatobnoeig mou emxpatoloay
t61e ot oyéon W autd to {ntiuata avartiyinxe 1 aliwuatix? cuvohobewpla.
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Ov Aoyégy xATAOXEVES EXELVNG TNG EMOYNG UETATEATNXAY OE 0PLOUOUS TOV
LoONUOTIXOY aVTIXEWEVDY 6TO TAaloto TNng alwuatixfic cuvolobewplac.
Ytn ouvéyela Ha oploovue ota mhatota g ZF 1o odvoro N twv Quoxdy
/. ’ 4 ’ /7 z z A
aplBudy. To obvoho autd ba anodetybel 6t undpyet pe Bdon ta adiduoata g
ZF- Oa ouvodeletan 8¢ and pla ddtagn n omola Ha «avtiotouyel» otn Sdtaln
< TV QUOWAY aplbu®y. Mtnyv mopela Tou uyabiuatog Oa opilovton xat To
4 7 e 7 7 7 7
&M ubrotna «Souxd» ototyela Tou N 6nwe 1 tpdobeon, o nok/oude x.A.m.
xou Oar amodewvietal 6Tl ixavormololy Tig ouviifelg WLOTNTES Toug.

Oewpolye ™ ouvhixn ®(x) mou opiletar and
() o 0exAVz(z €z — (2U{z}) € x)

Eivar edxolo va Sodue 61t 1 ouvbriun elvon optotiny|. Emedt woydel o
alwua Tou anelpou uTdpyel €val TOUAdYLOTOV GUVOAO TIOU IXAVOTOLEL TN GUV-
Bpen dpa and Bedpnua 4.10 undpyer 10 GUVORO W = Nyjg(y)T xou BéPata w
elvaw To Pixpdtepo olvolo Tou txavorotel ) ouviixn ®(x).

Ilpétaoy 6.13 To w eivar opiaxdc Siataxtixdc xar udAiota o eddytotoc
opLaxo¢ Stataxtixdg.

Anddeln: AOTL €0Tw a 0 EAIYLOTOS BLATAXTIXOC ToU eV aVAXEL OTO
obvolo w. Téte enedf 0 € w, 0 # a. Av Arav a = S+ 1 1618 Aoyw tou
eN&ytoTou tov o f € w xa dpa f+1 € w (enedf f+1 = FU{S}) dn\. a € w,
(&tomo). Apa o optaxde xou enedn évag oplaxde dtataxtixde ixavorotel Ty
®(x) éyouvue w C a (ot TpaypaTdTnTa UTooVVolo xdfe optaxol a). And
™V &AAN ueptd av B € a, téte Adyw Tou eNdyLoTOoL TOoL o ExouuE B € w dpa
a Cw. Apo w = a xa dpo w elvar o eEAdyLoTOC OpLaxde.

INa to w toybouy:
I " n
1.0,0,00,0, - -<w
2. Edv a < w t6te a dev elvar oplaxdg SlataxTixds xal xatd GUVETELA elte
a=0H4a=p0F+1ywxdnow 8 < a.

Oplopég 6.14 Opilovue w va eivar To olvolo twy puotxdy apifudy N. Emi-

onc opllovue 0=0,1=0" = {0}, 2=0" = {0, {0}}, x.0.x.

IMopatnpodue 6Tt N dudtaln Twy dataxtxdy 0,1,2,... cuupoVvel ue T «pu-
owip toug ddtaln. Ernione 6w 1 = {0},2 = {0,1},...n = {0,1,2,...,n —
1} x.h.m..
Av eqapudoovue TV apy TNG UTEPRENEPAOUEVNG ENAYWYNS OTO w Talp-
Vouue
AvD CwxauVn€w(nCD —neD) téeD=w
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Ocdpnua 6.15 H apyr tnc unepnenepacuévne enaywyic AYE oto w elval
toodvvaun ue tnv axdélovln apyy tnc enaywyrc

AvP Cw,0€ P xuuVn(n € P - n' € P), 161e P =w

Anédeldn: Yrobétouue v apyf g emaywyrig xat éotw D C w dote n C
D —n e D (0éhovue w= D). 'Eotw P={n|n€wAnC D}. Téte0€ P
emedf0=0C Dxawedvn e P=>nCD=nCD&ne€D=nU{n} CD,
Gpa n' € P. "Apa and apyf tne enayoyhc w = P. Apa Vn € w, n C D dpa
teAxd D = w.

Avtiotpoga, unobétoupe v AYE o éotw P C w, dote 0 € P& (n €
P —n' € P) (Géhovye P=w). Téte n CP = celten=0onéte n=0€ P
glte n C P&n = m' (xdrowo m) [dpa m € n] dnhadh m € P xou xotd
ovvénela m’' =n € P. 'Apa ané AYE P = w.



