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1 ÅéóáãùãÞ

ËïãéêÞ åßíáé ç áíÜëõóç ôùí ìåèüäùí ôïõ óõëëïãéóìïý. Ìåëåôþíôáò áõôÝò
ôéò ìåèüäïõò, ç ëïãéêÞ åíäéáöÝñåôáé ðåñéóóüôåñï ãéá ôç ìïñöÞ ðáñÜ ãéá ôï
ðåñéå÷üìåíï ôïõ óõëëïãéóìïý ð.÷. èåùñÞóôå ôïõò ðéï êÜôù óõëëïãéóìïýò:

1. Ïëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé èíçôïß. Ï ÓùêñÜôçò åßíáé Üíèñùðïò. Áñá ï
ÓùêñÜôçò åßíáé èíçôüò.

2. Ïëá ôá êïõíÝëéá áãáðïýí ôá êáñüôá. Ï ÌðÜíõ åßíáé êïõíÝëé. Áñá ï
ÌðÜíõ áãáðÜåé ôá êáñüôá.

Áìöüôåñïé ïé óõëëïãéóìïß Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìïñöÞ. Ïëá ôá A åßíáé B. Ôï S
åßíáé A. Áñá ôï S åßíáé B. Ç áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí åðéìÝñïõò õðïèÝ-
óåùí êáé óõìðåñáóìÜôùí äåí åíäéáöÝñïõí ôç ËïãéêÞ. Ôçí åíäéáöÝñåé ìüíïí
åÜí ç áëÞèåéá ôçò õðüèåóçò óõíåðÜãåôáé ôçí áëÞèåéá ôïõ óõìðåñÜóìáôïò. Ç
óõóôçìáôéêÞ ôõðïðïßçóç êáé êáôÜôáîç ôùí Ýãêõñùí ìåèüäùí óõëëïãéóìïý
åßíáé ìéá áðü ôéò êýñéåò áó÷ïëßåò ôçò ËïãéêÞò. Áí äå ãéá ôç ìåëÝôç üëùí áõ-
ôþí ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìáèçìáôéêÝò ìÝèïäïé êáé ôï åíäéáöÝñïí êáôåõèýíåôáé
êõñßùò óôïõò Ìáèçìáôéêïýò óõëëïãéóìïýò ôüôå ëÝìå ôç ËïãéêÞ áõôÞ Ìá-
èçìáôéêÞ ËïãéêÞ. ÁëëÜ ðÝñá áðü êÜèå ïñéóìü, ï êáëýôåñïò ôñüðïò ãéá íá
äïýìå ôé åßíáé ìéá åðéóôÞìç åßíáé íá ôç ìåëåôÞóïõìå. Áò áñ÷ßóïõìå ëïéðüí!
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2 Ç ËïãéêÞ ôùí ÐñïôÜóåùí

(Ðñïôáóéáêüò Ëïãéóìüò, Propositional calculus, Sentential calculus)

Áêïëïýèùò èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ãëþóóá ìÝóá óôçí ïðïßá èá ìðïñïýìå
íá ìåôáöñÜæïõìå ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò. Áíôßèåôá ìå ôéò öõóéêÝò
ãëþóóåò (åëëçíéêÜ, áããëéêÜ, ê.ë.ð.) ç ãëþóóá ðïõ èá êáôáóêåõÜóïõìå èá
åßíáé ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá, ìéá ãëþóóá ìå áõóôçñïýò êáíüíåò ó÷çìáôéóìïý
ôùí ðñïôÜóåùí.

Áò åîåôÜóïõìå ìåñéêÜ áðü ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ èÝëïõìå íá óõìðåñé-
ëÜâïõìå óôç ãëþóóá áõôÞ. ð.÷. ðÜñôå ôçí ðñüôáóç \ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç
ðïôÜóóáò". Óôçí ôõðéêÞ ãëþóóá ôç ìåôáöñÜæïõìå ìå ôï óýìâïëï, áò ðïýìå,
K. Ôüôå ãéá ôçí ðñüôáóç \äåí ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò" ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå ¬K (üðïõ ¬ åßíáé ôï óýìâïëï ãéá ôçí Üñíçóç). Èá ìðïñïý-
óáìå, ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôçò ðñüôáóçò \äåí ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò",
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá Üëëï óýìâïëï, áò ðïýìå M . ÁëëÜ ðñïôéìïýìå íá
\óðÜóïõìå" ôçí ðñüôáóç óå üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñá áðëÜ êïììÜôéá.

Ãéá ìéá Üëëç, Üó÷åôç ìå ôçí ðáñáðÜíù, ðñüôáóç \ôï äåßãìá ðåñéåß÷å ÷ëþ-
ñéï" äéáëÝãïõìå, áò ðïýìå, ôï óýìâïëï C. Ôüôå ïé áêüëïõèåò óýíèåôåò åë-
ëçíéêÝò ðñïôÜóåéò ìðïñïýí íá ìåôáöñáóôïýí óôçí ôõðéêÞ ìáò ãëþóóá. (÷ñç-
óéìïðïéïýìå ôá óýìâïëá → ãéá ôç óõíåðáãùãÞ, ∧ ãéá ôçí óýæåõîç, ∨ ãéá ôç
äéÜæåõîç).

ÅëëçíéêÝò ðñïôÜóåéò ÌåôÜöñáóç óôçí ôõðéêÞ ãëùóóá
Áí ðáñáôçñÞèçêáí
ß÷íç ðïôÜóóáò, ôüôå
ôï äåßãìá äåí ðåñéåß÷å
÷ëþñéï.

(K → (¬C))

Ôï äåßãìá ðåñéåß÷å
÷ëþñéï êáé ðáñáôçñÞ-
èçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò.

(C ∧K)

Åßôå äåí ðáñáôçñÞèç-
êáí ß÷íç ðïôÜóóáò Þ
ôï äåßãìá äåí ðåñéåß÷å
÷ëþñéï.

((¬K) ∨ (¬C))

Ïýôå ôï äåßãìá ðå-
ñéåß÷å ÷ëþñéï ïýôå ðá-
ñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðï-
ôÜóóáò.

((¬C) ∧ (¬K)) Þ (¬(C ∨K))

Åíá óçìáíôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åßíáé üôé äïóìÝíçò ôçò áëÞèåéáò Þ ôïõ
øåýäïõò ôùí áðëþí, áôïìéêþí ðñïôÜóåùí ìðïñïýìå áìÝóùò íá áðïöáíèïýìå
ãéá ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí óýíèåôùí ðñïôÜóåùí. Áò õðïèÝóïõìå, ãéá
ðáñÜäåéãìá, üôé ï ÷çìéêüò âãáßíåé áðü ôï åñãáóôÞñéï êáé ìáò áíáêïéíþíåé üôé
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ðáñáôÞñçóå ß÷íç ðïôÜóóáò áëëÜ ôï äåßãìá äå ðåñéåß÷å ÷ëþñéï. Ôüôå îÝñïõìå
üôé ïé ôÝóóåñéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò åßíáé áëçèÞò, øåõäÞò, áëçèÞò êáé øåõäÞò
áíôéóôïß÷ùò.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìðïñïýìå åê ôùí ðñïôÝñùí íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá
ðßíáêá ðïõ íá ìáò äßíåé ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôçò óýíèåôçò ðñüôáóçò
óå ó÷Ýóç ìå ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí áðëþí ðñïôÜóåùí áð' ôéò ïðïßåò
áðïôåëåßôáé. ð.÷.

K C (¬(C ∨K))
F F T
F T F
T F F
T T F

ÁëëÜ ó' áõôü èá åðáíÝëèïõìå.
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2.1 Ç Ãëþóóá ôçò ËïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí

Ôï ÁëöÜâçôï ôçò ãëþóóáò åßíáé Ýíá óýíïëï óõìâüëùí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü:
(i) ôá óýìâïëá ëïãéêþí óõíäÝóìùí: ¬, ∧, ∨, →.
(ii) ÐáñåíèÝóåéò: ôçí áñéóôåñÞ ðáñÝíèåóç (, êáé ôç äåîéÜ ðáñÝíèåóç ).
(iii) Óýìâïëá ðñïôÜóåùí Þ ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò: Åíá áñéèìÞóéìï óýíïëï
óõìâüëùí Á1; Á2; : : : ; Án; : : :.

Óå êÜèå ãëþóóá ôï áëöÜâçôï åßíáé áðáñáßôçôï. Åßíáé ç ðñþôç ýëç ìå ôçí
ïðïßá óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ôéò ðñïôÜóåéò ìáò, ôéò öñÜóåéò ìáò. Ïôáí
ïñßæïõìå ôï óýíïëï ôùí óõìâüëùí ðïõ áðïôåëïýí ôï áëöÜâçôï èá íïåßôáé
üôé ôá óýìâïëá äåí Ý÷ïõí êáììéÜ ïíôïëïãéêÞ óçìáóßá ðÝñáí ôïõ üôé åßíáé
óýìâïëá äéáêåêñéìÝíá, äçëáäÞ îå÷ùñéóôÜ ìåôáîý ôïõò.

Ç ðáñÜèåóç óõìâüëùí ôïõ áëöáâÞôïõ, ôï Ýíá ìåôÜ ôï Üëëï, óå Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíï ó÷çìáôéóìü ìáò äßíåé ôéò åêöñÜóåéò. ÅêöñÜóåéò ëïéðüí ôçò ãëþóóáò
ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò óõìâüëùí ôïõ
áëöáâÞôïõ
ð.÷. )) → A3(, (A1 → (¬A2)), ()A10¬ åßíáé åêöñÜóåéò. Áðü ôï óýíïëï ôùí
åêöñÜóåùí ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíï ïé êáëïöôéáãìÝíåò, áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí íá
ðïõí êÜôé, ïé êôéóìÝíåò ìå ôïõò \óùóôïýò" ãñáììáôéêïýò êáíüíåò. Ïé ôñü-
ðïé Þ ï áëãüñéèìïò ìÝóù ôïõ ïðïßïõ óôï óýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ìðïñïýìå
íá áíáãíùñßóïõìå ôéò êáëïöôéáãìÝíåò åêöñÜóåéò èá áðïôåëåß ôç ÃñáììáôéêÞ
ôçò ãëþóóáò. Áðïôõðþíåôáé äå óôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

Ïñéóìüò 2.1 ÓùóôÝò Þ êáëïöôéáãìÝíåò åêöñÜóåéò Þ ðñïôáóéáêïß ôýðïé åß-
íáé ïé åêöñÜóåéò ðïõ ïñßæïíôáé, åðáãùãéêÜ, ùò åîÞò:
(i) Ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé.
(ii) Áí ö êáé ø åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ôüôå ïé åêöñÜóåéò (ö ∧ ø); (ö ∨
ø); (ö → ø); (¬ö) åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé. (iii) Müíïí ïé åêöñÜóåéò ðïõ
ó÷çìáôßæïíôáé áðü ìéá äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôùí (i) êáé (ii) åßíáé ðñïôáóéá-
êïß ôýðïé.

Ï ïñéóìüò 2.1 äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ Ýíáò ìç÷áíéóìüò êáôáóêåõÞò
ðñïôáóéáêþí ôýðùí. Ï ôýðïò áõôüò ôïõ ïñéóìïý ëÝãåôáé êáé ãåíéêåõìÝíïò
åðáãùãéêüò ïñéóìüò. Åßíáé åðáãùãéêüò åðåéäÞ ìáò äßíåé Ýíá óýíïëï áñ÷é-
êþí åêöñÜóåùí, ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, ðïõ ôéò ïíïìÜæåé ðñïôáóéáêïýò
ôýðïõò êáé óôç óõíÝ÷åéá äßíåé êÜðïéïõò êáíüíåò ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá åöáñìï-
óôïýí, ãåíéêþôåñá, óå åêöñÜóåéò êáé ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá êáôáóêåõÜóïõìå
êáéíïýñãéïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò áðü ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò ðïõ Ý÷ïõí Þäç
êáôáóêåõáóôåß. ÊÜèå Ýêöñáóç ëïéðüí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò ìüíïí áí óôçí
êáôáóêåõÞ ôçò Ý÷åé ðñïçãçèåß áõôÞ ç äéáäéêáóßá.
ë.÷. ç Ýêöñáóç ((¬A1 → (A1 ∧A3)) åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò äéüôé õðÜñ÷åé ç
åîÞò êáôáóêåõÞ:
1. Ôá Á1; Á3 åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ëüãù (i).
2. Ôá (¬A1); (A1 ∧A3) åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ëüãù (ii).
3. ((¬A1 → (A1 ∧A3)) åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò ëüãù (ii).
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Ç êáôáóêåõÞ áõôÞ ìðïñåß íá ðáñïõóéáóôåß õðü ìïñöÞ äÝíäñïõ ùò åîÞò:

((¬A1) → (A1 ∧A3))
©©©

HHH
(¬A1) (A1 ∧A3)

A1

¡
¡
A1

@
@
A3

ÊÜèå Ýêöñáóç, óôçí ïðïßá äåí åßíáé äõíáôüí íá åöáñìïóôåß ç äéáäéêáóßá
ïñéóìïý äåí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò. ð.÷. ¬(A1 äåí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò.

Ï ôýðïò ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ åðáãùãéêïý ïñéóìïý õðïäåéêíýåé êáé ìéá ìÝ-
èïäï áðüäåéîçò ðïõ ïíïìÜæåôáé áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé
P(x) åßíáé ìéá éäéüôçôá ðïõ áíáöÝñåôáé óôéò åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò ð.÷. P(x)
èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç éäéüôçôá \ç Ýêöñáóç x Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôå-
ñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí". Ôüôå, ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç éäéüôçôá P(x)
éó÷ýåé ãéá üëïõò ôïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôá åîÞò:
(i) Íá áðïäåßîïõìå üôé P(Ái) ãéá êÜèå óýìâïëï ðñüôáóçò Ái, äçëáäÞ íá áðï-
äåßîïõìå üôé êÜèå óýìâïëï ðñüôáóçò Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá.
(ii) Ìå âÜóç ôçí õðüèåóç P(ö) êáé P(ø) íá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé
P((¬ö)); P((ö ∨ ø)); P((ö ∧ ø)); P((ö → ø)). (ôï åðáãùãéêü âÞìá).

Áí ëïéðüí áðïäåßîïõìå ôá (i) êáé (ii) ãéá ìéá éäéüôçôá P(x) ôüôå ç éäéüôçôá
áõôÞ èá éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï x åðåéäÞ èá ìåôáöÝñåôáé óôá óôÜäéá
êáôáóêåõÞò ôïõ x.

ÐáñÜäåéãìá 2.2 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü
áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ:
(i) Ç éäéüôçôá éó÷ýåé ãéá ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí ãéáôß ï áñéèìüò ôùí ðáñåí-
èÝóåùí åßíáé ìçäÝí.
(ii) Åóôù ö êáé ø Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.
Ôüôå (¬ö) Ý÷åé åðßóçò ôïí ßäéï áñéèìü äéüôé ðñïóôÝèçêå óôïí ö ìüíï ìéá áñé-
óôåñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. Åðßóçò, (ö ∧ ø) Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü äéüôé
ðñïöáíþò ç Ýêöñáóç ö ∧ ø Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü êáé óôïí (ö ∧ ø) ðñïóôÝèçêå
ìéá áñéóôåñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. Ãéá ôïí ßäéï ëüãï ôá (ö ∧ ø), (ö → ø)
Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.

2.2 ÌïíáäéêÞ Áíáãíùóéìüôçôá

ÊÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò, áíÜëïãá ìå ôï ðïéü óýìâïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ôåëåõôáßï óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ, åßíáé åßôå ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
åßôå ìéá Üñíçóç ôçò ìïñöÞò (¬ö) åßôå ìßá äéÜæåõîç ôçò ìïñöÞò (ö ∨ ø) åßôå
ìßá óýæåõîç ôçò ìïñöÞò (ö ∧ ø) åßôå ìéá óõíåðáãùãÞ ôçò ìïñöÞò (ö → ø).
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Ôï óôïé÷åßï ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ôçí áíáìößâïëç áíáãíþñéóç ôïõ ðïéü óýì-
âïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé åöáñìïóôåß ôåëåõôáßï åßíáé ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôùí ðá-
ñåíèÝóåùí. Áí äåí ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ðáñåíèÝóåéò êáé ó÷çìáôßæáìå ð.÷. ôçí
Ýêöñáóç Á1 ∧ A2 → Á3 ôüôå èá Þìáóôáí óå áìöéâïëßá áí áõôü ðáñéóôÜíåé
ôïí ðñïôáóéáêü ôýðï (Á1 ∧ (A2 → Á3)) Þ ôïí ((Á1 ∧ A2) → Á3). ÄçëáäÞ
ç áíáãíùóéìüôçôá ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç äåí èÜôáí ìïíáäéêÞ. Ðéü êÜôù
äéáôõðþíåôáé ôï èåþñçìá ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé ôç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá.

èåþñçìá 2.3 Ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï ö ìßá êáé ìüíïí ìßá áðü ôéò áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò éêáíïðïéåßôáé: (ôï ≡ äçëþíåé óõíôáêôéêÞ ôáõôüôçôá1).
(1) ö åßíáé ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.
(2) ÕðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ðñïôáóéáêüò ôýðïò  þóôå ö ≡ (¬ø).
(3) ÕðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü æåýãïò ðñïôáóéáêþí ôýðùí ø1; ø2 êáé Ýíá ìïíá-
äéêü óýìâïëï ëïãéêïý óõíäÝóìïõ ♦ Ýôóé þóôå ö ≡ (ø1♦ø2).
Áõôü óçìáßíåé üôé ìéá óýæåõîç äåí ìðïñåß íá åßíáé äéÜæåõîç Þ óõíåðáãùãÞ
ê.ô.ë.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôï áêüëïõèï ëÞììá, áöïý äþóïõìå ôïí åîÞò
ïñéóìü:

Ïñéóìüò 2.4 Åóôù ó1ó2 : : : ón ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óõìâüëùí. Ôüôå
êÜèå áêïëïõèßá óõìâüëùí ó1ó2 : : : óê ìå 0 < ê < n èá ïíïìÜæåôáé áñ÷éêü
ìÝñïò ôçò ó1ó2 : : : ón. ð.÷. Áí ö ≡ (A1 ∧ (¬A2)) êáé ö′ ≡ (A1 ∧ ( ôüôå ç ö′
åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôçò ö.

ËÞììá 2.5 ÊÜèå áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñïôáóéáêïý ôýðïõ åßíáé ìéá Ýêöñáóç
ìå ðëÞèïò áñéóôåñþí ðáñáíèÝóåùí ìåãáëýôåñï áðü ôï ðëÞèïò ôùí äåîéþí.

Aðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ. Ç éäéüôçôá éó÷ýåé óôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
ãéáôß áõôÝò äåí Ý÷ïõí áñ÷éêü ìÝñïò. Åóôù ôþñá üôé ç éäéüôçôá éó÷ýåé ãéá
ôïõò ôýðïõò ö êáé ø. Èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ãéá ôïõò (ö ∧ ø), (¬ö),
ê.ï.ê. Ðáßñíïõìå ôïí (ö ∧ ø). ÊÜèå áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ (ö ∧ ø) Ý÷åé ìéá áðü
ôéò ìïñöÝò ( Þ (ö′ Þ (ö Þ (ö∧ Þ ö ∧ ø′ Þ (ö ∧ ø, üðïõ ö′ êáé ø′ áñ÷éêÜ ìÝñç
áíôßóôïé÷á ôùí ö êáé ø, Üñá ëüãù ôçò õðïèÝóåùò éó÷ýåé ãé' áõôÜ ç éäéüôçôá.
Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êáé óôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò
áñéóôåñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò. Ôçí ßäéá áêñéâþò áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå
ãéá ôïõò (ö ∨ ø); (ö → ø); (¬ö).
Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3 Ôï üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò èá Ý÷åé ìéá
áðü ôéò ìïñöÝò ðïõ äçëþíïíôáé óôï Èåþñçìá 2.3 åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí
åðáãùãéêü ïñéóìü 2.1. Íá áðïäåßîïõìå ôþñá ôç ìïíáäéêüôçôá. Åóôù üôé ï
ôýðïò Ý÷åé ôç ìïñöÞ (ø1 ∧ ø2). Ï ôýðïò áõôüò åßíáé áäýíáôïí íá Ý÷åé êáé
ôç ìïñöÞ (¬ø), äéüôé ï ôýðïò ø1 èá Üñ÷éæå ìå ôï óýìâïëï ¬, áäýíáôïí äéüôé

1� ≡  óçìáßíåé üôé ïé åêöñÜóåéò ôáõôßæïíôáé ùò óõìâïëïóåéñÝò. Áõôü ëÝãåôáé óõíôá-
êôéêÞ ôáõôüôçôá êáé äéáöÝñåé áðü ôçí éóüôçôá ð.÷. 1+1 = 2 áëëÜ ü÷é 1+1 ≡ 2 äéüôé 1+1
êáé 2 åßíáé äéáöïñåôéêÝò óõìâïëïóåéñÝò.
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üëïé ïé ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßôå åßíáé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åßôå áñ÷ßæïõí ìå
ìéá áñéóôåñÞ ðáñÝíèåóç. Åóôù ôþñá üôé (ø1 ∧ ø2) ≡ (ø′1♦ø′2) ãéá êÜðïéïõò
ôýðïõò ø′1; ø′2 êáé êÜðïéï óýìâïëï óõíäÝóìïõ ♦. Áõôü óçìáßíåé üôé ø1∧ø2) ≡
ø′1♦ø′2). ÁëëÜ ôüôå áí ôï ø1 äéáöïñåôéêü áðü ôï ø′1, áõôü óçìáßíåé üôé áí
áñ÷ßóïõìå íá äéáãñÜöïõìå ôá ßäéá óýìâïëá ðïõ áíáãêáóôéêÜ âñßóêïíôáé óôéò
áêïëïõèßåò óõìâüëùí ø1 ∧ ø2) êáé ø′1♦ø′2) áíÜëïãá ìå ôï ðïéü áðü ôïõò ø1

êáé ø′1 åîáíôëÞóïõìå ðñþôï, åßôå ï ø1 èá åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ ø′1 Þ ï ø′1
èá åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ ø1. Êáé ôá äýï üìùò áõôÜ åßíáé áäýíáôá ìéá êáé
óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 2.5 êÜèå áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñïôáóéáêïý ôýðïõ Ý÷åé
ðåñéóóüôåñåò áñéóôåñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò Üñá áðïêëåßåôáé íá åßíáé ôýðïò
üðùò áðáéôåß ôï ðáñÜäåéãìá 2.2. Áñá ôåëéêÜ  1 ≡  ′1 êáé Üñá ∧ø2) ≡ ♦ø′2)
áðü ôï ïðïßï óõìðåñáßíïõìå üôé ∧ ≡ ♦ êáé ø2 ≡ ♦ø′2). Ïìïéá äïõëåýïõìå
êáé ãéá ôéò Üëëåò ìïñöÝò (ö ∨ ø) ê.ô.ë.

2.2.1 ÐïëùíéêÞ ãñáöÞ

ÕðÜñ÷åé Ýíáò ôñüðïò íá ïñßóïõìå ôïõò ôýðïõò ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ðáñåíèÝóåéò êáé ðáñüëá áõôÜ íá Ý÷ïõìå ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá. Îåêéíþ-
íôáò áðü ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò êÜèå öïñÜ ðïõ èÝëïõìå ôçí Üñíçóç ôïõ
ö ãñÜöïõìå ¬ö, ãéá ôç äéÜæåõîç, óýæåõîç, óõíåðáãùãÞ ôùí ö êáé ø ãñÜöïõìå
áíôßóôïé÷á ∨öø, ∧öø, → öø. Ï ôñüðïò áõôüò åðåéäÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ðñþôá
áðü ôïõò Ðïëùíïýò ëïãéêïýò ïíïìÜæåôáé Ðïëùíéêüò ôñüðïò ãñáöÞò.

2.2.2 Áíïñèïãñáößåò

ÅðåéäÞ üôáí èÝëïõìå íá ãñÜøïõìå ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò åßíáé ðïëëÝò öïñÝò
êïõñáóôéêü íá ÷ñçóéìïðïéïýìå üëåò ôéò ðáñåíèÝóåéò ðïõ áðáéôïýíôáé, èá åðé-
ôñÝðïõìå óôïí åáõôü ìáò íá êÜíïõìå êáé áíïñèïãñáößåò. ð.÷. èá ãñÜøïõìå
� ∧  êáé èá åííïïýìå (� ∧  ), èá ãñÜöïõìå (¬ ) →  êáé èá åííïïýìå
((¬ ) →  ). Ï \êáíüíáò" óôéò áíïñèïãñáößåò èá åßíáé üôé ôï ¬ èá äÝíåé
ðåñéóóüôåñï ìå ôá ãåéôïíéêÜ ôïõ áð' üôé ôá ∨ êáé ∧ ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõò
èá äÝíïõí ðåñéóóüôåñï ìå ôá ãåéôïíéêÜ ôïõò áð' üôé ôï →. ð.÷. áí ãñÜøù
¬�∨ → �∨ óýìöùíá ìå áõôüí ôïí êáíüíá èá åííïþ ((¬�∨ ) → (�∨ )).
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2.3 ÁóêÞóåéò

1. Öáíôáóôåßôå üôé ï õðïëïãéóôÞò óáò áíáãíùñßæåé ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ êáé
ôá óýìâïëá A1; A2; : : : ; An; : : :. Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá ðñüãñáììá (áëãü-
ñéèìï) þóôå üôáí ôïí ôñïöïäïôåßôå ìå ìéá Ýêöñáóç íá óáò áðáíôÜåé Üí áõôÞ
åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò Þ ü÷é.

2. Áðïäåßîôå ôï èåþñçìá ôçò ìïíáäéêÞò áíáãíùóéìüôçôáò ãéá ôçí Ðïëù-
íéêÞ ãñáöÞ.

(Õðüäåéîç: Ïé åêöñÜóåéò ' êáé  ëÝãïíôáé óõìâéâáóôÝò üôáí åßôå ' ≡  
åßôå ç ìßá áðü áõôÝò åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôçò Üëëçò. Áðïäåßîôå ìå åðáãùãÞ óôïí
áñéèìü ôùí óõìâüëùí üôé áí '1; '2; : : : ; 'n,  1;  2; : : : ;  n åßíáé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé êáé ïé åêöñÜóåéò '1'2 : : : 'n êáé  1 2 : : :  n åßíáé óõìâéâáóôÝò, ôüôå
'i ≡  i ãéá êÜèå i ≤ n.)
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2.4 ÓçìáóéïëïãéêÝò Ýííïéåò (Semantics Þ ÓçìáíôéêÞ)

ÌÝ÷ñé ôþñá ç ìåëÝôç ôçò ãëþóóáò Þôáí êáèáñÜ óõíôáêôéêÞ. Ïé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé äåí Þôáí ôßðïôå Üëëï ðáñÜ £íåêñÝò¤ áêïëïõèßåò óõìâüëùí, óõíôáêôéêÜ
áíôéêåßìåíá. ÐÝñáí áõôïý êáììéÜ Üëëç ïíôïëïãéêÞ áîßá äåí áíáãíùñéæüôáí
ó' áõôÜ ôá óýìâïëá, äåí Þôáí öïñôéóìÝíá ìå êáììéÜ £åñìçíåßá¤. Ç ãëþóóá
üìùò õðÜñ÷åé ãéá íá åêöñÜæåé êÜðïéá ðñÜãìáôá. Ãéá íá áðïêáôáóôÞóïõìå
ëïéðüí ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï êáôáóêåõÜóôçêå ç (ôõðéêÞ) ãëþóóá ðñÝðåé
íá äþóïõìå ôçí åñìçíåßá ôçò, äçëáäÞ ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ç ãëþóóá
áðïêôÜ ôç óçìáóßá ôçò (óçìáóéïëïãßá Þ óçìáíôéêÞ). Ðñïò ôï óêïðü áõôü
èá óêåöôüìáóôå üôé ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí åßíáé (êÜðïéåò) áðëÝò, áôïìéêÝò
ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò (Üñá ðñïôÜóåéò ðïõ åßíáé áëçèåßò Þ øåõäåßò),
ôá õðüëïéðá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ Ý÷ïõí ôç óõíÞèç óçìáóßá êáé üôé ï ïñéóìüò
ôçò êáôáóêåõÞò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí áíôáíáêëÜ ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò
ðñïôÜóåùí, óôç öõóéêÞ ãëþóóá, ìå âÜóç ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò.

ÓõíÞèåéò ëïãéêïß óýíäåóìïé: èåùñïýìå óêüðéìï íá ðáñåìâÜëïõìå ìéÜ åîÝ-
ôáóç ôùí óõíÞèùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí ¬;∧;∨;→. Åäþ èá ðñÝðåé íá ðñïóÝ-
îïõìå. Ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ ôá ìåôá÷åéñéóôÞêáìå ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí
óôçí ôõðéêÞ ìáò ãëþóóá. Êáé ôþñá ðñïôéèÝìåèá íá ôá ìåôá÷åéñéóôïýìå êáé
óáí óýìâïëá ôùí ßäéùí ôùí ðñáãìáôéêþí óõíäÝóìùí. Ìéá ëýóç èá Þôáí íá
ãñÜöïõìå ¬;∧;∨;→ ãéá ôá óýìâïëá ùò óõíôáêôéêÜ áíôéêåßìåíá êáé êÜôé óáí
¬̃; ∧̃; ∨̃; →̃ ãéá ôç óçìáóßá ôïõò äçë. ôïõò óõíäÝóìïõò. Ôï áðïöåýãïõìå êáé
åëðßæïõìå üôé ï áíáãíþóôçò èá êáôáëáâáßíåé êÜèå öïñÜ ôé åííïïýìå. Äå÷ü-
ìáóôå üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò (ðïõ ðáñéóôÜíåé ìéÜ ðñüôáóç ôçò öõóéêÞò
ãëþóóáò) ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá áðü ôéò åîÞò äýï áëçèïôéìÝò: áëçèÞò (T, True) Þ
øåõäÞò (F, False). Ç áëçèïôéìÞ ìéáò óýíèåôçò ðñüôáóçò êáèïñßæåôáé ðëÞñùò
áðü ôéò áëçèïôéìÝò ôùí áðëïýóôåñùí ðñïôÜóåùí ðïõ óõíäÝèçêáí ìå êÜðïéïí
ëïãéêü óýíäåóìï ãéá íá ôç ó÷çìáôßóïõí. Ï êáèïñéóìüò áõôüò ãßíåôáé óýì-
öùíá ìå ôïõò ðáñáêÜôù áëçèïðßíáêåò: Áñíçóç:

' ¬'
T F
F T

Ç Üñíçóç áëëÜæåé ôçí ôéìÞ áëÞèåéáò ôçò ðñüôáóçò óôçí ïðïßá áíáöÝñåôáé.
Óýæåõîç:

'  '∧ 
T T T
T F F
F T F
F F F

\' ∧  " óçìáßíåé \' êáé  ".
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ÄéÜæåõîç:
\' ∨  " óçìáßíåé \' Þ  ". ÕðÜñ÷ïõí äýï óçìáóßåò ôçò äéÜæåõîçò óôçí

êáèçìåñéíÞ ôçò ÷ñÞóç. Ç ìç-áðïêëåéóôéêÞ êáé ç áðïêëåéóôéêÞ óçìáóßá. Ç
ìç-áðïêëåéóôéêÞ äéÜæåõîç äýï ðñïôÜóåùí åêöñÜæåé üôé ìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò
åßíáé áëçèéíÞ, ÷ùñßò íá ëÝåé ôßðïôá ãéá ôï áí áìöüôåñåò ïé ðñïôÜóåéò ðñÝðåé íá
åßíáé áëçèéíÝò Þ ü÷é. Ç áðïêëåéóôéêÞ äéÜæåõîç äýï ðñïôÜóåùí ìáò ëÝåé üôé ìßá
áðü ôéò ðñïôÜóåéò åßíáé áëçèÞò åíþ ç Üëëç åßíáé øåõäÞò. ð.÷. Áí ó' Ýíá âéâëéï-
ðùëåßï åßíáé ãñáììÝíç ç åðéãñáöÞ \Ïé ðåëÜôåò ðïõ åßíáé êáèçãçôÝò Þ öïéôçôÝò
Ý÷ïõí ìéá åéäéêÞ Ýêðôùóç" ôüôå ðñïöáíþò Ý÷ïõìå ìéá ìç-áðïêëåéóôéêÞ äéÜ-
æåõîç. Áí åíá êéíçìáôïãñáöéêü Ýñãï ðáßæåôáé ôçí ßäéá óôéãìÞ ì' Ýíá èåáôñéêü
Ýñãï ôüôå ç ðñüôáóç \èá ðÜìå óôïí êéíçìáôïãñÜöï Þ óôï èÝáôñï" Ý÷åé ôçí
áðïêëåéóôéêÞ óçìáóßá. Óôá ÌáèçìáôéêÜ ç äéÜæåõîç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðÜíôá
ìå ôçí ìç-áðïêëåéóôéêÞ ôçò óçìáóßá. Áñá ìðïñïýìå íá ëÝìå üôé êÜèå áñéè-
ìüò åßíáé èåôéêüò Þ ìéêñüôåñïò ôïõ 3 îÝñïíôáò üôé õðÜñ÷ïõí èåôéêïß áñéèìïß
ìéêñüôåñïé ôïõ 3. Ï áëçèïðßíáêáò ôçò ìç-áðïêëåéóôéêÞò äéÜæåõîçò åßíáé:

'  '∨ 
T T T
T F T
F T T
F F F

ÓõíåðáãùãÞ:
\'→  " óçìáßíåé \åÜí ' ôüôå  ".

'  '→ 
T T T
T F F
F T T
F F T

Ç ðåñßðôùóç (2ç óåéñÜ) üðïõ ç õðüèåóç åßíáé áëçèÞò êáé ôï óõìðÝñáóìá
øåõäÝò åßíáé óáöÞò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôï ' →  ðñÝðåé íá áðïäïèåß
ç ôéìÞ F. Åðßóçò óáöÞò åßíáé êáé ç ðåñßðôùóç ôçò ðñþôçò óåéñÜò. Ãéá íá
äéêáéïëïãÞóïõìå ôéò õðüëïéðåò óåéñÝò ôïõ áëçèïðßíáêá ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé
åðéèõìçôü ç ðñüôáóç \åÜí ' êáé  ôüôå  " íá åßíáé ðÜíôá áëçèéíÞ. ÄçëáäÞ
ç (' ∧  ) →  ðñÝðåé íá ðáßñíåé ðÜíôá ôçí ôéìÞ T. ÁëëÜ ôüôå: (ãñÜöïíôáò
' = T Þ ' = F áí ç ' ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T Þ ôçí ôéìÞ F)

• Áí ' = T êáé  = T ôüôå (' ∧  ) = T êáé  = T. Áñá äéêáéïëïãåßôáé
ç ðñþôç óåéñá.

• Áí ' = F êáé  = T ôüôå ('∧ ) = F áñá äéêáéïëïãåßôáé ç ôñßôç óåéñá.

• Áí ' = F êáé  = F ôüôå (' ∧  ) = F áñá
äéêáéïëïãåßôáé ç ôÝôáñôç óåéñá.
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Áëëç äéêáéïëüãçóç ôïõ áëçèïðßíáêá åßíáé ç åîÞò: Èåùñïýìå ôçí ðñüôáóç \áí
x ðåñéôôüò ôüôå x2 ðåñéôôüò". Ôç èåùñïýìå áëçèéíÞ ðñüôáóç. Ðñïöáíþò ãéá
íá äéáøåýóïõìå áõôÞí ôçí ðñüôáóç äåí èá èÝëáìå íá èåùñÞóïõìå ðåñéðôþóåéò
üðïõ x äåí åßíáé ðåñéôôüò. Áõôü äéêáéïëïãåß ôçí 3ç êáé 4ç óåéñÜ. Åðßóçò
êÜèå ðåñßðôùóç x ðåñéôôïý ìáò äßíåé x2 ðåñéôôü ðïõ åðéâåâáéþíåé ôï ãåíéêü
éó÷õñéóìü. Áõôü äéêáéïëïãåß ôçí 1ç óåéñÜ.

2.5 ÁðïíïìÝò ÁëÞèåéáò

ÈÝëïõìå íá ïñßóïõìå ôé óçìáßíåé ãéá Ýíá ðñïôáóéáêü ôýðï íá åßíáé ëïãéêÞ óõ-
íÝðåéá Üëëùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ð.÷. A1 åéíáé ëïãéêÞ óõíÝðåéá ôïõ (A1∧A2).
Ãéáôß ðñÜãìáôé üðïéåò ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò êáé íá óõìâïëßæïõí
ïé A1 êáé A2, áí ç ðñüôáóç (A1 ∧A2) åßíáé áëçèÞò ôüôå ç A1 èá åßíáé åðßóçò
áëçèÞò. Ôï óýíïëï {T;F} ôï ïíïìÜæïõìå óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí Þ ôéìþí
áëÞèåéáò êáé áðïôåëåßôáé áðü äýï îå÷ùñéóôÜ óôïé÷åßá, ôï T êáé ôï F. Ôï T
ïíïìÜæïõìå áëçèÝò (True). Ôï F ïíïìÜæïõìå øåõäÝò (False). (Äåí Ý÷åé óç-
ìáóßá ðïéÜ åßíáé ôá T êáé F , èá ìðïñïýóå íá Þôáí ïé áñéèìïé 1 êáé 0). Åóôù
A ôï óýíïëï óõìâüëùí ðñïôÜóåùí ôçò ãëþóóáò ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí
êáé P ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí.

Ïñéóìüò 2.6 ÁðïíïìÞ áëÞèåéáò ïíïìÜæïõìå êÜèå óõíÜñôçóç

V : A → {T;F}

(äçëáäÞ êÜèå óõíÜñôçóç áðü ôï óýíïëï A óôï óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí).

Áí V åßíáé ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ôüôå óå êÜèå £áôïìéêÞ ðñüôáóç¤ Ak áíôé-
óôïé÷åß ìÝóù ôçò V ìßá ôéìÞ T Þ F. Áí õðïèÝóïõìå üôé ïé A1; A2; : : : ; An; : : :
áíôéóôïé÷ïýí óôéò áôïìéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå óôçí
åëëçíéêÞ ãëþóóá, ôüôå ç ôéìÞ T Þ F ðïõ èá ðáßñíïõìå ìåóù ôçò V èá ìáò
ëÝåé üôé ç ðñüôáóç åßíáé áíôßóôïé÷á áëçèÞò Þ øåõäÞò. ÄçëáäÞ ìßá áðïíïìÞ
áëÞèåéáò áðïôåëåß Ýíá £êüóìï¤ ìÝóá óôïí ïðïßï ìßá áôïìéêÞ ðñüôáóç (äçë.
ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí) áðïêôÜ ôç óçìáóßá ôïõ, íá åßíáé äçëáäÞ áëçèÞò Þ
øåõäÞò óôïí êüóìï áõôü. ¢ðáî êáé äïèåß ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò, ïé ôéìÝò
áëÞèåéáò ôùí óýíèåôùí ðñïôÜóåùí èá êáèïñßæïíôáé âÜóåé ôùí áëçèïðéíÜêùí.
Áõôü áõôüìáôá èá ìáò äþóåé ìéá åðÝêôáóç ôçò óõíÜñôçóçò V óôï óýíïëï
üëùí ôùí ðñïôÜóåùí. Áí ïíïìÜóïõìå V̄ áõôÞí ôçí åðÝêôáóç, ç V̄ èá åßíáé
ìéá óõíÜñôçóç V̄ : P → {T;F} ðïõ ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò: Ï ïñéóìüò ãß-
íåôáé ìå (ãåíéêåõìÝíç) åðáãùãÞ óôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí ðñïôáóéáêþí
ôýðùí:

0. Ãéá êÜèå Ai ∈ A Ý÷ïõìå V̄ (Ai) = V (Ai) (áñá V̄ åßíáé åðÝêôáóç ôçò V ).

Áí ôþñá '; ∈ P êáé Ý÷ïõí Þäç ïñéóèåß ïé V̄ (') êáé V̄ ( ),

1. V̄ ((¬')) =
{

T áí V̄ (') = F
F áí V̄ (') = T
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2. V̄ ((' ∧  )) =
{

T áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = T
F äéáöïñåôéêÜ

3. V̄ ((' ∨  )) =
{

F áí V̄ (') = F êáé V̄ ( ) = F
T äéáöïñåôéêÜ

4. V̄ (('→  )) =
{

F áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = F
T äéáöïñåôéêÜ

Óçìåßùóç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ïé óõíèÞêåò äåîéÜ áíôéóôïé÷ïýí óôïí
ôñüðï ìå ôïí ïðïßï õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ áëÞèåéáò ìéáò óýíèåôçò ðñüôáóçò
âÜóåé ôïõ áëçèïðßíáêá (üôáí ïé ôéìÝò áëÞèåéáò ôùí åðß ìÝñïõò ðñïôÜóåùí åßíáé
ãíùóôÝò). Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äïýìå üôé éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá èåùñÞìáôá:

èåþñçìá 2.7 Ãéá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V õðÜñ÷åé ìßá êáé ìüíïí ìßá åðÝ-
êôáóç V̄ .

èåþñçìá 2.8 Áí ' åßíáé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò óôïí ïðïßï åìöáíßæïíôáé
ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí Ak1 ; Ak2 ; : : : ; Akn (êáé ìüíïí áõôÜ) êáé áí V1; V2 åßíáé
äýï áðïíïìÝò áëÞèåéáò ðïõ óõìöùíïýí ó' áõôÜ ôá óýìâïëá äçë. V1(Aki) =
V2(Aki) ∀i = 1; 2; : : : ; n, ôüôå V̄1(') = V̄2(').

ð.÷. Áí ' ≡ (A1 → (A2 → A5)) ôüôå ç ôéìÞ V̄ (') åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôéò
ôéìÝò V (A1); V (A2); V (A5) êáé ü÷é áðü Üëëåò ë.÷. ôçí V (A50).

Ïñéóìüò 2.9 ËÝìå üôé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V éêáíïðïéåß ôïí ðñïôáóéáêü
ôýðï ' áí V̄ (') = T.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé Σ åßíáé Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí (Üðåéñï Þ
ðåðåñáóìÝíï) êáé üôé � åßíáé åðßóçò Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò.

Ïñéóìüò 2.10 Ôï Σ ôáõôïëïãéêá óõíåðÜãåôáé ôïí � (êáé ãñÜöïõìå Σ |= �)
áí êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß üëïõò ôïõò ôýðïõò óôï Σ éêáíïðïéåß
êáé ôïí � .

Ï ïñéóìüò áõôüò áíôáíáêëÜ ôï áßóèçìá ðïõ Ý÷ïõìå íá èåùñïýìå üôé Ýíá óõ-
ìðÝñáóìá (ôï �) Ýðåôáé áðü Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí (ôï Σ) áí ç ðáñáäï÷Þ
üôé ïé õðïèÝóåéò åßíáé áëçèéíÝò åîáóöáëßæåé üôé êáé ôï óõìðÝñáóìá åßíáé áëç-
èÝò. ÏñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïõ Σ |= � áîßæåé íá ìíçìïíåõôïýí. Áò
åßíáé ôï Σ ôï êåíü óýíïëï ∅. Ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ðÜíôá áëÞèåéá üôé êÜèå
áðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß üëá ôá ìÝëç ôïõ Σ (ãéáôß;). Áñá üôáí Ý÷ïõìå
∅ |= � , áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß ôïí � . Ó' áõôÞí
ôçí ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ï � åßíáé ôáõôïëïãßá êáé ãñÜöïõìå |= � . Áëëç åéäéêÞ
ðåñßðôùóç åßíáé üôáí êáìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò äåí éêáíïðïéåß üëá ìáæß ôá ìÝëç
ôïõ Σ. Ôüôå éó÷ýåé (äçëáäÞ ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé áëçèÝò) ôï Σ |= � .
ð.÷. Σ = {';¬'} |=  . Áí ôï Σ åßíáé ìïíïìåëÝò äçë. Σ = {�} ãéá êÜðïéï
�, ôüôå áíôß ãéá {�} |= � ãñÜöïõìå � |= � . Áí Ý÷ïõìå � |= � êáé � |= � ëÝìå
üôé ïé � êáé � åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïé êáé ãñÜöïõìå � ./ � .

ð.÷. ¬(' ∧  ) ./¬' ∧ ¬ .
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2.6 ÁóêÞóåéò

1. Äåßîôå üôé êáíÝíáò áðü ôïýò äýï ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò äåí óõíåðÜãåôáé
ôáõôïëïãéêÜ ôïí Üëëï:
(' ∧ (( → �) ∧ (� →  ))) êáé ((' ∧ ( ∧ �)) ∨ ((¬') ∧ ((¬ ) ∧ (¬�))))

2. Åßíáé ï ((('→  ) → ') → ') ôáõôïëïãßá;

3. (i) Σ ∪ {'} |=  ⇐⇒ Σ |= ('→  )
(ii) � ./ � ⇐⇒ |= (� → �) ∧ (� → �)
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2.7 Ðñïôáóéáêïß Óýíäåóìïé

ÌÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôÝóóåñåéò ðñïôáóéáêïýò (Þ ëïãéêïýò)
óõíäÝóìïõò. ÁíáñùôéÝìáóôå áí èá êåñäßæáìå ôßðïôá ðñïóèÝôïíôáò êé' Üë-
ëïõò óõíäÝóìïõò Þ èá ÷Üíáìå ðáñáëåßðïíôáò ìåñéêïýò. Èá ðñïóðáèÞóïõìå
ôÝôïéïõ åßäïõò åñùôÞóåéò íá ôßò êÜíïõìå áêñéâåßò þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá
äþóïõìå êáé áêñéâåßò áðáíôÞóåéò. Áò èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.
Åóôù üôé åðåêôåßíïõìå ôç ãëþóóá ìáò ðñïóèÝôïíôáò Ýíá ôñéðëü óýíäåóìï #.
ÄçëáäÞ ôþñá áí '; ; � åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé, ï (#' �) èá åßíáé ðñïôá-
óéáêüò ôýðïò. ÐñÝðåé íá äþóïõìå ìéá åñìçíåßá ó' áõôü ôï óýìâïëï. ÄçëáäÞ
íá õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ V̄ ((#' �)), üðïõ V åßíáé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò,
üôáí åßíáé ãíùóôÝò ïé ôéìÝò V̄ ('); V̄ ( ); V̄ (�). Ïñßæïõìå V̄ ((#' �)) íá åßíáé
ü,ôé êáé ç ðëåéïøçößá ôùí V̄ ('), V̄ ( ), V̄ (�) ð.÷. áí V̄ (') = V̄ ( ) = T êáé
V̄ (�) = F ôüôå V̄ ((#' �)) = T. Éó÷õñéæüìáóôå üôé ìå ôçí åðÝêôáóç áõôÞ
ðïõ êÜíáìå óôï óýíïëï ôùí óõíäÝóìùí ìáò äåí êåñäßóáìå ôßðïôá, ãéáôß êÜèå
ðñïôáóéáêüò ôýðïò óôçí åðåêôåôáìÝíç êáéíïýñãéá ìáò ãëþóóá åßíáé ôáõôïëï-
ãéêÜ éóïäýíáìïò ìå Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï ôçò áñ÷éêÞò ìáò ãëþóóáò. Êé' áõôü
ãéáôß (#' �) åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí (('∧ )∨('∧�)∨( ∧�)).
Ïñéóìüò 2.11 ÊÜèå óõíÜñôçóç B : {T;F}n → {T;F} ïíïìÜæåôáé óõíÜñ-
ôçóç Boole n èÝóåùí Þ (ëïãéêüò, ðñïôáóéáêüò) óýíäåóìïò n èÝóåùí. Åäþ
{T;F}n = {T;F} × : : :× {T;F}︸ ︷︷ ︸

n

. ÅðéôñÝðïõìå êáé óôéò ôéìÝò T êáé F íá åßíáé

óõíáñôÞóåéò Boole ìå 0 èÝóåéò. Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç óõíÞèùò ãñÜöïõìå
T êáé F .

Ç Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò Boole ãåíéêåýåé ôçí éäÝá ôïõ óõíäÝóìïõ. Ïôáí åñìç-
íåýïõìå Ýíá óýíäåóìï ëÝìå ðïéïß óõíäõáóìïß ôéìþí áëÞèåéáò (äéáôåôáãìÝíåò
n-Üäåò áëçèïôéìþí) äßíïõí ðïéÝò ôéìÝò áëÞèåéáò (ð.÷. ï áëçèïðßíáêáò). ÊÜèå
ðñïôáóéáêüò ôýðïò ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç Boole.
ð.÷. èåùñïýìå ôïí (A1 ∧A2) ∨A1. Ðáßñíïõìå ôçí åîÞò óõíÜñôçóç Boole.

A1 A2 (A1 ∧A2) ∨A1

T T T
T F T
F T F
F F F

Êáé ãåíéêþôåñá:

Ïñéóìüò 2.12 Åóôù � ðñïôáóéáêüò ôýðïò ðïõ ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
ðïõ ðåñéÝ÷åé åßíáé ïé A1; : : : ; An. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç Boole ìå n èÝóåéò
B� ùò áêïëïýèùò. B� (x1; : : : ; xn) = V̄ (�), üðïõ xi ∈ {T;F}, ç V̄ åßíáé
áðïíïìÞ áëÞèåéáò ìå V (Ai) = xi (i = 1; 2; : : : ; n). ËÝìå üôé ç B� åßíáé ç
óõíÜñôçóç Boole ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ôïí � .
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èåþñçìá 2.13 Åóôù G ìéá óõíÜñôçóç Boole ìå n èÝóåéò (n ≥ 1). Ôüôå
õðÜñ÷åé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò � óôç ãëþóóá ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí
Ýôóé þóôå G = B� , äçëáäÞ G ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ôüí � .

Áðüäåéîç: 1ç ðåñßðôùóç: ðåäßï ôéìþí ôçò G åßíáé ôï óýíïëï {F}. Ôüôå

� ≡ (A1 ∧ ¬A1) ∧ : : : ∧ (An ∧ ¬An)

2ç ðåñßðôùóç: Ç 1ç ðåñßðôùóç äåí éó÷ýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí k ðåñéðôþóåéò
óôéò ïðïßåò ç G ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T, üðïõ 0 < k ≤ 2n. ÊÜíïõìå ìéá ëßóôá
áõôþí ôùí ðåñéðôþóåùí.

x11; x12; : : : ; x1n (1)
x21; x22; : : : ; x2n (2)

...
...

xk1; xk2; : : : ; xkn (k)





Åóôù
�ij =

{
Aj áí xij = T
(¬Aj) áí xij = F

êáé i = �i1 ∧ : : : ∧ �in êáé � = 1 ∨ : : : ∨ �k.
Éó÷õñéæüìáóôå üôé G = B� . Ðüôå ç � ãßíåôáé áëçèéíÞ; Ïôáí üëá ôá
�i1; : : : ; �in ãßíïõí áëçèéíÜ. Ôá �ij üìùò åßíáé êáôáóêåõáóìÝíá Ýôóé þóôå
íá ðáßñíïõí ôçí ôéìÞ T ìüíïí üôáí ôá Aj ðÜñïõí ôéò ôéìÝò ðïõ Ý÷ïõìå óôïí
ðßíáêá. Åíáò ïðïéïóäÞðïôå Üëëïò óõíäõáìüò åêôüò ðßíáêá êÜíåé Ýíá áðü
ôá �ij øåõäÝò, Üñá üëá ôá i øåõäÞ, Üñá ôçí � øåõäÞ. Ïëá áõôÜ öáßíïíôáé
êáèáñÜ áí åîåôÜóïõìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.

Åóôù G ùò áêïëïýèùò:

G(T,T,T)=T
G(T,T,F)=F
G(T,F,T)=F
G(T,F,F)=T
G(F,T,T)=F
G(F,T,F)=T
G(F,F,T)=T
G(F,F,F)=F

Ôüôå óôéò ôñéÜäåò ôùí áëçèïôéìþí ðïõ áíôéóôïé÷åß ôéìÞ T äçìéïõñãïýìå ôïõò
åîÞò ôýðïõò:

F F T (¬A1) ∧ (¬A2) ∧A3

F T F (¬A1) ∧A2 ∧ (¬A3)
T F F A1 ∧ (¬A2) ∧ (¬A3)
T T T A1 ∧A2 ∧A3





áõôÜ åßíáé ôá i
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Ôüôå � = ((¬A1) ∧ (¬A2) ∧ A3) ∨ ((¬A1) ∧ A2 ∧ (¬A3)) ∨ (A1 ∧ (¬A2) ∧
(¬A3)) ∨ (A1 ∧A2 ∧A3)

Ôï óõìðÝñáóìá ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé üôé Ý÷ïõìå áñêåôïýò (óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá ðéï ðïëëïýò áð' ü,ôé ÷ñåéáæüìáóôå) óõíäÝóìïõò óôç äéÜèåóÞ
ìáò. Ãéáôß, áí õðïèÝóïõìå üôé óôç ãëþóóá ìáò åéóÜãïõìå êÜðïéïõò êáé-
íïýñãéïõò £åîùôéêïýò¤ óõíäÝóìïõò (üðùò ôïí ôñéðëü #) ôüôå êÜèå ðñüôáóç
' óôçí êáéíïýñãéá ãëþóóá èá ðñáãìáôïðïéåß ìéá óõíÜñôçóç Boole, B'. ÁëëÜ
áð' ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ç B' èá ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ìéá ðñüôáóç � óôçí
áñ÷éêÞ ìáò ãëþóóá äçë. B' = B� . ÐñÜãìá ðïõ ìáò ëÝåé üôé ' êáé � åßíáé
ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìåò. (Ãéáôß;)

Ïñéóìüò 2.14 ÄéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáëåßôáé êÜèå ìïñöÞ 1∨ : : :∨
k üðïõ i = �i1 ∧ : : : ∧ �ini êáé êÜèå �ij åßíáé ìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ Þ
ç Üñíçóç ìéáò ðñïôáóéáêÞò ìåôáâëçôÞò.

Áí ðñïóÝîïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.13 âëÝðïõìå üôé ï ôýðïò � ðïõ
êáôáóêåõÜóáìå åßíáé óå äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

èåþñçìá 2.15 Ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí ôáõôï-
ëïãéêÜ éóïäýíáìï óå äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

Áðüäåéîç: Åóôù ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò '. Ôüôå õðÜñ÷åé ôýðïò � óå äéáæåõ-
êôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ ðñáãìáôïðïéåß ôçí B'. ÄçëáäÞ B' = B� . ÁëëÜ
ôüôå ' êáé � åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïé.

2.8 ÅðÜñêåéá ÓõíäÝóìùí

Ïñéóìüò 2.16 Åóôù S Ýíá óýíïëï óõíäÝóìùí ð.÷. S = {∧;∨;¬}. To S
ëÝãåôáé åðáñêÝò áí êÜèå óõíÜñôçóç Boole ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß áðü
Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï ãéá ôï êôßóéìü ôïõ ïðïßïõ Ý÷ïõìå ìåôá÷åéñéóôåß óõí-
äÝóìïõò ìüíïí áðü ôï S.

Åßäáìå üôé êÜèå óõíÜñôçóç Boole ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï
óôïí ïðïßï åìöáíßæïíôáé ìüíïí ïé óýíäåóìïé ∧;∨ êáé ¬ (äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ
ìïñöÞ). Áñá ôï óýíïëï {¬;∧;∨} êáé âÝâáéá, êáôÜ ìåßæïíá ëüãï, ôï óýíïëï
{¬;∧;∨;→} ôçò ãëþóóáò ìáò åßíáé åðáñêÝò. Ìðïñïýìå üìùò íá âåëôéþóïõìå
ôï áðïôÝëåóìá:

èåþñçìá 2.17 Ôá óýíïëá {¬;∧} êáé {¬;∨} åßíáé åðáñêÞ.

Áðüäåéîç: Áöïý ôï {¬;∧;∨} åßíáé åðáñêÝò, ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï {¬;∧}
åßíáé åðáñêÝò áñêåß íá åêöñÜóïõìå ôï óýíäåóìï ∨ óõíáñôÞóåé ôùí õðïëïßðùí.
Å÷ïõìå

(' ∨  ) ./¬(¬' ∧ ¬ ):

Áñá êÜèå ÷ñÞóç ôïõ ' ∨  ìðïñïýìå íá ôçí áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ôï
éóïäýíáìü ôçò. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé {¬;∨} åßíáé åðáñêÝò ðáñáôçñïýìå üôé
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(' ∧  ) ./¬(¬' ∨ ¬ ). Áóêçóç: {∧;→} äåí åßíáé åðáñêÝò (õðüäåéîç: Äåí
ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß ç Üñíçóç).

Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n, õðÜñ÷ïõí 22n óõíáñôÞóåéò Boole Þ óýíäåóìïé
n èÝóåùí. Óýíäåóìïé 0 èÝóåùí: ÓõìâáôéêÜ åîåôÜæïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç
n = 0. Å÷ïõìå äýï ôÝôïéïõò óýíäåóìïõò ôïí T êáé ôïí F . Ìðïñïõìå íá
ôïõò ìåôáöÝñïõìå êáé óôç ãëþóóá èåùñþíôáò ôïõò óáí ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò
áôïìéêïýò. Ôüôå üìùò ãéá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ðÜíôá
üôé V (T ) = T êáé V (F) = F.
ð.÷. ï ôýðïò A→ F åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí (¬A). Óýíäåóìïé
1 èÝóçò: ÕðÜñ÷ïõí 4. Ìüíïí Ýíáò, ç Üñíçóç, Ý÷åé åíäéáöÝñïí. Óýíäåóìïé 2
èÝóåùí: ÕðÜñ÷ïõí 222

= 16. Åêôüò ôùí ∧;∨;→ ïé Üëëïé åéíáé:

Óýìâïëï Éóïäõíáìßá ÐáñáôçñÞóåéò
T óôáèåñüò ìå ôéìÞ T
F óôáèåñüò ìå ôéìÞ F
A ðñþôç ðñïâïëÞ
B äåýôåñç ðñïâïëÞ
¬A
¬B

A↔ B (A→ B) ∧ (B → A) éóïäõíáìßá
A← B B → A áíôßó. óõíåðáãùãÞ
A+B (A ∨B) ∧ ¬(A ∧B) äéÜæåõîç (xor)
A ↓ B ¬(A ∨B) ïýôå A ïýôå B (nor)
A|B ¬(A ∧B) nand
A < B (¬A) ∧B F < T (äéÜôáîç)
A > B A ∧ (¬B) T > F

èåþñçìá 2.18 Ôá {|} êáé {↓} åßíáé åðáñêÞ.

Áðüäåéîç: Ïé áëçèïðßíáêåò ôùí | êáé ↓ åßíáé:

A B A|B A ↓ B
T T F F
T F T F
F T T F
F F T T

Å÷ïõìå:

¬A ./ (A|A)
A ∨B ./ ((¬A)|(¬B))

¬A ./ (A ↓ A)
A|B ./ ¬((¬A) ↓ (¬B))
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2.9 ÁóêÞóåéò

1. Áðïäåßîôå üôé ïé ðéï êÜôù ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßíáé ôáõôïëïãßåò.

(i) ÐñïóåôáéñéóôéêÞ, ÁíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá ãéá ôá ∧;∨;↔.
ð.÷. � ∧ ( ∧ �) ↔ (� ∧  ) ∧ �; � ∨  ↔  ∨ � ê.ë.ð.

(ii) Åðéìåñéóôéêïß íüìïé:

(' ∧ ( ∨ �)) ↔ ((' ∧  ) ∨ (' ∧ �))
(' ∨ ( ∧ �)) ↔ ((' ∨  ) ∧ (' ∨ �))

(iii) Áñíçóç:
(¬(¬')) ↔ '
¬('→  ) ↔ (' ∧ ¬ )
¬('↔  ) ↔ ((' ∧ ¬ ) ∨ (¬' ∧  ))
¬(' ∧  ) ↔ (¬' ∨ ¬ )
¬(' ∨  ) ↔ (¬' ∧ ¬ )

}
Íüìïé ôïõ De Morgan

(' ∨ ¬') Áñ÷Þ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ
Þ íüìïò ôïõ ÁñéóôïôÝëç
¬(' ∧ (¬'))
('→  ) ↔ ((¬ ) → (¬')) Áíôéóôñïöïáíôßèåôç

2. (Äõ�éêüôçôá) Åóôù ' ðñïôáóéáêüò ôýðïò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ïðïßïõ
Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí ìüíïí ôá ∧;∨ êáé ¬. Åóôù '∗
ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò ðïõ ðñïêýðôåé áí óôïí ' åíáëëÜîïõìå ôá ∧ êáé ∨ êáé
áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ A ìå ôï ¬A. Áðïäåßîôå üôé
'./ ¬'∗.

3. Áðïäåßîôå üôé | êáé ↓ åßíáé ïé ìüíïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéò
áðü ìüíïé ôïõò.

4. Ìßá ðñüôáóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôïí óýíäåóìï ↔ åßíáé ôáõôïëïãßá áí êáé
ìüíïí áí êÜèå ðñïôáóéáêü óýìâïëï áðáíôÜôáé Ýíáí Üñôéï áñéèìü öïñþí.

5. Ïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí åßíáé 16 ôïí áñéèìü. Áð' áõôïýò ìüíïí ïé 10 åßíáé
ðñáãìáôéêÜ äéðëïß. Ïé õðüëïéðïé åßíáé åßôå ïõóéùäþò ìïíïß (ðñïâïëÝò, ¬A,
¬B) Þ 0 èÝóåùí (óôáèåñïß). Áðü ôïõò 10 îÝñïõìå üôé ïé | êáé ↓ áðïôåëïýí
áðü ìüíïé ôïõò (êáé ìüíïí áõôïß) åðáñêÞ óýíïëá. Áðü ôïõò 8 ðïõ ìáò ìÝíïõí
ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå 28 æåõãÜñéá. Ç åñþôçóç åßíáé: ðüóá áð' áõôÜ ôá
æåõãÜñéá áðïôåëïýí åðáñêÞ óýíïëá;
(Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé {∧;∨;→;←;↔} êáé {∧;∨; <;>;+} äåí åßíáé åðáñêÞ
óýíïëá. Áñá áðïêëåßïíôáé 19 æåýãç! ÌåôÜ áðïäåßîôå üôé {→;F}, {←;F}
åßíáé åðáñêÞ êáé Üñá óõìðåñÜíåôå üôé {→; <}, {→; >}, {→;+}, {←; <},
{←; >}, {←;+} åßíáé åðáñêÞ. Êáôüðéí áðïäåßîôå üôé {<; T }, {>; T } åß-
íáé åðáñêÞ êáé óõìðåñÜíåôå üôé {<;↔}, {>;↔} åßíáé åðáñêÞ. (Åäþ ' →
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 ./ T > (' >  ) êáé {→; <} åðáñêÝò. Åðßóçò T ./ (A ↔ A).) Áñá ìáò
ìÝíåé ìüíï Ýíá æåõãÜñé íá áó÷ïëçèïýìå: ôï {+;↔}. Áðïäåßîôå ôþñá üôé:
Ðñüôáóç To {¬;+;↔} äåí åßíáé åðáñêÝò.)

6. Âñßóêåóôå óôç ÷þñá ôùí èáõìÜôùí üðïõ üëïé ïé êÜôïéêïé ëÝíå åßôå ðÜíôá
áëÞèåéá (ïé \êáëïß") Þ ðÜíôá øÝììáôá (ïé \êáêïß"). Ðçãáßíåôå ãéá ôï ìáãå-
ìÝíï êÜóôñï þóðïõ îáöíéêÜ ï äñüìïò ó÷çìáôßæåé ìéá äé÷Üëá. Åêåß âñßóêåôáé
Ýíáò êÜôïéêïò ðïõ äåí îÝñåôå áí åßíáé êáëüò Þ êáêüò. Ìå ôçí ðñïõðüèåóç
üôé áõôüò èá óáò áðáíôÞóåé óå ìéá ìüíï åñþôçóç êáé ìüíïí ìå Ýíá íáé Þ Ýíá
ü÷é, ôé åñþôçóç èá ôïõ êÜíåôå ãéá íá äåßôå ðïéüò áðï ôïõò äýï äñüìïõò ôçò
äé÷Üëáò ðÜåé óôï êÜóôñï.
(Õðüäåéîç: Èåùñåßóôå ôéò ðñïôÜóåéò: ' íá óçìáßíåé \ëåò ôçí áëÞèåéá" êáé  
\áõôüò ï äñüìïò ðÜåé óôï êÜóôñï". Ó÷çìáôßóôå Ýíá êáôÜëëçëï áëçèïðßíáêá
þóôå ç ðñáãìáôïðïßçóÞ ôïõ ìå âÜóç ôéò ' êáé  íá óáò äßíåé ôçí êáôÜëëçëç
åñþôçóç.)

7. Áðïäåßîôå üôé êáíÝíáò áðü ôïõò ' ↔ ( ↔ �) êáé (' ∧ ( ∧ �)) ∨ (¬' ∧
(¬ ∧ ¬�)) äåí åßíáé ëïãéêÞ óõíåðáãùãÞ ï Ýíáò ôïõ Üëëïõ.

8. Áðïäåßîôå Þ áíôáðïäåßîôå ôá áêüëïõèá:

(i) áí åßôå Σ |= ' Þ Σ |=  ôüôå Σ |= ' ∨  .

(ii) áí Σ |= ' ∨  ôüôå åßôå Σ |= ' Þ Σ |=  .

9. Áðïäåßîôå ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç ãíùóôÞ êáé ùò ëÞììá ðáñåìâïëÞò: Áí
ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò ' →  åßíáé ôáõôïëïãßá ( |= ' →  ) ôüôå ìéá áðü ôéò
ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò áëçèåýåé:

(1) ï ' åßíáé áíôéëïãßá ( |= ¬' ),

(2) ï  åßíáé ôáõôïëïãßá ( |=  ),

(3) õðÜñ÷åé ðñïôáóéáêüò ôýðïò  ôÝôïéïò þóôå:

• êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ ôïõ  åìöáíßæåôáé êáé óôïí ' êáé óôïí
 ,

• ïé '→ ;  →  åéíáé ôáõôïëïãßåò ( |= '→  ; |=  →  ).

10. Áðü ôçí áðüäåéîç ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò ðñïêýðôåé üôé ìðïñïýìå
íá êáôáóêåõÜóïõìå ôïí ôýðï  üôáí îÝñïõìå ôá ' êáé  . Åóôù ' ≡ ((q →
p)∨r)∧((r → p)∨¬q) êáé  ≡ (¬p∧¬q)∨(p∧¬q)∨(p∧q)∨s. ÊáôáóêåõÜóôå
ôïí .

11. Èåþñçìá Ïñéóéìüôçôáò: ¸óôù p; q; p1; : : : ; pk äéáêåêñéìÝíåò ìåôáîý ôïõò
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò êáé ' ≡ '(p; p1; : : : ; pk) Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò
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ôïõ ïðïßïõ ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé ìåôáîý ôùí p; p1; : : : ; pk. Áí ï
ðñïôáóéáêüò ôýðïò

('(p; p1; : : : ; pk) ∧ '(q; p1; : : : ; pk)) → (p↔ q)

åßíáé ôáõôïëïãßá, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò  ≡ (p1; : : : ; pk), ìå
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ìåôáîý ôùí p1; : : : ; pk, Ýôóé þóôå ï ôýðïò

'(p; p1; : : : ; pk) → (p↔ )

íá åßíáé ôáõôïëïãßá.
(Õðüäåéîç: ÷ñçóéìïðïéåßóôå ôï ëÞììá ðáñåìâïëÞò.)
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2.10 Ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò

Ïñéóìüò 2.19 ¸óôù Σ Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí. ËÝìå üôé ôï Σ åß-
íáé éêáíïðïéÞóéìï åÜí õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
� ∈ Σ Ý÷ïõìå üôé V (�) = T. ËÝìå üôé ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï
(ðåð. éêáí.) åÜí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.

èåþñçìá 2.20 (èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò) ¸íá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôý-
ðùí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.

Áðüäåéîç: Ôï ìç ðñïöáíÝò ìÝñïò ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé í' áðïäåßîïõìå
üôé áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ åßíáé éêáíïðïÞóéìï ôüôå üëï ôï
óýíïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Èá ôï áðïäåßîïõìå ìå äéÜöïñá âÞìáôá.

Ïñéóìüò 2.21 ¸íá óýíïëï ðñïôÜóåùí Σ ëÝãåôáé ðëÞñåò áí ãéá ïðïéïäÞ-
ðïôå ðñïôábóéáêü ôýðï � Ý÷ïõìå åßôå � ∈ Σ Þ (¬�) ∈ Σ.

Ðáñáôçñïýìå üôé áí Ý÷ïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ôüôå ôï óýíïëï Σ =
{� | V (�) = T} åßíáé ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.

ÁëëÜ êáé áíôéóôñüöùò êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óý-
íïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå áõôü ðáñáôçñïýìå ðñþôá
üôé éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 2.22 Óå êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σ
éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

1. � ∈ Σ ⇔ (¬�) =∈ Σ

2. (� ∧  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ êáé  ∈ Σ

3. (� ∨  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ Þ  ∈ Σ

4. (�→  ) ∈ Σ ⇔ � =∈ Σ Þ  ∈ Σ

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Ãéá ôï 1. Áí � ∈ Σ ôüôå ïðùóäÞðïôå äåí ìðïñïýìå íá
Ý÷ïõìå (¬�) ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï êáé ôï óýíïëï
{�;¬�} äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Áíôßóôñïöá, åÜí ¬� =∈ Σ ôüôå åðåéäÞ ôï Σ
åßíáé ðëÞñåò èá Ý÷ïõìå � ∈ Σ. Ãéá ôï 2. ¸óôù (� ∧  ) ∈ Σ. Ôüôå äåí
åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå ð.÷. ¬� ∈ Σ äéüôé ôï óýíïëï {(�∧ );¬�} äåí åßíáé
éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá èá åßíáé � ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ðëÞñåò. Ïìïßùò ãéá
ôï  . Áíôßóôñïöá åÜí Ý÷ïõìå � ∈ Σ êáé  ∈ Σ äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå
üôé ¬(� ∧  ) ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ððåðåñáóíÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá áðü
ðëçñüôçôá ôïõ Σ èá Ý÷ïõìå (� ∧  ) ∈ Σ. Ïìïßùò êáé ãéá ôéò õðüëïéðåò
ðåñéðôþóåéò.

Ìå âÜóç áõôü ôï ëÞììá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï:
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ËÞììá 2.23 ÊÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï Σ åßíáé éêáíï-
ðïéÞóéìï.

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Ïñßæïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ùò åîÞò:
Áí A åßíáé ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå

V (A) =
{

T áí A ∈ Σ
F áí ¬A ∈ Σ

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ Σ ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôá-
âëçôÞ A õðÜñ÷åé ç ôéìÞ V (A), êáé üôé ëüãù ôïõ ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìïõ
ç ôéìÞ áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ. ÄçëáäÞ üôé ï ïñéóìüò ôçò V åßíáé êáëüò.

Ìðïñïýìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò
üôé ãéá êÜèå ôýðï � éó÷ýåé:

� ∈ Σ ⇔ V (�) = T

Ãéá ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ç éó÷ýò ôïõ áíùôÝñù åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá
ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò áò åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç � = �1 ∧ �2. ¸÷ïõìå:

�1∧�2 ∈ Σ ⇔ (áðü ðñïçã. ëÞììá) �1 ∈ Σ êáé �2 ∈ Σ ⇔ (åðáã. õðüèåóç) V (�1) =
T êáé V (�2) = T ⇔ V (�1 ∧ �2) = T. Ïìïßùò üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò.

¢ñá ëïéðüí, ôåëéêÜ, áí ìáò äïèåß Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí Σ ,
ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé
äõíáôüí íá åðåêôáèåß óå Ýíá óýíïëï Σ

′ ⊇ Σ þóôå Σ
′ íá åßíáé ðëÞñåò êáé

ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá ëïéðüí áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï
óðïõäáßï ëÞììá.

ËÞììá 2.24 (Lindenbaum) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σ
ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíá ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï
Σ
′ ⊇ Σ.

Áðüäåéîç: Åö' üóïí ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí åßíáé áñéè-
ìÞóéìï, ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ìðïñåß íá áñéèìçèåß.2 ¸óôù
�1; �2; : : : ; �n; : : : ìßá ôÝôïéá áñßèìçóç. Ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá óõíüëùí ðñï-
ôáóéáêþí ôýðùí Σ0 ⊆ Σ1 ⊆ Σ2 ⊆ · · · ⊆ Σn ⊆ · · · ùò åîÞò:

Σ0 = Σ

Σn+1 =
{

Σn ∪ {�n} áí Σn ∪ {�n} åßíáé ðåð. éêáí.
Σn ∪ {¬�n} äéáöïñåôéêÜ

Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.
Ôï áðïäåéêíýïõìå ìå áñéèìçôéêÞ åðáãùãÞ óôï n. Ãéá n = 0 éó÷ýåé áðü ôïí

2Áðü ôç óõíïëïèåùñßá ãíùñßæïõìå üôé åÜí Σ åßíáé áñéèìÞóéìï ôüôå ôï óýíïëï üëùí ôùí
ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü óôïé÷åßá ôïõ Σ åßíáé áñéèìÞóéìï. ÁñéèìÞóéìï óçìáßíåé üôé
õðÜñ÷åé ìßá 1{1 êáé åðß áíôéóôïé÷ßá ìå ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí.



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 23

ïñéóìü. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé éó÷ýåé ãéá n äçëáäÞ üôé ôï Σn åßíáé ðåðåñá-
óìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï Σn+1 åßíáé ðåðåñáóìÝíá
éêáíïðïéÞóéìï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá ôõ÷üí � áí ôï Σn ∪ {�} äåí
åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï ôüôå ôï Σn ∪ {¬�} åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêá-
íïðïéÞóéìï. ¸óôù ëïéðüí { 1; : : : ;  k;¬�} ôõ÷üí ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
ôïõ Σn;¬�. ÅðåéäÞ ôï Σn; � äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï õðÜñ÷åé
õðïóýíïëü ôïõ { ′1; : : : ;  

′
l ; �} ðïõ äåí éêáíïðïéåßôáé. ÅðåéäÞ ôï Σn åßíáé ðå-

ðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï èá õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ, Ýóôù V , ðïõ éêáíïðïéåß ôï
{ 1; : : : ;  k;  

′
1; : : : ;  

′
l}. ÁëëÜ ôüôå ç V äåí ìðïñåß íá éêáíïðïéåß ôçí � Üñá

V (¬�) = T, äçëáäÞ ç V éêáíïðïéåß ôï { 1; : : : ;  k;¬�}.
Ïñßæïõìå ôþñá ôï Σ

′
= ∪∞n=0Σn. Ôï Σ

′ åßíáé ðëÞñåò äéüôé êÜèå ðñïôá-
óéáêüò ôýðïò åßíáé êÜðïéï �n óôç ëßóôá ôçò áñßèìçóçò êáé ãéá ôç äçìéïõñãßá
ôïõ Σ

′ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß üëá ôá �n Þ ¬�n. Ôï Σ
′ åßíáé êáé ðåðåñáóìÝíá

éêáíïðïéÞóéìï äéüôé áí {�1; : : : ; �k} Ýíá õðïóýíïëü ôïõ èá õðÜñ÷åé Ýíá n áñ-
êïýíôùò ìåãÜëï þóôå {�1; : : : ; �k} ⊆ Σn êáé åðåéäÞ ôï Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíá
éêáíïðïéÞóéìï ôï óýíïëï {�1; : : : ; �k} èá éêáíïðïéåßôáé.

Ðüñéóìá 2.25 ÅÜí Σ |= � ôüôå õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Σ0 ⊆ Σ þóôå Σ0 |=
�.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç âáóßæåôáé óôï üôé Σ |= � ôüôå êáé ìïíïí ôüôå Σ;¬�
äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.

¸óôù ôþñá Σ |= �. Ôüôå ôï óýíïëï Σ;¬� äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, Üñá
áðü èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá õðÜñ-
÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï Σ0;¬� ðïõ äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï (Σ0 ⊆ Σ
êáé Σ0 ðåðåñáóìÝíï). ¢ñá Σ0 |= �.
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3 Áðïäåéêôéêü Óýóôçìá

Áîéùìáôéêü óýóôçìá ôýðïõ Hilbert ãéá ôïí ðñïôáóéáêü ëïãéóìü.

Èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü åíüò ôõðéêïý óõóôÞìáôïò ôïõ ïðïßïõ óêïðüò èá
åßíáé íá áðïäåéêíýåé ìå áõóôçñü ôñüðï ôéò áëÞèåéåò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãé-
óìïý, äçëáäÞ, åßôå ôéò áðüëõôåò áëÞèåéåò ïé ïðïßåò èá åßíáé ïé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé ðïõ ãßíïíôáé áëçèåßò óå üëåò ôéò áðïíïìÝò (ôáõôïëïãßåò) Þ ôéò ó÷åôéêÝò
áëÞèåéåò (ó÷åôéêÝò óå ó÷Ýóç ìå Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí) ïé ïðïßåò èá áëç-
èåýïõí óôéò áðïíïìÝò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò. Ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò
ôçò ðáñïõóßáóçò ç ãëþóóá ìáò èá ðåñéëáìâÜíåé ìüíïí ôïõò óõíäÝóìïõò ¬
êáé →. Ç åðéëïãÞ áõôÞ äåí åßíáé ðåñéïñéóôéêÞ áöïý ôï óýíïëï {¬;→} åßíáé
åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí êáé êÜèå åìöÜíéóç Üëëïõ óõíäÝóìïõ ìðïñåß íá
èåùñçèåß óõíôïìïãñáößá Ýêöñáóçò ðïõ ãñÜöåôáé áðïêëåéóôéêÜ ìå ¬ êáé →.
ÃåíéêÜ, Ýíá áîéùìáôéêü óýóôçìá áðïôåëåßôáé áðü ôá áîéþìáôá, ðïõ åßíáé ïé
ðñïôÜóåéò ðïõ áíÜ ðÜóá óôéãìÞ ìðïñïýìå íá åðéêáëåóôïýìå êáé íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå óôçí áðüäåéîÞ ìáò êáé ôïõò êáíüíåò áðáãùãÞò ðïõ èá ìáò åðéôñÝ-
ðïõí íá ðáñÜãïõìå, áðü ôá Þäç áðïäåé÷èÝíôá, êáéíïýñãéá óõìðåñÜóìáôá.

×ñçóéìïðïéïýìå ôá áêüëïõèá ó÷Þìáôá ëïãéêþí áîéùìÜôùí. Ãéá ïðïéïõó-
äÞðïôå ôýðïõò �;  ; � ïé áêüëïõèïé (ðéï óýíèåôïé) ôýðïé åßíáé áîéþìáôá:

A1 �→ ( → �)

A2 (�→ ( → �)) → ((�→  ) → (�→ �))

A3 (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  )

Êáíüíåò ÁðáãùãÞò: ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá áðáãùãÞò ðïõ åßíáé
ãíùóôüò ìå ôï ëáôéíéêü üíïìá MODUS PONENS êáé ôïí óõìâïëßæïõìå ìå
MP. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò ëÝåé üôé áðü ôïõò �→  êáé � áðÜãïõìå (óõìðå-
ñáßíïõìå) ôïí  . Ó÷çìáôéêÜ

�→  �
 

MP

Ïñéóìüò 3.1 Ìßá Èåùñßá åßíáé Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí ôá ïðïßá
ïíáìÜæïíôáé ìç-ëïãéêÜ áîéþìáôá ôçò èåùñßáò. ÁíôéèÝôùò, ôá áîéþìáôá ðïõ
ðáñÜãïíôáé áðü ôá ó÷Þìáôá áîéùìÜôùí A1{A3 ïíïìÜæïíôáé ëïãéêÜ áîéþìáôá.
Ôéò èåùñßåò ôéò óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå ôá ãñÜììáôá T ,Σ,: : :.

Ïñéóìüò 3.2 Áðüäåéîç óôç èåùñßá T ïíïìÜæåôáé êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêï-
ëïõèßá �1; �2; : : : ; �n ðñïôáóéáêþí ôýðùí ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí ôá êÜ-
ôùèé:

Ãéá êÜèå i üðïõ 1 ≤ i ≤ n ï ôýðïò �i åßíáé, åßôå

1. Ýíá ëïãéêü áîßùìá A1, A2 Þ A3
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2. åßôå áíÞêåé óôçí T , äçëáäÞ åßíáé Ýíá ìç ëïãéêü áîßùìá ôçò T

3. åßôå õðÜñ÷ïõí �j ; �k ôýðïé ôçò áêïëïõèßáò �1; �2; : : : ; �n ìå j < i êáé
k < i þóôå �j ≡ �k → �i (äçëáäÞ ï �i åßíáé ôï óõìðÝñáóìá êáíüíá
MP ìå õðïèÝóåéò ôýðïõò ìå ìéêñüôåñï äåßêôç, äçëáäÞ ðïõ ðñïçãïýíôáé
óôçí áðüäåéîç áðü ôïí �i)

Ïñéóìüò 3.3 Èåþñçìá ôçò èåùñßáò T ïíïìÜæåôáé êÜèå ôýðïò � ãéá ôïí
ïðïßï õðÜñ÷åé áðüäåéîç �1; �2; : : : ; �n óôç èåùñßá T ìå �n ≡ �.

Áí � åßíáé èåþñçìá ôçò T , ãñÜöïõìå T ` �. Áí T = ∅, äçëáäÞ áí èåù-
ñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá, ãñÜöïõìå ` �.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç áðüäåéîç åßíáé óôïí êáèáñü ðñïôáóéáêü ëï-
ãéóìü. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ïðïéáäÞðïôå áðüäåéîç ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá ôçí
êáôáóêåõÞ ôçò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá åßíáé áðüäåéîç óôïí êáèáñü ðñïôáóéáêü
ëïãéóìü. Êáé âÝâáéá åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ` � óõíåðÜãåôáé T ` � ãéá
ïðïéïäÞðïôå T .

ÐáñÜäåéãìá 3.4 Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå � éó÷ýåé üôé
` �→ �.

Áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá áêïëïõèßá �1; : : : ; �n, üðùò áêñéâþò óôïí
ïñéóìü, Ýôóé þóôå ï �n íá åßíáé ï � → �. Ôçí ðáñïõóéÜæïõìå ðáñáêÜôù
ãñÜöïíôÜò ôçí áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù, üðïõ ïé áñéèìïß áñéóôåñÜ åßíáé ïé
äåßêôåò ôçò áêïëïõèßáò êáé üðïõ äåîéÜ ðáñïõóéÜæåôáé ç áéôéïëüãçóç ôïõ ãéáôß
ç áêïëïõèßá éêáíïðïéåß ôéò ðñïäéáãñáöÝò ôïõ ïñéóìïý.

1. (�→ ((�→ �) → �)) → ((�→ (�→ �)) → (�→ �)
2. �→ ((�→ �) → �)
3. (�→ (�→ �)) → (�→ �)
4. �→ (�→ �)
5. �→ �

ìå ôçí ðáñáêÜôù áíôßóôïé÷ç äéêáéïëüãçóç
1. Áîßùìá Á2
2. Áîßùìá Á1
3. Áðü 1, 2 êáé MP
4. Áîßùìá Á1
5. Áðü 3,4 êáé MP

Áò ðñïóèÝóïõìå Ýíá ó÷üëéï ãéá ôç ÷ñÞóç ôùí ëÝîåùí £áðüäåéîç¤ £èåþ-
ñçìá¤ ê.ë.ð. óôïõò ïñéóìïýò ðïõ ðñïçãÞèçêáí. Åßíáé ðéï óùóôü ïôáí áíáöå-
ñüìáóôå ó'áõôÜ íá ëÝìå ôõðéêÞ áðüäåéîç, ôõðéêü èåþñçìá ê.ë.ð. Ïôáí ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôéò ëÝîåéò áðüäåéîç, èåþñçìá ê.ë.ð. ìå ôçí êáèçìåñéíÞ ìáèçìáôéêÞ
ôïõò óçìáóßá äåí ðñÝðåé íá ôéò óõã÷Ýïõìå ìå ôá áíôéêåßìåíá ðïõ ðåñéãñÜöôç-
êáí ìå ôïõò ðñïçãçèÝíôåò ïñéóìïýò. Èá ìðïñïýóáìå ð.÷. íá áðïäåßîïõìå
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Ýíá èåþñçìá ãéá ôá ôõðéêÜ èåùñÞìáôá. Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï èåþñçìá
áõôü ôï ïíïìÜæïõìå ìåôáèåþñçìá. Ðéï ãåíéêÜ åðåéäÞ ïé êýñéåò Ýííïéåò êáé
ðñáêôéêÝò ôùí Ìáèçìáôéêþí ìðïñïýí íá ïñéóôïýí êáôÜ ôñüðï þóôå íá Ý÷ïõí
ôï ôõðéêü ôïõò áíÜëïãï (óôéò ãñáììÝò ôùí áíùôÝñù ïñéóìþí), ôá Ìáèçìá-
ôéêÜ ðïõ Ý÷ïõí ùò áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò áõôÜ ôá ôõðéêÜ áíÜëïãá ïíïìÜæïíôáé
ÌåôáìáèçìáôéêÜ.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå Ýíá (ìåôá)èåþñçìá ðïõ èá ìáò âïçèÜåé óôçí
åýñåóç ôõðéêþí áðïäåßîåùí.

èåþñçìá 3.5 (Ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò) Áí T ∪ {�} `  (ãñÜöïõìå
êáé T; � `  ) ôüôå T ` �→  .

Áðüäåéîç: Ôï èåþñçìá ôï áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò n ôçò
áðüäåéîçò  1; : : : ;  n ôçò  ( ≡  n). ÃåíéêÜ ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé áí  
åßíáé Ýíá áðü ôá áêüëïõèá

1.  åßíáé ëïãéêü áîßùìá

2.  ∈ T
3.  ≡ �

ôüôå ç ðñüôáóç éó÷ýåé äéüôé:
Óôçí ðñþôç êáé óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç éó÷ýåé üôé T `  . Êáé åðåéäÞ

éó÷ýåé åðßóçò üôé T `  → (� →  ) (åðåéäÞ  → (� →  ) åßíáé ëïãéêü
áîßùìá) èá Ý÷ïõìå T ` � →  áðü åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá Modus Ponens.
Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç èá Ý÷ïõìå âÝâáéá T ` � → � åðåéäÞ ` � → �, áðü
ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá.

¸óôù ôþñá üôé ç  åßíáé áðïôÝëåóìá åíüò êáíüíá MP. Ôüôå Ý÷ïõí ðñïç-
ãçèåß óôçí áðüäåéîç ôá  i êáé  i →  .ÅðåéäÞ áõôÜ Ý÷ïõí ðñïçãçèåß ïé áðïäåß-
îåéò ôïõò Ý÷ïõí ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôï n êáé Üñá ãéá áõôÜ éó÷ýåé ç åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, Üñá T ` � →  i êáé T ` � → ( i →  ). Ôï áðïôÝëåóìá Ýñ÷åôáé
åðåéäÞ ëüãù A2 éó÷ýåé T ` (� → ( i →  )) → ((� →  i) → (� →  )).
×ñçóéìïðïéïýìå äýï öïñÝò ôïí êáíüíá MP.

èåþñçìá 3.6 (Èåþñçìá ôçò ïñèüôçôáò) Áí T ` � ôüôå T |= �. Óôçí
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ T = ∅, Ý÷ïõìå üôé ` � óõíåðÜãåôáé |= � äçëáäÞ ôá
èåùñÞìáôá ôïõ êáèáñïý ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý åßíáé ôáõôïëïãßåò.

Áðüäåéîç åýêïëç äéüôé ç éêáíïðïéçóéìüôçôá éó÷ýåé ãéá ôá áîéþìáôá (ôá
ëïãéêÜ áîéþìáôá åßíáé ôáõôïëïãßåò) êáé ìåôáöÝñåôáé áðü ôéò õðïèÝóåéò åíüò
êáíüíá Modus Ponens óôï óõìðÝñáóìá.

Ôï áíùôÝñù èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé üëá ôá èåùñÞìáôá åßíáé ïñèÜ. Éó÷ýåé
üìùò êáé ôï áíôßóôñïöï; ÄçëáäÞ éó÷ýåé üôé áí Ý÷ïõìå ìßá ôáõôïëïãßá ôüôå
áõôÞ èá åßíáé Ýíá èåþñçìá ôïõ ôõðéêïý óõóôÞìáôïò; Éó÷ýåé, ìå Üëëá ëüãéá, üôé
ôï ôõðéêü óýóôçìá Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá áðïäåéêíýåé üëåò ôéò ôáõôïëïãßåò;
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èåþñçìá 3.7 (Èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò) Áí |= �, äçëáäÞ áí � åßíáé ôáõ-
ôïëïãßá, ôüôå ` �.

Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôá áêüëïõèá ëÞììáôá:

ËÞììá 3.8 Ïé ðáñáêÜôù ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßíáé ôõðéêÜ èåùñÞìáôá ôïõ
áðïäåéêôéêïý óõóôÞìáôïò ôýðïõ Hilbert (äçë. áí � åßíáé Ýíáò áðü ôïõò ðá-
ñáêÜôù ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò Ý÷ïõìå ` �).

(a) ¬¬�→ �

(b) �→ ¬¬�
(c) ¬�→ (�→  )

(d) (¬ → ¬�) → (�→  )

(e) (�→  ) → (¬ → ¬�)

(f) �→ (¬ → ¬(�→  ))

(g) (�→  ) → ((¬�→  ) →  )

Áðüäåéîç:
Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 3.9 i) �→  ;  → � ` �→ �

ii) �→ ( → �);  ` �→ �

Áðüäåéîç ôïõ 3.9, i).
1. �→  ÕÐ (ÕÐ=Õðüèåóç)
2.  → � ÕÐ
3. � ÕÐ
4.  1,3, MP
5. � 2,4 MP

¢ñá � →  ; → �; � ` �. ¢ñá, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò, � →  ;  →
� ` �→ �.

Áðüäåéîç ôïõ ii). Åýêïëç, ìå ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò.

Áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 3.8.
(a):
1. (¬�→ ¬¬�) → ((¬�→ ¬�) → �) Áîßùìá Á3
2. ¬�→ ¬� ãíùóôü
3. (¬�→ ¬¬�) → � 1,2,ËÞì. 3.1.ii
4. ¬¬�→ (¬�→ ¬¬�) Áîßùìá Á1
5. ¬¬�→ � 3,4 ËÞì. 3.1.i
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(b):
1. (¬¬¬�→ ¬�) → ((¬¬¬�→ �) → ¬¬�) Áî. Á3
2. ¬¬¬�→ ¬� áðü (a)
3. (¬¬¬�→ �) → ¬¬� 1,2,MP
4. �→ (¬¬¬�→ �) Áî. Á1
5. �→ ¬¬� 3,4, 3.1.i

(c):
1. ¬� ÕÐ
2. � ÕÐ
3. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á1
4. ¬�→ (¬ → ¬�) Áîßùìá Á1
5. ¬ → � 2,3,MP
6. ¬ → ¬� 1,4,MP
7. (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  ) Áîßùìá Á3
8. (¬ → �) →  6,7,MP
9.  5,8,MP

¢ñá, áðü 1-9, ¬�; � `  . ÊáôÜ óõíÝðåéá, áðü ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò,
¬� ` �→  , êáé, îáíÜ áð'ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò, ` ¬�→ (�→  ).

(d):
1. ¬ → ¬� ÕÐ
2. � ÕÐ
3. (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  ) Áîßùìá Á3
4. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á1
5. (¬ → �) →  1,3,MP
6. �→  4,5,ËÞììá3.1.i
7.  2,6,MP

Áðü 1-7, ¬ → ¬�; � `  , êáé äýï åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðá-
ãùãÞò äßíïõí ôï áðïôÝëåóìá.

(e):
1. �→  ÕÐ
2. ¬¬�→ � Áðü (a)
3. ¬¬�→  1,2,ËÞììá 3.1.i
4.  → ¬¬ Áðü (b)
5. ¬¬�→ ¬¬ 3,4,ËÞììá 3.1.i
6. (¬¬�→ ¬¬ ) → (¬ → ¬�) Áðü (d)
7. (¬ → ¬�) 5,6,MP

¢ñá, áðü 1-7, � →  ` ¬ → ¬�, êáé, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò Ý÷ïõìå
ôï áðïôÝëåóìá.

(f):
Ðñïöáíþò, �; � →  `  áðü MP. ¢ñá, ` � → ((� →  ) →  ) ìå äýï

åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðáãùãÞò. Áðü (e) ` ((� →  ) →  ) →
(¬ → ¬(� →  )). ¢ñá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá 3.1.i ðáßñíïõìå ôï
áðïôÝëåóìá.

(g):
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1. �→  ÕÐ
2. ¬�→  ÕÐ
3. (�→  ) → (¬ → ¬�) Áðü (e)
4. ¬ → ¬� 1,3,MP
5. (¬�→  ) → (¬ → ¬¬�) Áðü (e)
6. ¬ → ¬¬� 2,5,MP
7. (¬ → ¬¬�) → ((¬ → ¬�) →  ) Áîßùìá Á3
8. (¬ → ¬�) →  6,7,MP
9.  4,8,MP

¢ñá, �→  ;¬�→  `  . Äýï åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðáãùãÞò
äßíïõí ôï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 3.10 ¸óôù üôé üëåò ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé
óôïí ðñïôáóéáêü ôýðï � åßíáé áíÜìåóá óôéò B1; : : : ; Bk. ¸óôù V áðïíïìÞ
áëÞèåéáò (ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíïí ïé ôéìÝò ðïõ ðáßñíåé óôá Bi). Ïñßæïõìå B′i
íá åßíáé Bi áí V (Bi) = T êáé B′i íá åßíáé ¬Bi áí V (Bi) = F . Ïñßæïõìå
åðßóçò �′ íá åßíáé � áí V (�) = T êáé �′ íá åßíáé ¬� áí V (�) = F . Ôüôå
B′1; : : : ; B′k ` �

′.

ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù � ≡ ¬(¬A1 → A2). Ôüôå ãéá ôéò äéÜöïñåò áðïíïìÝò
ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôïí áëçèïðßíáêá ôïõ �. ¸÷ïõìå

A1 A2 ¬(¬A1 → A2)
T T F
F T F
T F F
F F T

Áí åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç óôçí áðïíïìÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôñßôç
ãñáììÞ Ý÷ïõìåA1;¬A2 ` ¬¬(¬A1 → A2) êáé óôçí ôÝôáñôç ãñáììÞ ¬A1;¬A2 `
¬(¬A1 → A2).

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï �. Áí ï � åßíáé ç ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ B1

ôüôå ôï æçôïýìåíï áíÜãåôáé óôï B1 ` B1 êáé ¬B1 ` ¬B1.

Ðåñßðôùóç 1. � åßíáé ¬ . Ôüôå ç ÅÕ éó÷ýåé ãéá ôï  .
Õðïðåñßðôùóç 1a. ¸óôù  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T óå ìßá áðïíïìÞ V . Ôüôå

� ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. ¢ñá,  ′ åßíáé  êáé �′ åßíáé ¬�. Áðü ÅÕ ãéá  ,
B′1; : : : ; B′k `  . ¢ñá áðü Üóêçóç 4 (b) êáé MP , B′1; : : : ; B′k ` ¬¬ . ÁëëÜ
¬¬ åßíáé �′ .

Õðïðåñßðôùóç 1b. ¸óôù  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. Ôüôå  ′ åßíáé ¬ êáé �′

åßíáé �. Áðü ÅÕ B′1; : : : ; B′k ` ¬ . ÁëëÜ ¬ åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2. � åßíáé  → � Ôüôå ãéá ôá  êáé � éó÷ýåé ç ÅÕ, Üñá
B′1; : : : ; B′k `  

′ êáé B′1; : : : ; B′k ` �
′ .



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 30

Ðåñßðôùóç 2a.  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. ¢ñá � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. Ôüôå
 ′ åßíáé ¬ êáé �′ åßíáé �. ¢ñá, B′1; : : : ; B′k ` ¬ . Áðü Üóêçóç 3 (c),
B′1; : : : ; B′k `  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2b. � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. ¢ñá � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. Ôüôå
�′ åßíáé � êáé �′ åßíáé �. Éó÷ýåé B′1; : : : ; B′k ` �. Ôüôå áðü áîßùìá Á1
B′1; : : : ; B′k `  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2c.  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T , � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. Ôüôå � Ý÷åé
ôçí ôéìÞ F,  ′ åßíáé  , �′ åßíáé ¬� êáé �′ åßíáé ¬�. Éó÷ýåé B′1; : : : ; B′k `  
êáé B′1; : : : ; B′k ` ¬�. ¢ñá áðü Üóêçóç 3 (f), B′1; : : : ; B′k ` ¬( → �). ÁëëÜ
¬( → �) åßíáé �′ .

Áõôü åîáíôëåß ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò, åðåéäÞ ç ãëþóóá ðåñéÝ÷åé ìüíïí
ôïõ óõíäÝóìïõò ¬ êáé →.

Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï
ëÞììá 3.10. ¸óôù � åßíáé ôáõôïëïãßá êáé Ýóôù B1; : : : ; Bk åßíáé ïé ðñï-
ôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí �. Ãéá ïðïéáäÞðïôå áðïíïìÞ
áëÞèåéáò (óôá B1; : : : ; Bk), áðü ôçí Üóêçóç Ý÷ïõìå üôé B′1; : : : ; B′k ` �. (�′

åßíáé � åðåéäÞ � ðáßñíåé ðÜíôá ôçí ôéìÞ T.) ¢ñá, áí Bk ðÜñåé ôçí ôéìÞ T,
B′1; : : : ; B′k−1; Bk ` �, êáé, áí Bk ðÜñåé ôçí ôéìÞ F, B′1; : : : ; B′k−1;¬Bk ` �.
¢ñá, áðü ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò, B′1; : : : B′k−1 ` Bk → � êáéB′1; : : : ; B′k−1 `
¬B → �. Ôüôå áðü ëÞììá 3.8, (g) B′1; : : : ; B′k−1 ` � êáé âÝâáéá ôá B′1; : : : ; B′k
ìðïñïýí íá áíôéóôïé÷ïýí óå ïðïéáäÞðïôå áðïíïìÞ. Ïìïßùò Bk−1 ìðïñåß íá
åßíáé T Þ F êáé îáíÜ åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò êáé ôï ëÞììá 3.8,
(g) ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå ôï B′k−1 üðùò áêñéâþò áðáëåßøáìå ôï B′k. ÌåôÜ
áðü k ôÝôïéá âÞìáôá ôåëéêÜ ðáßñíïõìå ` �.

Ðüñéóìá 3.11 ÅÜí T èåùñßá (T ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñï óýíïëï) ôüôå T |=
� óõíåðÜãåôáé T ` �.

Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò. Áðü ôï
ðüñéóìá ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõìðÜãåéáò Ý÷ïõìå üôé T0 |= �, ãéá êÜðïéï
ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ T ôï T0 = { 1; : : : ;  n}. ÄçëáäÞ  1; : : : ;  n |=
�. Áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï |=  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Áðü èåþñçìá
ðëçñüôçôáò Ý÷ïõìå üôé `  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Êáé âÝâáéá åðåéäÞ êÜèå
�i ∈ T , åöáñìüæïíôáò n öïñÝò ôïí êáíüíá MP, ðáßñíïõìå ôåëéêÜ üôé T ` �.
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4 ÊáôçãïñçìáôéêÞ ËïãéêÞ

ÕðÜñ÷ïõí åßäç ëïãéêþí áðáãùãþí ðïõ äåí ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí ìå
âÜóç ìüíïí ôç ëïãéêÞ ôùí ðñïôÜóåùí, ð.÷.

1. ÊÜèå ößëïò ôïõ Ãéþñãïõ åßíáé ößëïò ôïõ Êþóôá.
Ï Íßêïò äåí åßíáé ößëïò ôïõ Êþóôá.
¢ñá, ï Íßêïò äåí åßíáé ößëïò ôïõ Ãéþñãïõ.

2. ¼ëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé èíçôïß.
Ï ÓùêñÜôçò åßíáé Üíèñùðïò.
¢ñá, ï ÓùêñÜôçò åßíáé èíçôüò.

3. ¼ëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé æþá.
¢ñá, ôï êåöÜëé åíüò áíèñþðïõ åßíáé ôï êåöÜëé åíüò æþïõ.

Ç ïñèüôçôá áõôþí ôùí óõëëïãéóìþí äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí ôïðïèÝôçóç
ôùí ðñïôÜóåùí óå ó÷Ýóç ìå ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò, Ýôóé þóôå ç êáôÜ-
óôñùóç åíüò áëçèïðßíáêá íá ìáò Ýäéíå ôçí ïñèüôçôá Þ ìç ôïõ óõëëïãéóìïý.
ÅîáñôÜôáé ìÜëëïí áðü ôç äïìÞ êáé ôùí £åðéìÝñïõò¤ ðñïôÜóåùí êáèþò êáé áðü
ôç óçìáóßá åêöñÜóåùí üðùò üëïé, êÜèå, ê.ë.ð.

Áò åéóáãÜãïõìå Ýíá åéäéêü óõìâïëéóìü ãéá íá êÜíïõìå ðéï äéáöáíÞ ôç
äïìÞ ôïõ óõëëïãéóìïý. Áí P (x) åßíáé Ýíá êáôçãüñçìá äçë. ìáò ëÝåé üôé ôï
x Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P , ôüôå ∀xP (x) ìáò ëÝåé üôé ãéá êÜèå x ç éäéüôçôá P
éó÷ýåé. Åðßóçò ∃xP (x) ìáò ëÝåé üôé õðÜñ÷åé (ôïõëÜ÷éóôïí) Ýíá x ðïõ Ý÷åé ôçí
éäéüôçôá P . Óôçí Ýêöñáóç ∀xP (x) ôï ∀x åßíáé ï êáèïëéêüò ðïóïäåßêôçò êáé
óôçí ∃xP (x) ôï ∃x åßíáé ï õðáñêôéêüò ðïóïäåßêôçò.

Áí ôþñá ; �; �; �;Φ(x; y); A(x);Θ(x); Z(x); k(x) óçìáßíïõí, áíôßóôïé÷á
Ãéþñãïò, Êþóôáò, Íßêïò, ÓùêñÜôçò, x åßíáé ößëïò ôïý y, x åßíáé Üíèñùðïò,x
åßíáé èíçôüò, x åßíáé æþï, ôï êåöÜëé ôïý x, ôüôå ïé 1, 2, 3 ðéï ðÜíù ãßíïíôáé:

∀x(Φ(x; ) → Φ(x; �)
¬Φ(�; �)

¬Φ(�; )
(1)

∀x(A(x) → Θ(x))
A(�)

Θ(�)
(2)

∀x(A(x) → Z(x))

∀x(∃y(x = k(y) ∧A(y)) → ∃y(x = k(y) ∧ Z(y)))
(3)

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ïñèüôçôá áõôþí ôùí óõëëïãéóìþí äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí
åéäéêÞ óçìáóßá ôùí ; �; �; �;Φ; A;Θ; Z; k. ÂëÝðïõìå üôé ôá êáéíïýñãéá óôïé-
÷åßá ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôçí êáéíïýñãéá ìáò ëïãéêÞ (óôïí êáéíïýñãéï ôñüðï ðá-
ñáãùãÞò ïñèþí óõëëïãéóìþí) åßíáé ôá êáôçãïñÞìáôá, üðùò ð.÷. ôá Φ; A;Θ
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ê.ë.ð. êáé ïé ðïóïäåßêôåò. Åî' ïý êáé êáôçãïñçìáôéêüò ëïãéóìüò. Ïé ðñï-
ôÜóåéò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé êáé ç áëÞèåéá ôùí ïðïßùí ìáò åíäéáöÝñåé, ìéëÜíå
ãéá Ýíá ðåäßï áíôéêåéìÝíùí, ãéá Ýíá £óýìðáí¤ ôçò óõæÞôçóçò. Åßíáé ôï ðå-
äßï ôùí áíôéêåéìÝíùí ãéá ôá ïðïßá ìéëÜìå êáé ãéá ôá ïðïßá ìáò åíäéáöÝñåé
íá áíáêáëýøïõìå áëÞèåéåò ð.÷. ôï óýìðáí ôçò óõæÞôçóçò èá ìðïñïýóå íá
åßíáé ôá óýíïëá, ïðüôå ç ãëþóóá ìáò èá Þôáí ç ãëþóóá ôçò óõíïëïèåùñßáò
Þ ïé áñéèìïß ïðüôå ç ãëþóóá ìáò èá Þôáí ç ãëþóóá ôçò áñéèìïèåùñßáò ê.ë.ð.
(ãëþóóá ÷ïíäñéêÜ åßíáé ï ôñüðïò ó÷çìáôéóìïý ðñïôÜóåùí).

Ôï ðþò ìåôá÷åéñéæüìáóôå ôïõò ðïóïäåßêôåò, ôï ðþò ðïóïäåß÷íïõìå, áðï-
ôåëåß ôï Üëëï êýñéï ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ãëþóóáò ìáò. ¼ôáí áíáöåñüìáóôå
ìå ðïóïäåßêôåò, óôï óýìðáí ôçò óõæÞôçóÞò ìáò, áíáöåñüìáóôå óôá áíôéêåß-
ìåíá, óôá óôïé÷åßá ôïõ óýìðáíôïò êáé ü÷é óå óõëëïãÝò Þ óõëëïãÝò óõëëïãþí
ê.ï.ê. áíôéêåéìÝíùí, óôïé÷åßùí. Ð.÷. áí ôï óýìðáí åßíáé áñéèìïß ìðïñïýìå íá
ðïýìå üôé £êÜèå áñéèìüò Ý÷åé ìßá éäéüôçôá¤ (ð.÷. ∀x(x ≥ 0)) áëëÜ ü÷é £êÜèå
óýíïëï áñéèìþí Ý÷åé ìßá éäéüôçôá¤. Ãéá íá ôï ðïýìå áõôü èá ðñÝðåé óôï óý-
ìðáí ìáò íá ðåñéÝ÷ïíôáé êáé ôá óýíïëá ôùí áñéèìþí. Áõôüò ï ôñüðïò ÷ñÞóçò
ôùí ðïóïäåéêôþí êáèïñßæåé ôéò ãëþóóåò ìáò ùò ãëþóóåò ðñþôïõ âáèìïý, ãé'
áõôü êáé ï üñïò ðñùôïâÜèìéá ëïãéêÞ.

4.1 Ãëþóóá ôçò ËïãéêÞò ôùí ÊáôçãïñçìÜôùí

Ìßá ãëþóóá ôçò ëïãéêÞò ôùí êáôçãïñçìÜôùí áðïôåëåßôáé áðü:

(I) Ôá ëïãéêÜ óýìâïëá: ÁõôÜ áðïôåëïýíôáé áðü:

(i) ÌåôáâëçôÝò: ¸íá áñéèìÞóéìï óýíïëï áðü óýìâïëá
x1; x2; x3; : : : ; xn; : : : ðïõ èá ôá ïíïìÜæïõìå ìåôáâëçôÝò.

(ii) Ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò: Èá åßíáé ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→;↔.
(iii) Êüììá, ðáñåíèÝóåéò: Ôï óýìâïëï ; êáé ôá óýìâïëá ( êáé ).
(iv) Ðïóïäåßêôåò: Ôá óýìâïëá ∀ êáé ∃.

(II) Ôá ìç ëïãéêÜ óýìâïëá: ÁõôÜ áðïôåëïýíôáé áðü:

(i) Óýìâïëá óôáèåñþí: ¸íá óýíïëï óõìâüëùí c1, c2, c3, : : :, cn, : : :
ðïõ èá ôá ïíïìÜæïõìå óôáèåñÝò. Ïé óôáèåñÝò èá ðáßæïõí ôï ñüëï
ðïõ ðáßæïõí ôá êýñéá ïíüìáôá óôçí êáèïìéëïõìÝíç. ÄçëáäÞ èá
óõìâïëßæïõí Ýíá óôáèåñü áíôéêåßìåíï. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò óôï
2. ôï � Þôáí ìßá óôáèåñÜ ðïõ óõìâüëéæå ôï ÓùêñÜôç. Óçìåéþóôå
üôé ôï óýíïëï ôùí óôáèåñþí ìðïñåß íá åßíáé Þ áñéèìÞóéìï äçëáäÞ
ôï c1; c2; : : : ; cn; : : : Þ ðåðåñáóìÝíï äçë. c1; : : : ; c� ãéá êÜðïéï �, Þ
áêüìç êáé êåíü äçëáäÞ íá ìÞí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ óôáèåñÝò.

(ii) Óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí: Ãéá êÜèå öõóéêü n > 0, õðÜñ÷åé Ýíá
óýíïëï óõìâüëùí, ôá óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí n-èÝóåùí. Ôï óý-
íïëï áõôü ìðïñåß íá åßíáé áñéèìÞóéìï äçë. Qn1 ; Qn2 ; : : : ; Qni ; : : : Þ
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ðåðåñáóìÝíï Qn1 ; Qn2 ; : : : ; Qn�, ãéá êÜðïéï �, (Þ âÝâáéá áêüìá êáé
êåíü).3

Ôá óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí ìéáò èÝóçò èá óõìâïëßæïõí éäéüôçôåò
(ôùí áíôéêåéìÝíùí ôïõ óýìðáíôüò ìáò) ë.÷. Q1(x) ìðïñåß íá óõì-
âïëßæåé ôçí éäéüôçôá £ï x åßíáé ñçôüò¤. Ôá óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí
n-èÝóåùí óõìâïëßæïõí n-ìåëåßò ó÷Ýóåéò, ë.÷. Q2(x; y) ìðïñåß íá
óõìâïëßæåé £ï x åßíáé ìéêñüôåñïò ôïõ y¤.

(iii) Óýìâïëá óõíáñôÞóåùí: Ãéá êÜèå öõóéêü n > 0, Ýíá óýíïëï óõì-
âüëùí, ôá óýìâïëá óõíáñôÞóåùí n èÝóåùí. ÁõôÜ èá óõìâïëß-
æïõí óõíáñôÞóåéò n ìåôáâëçôþí óôï óýìðáí ôùí áíôéêåéìÝíùí
ìáò A äçë. óõíáñôÞóåéò áðü ôï An = A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸

n 'o�"́&

óôï A.

Ôï óýíïëï áõôü ôùí óõìâüëùí ìðïñåß íá åßíáé áñéèìÞóéìï äçë.
fn1 ; fn2 ; : : : ; fni ; : : : Þ ðåðåñáóìÝíï äçë. fn1 ; : : : ; fn� Þ áêüìç êáé êåíü
äçë. íá ìçí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ óýìâïëá óõíáñôÞóåùí.

ÐáñÜäåéãìá: Óôï ðáñÜäåéãìá ôçò óåë. 31
Ôá ; �; �; � åßíáé óýìâïëá óôáèåñþí.
Ôï Φ åßíáé óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò äýï èÝóåùí.
Ôá A;Θ; Z åßíáé óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí ìéáò èÝóçò.
Ôï k åßíáé Ýíá óýìâïëï óõíÜñôçóçò ìéáò èÝóçò êáé óõìâïëßæåé ìßá óõ-

íÜñôçóç áðü ôï óýíïëï ôùí æþùí óôï óýíïëï ôùí êåöáëéþí ôùí æþùí, Ýôóé
þóôå áí x åßíáé Ýíá æþï ôüôå k(x) íá åßíáé ôï êåöÜëé ôïõ x.

Ïé ãëþóóåò óõìâïëßæïíôáé ìå L êáé üôáí õðÜñ÷åé áíÜãêç äéá÷ùñéóìïý
ôïõò ãñÜöïõìå L1;L2;LA ê.ô.ë. Åêåßíï ðïõ äéáöïñïðïéåß ìßá ãëþóóá áðü
ìßá Üëëç åßíáé Ýíá äéáöïñåôéêü óýíïëï áðü ìç ëïãéêÜ óýìâïëá ìéá êáé ôá
ëïãéêÜ óýìâïëá óå üëåò åßíáé ôá ßäéá.

ÐáñáôÞñçóç 4.1 Óôïí êáèïñéóìü ôïõ óõíüëïõ ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí ôçò
ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò óôáèÞêáìå áñêåôÜ £ãåííáéüäùñïé¤ ðåñéëáìâÜíïíôáò
ôïõò ëïãéêïýò ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò ¬;∨;∧;→;↔ êáèþò êáé ôïõò ðïóï-
äåßêôåò ∀ êáé ∃. Ç óçìáóéïëïãßá ðïõ èá õéïèåôÞóïõìå ðéï êÜôù ìáò åðéôñÝðåé
íá åßìáóôå ðéï £ïéêïíïìéêïß¤. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðñïôáóéáêþí óõíäÝóìùí
èá ìðïñïýóáìå íá ðåñéïñéóôïýìå óôï óýíïëï {¬;→}, áöïý áõôü åßíáé Ýíá
åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí, äçëáäÞ êÜèå ÷ñÞóç ôùí ∧; ∨ Þ ↔ èá ìðïñïýóå
åíá áíôéêáôáóôáèåß ìå éóïäýíáìç ÷ñÞóç ôùí ¬ êáé →. Ãéá ôïõò ðïóïäåßêôåò
èá ìðïñïýóáìå íá ðåñéïñéóôïýìå óôï ∀, áöïý, üðùò èá äïýìå, êÜèå ∃x åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôï ¬∀x¬. Óå ü,ôé áêïëïõèÞóåé ìåñéêÝò öïñÝò èá ðåñéïñéæüìá-
óôå óå ôÝôïéåò ðéï £ïéêïíïìéêÝò¤ ëýóåéò ãéá ôéò ãëþóóåò, ÷Üñéí åõêïëßáò.

3Áðáéôåßôáé íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò, þóôå íá åßíáé äõíáôÞ
ç ýðáñîç ôïõëÜ÷éóôïí åíüò áôïìéêïý ôýðïõ. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò ãëþóóáò ìå éóüôçôá
(ïñéóìüò 5.12) èá áñêïýóå ç ýðáñîç ìüíïí ôïõ óõìâüëïõ =.
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ÐáñÜäåéãìá 4.2 Ãéá íá ïñßóù ìßá ãëþóóá áñêåß íá ïñßóù ôï óýíïëï ôùí
ìç ëïãéêþí óõìâüëùí. ÁõôÜ ôá óýìâïëá ìáæß ìå ôá ëïãéêÜ èá áðïôåëïýí
ôï áëöÜâçôï ôçò ãëþóóáò. Ïñßæù ôç ãëþóóá LA ùò åîÞò: LA = {=; <
;+; ·; 0; 1}. Ç LA åßíáé ìßá ãëþóóá ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ (ðïõ ìðïñåß íá åêöñÜ-
óåé éäéüôçôåò ôùí áñéèìþí). Åäþ ôá =, < åßíáé óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí äýï
èÝóåùí êáé óõìâïëßæïõí ôï ßóïí êáé ôï ìéêñüôåñï. Ôá + êáé · åßíáé óýìâïëá
óõíáñôÞóåùí äýï èÝóåùí êáé óõìâïëßæïõí ôçí ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü
êáé 0 êáé 1 åßíáé óýìâïëá óôáèåñþí êáé óõìâïëßæïõí ôï ìçäÝí êáé ôï Ýíá.

ÐáñÜäåéãìá 4.3 LG = {=; ◦; e} åßíáé ìßá ãëþóóá ãéá ôç èåùñßá ôùí ïìÜ-
äùí, üðïõ = óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò äýï èÝóåùí, ◦ óýìâïëï óõíÜñôçóçò
äýï èÝóåùí êáé èá óõìâïëßæåé ôçí ðñÜîç A×A→ A, üðïõ A åßíáé ìßá ïìÜäá
(óõìâïëßæåé äçëáäÞ ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ôçò ïìÜäáò) êáé e óôáèåñÜ ðïõ èá
óõìâïëßæåé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï.

¸÷ïíôáò ïñßóåé ôï áëöÜâçôï ìéáò ãëþóóáò, èá èÝëáìå íá äïýìå ôé ìðï-
ñïýìå íá öôéÜîïõìå ðïõ íá £óçìáßíåé¤ êÜôé äçë. ôé ìðïñïýìå íá £ðïýìå¤ ìå
âÜóç áõôü ôï áëöÜâçôï.

Ïñéóìüò 4.4 ¸óôù L ìßá ãëþóóá (äçëáäÞ ìáò Ý÷åé äïèåß ôï áëöÜâçôü
ôçò). ¸êöñáóç óôçí L åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óõìâüëùí ôçò
ãëþóóáò.

ÅìÜò âÝâáéá ìáò åíäéáöÝñïõí ïé åêöñÜóåéò ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéï íüçìá. Ðñþ-
ôá èá äïýìå ðïéåò åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò õðïäçëþíïõí áíôéêåßìåíá.

Ïñéóìüò 4.5 Ïñßæïõìå ðïéåò åêöñÜóåéò åßíáé üñïé ìå ôïí åîÞò åðáãùãéêü
ïñéóìü:

(i) Ïé ìåôáâëçôÝò êáé ôá óýìâïëá óôáèåñþí åßíáé üñïé.

(ii) Áí fni åßíáé óýìâïëï óõíÜñôçóçò n èÝóåùí êáé t1; : : : ; tn åßíáé üñïé ôüôå
fni (t1; : : : ; tn) åßíáé üñïò.

Ð.÷. üñïé óôçí LA åßíáé ïé 0, 1, +(0; 1), +(+(0; 1); 1), +(0; x2) ê.ô.ë.

Ïñéóìüò 4.6 Êëåéóôüò üñïò åßíáé ï üñïò ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáìéÜ ìåôá-
âëçôÞ. Ð.÷. +(0; 1) åßíáé êëåéóôüò üñïò åíþ ï +(0; x2) äåí åßíáé.

Ïñéóìüò 4.7 Áôïìéêü ôýðï ïíïìÜæïìå êÜèå Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò R(t1; : : : ; tn),
üðïõ R åßíáé óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò n-èÝóåùí êáé t1; : : : ; tn åßíáé üñïé.
ÄéáéóèçôéêÜ ìáò ëÝåé üôé ôá áíôéêåßìåíá ðïõ õðïäçëþíïíôáé áðü ôïõò üñïõò
t1; : : : ; tn éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç R.

Ïñéóìüò 4.8 Ïñßæïõìå ðïéåò åêöñÜóåéò åßíáé ôýðïé (ìéáò ãëþóóáò L). Ï
ïñéóìüò åßíáé åðáãùãéêüò:

(i) ÊÜèå áôïìéêüò ôýðïò åßíáé ôýðïò.
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(ii) Áí �1, �2 åßíáé ôýðïé ôüôå ïé åêöñÜóåéò (�1∧�2), (�1∨�2), (�1 → �2),
(�1 ↔ �2), (¬�1) åßíáé ôýðïé.

(iii) Áí x åßíáé ìåôáâëçôÞ êáé � åßíáé ôýðïò ôüôå ïé åêöñÜóåéò ∃x� êáé ∀x�
åßíáé ôýðïé.

Êáé âÝâáéá ôåëéêÜ ôýðïé åßíáé ìüíïí ïé åêöñÜóåéò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé óýì-
öùíá ìå ôïõò êáíüíåò 1, 2, 3.

ÐáñáôÞñçóç: ¼,ôé Ý÷ïõìå ðåé ãéá ôïõò ãåíéêåõìÝíïõò åðáãùãéêïýò ïñéóìïýò
óôç óåë. 5 éó÷ýåé êáé åäþ. ÄçëáäÞ ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå éäéüôçôåò êáé íá
áðïäåßîïõìå ðñïôÜóåéò ìå åðáãùãÞ (ãåíéêåõìÝíç) óôïõò üñïõò, ôýðïõò ê.ô.ë.
Åðßóçò üôáí ãñÜöïõìå ôýðïõò óå ìßá ãëþóóá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
áíïñèïãñáößåò ð.÷. óôçí LA ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ∀x(x = x) áíôß ãéá ôï ðéï
óùóôü ∀x = (x; x). ¢ëëá ðáñáäåßãìáôá ôýðùí óôçí LA åßíáé ∀x∀y∀z(x =
y ∧ y = z → x = z), ∀x∃y(x ≤ y ∧ ¬(x = y)) ê.ï.ê.

Áò ãñÜøïõìå äýï ôýðïõò óôç ãëþóóá LA.

∀x1(x1 < x2)

∃x1∀x2(x1 < x2)

ÕðÜñ÷åé ìßá óçìáíôéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôïõò. Ï äåýôåñïò áí ôïí ìåôáöñÜ-
óïõìå ëÝåé £õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò Ýôóé þóôå êÜèå áñéèìüò íá åßíáé ìåãáëý-
ôåñüò ôïõ¤. Ï ðñþôïò ôýðïò üìùò ìðïñåß íá íïçèåß óáí ìåôÜöñáóç ìéáò ìç
ðëÞñïõò ðñüôáóçò, ôçò £êÜèå áñéèìüò åßíáé ìéêñüôåñïò ôïõ ¤. Åßìáóôå óå
áäõíáìßá íá óõìðëçñþóïõìå ôçí ðñüôáóç ÷ùñßò íá îÝñïõìå ôé íá êÜíïõìå
ìå ôç ìåôáâëçôÞ x2. Óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò ëÝìå üôé ç x2 åßíáé ìßá åëåýèåñç
ìåôáâëçôÞ óôçí ∀x1(x1 < x2). ¹ ðéï óùóôÜ üôé ç åìöÜíéóç ôçò x2 óôïí ôýðï
åßíáé åëåýèåñç.
ÅìöÜíéóç ìéáò ìåôáâëçôÞò óå Ýíá ôýðï åßíáé ç ìåôáâëçôÞ ðïõ áðáíôÜôáé ó'Ýíá
ôýðï óå ìéá óõãêåêñéìÝíç èÝóç. Ð.÷. óôïí ôýðï

(∀x(x
↑
1

< y)) ∧ (x
↑
2

= y)

Ý÷ïõìå äýï åããñáöÝò4 ôçò ßäéáò ìåôáâëçôÞò x óôç èÝóç 1 êáé óôç èÝóç 2.
Óôïõò ôýðïõò ∀x� êáé ∃x� ï ôýðïò � ïíïìÜæåôáé ôï âåëçíåêÝò ôïõ ðïóïäåß-
êôç ∀x Þ ôïõ ∃x. ¼ôáí ìßá åìöÜíéóç ìéáò ìåôáâëçôÞò x âñßóêåôáé ìÝóá óôï

4ÊÜèå åìöÜíéóç ôçò x óôïí � áìÝóùò ìåôÜ áðü Ýíá ∀ Þ ∃, äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç ∀x Þ
∃x, äåí ëïãßæåôáé ùò åìöÜíéóç ôçò ìåôáâëçôÞò óôïí �.
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âåëçíåêÝò åíüò ðïóïäåßêôç ∀x Þ ∃x ôüôå ç åìöÜíéóç áõôÞ åßíáé äåóìåõìÝíç·
ç åìöÜíéóç ìéáò ìåôáâëçôÞò ðïõ äåí åßíáé äåóìåõìÝíç ëÝãåôáé åëåýèåñç.
ð.÷. Óôïí ðéï ðÜíù ôýðï ç åìöÜíéóç 1 ôçò x åßíáé äåóìåõìÝíç åíþ ç åìöÜíéóç
2 ôçò x åßíáé åëåýèåñç.

¢óêçóç 4.1 Äåßôå ðïéåò åããñáöÝò ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé åëåýèåñåò Þ äå-
óìåõìÝíåò óôïõò ðéï êÜôù ôýðïõò:

1. ∀x3(∀x1R2
1(x1; x2) → R2

1(x3; c1))

2. ∀x2R2
1(x3; x2) → ∀x3R2

1(x3; x2)

3. ∀x2∃x1R3
1(x1; x2; f2

1 (x1; x2)) ∨ (¬∀x1R2
1(x2; f1

1 (x1)))

ËÝìå üôé ç ìåôáâëçôÞ x åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí � áí õðÜñ÷åé ôïõ-
ëÜ÷éóôïí ìéá åëåýèåñç åìöÜíéóç ôçò x óôïí �. Ôï óýíïëï ôùí åëåýèåñùí
ìåôáâëçôþí ôïõ � (óõìâïëéóìüò EM(�)) ôï ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.9 1. Áí � åßíáé áôïìéêüò ôýðïò ôüôå ôï óýíïëï EM(�) åßíáé
ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí �.

2. Áí � = ¬ ôüôå EM(�) = EM( ).

3. Áí � åßíáé �1 → �2 Þ �1 ∧ �2 Þ �1 ∨ �2 Þ �1 ↔ �2 ôüôå ÅÌ(�) =
EM(�1) ∪ ÅÌ(�2).

4. Áí � åßíáé ∀x ôüôå EM(�) = EM( ) \ {x}.

ÐïëëÝò öïñÝò ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò x1; x2; : : : ; xn óå Ýíá ôýðï � ôéò
åìöáíßæïõìå ãñÜöïíôáò �(x1; : : : ; xn). ¼ôáí ãñÜöïõìå �(x1; : : : ; xn) åí-
íïïýìå EM(�) ⊆ {x1; : : : xn}. Ï óõìâïëéóìüò åßíáé âïëéêüò ãéáôß ôüôå
ìå �(t1; : : : ; tn) óõìâïëßæïõìå ôçí (ôáõôü÷ñïíç) áíôéêáôÜóôáóç ôùí åëåý-
èåñùí åìöáíßóåùí ôùí x1; : : : ; xn áíôßóôïé÷á ìå ôïõò üñïõò t1; : : : ; tn. Ð.÷.
áí �(x1; x2) ≡ (x1 = x2) ∧ (∀x1(x1 < x2)) êáé t1 ≡ c1, t2 ≡ f(x3) ôüôå
�(t1; t2) ≡ (c1 = f(x3)) ∧ (∀x1(x1 < f(x3))).

Áí èÝëïõìå íá ãñÜøïõìå ìå ìåãáëýôåñç áêñßâåéá ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìå-
ôáâëçôþí áðü üñïõò, ãñÜöïõìå �(t1=x1; : : : ; tn=xn) êáé åííïïýìå üôé ï üñïò
ti áíôéêáèéóôÜ (ôáõôü÷ñïíá ìå ôïõò Üëëïõò) üëåò ôéò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò
ôçò xi óôïí �. ¸ôóé ëïéðüí ãñÜöïõìå �(t=x) üôáí ï t áíôéêáèéóôÜ ôéò åëåý-
èåñåò åìöáíßóåéò ôçò x. ÂÝâáéá üôáí äåí õðÜñ÷åé ëüãïò óýã÷õóçò ãñÜöïõìå
áðëÜ �(t1; : : : ; tn) Þ �(t), áíôßóôïé÷á.

Áí �(x) Ýíáò ôýðïò êáé t Ýíáò üñïò ôüôå ëÝìå üôé ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜ-
óéìç áðü ôïí t óôïí �(x) áí êáìéÜ åëåýèåñç åããñáöÞ ôçò x óôïí �(x) äåí
êåßôáé óôï âåëçíåêÝò åíüò ðïóïäåßêôç ∀y Þ ∃y üðïõ y åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ
ðïõ åìöáíßæåôáé óôïí t, äçëáäÞ éóïäýíáìá üôáí ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç �(t)
êáìéÜ ìåôáâëçôÞ ôïý t äåí äåóìåýåôáé.



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 37

Ð.÷. ç x äåí åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí üñï y óôïí ôýðï ∀y(x < y). Åß-
íáé öáíåñü üôé áí Ýíáò üñïò äåí ðåñéÝ÷åé ìåôáâëçôÝò äçë. Ýíáò êëåéóôüò üñïò,
ôüôå ïðïéáäÞðïôå ìåôáâëçôÞ åßíáé ðÜíôá áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí üñï áõôü
óå ïðïéïíäÞðïôå ôýðï. Åðßóçò üôé êÜèå ìåôáâëçôÞ åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü
ôïí åáõôü ôçò.

Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí áíùôÝñù Ýííïéá åðáãùãéêÜ, ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.10 x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí � åÜí

1. � åßíáé áôïìéêüò ôýðïò.

2. � åßíáé ôçò ìïñöÞò ¬ êáé x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí  .

3. � åßíáé ôçò ìïñöÞò �1 ∧ �2 Þ �1 ∨ �2 Þ �1 → �2 Þ �1 ↔ �2 êáé ç x
åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí � êáé óôïí  

4. � åßíáé ôçò ìïñöÞò ∀y êáé

• ç x äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí ∀y Þ
• ç y äåí åìöáíßæåôáé óôïí t êáé ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí
t óôïí  .

¢óêçóç 4.2 (i) Ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí üñï y óôïí R1
1(x),

áëëÜ ç x äåí åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí y óôïí ∀yR1
1(x).

Ç x1 åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí üñï f2
1 (x1; x3) óôïí ∀x2R2

1(x1; x2) →
R1

1(x1) áëëÜ äåí åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí f2
1 (x1; x3) óôïí ∃x3∀x2R2

1(x1; x2) →
R1

1(x1).

(ii) Ç x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôçí x óå êÜèå ôýðï.

Ïñéóìüò 4.11 Ðñüôáóç åßíáé êÜèå ôýðïò ðïõ äåí Ý÷åé åëåýèåñåò åìöáíß-
óåéò ìåôáâëçôþí. Èá äïýìå üôé ðñüôáóç åßíáé Ýíáò ðëÞñçò éó÷õñéóìüò ðïõ
åñìçíåõüìåíïò ãßíåôáé åßôå áëçèÞò Þ øåõäÞò.

4.2 ÄïìÝò (Åñìçíåßåò)

Ìéá ðñùôïâÜèìéá êáôçãïñçìáôéêÞ ãëþóóá åßíáé êÜôé ôï ôõðéêü. Ìðïñïýìå
íá öáíôáóôïýìå ôéò åêöñÜóåéò ôçò óáí áñèñþóåéò óõìâüëùí ðïõ äåí Ý÷ïõí
êáíÝíá íüçìá. Ìåôáîý áõôþí ôùí åêöñÜóåùí Ý÷ïõí ïñéóèåß ìåñéêÝò (ïé ôýðïé
êáé ïé ðñïôÜóåéò) þóôå íá åßíáé åðéäåêôÝò íïÞìáôïò (ìéáò óçìáóßáò Þ åñìç-
íåßáò). ËÝìå åðéäåêôÝò äéüôé èåùñïýìå üôé ùò óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò áõôÝò
åßíáé óýìâïëá (óýíïëá óõìâüëùí) êáé ôßðïôå Üëëï.

Ïñéóìüò 4.12 ÄïìÞ Þ Åñìçíåßá A ãéá ìßá ðñùôïâÜèìéá êáôçãïñçìáôéêÞ
ãëþóóá L åßíáé Ýíá óýóôçìá áðïôåëïýìåíï áðü:



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 38

1. ¸íá ìç êåíü óýíïëï A, ôï ðåäßï ôçò äïìÞò, ðïõ ôï óõìâïëßæïõìå ìå
|A|. Öáíôáæüìáóôå üôé A åßíáé ôï óýìðáí ôùí áíôéêåéìÝíùí óôá ïðïßá
áíáöåñüìáóôå ìÝóù ôçò ðñùôïâÜèìéáò ãëþóóáò.

2. Ìßá áíôéóôïß÷éóç åíüò óôïé÷åßïõ cA ∈ A óå êÜèå óýìâïëï óôáèåñÜò c
ôçò ãëþóóáò L.

3. Ìßá áíôéóôïß÷éóç ìéáò óõíÜñôçóçò ìå n ìåôáâëçôÝò fA : An → A óå
êÜèå óýìâïëï óõíÜñôçóçò ìå n èÝóåéò f ôçò ãëþóóáò L.

4. Ìßá áíôéóôïß÷éóç ìéáò n-ìåëïýò ó÷Ýóçò RA ⊆ An ãéá êÜèå óýìâïëï
êáôçãïñÞìáôïò n-èÝóåùí R ôçò ãëþóóáò L.

Ìéá äïìÞ ëïéðüí äßíåé íüçìá óå ìßá ôõðéêÞ ãëþóóá (Ýíá íüçìá ðïõ ìÝ-
÷ñé ôþñá ôï óôåñïýíôáí). Ôï íüçìá áõôü ôï ðáßñíåé ìå ôï íá áðïäïèåß ìßá
ðñáãìáôéêüôçôá óôá âáóéêÜ óýìâïëá ôçò ãëþóóáò äçë. óôéò óôáèåñÝò, óôéò
óõíáñôÞóåéò êáé óôá êáôçãïñÞìáôá. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá Üëëá óýìâïëá ôçò
ãëþóóáò üðùò ïé óýíäåóìïé êáé ïé ðïóïäåßêôåò Ý÷ïõí ðÜíôá ôçí êáíïíéêÞ
öõóéêÞ ôïõò óçìáóßá, ðñÜãìá ðïõ èá äïýìå ðéï êÜôù.

ÅÜí L åßíáé ìßá ãëþóóá, åßäáìå üôé ìðïñïýìå íá ôçí ðáñïõóéÜóïõìå ùò
L = {R; : : : ; f; : : : ; c; : : :}, üðïõ ìå R; : : : êáôáãñÜöïõìåüëá ôá óýìâïëá êá-
ôçãïñçìÜôùí ôçò ãëþóóáò, ìå f; : : : ôá óýìâïëá óõíáñôÞóñåùí êáé ìå c; : : :
ôá óýìâïëá óôáèåñþí. Ôçí åñìçíåßá A ãéá ôçí L ìðïñïýìå íá ôçí ðáñïõóéÜ-
óïõìå ùò A = 〈|A|; R; : : : ; f; : : : ; c; : : :〉, üðïõ �A åßíáé ç áíôßóôïé÷ç åñìçíåßá
(ïñéóìüò 4.12) ãéá êÜèå ìç-ëïãéêü óýìâïëï � ôçò L.

ð.÷. ìéá åñìçíåßá ôçò LA ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 4.2 ìðïñåß íá ðáñïõóéáóôåß
ùò A = 〈|A|;=A; <A;+A; ·A; 0A; 1A〉. Ìéá åñìçíåßá ôçò LA åßíáé ç óõíÞèçò
åñìçíåßá NA = 〈N;=NA ; <NA ; : : :〉, üðïõ =NA åßíáé ç éóüôçôá êáé ôá õðüëïéðá
óôïé÷åßá åßíáé ïé óõíÞèåéò ó÷Ýóåéò (ôï ìéêñüôåñï), óõíáñôÞóåéò (ðñüóèåóç,
ðïë/óìüò), ìçäÝí êáé Ýíá óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. ÌåñéêÝò öïñÝò, üôáí
äåí õðÜñ÷åé óýã÷õóç, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá ßäéá óýìâïëá êáé
ùò óýìâïëá ôçò ãëþóóáò êáé ùò óôïé÷åßá ôçò äïìÞò, ð.÷. ç äïìÞ NA ìðïñåß
íá ãñáöôåß êáé ùò NA = 〈N;=; <;+; ·; 0; 1〉.

Ïñéóìüò ôçò áëÞèåéáò ôïõ Tarski

Ãéá íá ïñßóïõìå ðüôå ìßá ðñüôáóç ôçò ãëþóóáò L åßíáé áëçèÞò óôçí åñìç-
íåßá ôçò L, ôçí A, ðñÝðåé íá äþóïõìå Ýíáí ïñéóìü ðïõ íá £ðåñíÜåé¤ ìÝóá áðü
ôïõò ôýðïõò. Êáé åðåéäÞ áõôïß ìðïñåß íá Ý÷ïõí åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, Üñá
ü÷é êÜðïéï ôåëéêü íüçìá, ãéáõôü öáíôáæüìáóôå üôé óå êÜèå ìåôáâëçôÞ Ý÷åé
áíôéóôïé÷çèåß Ýíá óôïé÷åßï ôÞò äïìÞò þóôå íá êëåßíïõìå ôçí áíïé÷ôÞ óçìáóßá
ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí:

Ïñéóìüò 4.13 ¸óôù V = {x1; x2; : : : ; xn; : : :} ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí
ôçò ãëþóóáò L. Êáé Ýóôù A ìßá åñìçíåßá ôçò L. Ôüôå áðïôßìçóç (óôçí A)
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ïíïìÜæåôáé êÜèå óõíÜñôçóç s : V → |A|. ÅðåéäÞ ìÝóù ìéáò áðïôßìçóçò s
êÜèå ìåôáâëçôÞ ðáñéóôÜíåé êÜðïéï óôïé÷åßï ôÞò äïìÞò, ôï ßäéï èá óõìâáßíåé
êáé ãéá êÜèå üñï ôçò ãëþóóáò. Ôï óôïé÷åßï ôÞò äïìÞò ðïõ ðáñéóôÜíåé ï üñïò
t (ìÝóù ôçò áðïôßìçóçò) êáé ôï ïðïßï óõìâïëßæïõìå ìå s(t) ôï ïñßæïõìå ìå
åðáãùãÞ óôïõò üñïõò ùò åîÞò:

(i) Áí t åßíáé ìßá ìåôáâëçôÞ x, èÝôïõìå s(t) = s(x).

(ii) Áí t åßíáé ìßá óôáèåñÜ c, èÝôïõìå s(t) = cA.

(iii) Áí t1; : : : ; tn åßíáé üñïé (ãéá ôïõò ïðïßïõò Þäç îÝñïõìå ôá s(t1); : : : ; s(tn))
êáé f åßíáé Ýíá óýìâïëï óõíÜñôçóçò ìå n èÝóåéò ôüôå s(f(t1; : : : ; tn)) =
fA(s(t1); : : : ; s(tn)).

ÂëÝðïõìå üôé ëüãù ôçò 1 ç s åßíáé åðÝêôáóç ôçò s.

ÐáñÜäåéãìá 4.14 ¸óôù LA ç ãëþóóá ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 4.2. ¸óôù A
ìßá åñìçíåßá ôçò ìå |A| = N = ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí, =A ôçí
éóüôçôá ìåôáîý öõóéêþí, <A ôç ó÷Ýóç äéÜôáîçò óôï N, +A êáé ·A ç ðñüóèåóç
êáé ðïëëáðëáóéáóìüò ôùí öõóéêþí, êáé 0A, 1A áôßóôïé÷á ôï ìçäÝí êáé ôï
Ýíá, äçëáäÞ A = NA = 〈N; <;+; ·; 0; 1〉. ¸óôù s : V → N ç áðïôßìçóç
s(x�) = 2�. Ôüôå s(x1 · x2 + 1) = s(x1) ·A s(x2) +A 1A = 9.

Ïñéóìüò 4.15 ÄïèÝíôùí ôùí A êáé s üðùò ðéï ðÜíù ïñßæïõìå ôé óçìáßíåé ç
A íá éêáíïðïéåß ôïí ôýðï � ìå ôçí s, ðñÜãìá ðïõ óõìâïëßæïõìå ìå |=A �[s],
ìå åðáãùãÞ:

(i) Áí � åßíáé áôïìéêüò ôýðïò, Ýóôù R(t1; : : : ; tn), ôüôå

|=A R(t1; : : : ; tn)[s]
o�⇐⇒ 〈s(t1); : : : ; s(tn)〉 ∈ RA

(äçëáäÞ ôá áíôéêåßìåíá s(t1); : : : ; s(tn) âñßóêïíôáé óôç ó÷Ýóç RA ìå-
ôáîý ôïõò)

(ii) Áí � åßíáé ¬ ãéá êÜðïéï ôýðï  (ï ïðïßïò Ý÷åé £êôéóèåß¤ ðñéí áðü ôïí
� êáé åðïìÝíùò îÝñïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ |=A  [s]) ôüôå

|=A ¬ [s] o�⇐⇒ ü÷é |=A  [s] (Þ 6|=A  [s])

(iii) Áí � åßíáé ( 1 ∧  2) Þ ( 1 ∨  2) Þ ( 1 →  2)

|=A ( 1 ∧  2)[s]
o�⇐⇒ |=A  1[s] êáé |=A  2[s]

|=A ( 1 ∨  2)[s]
o�⇐⇒ |=A  1[s] Þ |=A  2[s]

|=A ( 1 →  2)[s]
o�⇐⇒ 6|=A  1[s] Þ |=A  2[s]
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(iv) Áí � åßíáé ∀x (Üñá ôï  êôéóìÝíï ðñéí áðü ôï � êáé Üñá îÝñïõìå ôçí
|=A  [s] ü÷é ìüíï ãéá ôçí s ðïõ åîåôÜæïõìå áëëÜ êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå
Üëëç s äéáöïñåôéêÞ) ôüôå

|=A ∀x o�⇐⇒ |=A  [s(x=a)] ãéá üëá ôá a ∈ |A|, üðïõ

s(x=a) : V → |A| åßíáé ç s(x=a)(y) =
{
s(y) áí y 6≡ x
a áí y ≡ x

ÄçëáäÞ s(x=a) åßíáé ßäéá ìå ôçí s, ìå ôç äéáöïñÜ üôé óôç ìåôáâëçôÞ x
ðáßñíåé ôçí ôéìÞ a.

(v) Áí � åßíáé ∃x ôüôå

|=A ∃x [s] o�⇐⇒ õðÜñ÷åé Ýíá a ∈ |A| þóôå |=A  [s(x=a)]

Ðñüôáóç 4.16 ¸óôù � ôýðïò ðïõ ïé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ åßíáé õðï-
óýíïëï ôïõ {y1; : : : ; y�}, üðïõ y1; : : : ; y� ìåôáâëçôÝò. ¸óôù s êáé s′ áðïíïìÝò
ãéá ôéò ïðïßåò s(y1) = s′(y1); : : : ; s(y�) = s′(y�). Ôüôå

|=A �[s] ⇐⇒ |=A �[s′]
Áðüäåéîç Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá üôé áí t üñïò ìå ìåôáâëçôÝò ìåôáîý ôùí
y1; : : : ; y� ôüôå s(t) = s′(t). [Ìå åðáãùãÞ óôïí t.]

• áí t ìåôáâëçôÞ x ôüôå x = yi ãéá êÜðïéï i ∈ {1; : : : ; �}, Üñá s(yi) =
s′(yi).

• Áí t óýìâïëï óôáèåñÜò c ôüôå s(t) = cA = s′(t).

• Áí t = fn(t1; : : : ; tn), ôüôå áðü ôçí åðáã. õðüè. ∀i = 1; : : : ; n s(ti) =
s′(ti). ¢ñá s(t) = (fn)A(s(t1); : : : ; s(tn)) = (fn)A(s′(t1); : : : ; s′(tn)) =
s′(t).

Êáôüðéí áðïäåéêíýïõìå ôçí ðñüôáóç ìå åðáãùãÞ óôïí �.

• � åßíáé áôïìéêüò ⇒ � ≡ R(t1; : : : ; tn) ⇒

|=A �[s] ⇔ |=A R(t1; : : : ; tn)
⇔ RA(s(t1); : : : ; s(tn))
⇔ RA(s′(t1); : : : ; s′(tn))
⇔ |=A �[s′]:

• Ôï åðáãùãéêü âÞìá óáí Üóêçóç. ¤
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Áð' ôçí ðñüôáóç 4.16 öáßíåôáé üôé áí � åßíáé ðñüôáóç ôüôå ôï óýíïëï ôùí
åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ôçò � åßíáé õðïóýíïëï ôïõ êåíïý óõíüëïõ. ¢ñá ãéá
êÜèå áðïíïìÝò s êáé s′ Ý÷ïõìå üôé |=A �[s] ⇔|=A �[s′]. ¢ñá åßôå ãéá üëåò ôéò
s : V → |A| Ý÷ïõìå |=A �[s] åßôå ãéá üëåò ôéò s : V → |A| Ý÷ïõìå 6|=A �[s].
Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ç � åßíáé áëçèÞò óôçí A êáé ãñÜöïõìå |=A �,
óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ç � åßíáé øåõäÞò óôçí A êáé ãñÜöïõìå 6|=A �.
ÐïëëÝò öïñÝò, áíôß ôïõ ²A � ãñÜöïõìå A ² � êáé áíôß ôïõ 2A � ãñÜöïõìå
A 2 �.

ÐáñÜäåéãìá 4.17 ¸óôù L = {<} êáé A = 〈N; <〉 êáé Ýóôù s ìå s(x) = 3
êáé s(y) = 5. Ôüôå |=A x < y[s] äéüôé 〈s(x); s(y)〉 ∈<A, äçëáäÞ 3 < 5.

ÐáñÜäåéãìá 4.18 ¸óôù L = {<;+; 0} êáé åñìçíåßá A = 〈N; <A;+A; 0A〉.
Ôüôå |=A ∀x(0 < x + 1)[s],ìå ïðïéáäÞðïôå s, äéüôé áí a ∈ N ôüôå Ý÷ïõìå
|=A 0 < x+ 1[s(x=a)] äéüôé áõôü óçìáßíåé üôé 0A <A s(x=a)(x) +A 1, äçëáäÞ
0 < a+ 1, ðñÜãìá ïñèü óôï N.

Ïñéóìüò 4.19 Áí � åßíáé ôýðïò (ðïõ ðéèáíüí íá Ý÷åé êáé åëåýèåñåò ìåôá-
âëçôÝò) ôüôå ëÝìå üôé � åßíáé áëçèÞò óôçí åñìçíåßá A üôáí ãéá êÜèå áðïíïìÞ
s : V → |A| Ý÷ïõìå üôé |=A �[s] êáé ôüôå ãñÜöïõìå åðßóçò ²A � Þ A ² �.
Áí Ýíáò ôýðïò �, ôçò ãëþóóáò L, åßíáé áëçèÞò óå üëåò ôéò åñìçíåßåò ôçò L
ëÝìå üôé ï � åßíáé Ýãêõñïò ôýðïò Þ ëïãéêÜ Ýãêõñïò ôýðïò êáé ãñÜöïõìå ² �.

¢ìåóá, áðü ôïí ïñéóìü, Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 4.20 Áí �(x1; : : : ; xk) åßíáé ôýðïò ôüôå � åßíáé áëçèÞò óôçí A áí
êáé ìüíïí áí |=A ∀x1 · · · ∀xk�(x1; : : : ; xk) [Ç ðñüôáóç ∀x1 · · · ∀xk�(x1; : : : ; xk)
ëÝãåôáé êáé êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ ôýðïõ �].

Ïñéóìüò 4.21 Áí Σ åßíáé Ýíá óýíïëï ôýðùí ôçò ãëþóóáò L ôüôå ç åñìçíåßá
A ôçò L ëÝãåôáé ìïíôÝëï ôïõ Σ (Þ éêáíïðïéåß ôï Σ) áí ãéá êÜèå � ∈ Σ Ý÷ïõìå
üôé � åßíáé áëçèÞò óôçí åñìçíåßá A.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé A åßíáé ìïíôÝëï ôïõ Σ áí êáé ìüíïí áí A åßíáé ìï-
íôÝëï ôïõ Σ′, üðïõ Σ′ åßíáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ åßíáé ïé êáèïëéêÝò
êëåéóôüôçôåò ôïõ Σ.

Ïñéóìüò 4.22 ¸óôù Σ ∪ {�} óýíïëï ðñïôÜóåùí ôçò L. ÃñÜöïõìå Σ |= �
áí � åßíáé áëçèÞò óå üëá ôá ìïíôÝëá ôïõ Σ. Ï ïñéóìüò åðåêôåßíåôáé êáé
óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Σ∪{�} åßíáé óýíïëï ôýðùí. Σ |= � óçìáßíåé êáé ó'áõôÞ
ôçí ðåñßðôùóç üôé ï ôýðïò � åßíáé áëçèÞò óå üëá ôá ìïíôÝëá ôïõ Σ.

Ïñéóìüò 4.23 ¸óôù Σ ∪ {�} óýíïëï ôýðùí. ËÝìå üôé Σ ëïãéêÜ óõíåðÜ-
ãåôáé ôïí � áí ãéá êÜèå A êáé êÜèå áðïôßìçóç s óôçí A, áí áëçèåýåé üôé
|=A  [s] ãéá êÜèå  ∈ Σ, ôüôå |=A �[s].
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Ðñüôáóç 4.24 Áí Σ ëïãéêÜ óõíåðÜãåôáé ôïí � ôüôå Σ |= �.
Áðüäåéîç ¸óôù A ìïíôÝëï ôïõ Σ êáé Ýóôù s áðïôßìçóç óôçí A. Ôüôå
åðåéäÞ êÜèå  ∈ Σ åßíáé áëçèÞò óôçí A éó÷ýåé üôé |=A  [s], ãéá êÜèå  ∈ Σ.
¢ñá êáé |=A �[s], åðåéäÞ Σ ëïãéêÜ óõíåðÜãåôáé ôïí �.

Ç ó÷Ýóç Σ |= � ìðïñåß íá íïçèåß ùò åîÞò: ¸óôù üôé éó÷ýïõí áõôÜ ðïõ
äéáôõðþíïíôáé ìÝóù ôùí ðñïôÜóåùí ôïõ Σ. ¢ñá èá éó÷ýåé êáé ï �, äçëáäÞ
ìðïñåß íá íïçèåß ùò Ýíá åßäïò Ýãêõñïõ £óõëëïãéóìïý¤. Áí ï óõëëïãéóìüò
áõôüò äåí åßíáé Ýãêõñïò èá ðñÝðåé Σ 2 �. Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìå Ýíá
óõëëïãéóìü óôçí êáèçìåñéíÞ ãëþóóá.

ÊáíÝíáò óðïõäáóôÞò äåí åßíáé ôñïìïêñÜôçò.
Ìåñéêïß öáíáôéêïß åßíáé ôñïìïêñÜôåò.
ÁÑÁ
Ìåñéêïß óðïõäáóôÝò åßíáé öáíáôéêïß.

Ìðïñïýìå íá ôõðïðïéÞóïõìå áõôü ôï óõëëïãéóìü åéóÜãïíôáò óýìâïëá
ìïíïèÝóéùí êáôçãïñçìÜôùí Σ, T êáé Φ ãéá ôá ÓðïõäáóôÞò, ÔñïìïêñÜôçò
êáé Öáíáôéêüò êáé íá äéáôõðþóïõìå ôï óõëëïãéóìü áðïäåéêíýïíôáò üôé äåí
Ýãêõñïò, áðïäåéêíýïíôáò äçëáäÞ üôé ∀x(Σ(x) → ¬T (x)); ∃x(Φ(x)∧ T (x)) 2
∃x(Σ(x)∧Φ(x)). Áõôü öáßíåôáé åðéëÝãïíôáò ìéá åñìçíåßá A ìå |A| = {a; b; c}
êáé ΣA = {a}, TA = {b}, ΦA = {b; c}, ç ïðïßá êáèéóôÜ ôéò õðïèÝóåéò áëçèåßò
åíþ ôï óõìðÝñáóìá øåõäÝò.

ËÞììá 4.25 ¸óôù t êáé u üñïé, s áðïôßìçóç. ¸óôù t′ = t(u=x) êáé
s′ = s(x=s(u)). Ôüôå s(t′) = s′(t).

Ìéá ãñáöéêÞ áðüäïóç ôïõ ëÞììáôïò åßíáé ç ðáñáêÜôù:

t

s(x=s(u)) ÁÁ>
>>

>>
>>

>
áíôéêáôÜóôáóç // t(u=x)

s{{xxxxxxxx

|A|
Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ óôïí üñï t. ÅÜí t = x ôüôå t(u=x) = u. ¢ñá
s(t(u=x)) = s(u) ôï ïðïßï éóïýôáé ìå ôï s′(t) äéüôé s′(t) = s′(x) = s(u), [äéüôé
ç ôéìÞ ôïõ s′ óôï x åßíáé ôï s(u).

ÅÜí t = y êáé y 6= x ôüôå t(u=x) = t. ¢ñá s(t(u=x)) = s(t) = s(y) =
s′(y) =, [äéüôé s êáé s′ Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÞ ôéìÞ ìüíïí óôï x].

ÅÜí t = f(t1; : : : ; tn) ôüôå s(t(u=x)) = s(f(t1(u=x); : : : ; tn(u=x)))
Å:Õ:=

fA(s′(t1); : : : ; s′(tn)) = s′(f(t1; : : : ; tn)) = s′(t).

Ðñüôáóç 4.26 |=A �(t=x)[s] ⇔ |=A �[s′], üðïõ s′ = s(x=s(t)) êáé x åßíáé
áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí �.
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Áðüäåéîç Ìå åðáãùãÞ óôïí �.
Äýï åßíáé ïé êýñéåò ðåñïðôþóåéò:
Ðåñßðôùóç Á: � = ∀y êáé x ü÷é åëåýèåñç óôïí �.
Ôüôå s êáé s(x=s(t)) óõìöùíïýí óå üëåò ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ôïõ �

êáé �(t=x) = �.
Ðåñßðôùóç Â: � = ∀y êáé x åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí �.
ÅðåéäÞ x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí � Ýðåôáé üôé y äåí åìöáíßæå-

ôáé óôïí t êáé âÝâáéá x áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí  . ÅðåéäÞ y äåí
åìöáíßæåôáé óôïí t Ý÷ïõìå üôé

s(t) = s(y=d)(t); ãéá êÜèå d ∈ |A| (∗)

ÅðåéäÞ x 6= y, �(t=x) = ∀y (t=x). ¢ñá
|=A �(t=x)[s] ⇔ ãéá êÜèå d, |=A  (t=x)[s(y=d)]
Å:Õ:⇔  [s(y=d)(x=s(y=d)(t))]
∗⇔  [s(y=d)(x=s(t))]
⇔ ∀y [s(⇔ x=s(t))].

Ðüñéóìá 4.1 ÅÜí |=A ∀x�[s] ôüôå |=A �(t=x)[s].
Áðüäåéîç ÅðåéäÞ |=A ∀x�[s], Ý÷ïõìå üôé |=A �[s(x=d)], ãéá êÜèå d ∈ |A|.
¸óôù d = s(t). Ôüôå |=A �[s(x=s(t))], ïðüôå áðü ðñüôáóç 4.26 |=A �(t=x)[s].

Ðüñéóìá 4.2 Ï ôýðïò ∀x�→ �(t=x) åßíáé Ýãêõñïò.

4.3 ÁóêÞóåéò

1. Áðïäåßîôå üôé ïé ôýðïé

i) ∀x�(x) → �(t) [üðïõ t åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìïò ãéá ôçí x óôïí
�(x)]

ii) ∀x(� →  ) → (� → ∀x ) [üðïõ ï � äåí Ý÷åé åëåýèåñåò åããñáöÝò
ôçò x]

åßíáé áëçèåßò óå üëåò ôéò åñìçíåßåò.

2. ËÝìå üôé Ýíáò ôýðïò åßíáé óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò üôáí Ý÷åé ðñïêý-
øåé áðü Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï ðïõ åßíáé ôáõôïëïãßá ìåôÜ áðü áíôéêá-
ôÜóôáóç üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôùí ìå ôýðïõò ôçò ãëþóóáò.
ë.÷. Ãéá ïðïéïõóäÞðïôå ôýðïõò � êáé  ï ôýðïò � → ( → �) åß-
íáé ðåñßðôùóç ôáõôïëïãßáò ìéá êáé Ý÷åé ðñïêýøåé áðü ôçí ôáõôïëïãßá
A1 → (A2 → A1) üðïõ Ý÷ïõìå áíôéêáôáóôÞóåé ôçí A1 ìå � êáé ôçí A2

ìå  . Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðåñßðôùóç ôáõôïëïãßáò åßíáé áëçèÞò óå êÜèå
åñìçíåßá A.
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3. Áðïäåßîôå üôé ï ôýðïò

∀x2∃x1R2
1(x1; x2) → ∃x1∀x2R2

1(x1; x2)

äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïò.

4. Äåßîôå üôé ïé ôýðïé

(∀x1R1
1(x1) → ∀x1R1

2(x1)) → ∀x1(R1
1(x1) → R2

1(x1))

êáé
∀x1(R1

1(x1) ∨R1
2(x1)) → (∀x1R1

1(x1) ∨ ∀x1R1
2(x1))

äåí åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïé.

5. Äåßîôå üôé ïé êÜôùèé ôýðïé åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñïé.

(i) ∀x�↔ ¬∃x¬�
(ii) ∃x�↔ ¬∀x¬�

}
¢ñá êáèÝíá áðü ôá ∀ êáé ∃
ïñßæåôáé óõíáñôÞóåé ôïõ Üëëïõ

(iii) ∀x(�→  ) → (∀x�→ ∀x )

(iv) (∀x� ∧ ∀x ) ↔ ∀x(� ∧  )

(v) (∀x� ∨ ∀x ) → ∀x(� ∨  )

(vi) ∃x∃y�↔ ∃y∃x�
(vii) ∃x∀y�→ ∀y∃x�

Ðáñáäåßãìáôá 4.27 1. Ï ôýðïò Q(x) → ∀xQ(x), üðïõ Q(x) åßíáé óýì-
âïëï êáôçãïñÞìáôïò äýï èÝóåùí, äåí åßíáé Ýãêõñïò. Áñêåß íá âñïýìå
ìßá åñìçíåßá A êáé ìßá áðïôßìçóç s Ýôóé þóôå 2A Q(x) → ∀xQ(x).
Ìðïñïýìå íá äïêéìÜóïõìå ôçí |A| = {a:b}, Q = {a} ìå ïðïéáäÞðïôå
s þóôå s(x) = s.

2. ∀xQ(x) → ∃yQ(y) åßíáé Ýãêõñïò.

3. Ï ôýðïò ∀y∃xR(x; y) → ∃x∀yR(x; y) äåí åßíáé Ýãêõñïò. Áñêåß íá
ðÜñïõìå |A| = Z ìå R(x; y) íá åßíáé x < y.
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5 Óýóôçìá Hilbert

Áîéùìáôéêü óýóôçìá ôýðïõ Hilbert ãéá ôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü.
Óôïí ðñïôáóéáêü ëïãéóìü ôï æçôïýìåíï ôçò áðïäåéêôéêÞò äéáäéêáóßáò ðïõ

ïñßóôçêå Þôáí ç ðáñáãùãÞ ôùí êáèïëéêÜ éó÷õüíôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí äçë.
ôùí ôáõôïëïãéþí. Åêåß åßäáìå üôé õðÜñ÷ïõí äýï ðñïóåããßóåéò óôï ðñüâëçìá
ôïõ åÜí Ýíáò äïóìÝíïò ðñïôáóéáêüò ôýðïò � åßíáé ôáõôïëïãßá. Ç ðñþôç ðñï-
óÝããéóç åßíáé óçìáóéïëïãéêÞ, ó÷çìáôßæïõìå ôïí áëçèïðßíáêá ðïõ ïñßæåôáé
áðü ôïí � êáé áí üëåò ïé ôéìÝò ôïõ áëçèïðßíáêá åßíáé T ôüôå óõìðåñáßíïõìå
üôé ï � åßíáé ôáõôïëïãßá. ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá åßíáé áðüëõôá áðïôåëåóìáôéêÞ
(áëãïñéèìéêÞ) áöïý êáôáóêåõáóôéêÜ, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, Ý÷ïõìå ôï áðï-
ôÝëåóìá. Ç äåýôåñç äéáäéêáóßá åßíáé ç ðñïóðÜèåéá êáôáóêåõÞò ìéáò áðüäåéîçò
ôïõ � óôï ôõðéêü áîéùìáôéêü óýóôçìá ðïõ ïñßóáìå. ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá öáßíå-
ôáé íá åßíáé ëéãüôåñï áðïôåëåóìáôéêÞ ìéá êáé öáßíåôáé íá åîáñôÜôáé áðü ôçí
åîõðíÜäá ìáò íá áíáêáëýøïõìå ìßá ôÝôïéá áðüäåéîç5. Ôï èåþñçìá ôçò ïñèü-
ôçôáò êáé ôçò ðëçñüôçôáò äåß÷íïõí üôé ïé äýï äéáäéêáóßåò åßíáé éóïäýíáìåò.

ÅÜí ìåôáöÝñïõìå ôçí ßäéá óõëëïãéóôéêÞ óôçí ðåñßðôùóç ôïõ êáôçãïñç-
ìáôéêïý ëïãéóìïý èá äïýìå üôé ç ðñïóðÜèåéá íá áíáêáëýøïõìå ìå óçìáóéï-
ëïãéêü ôñüðï ôçí åãêõñüôçôá åíüò ôýðïõ � (ôï áíÜëïãï ôçò ôáõôïëïãßáò)
ðñïóêñïýåé óôï ãåãïíüò üôé ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå ôçí
áëÞèåéá ôïõ � óå üëåò ôéò åñìçíåßåò ôçò ãëþóóáò. Êáé ðáñüëï ðïõ óå ïñé-
óìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áõôü åßíáé åöéêôü (ð.÷. üôáí ï � Ý÷åé ôç ìïñöÞ
 →  ), óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé áäýíáôï íá óêåöôïýìå ðþò áõôü ìðïñåß
íá ãßíåé áðïôåëåóìáôéêÜ ìéá êáé ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå Üðåéñåò ôï ðëÞèïò åñìç-
íåßåò ôçò ãëþóóáò6. Åäþ ìðïñïýìå íá ðñïóöýãïõìå óôç äåýôåñç ðñïóÝããéóç
äçë. óôçí ðñïóðÜèåéá íá áíáêáëýðôïõìå ìßá áðüäåéîç óå Ýíá êáôÜëëçëá ïñé-
óìÝíï áîéùìáôéêü óýóôçìá. Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ áíáêáëýðôïõìå ìßá ôÝôïéá
áðüäåéîç èá îÝñïõìå üôé ï � åßíáé Ýãêõñïò. Áñãüôåñá èá äïýìå üôé óôçí
ðåñßðôùóç ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý äåí õðÜñ÷åé áëãüñéèìïò ðïõ íá
áðáíôÜåé áí ï ïðïéïóäÞðïôå � åßíáé Ýãêõñïò ôýðïò Þ ü÷é.

Áò èåùñÞóïõìå ìßá ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá L üðïõ óôá ëïãéêÜ ôçò óýìâïëá
Ý÷ïõìå âÜëåé (ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò) ìüíïí ôïõò óõíäÝóìïõò ¬ êáé → êáé
ìüíïí ôïí ðïóïäåßêôç ∀. Ìéá êáé ôï óýíïëï {¬;→} åßíáé Ýíá åðáñêÝò óýíïëï
óõíäÝóìùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå üëïõò ôïõò Üëëïõò ìÝóù áõôþí. ¼óïí
áöïñÜ ôïí ðïóïóäåßêôç ∃ ìðïñïýìå íá ôïí ïñßóïõìå ìÝóù ôïõ ∀. Ïñßæïõìå
∃x� íá åßíáé ¬∀x¬�. Ìå áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò üëá ôá ïñéæüìåíá áðïêôïýí
ôç óõíçèéóìÝíç ôïõò óçìáóßá.

Èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ïñßóïõìå Ýíá ôõðéêü áîéùìáôéêü óýóôçìá ìå ôï
ïðïßï èá áðïäåéêíýïõìå üëåò ôéò ìáèçìáôéêÝò (êáé ëïãéêÝò) áëÞèåéåò.

×ñçóéìïðïéïýìå ôá áêüëïõèá ó÷Þìáôá ëïãéêþí áîéùìÜôùí. Ãéá ïðïéïõó-
5Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êáôáóêåõÜæåé

ìßá áðüäåéîç ôïõ � óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï � åßíáé ôáõôïëïãßá (Üóêçóç).
6Áò áöÞóïõìå êáé ôï üôé óôçí êÜèå óõãêåêñéììÝíç åñìçíåßá åßíáé äýóêïëï íá öáíôá-

óôïýìå ôïí Ýëåã÷ï ôçò áëÞèåéáò ìéá êáé ç åñìçíåßá ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñç.
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äÞðïôå ôýðïõò �;  ; � ïé áêüëïõèïé (ðéï óýíèåôïé) ôýðïé åßíáé áîéþìáôá:

A1 �→ ( → �)

A2 (�→ ( → �)) → ((�→  ) → (�→ �))

A3 (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  )

A4 ∀x�(x) → �(t), ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí
t óôïí �(x).

A5 ∀x(�→  ) → (�→ ∀x ), ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ï � äåí ðåñéÝ÷åé êáììßá
åëåýèåñç åìöÜíéóç ôçò x.

Êáíüíåò ÁðáãùãÞò: ×ñçóéìïðïéïýìå äýï êáíüíåò áðáãùãÞò:
Ôïí MODUS PONENS (MP). Ï êáíüíáò áõôüò ìáò ëÝåé üôé áðü ôïõò

�→  êáé � áðÜãïõìå (óõìðåñáßíïõìå) ôïí  . Ó÷çìáôéêÜ

�→  �
MP

 

Ôïí êáíüíá ôçò Ãåíßêåõóçò (Gen): Áðü ôïí � áðÜãïõìå ôïí ∀x�. Ó÷ç-
ìáôéêÜ

�
Gen

∀x�
ÐáñáôÞñçóç: Ï Gen Ý÷åé ôçí åîÞò Ýííïéá. Ðþò óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá

êÜèå x Ýíáò éó÷õñéóìüò �(x) éó÷ýåé; äçëáäÞ ðþò ∀x�(x); Áñêåß í' áðïäåßîïõìå
ôïí �(x) ãéá ôõ÷üí x.

Ïñéóìüò 5.1 Ìßá Èåùñßá (óôç ãëþóóá L) åßíáé Ýíá óýíïëï ôýðùí ôçò
ãëþóóáò L, ïé ïðïßåò ïíïìÜæïíôáé ìç-ëïãéêÜ áîéþìáôá ôçò èåùñßáò. Áíôé-
èÝôùò, ôá áîéþìáôá ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôá ó÷Þìáôá áîéùìÜôùí A1{A5 ïíï-
ìÜæïíôáé ëïãéêÜ áîéþìáôá. Ôéò èåùñßåò ôéò óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå ôá
ãñÜììáôá T ,Σ,: : :.

Ïñéóìüò 5.2 (ÔõðéêÞ) Áðüäåéîç óôç èåùñßá T ïíïìÜæåôáé êÜèå ðåðåñá-
óìÝíç áêïëïõèßá �1; �2; : : : ; �n ôýðùí ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí ôá êÜôùèé:

Ãéá êÜèå i üðïõ 1 ≤ i ≤ n ï ôýðïò �i åßíáé, åßôå

1. Ýíá ëïãéêü áîßùìá A1, A2 ,A3 ,A4, Þ A5

2. åßôå áíÞêåé óôçí T , äçëáäÞ åßíáé Ýíá ìç ëïãéêü áîßùìá ôçò T

3. åßôå õðÜñ÷ïõí �j ; �k ôýðïé ôçò áêïëïõèßáò �1; �2; : : : ; �n ìå j < i êáé
k < i þóôå �j ≡ �k → �i (äçëáäÞ ï �i åßíáé ôï óõìðÝñáóìá êáíüíá
MP ìå õðïèÝóåéò ôýðïõò ìå ìéêñüôåñï äåßêôç, äçëáäÞ ðïõ ðñïçãïýíôáé
óôçí áðüäåéîç áðü ôïí �i)
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4. åßôå õðÜñ÷åé �j ìå j < i êáé �i Ý÷åé ôç ìïñöÞ ∀x�j
(äçëáäÞ åßíáé ôï óõìðÝñáóìá êáíüíá Gen ìå õðüèåóç ðïõ ðñïçãåßôáé
óôçí áðüäåéîç áðü ôïí �i).

ÐáñáôÞñçóç 5.3 Ãéá íá åßíáé ìéá áêïëïõèßá ôýðùí áðüäåéîç èá ðñÝðåé íá
õðÜñ÷åé ìéá £áéôéïëïãßá¤ üôé óå êÜèå âÞìá éêáíïðïéåßôáé ç ðñïäéáãñáöÞ ðïõ
åðéâÜëëåé ï ïñéóìüò 5.2. ¼ôáí ðáñïõóéÜæïõìå ìéá áðüäåéîç, êáôáãñÜöïõìå
ùò ó÷üëéï óå êÜèå âÞìá áõôÞ ôçí áéôéïëïãßá, ïðüôå ï Ýëåã÷ïò üôé üíôùò ç
áêïëïõèßá åßíáé áðüäåéîç íá ãßíåôáé ðïëý åýêïëá. ¼ôáí óå ìéá áðüäåéîç
õðÜñ÷åé ìéá åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò ìå óõìðÝñáóìá ôçò ìïñ-
öÞò ∀x� ëÝìå üôé Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò ìå ìåôáâëçôÞ
x. ¼ôáí áíáöåñüìáóôå óå ìéá áðüäåéîç ùå áêïëïõèßá ôýðùí, èá ÷ñçóéìï-
ðïéïýìå ôïí üñï ôõðéêÞ áðüäåéîç.

Ïñéóìüò 5.4 Èåþñçìá ôçò èåùñßáò T ïíïìÜæåôáé êÜèå ôýðïò � ãéá ôïí
ïðïßï õðÜñ÷åé áðüäåéîç �1; �2; : : : ; �n óôç èåùñßá T ìå �n ≡ �.

Áí � åßíáé èåþñçìá ôçò T , ãñÜöïõìå T ` �. Áí T = ∅, äçëáäÞ áí èåù-
ñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá, ãñÜöïõìå ` �.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç áðüäåéîç åßíáé óôïí êáèáñü êáôçãïñçìáôéêü
ëïãéóìü. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üðïéá áðüäåéîç äåí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá ôçí êáôá-
óêåõÞ ôçò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá, åßíáé áðüäåéîç óôïí êáèáñü êáôçãïñçìáôéêü
ëïãéóìü. Êáé âÝâáéá åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ` � óõíåðÜãåôáé T ` � ãéá
ïðïéïäÞðïôå T .

Ïñéóìüò 5.5 Ï ôýðïò � åßíáé óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò åÜí Ý÷åé ðñïêýøåé
áðü Ýíá ðñïôáóéáêü ôýðï ðïõ åßíáé ôáõôïëïãßá ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôùí
ðñïôáóéáêþí ôïõ ìåôáâëçôþí áðü ôýðïõò. Åííïåßôáé üôé üôáí áíôéêáèéóôïýìå
ìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ A ìå Ýíá ôýðï áíôéêáèéóôïýìå üëåò ôéò åìöáíßóåéò
ôçò A ìå ôïí ôýðï áõôü.

ð.÷. Ïé ôýðïé � → �, (� →  ) → (¬ → ¬�), ê.ë.ð. Ýíáé óôéãìéüôõðá
ôáõôïëïãßáò.

ÐáñáôÞñçóç 5.6 Ôï ôõðéêü óýóôçìá ðïõ ïñßóáìå ðåñéëáìâÜíåé ôá áîéþ-
ìáôá Á1, Á2, Á3, ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óõóôÞìáôïò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý,
êáèþò êáé ôïí êáíüíá Modus Ponens. Åßíáé ëïéðüí åðÝêôáóç áõôïý ôïõ óõ-
óôÞìáôïò. ¢ñá åßíáé öáíåñü üôé êÜèå óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò åßíáé èåþñçìá
ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðïõ Hilbert ãéá ôïí êáôçãïñçìáôéêü ëïãéóìü. Äéüôé áí
Ýíáò ôýðïò åßíáé óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò ç ôáõôïëïãßá áðü ôçí ïðïßá ðñïÝ-
êõøå èá áðïäåéêíýåôáé áðü ôï óýóôçìá ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý. ¢ñá ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá áêñéâþò áðüäåéîç, üðïõ üìùò áíôß ôùí ðñïôáóéáêþí
ôýðùí Ý÷ïõìå ôþñá ôá óôéãìéüôõðá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç
ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí áðü ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ôýðïõò, äçìéïõñãïýìå
ìéá áðüäåéîç óôï óýóôçìá ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý.
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ÐáñáôÞñçóç 5.7 Ãéá ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõìå èÝóåé óôá áîéþìáôá A4
êáé A5. ÈÝëïõìå üëá ôá ëïãéêÜ áîéþìáôá íá åßíáé Ýãêõñïé ëïãéêïß ôýðïé.
Ãé' áõôü ïé ðåñéïñéóìïß óôá A4 êáé A5 åßíáé áðáñáßôçôïé.

ð.÷. óôï áîßùìá A4. ¸óôù �(x) ôï ¬∀yR(x; y) êáé Ýóôù t ôï y. Åäþ
ç x äåí åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôïí t óôïí �(x). Èåùñåßóôå ôþñá ìéá
ðåñßðôùóç ôïõ áîéþìáôïò A4 (÷ùñßò ôïí ðåñéïñéóìü) ∀x(¬∀yR(x; y)) →
¬∀yR(y; y). ÐÜñôå ôþñá óáí åñìçíåßá Ýíá ðåäßï ìå äýï óôïé÷åßá êáé Ýóôù
R íá åñìçíåýåôáé ìå ôçí éóüôçôá äçë. RA(a; b) íá óçìáßíåé a = b. Ôüôå ç
õðüèåóç ôçò ðñüôáóçò åßíáé áëçèÞò áíþ ôï óõìðÝñáóìá øåõäÝò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ A5, Ýóôù � êáé  åßíáé áìöüôåñá ôï R(x). Ôüôå x
åßíáé åëåýèåñç óôï �. Ìéá ðåñßðôùóç ôïõ A5 èá åßíáé ∀x(R(x) → R(x)) →
(R(x) → ∀xR(x)). ÁëëÜ ç õðüèåóç ôçò ðñüôáóçò åßíáé ëïãéêÜ Ýãêõñç (áëç-
èÞò) åíþ ôï óõìðÝñáóìá ü÷é äéüôé áí ðÜñïõìå ìßá äïìÞ üðïõ ç RA íá áëç-
èåýåé ãéá êÜðïéá áëëÜ ü÷é ãéá üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ | A | ôüôå ôï óõìðÝñáóìá
äåí åßíáé áëçèÝò.

Èåþñçìá 5.8 (Èåþñçìá êëåéóôüôçôáò) ÅÜí �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåé-
óôüôçôá ôïõ � ôüôå

T ` �⇔ T ` �′
Áðüäåéîç ⇒: ÐñïöáíÝò áðü ôïí êáíüíá Gen.

⇐: ¸óôù �′ ç ðñüôáóç ∀x1 · · · ∀xn�. Ìðïñïýìå íá âãÜëïõìå ôïõò ðï-
óïäåßêôåò ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ôùí A4 êáé MP. ¤

Èåþñçìá 5.9 (Ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò) Áí T; � `  êáé áí óôçí
áðüäåéîç ôïõ  áðü ôï T; � äåí õðÜñ÷åé åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò
ìå ìåôáâëçôÞ ðïõ åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí �, ôüôå T ` �→  .
Áðüäåéîç Ç áðüäåéîç ãßíåôáé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò n ôçò ôõðéêÞò áðüäåé-
îçò �1; : : : ; �n ≡  ôïõ  áðü ôï T; �. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áí óå ìßá ôõðéêÞ
áðüäåéîç äåí Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ êáíüíá ãåíßêåõóçò ìå êÜðïéá ìåôáâëçôÞ x,
ôüôå êáé óå êáíÝíá áñ÷éêü ôìÞìá ôçò ôõðéêÞò áðüäåéîçò (ç ïðïßá åßíáé áðü-
äåéîç ìå ìéêñüôåñï ìÞêïò) äåí Ý÷ïõìå åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò
ìå ìåôáâëçôÞ x. ¢ñá èá ìðïñïýìå íá åöáñìüæïõìå ôçò åðáãùãéêÞ õðüèåóç.

ÕðÜñ÷ïõí ôñåßò ðåñéðôþóåéò üðïõ ôï èåþñçìá éó÷ýåé Üìåóá. Åßíáé ïé ðåñé-
ðôþóåéò üðïõ ï  åßíáé � Þ áíÞêåé óôï T Þ åßíáé ëïãéêü áîßùìá. Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç ôï èåþñçìá éó÷ýåé åðåéäÞ � → � åßíáé óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò,
óôç äåýôåñç êáé ôñßôç ðåñßðôùóç áðü Modus Ponens, åðåéäÞ T ` �→ ( → �)
(óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò) êáé ðñïöáíþò T ` �. Ïé ðåñéðôþóåéò áõôÝò êá-
ëýðôïõí ôçí ðåñßðôùóç n = 1, êáèþò êáé ôçí ðåñßðôùóç üðïõ n > 1 êáé ç
áéôéïëüãçóç ãéá ôï  ≡ �n åßíáé üôé åìðßðôåé óå ìßá áðü ôéò ôñåßò ùò Üíù
ðåñéðôþóåéò. ¸óôù ôþñá n > 1. ÕðÜñ÷ïõí äýï åíáðïìåßíáóåò ðåñéðôþóåéò.

Ðåñßðôùóç 1. Ï  ðñïêýðôåé ìå åöáñìüãÞ êáíüíá MP ìå õðïèÝóåéò �′
êáé �′ →  . Óôïõò �′ êáé �′ →  áíôéóôïé÷ïýí ôõðéêÝò áðïäåßîåéò ìå ìÞêïò
ìéêñüôåñï ôïõ n. Áðü Å.Õ. Ý÷ïõìå üôé T ` � → �′ êáé T ` � → (�′ →  ).
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Ïðüôå ìå ÷ñÞóç ôïõ áîéþìáôïò Á3 êáé åöáñìïãÝò ôïõ MP, ðáßñíïõìå ôï
æçôïýìåíï T ` �→  .

Ðåñßðôùóç 2. Ï  Ý÷åé ôç ìïñöÞ ∀x 1 êáé ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ êáíüíá
ãåíßêåõóçò ìå ìåôáâëçôÞ x. Ôüôå ç ìåôáâëçôÞ x äåí ìðïñåß íá åìöáíßæåôáé
åëåýèåñç óôïí �. Ç ôõðéêÞ áðüäåéîç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí  1 Ý÷åé ìÞêïò
ìéêñüôåñï ôïõ n êáé âÝâáéá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé åöáñìïãÞ êáíüíá ãåíßêåõóçò
ìå ìåôáâëçôÞ ðïõ åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí �. ¢ñá áðü Å.Õ. Ý÷ïõìå T `
� →  1. Áðü êáíüíá ãåíßêåõóçò ðáßñíïõìå T ` ∀x(� →  1). ÅðåéäÞ ç x
äåí åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óôïí � Ý÷ïõìå üôé T ` ∀x(�→  1) → (�→ ∀x 1)
(áîßùìá Á5). Ìå MP ðáßñíïõìå ôï æçôïýìåíï.

Ùò Üìåóç åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò åðáãùãÞò ðáßñíïõìå ôï áêüëïõèï
ðüñéóìá

Ðüñéóìá 5.1 Áí T; � `  êáé � åßíáé ðñüôáóç ôüôå T ` �→  .

ÐáñÜäåéãìá 5.10 Èá áðïäåßîïõìå üôé ` ∀x(� →  ) → (∀x� → ∀x ).
Áðü ôï èåþñçìá ôçò åðáãùãÞò áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé

∀x(�→  );∀x� ` ∀x 
ÊáôáóêåõÜæïõìå ôçí áðüäåéîç ùò åîÞò:
1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç
2. �→  1,A4
3. ∀x� Õðüèåóç
4. � 3,A4
5.  2,4,MP
6. ∀x 5,Gen

Ðáñáôçñïýìå üôé, óôçí ôõðéêÞ áðüäåéîç ðïõ êáôáóêåõÜóáìå, Ý÷ïõìå åöáñ-
ìïãÞ ôïõ êáíüíá ôçò ãåíßêåõóçò ìå ìåôáâëçôÞ x ðïõ âÝâáéá äåí åìöáíßæåôáé
åëåýèåñç óôïõò ôýðïõò ∀x(� →  ); ∀x�. ¢ñá ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôï
èåþñçìá ôçò åðáãùãÞò.

Ðáñáäåßãìáôá 5.11 Èá äþóïõìå êáé êÜðïéá Üëëá ðáñáäåßãìáôá ôõðéêþí
áðïäåßîåùí. Óôéò ôõðéêÝò áðïäåßîåéò èá ðñÝðåé íá ìçí åöáñìüæïõìå ôïí êá-
íüíá Gen ìå ìåôáâëçôÞ ðïõ åìöáíßæåôáé åëåýèåñç óå êÜðïéá áðü ôéò õðïèÝ-
óåéò, þóôå íá ìðïñïýìå íá åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò.

` ∀x∀y�→ ∀y∀x�, äéüôé

1. ∀x∀y� Õðüèåóç
2. ∀x∀y�→ ∀y� Á4
3. ∀y� 1, 2, MP
4. ∀y�→ � A4
5. � 3, 4, MP
6. ∀x� 5, Gen
7. ∀y∀x� 6, Gen
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` ∀x(�→  ) → (∀x�→ ∀x )

1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç
2. �→  A4, MP
3. ∀x� Õðüèåóç
4. � A4, MP
5.  2, 4, MP
6. ∀x 5, Gen

` ∀x(�→  ) → (∃x�→ ∃x )

Áò èõìçèïýìå üôé ∃x åßíáé ôï ¬∀x¬. ¸÷ïõìå ôçí áêüëïõèç áðüðäåéîç.

1. ∀x(�→  ) Õðüèåóç
2. �→  A4, MP
3. ¬ → ¬� Áðü óôéãì. ôáõô. (�→  ) → (¬ → ¬�), MP
4. ∀x¬ Õðüèåóç
5. ¬ A4, MP
6. ¬� 3, 5, MP
7. ∀x¬� 6. Gen

Ïðüôå áðü èåþñçìá áðáãùãÞò ` ∀x(� →  ) → ∀x¬ → ∀x¬�. Áðü
ôçí ôáõôïëïãßá (C → (A → B)) → (C →→ (¬B → ¬A) êáé MP ðáßñíïõìå
` ∀x(�→  ) → (¬∀x¬�→ ¬∀x¬ ), ôï ïðïßï åßíáé êáé ôï æçôïýìåíï.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÐÑÙÔÏÂÁÈÌÉÙÍ ÈÅÙÑÉÙÍ

I. ÌåñéêÞ äéÜôáîç: Ç ãëþóóá Ý÷åé ùò ìç ëïãéêÜ óýìâïëá Ýíá ìüíïí
óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò äýï èÝóåùí R2

1 êáé äåí Ý÷åé óýìâïëá óôáèåñþí Þ
óõíáñôÞóåùí. ÃñÜöïõìå xi < xj áíôß ãéá R2

1(xi; xj) êáé xi ≮ xj áíôß ãéá
¬(xi < xj). ¸÷ïõìå äýï ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá, ôá åîÞò:

1. ∀x1(x1 ≮ x1) (Ìç áõôïðáèÞò)

2. ∀x1∀x2∀x3((x1 < x2 ∧ x2 < x3) → (x1 < x3)) (ÌåôáâáôéêÞ)

¸íá ìïíôÝëï áõôþí ôùí áîéùìÜôùí Þ üðùò ëÝìå Ýíá ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò
èá ïíïìÜæåôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíç äïìÞ.

II. Èåùñßá ÏìÜäùí: Ç ãëþóóá èá ðåñéëáìâÜíåé Ýíá óýìâïëï êáôçãï-
ñÞìáôïò R2

1, Ýíá óýìâïëï óõíáñôÞóåùò f2
1 êáé Ýíá óýìâïëï óôáèåñÜò c1. Èá

ãñÜöïõìå t = s áíôß ãéá R2
1(t; s), t+ s áíôß ãéá f2

1 (t; s) êáé 0 áíôß ãéá c1. Ôá
ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá èá åßíáé:

1. ∀x1∀x2∀x3(x1 +(x2 +x3) = (x1 +x2)+x3) (ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá)

2. ∀x1(0 + x1 = x1) (ïõäÝôåñï óôïé÷åßï)
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3. ∀x1∃x2(x2 + x1 = 0) (áíôßèåôï)

4. ∀x1(x1 = x1)

5. ∀x1∀x2(x1 = x2 → x2 = x1)

6. ∀x1∀x2∀x3(x1 = x2 → (x2 = x3 → x1 = x3))

7. ∀x1∀x2∀x3(x2 = x3 → (x1 + x2 = x1 + x3 ∧ x2 + x1 = x3 + x1))

Ôá áîéþìáôá 4,5,6,7 åßíáé áîéþìáôá ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò éóü-
ôçôáò =. ÊÜèå ìïíôÝëï áõôÞò ôçò èåùñßáò êáëåßôáé (ðñïóèåôéêÞ) ïìÜäá. Áí
áõôü ôï ìïíôÝëï éêáíïðïéåß åðéðñüóèåôá êáé ôçí ∀x1∀x2(x1 + x2 = x2 + x1)
êáëåßôáé áâåëéáíÞ ïìÜäá.

ÐáñáôÞñçóç: Ôá áîéþìáôá 4,5,6, êáé 7 åßíáé áîéþìáôá ôá ïðïßá ðåñéãñÜ-
öïõí ôéò éäéüôçôåò ôçò ó÷Ýóçò = üôáí ôçí åñìçíåýïõìå ùò éóüôçôá (äçë. áí
A åñìçíåßá ôçò ãëþóóáò ôüôå =A= {(a; a) | a ∈ A}). Ôá áîéþìáôá áõôÜ
äéáôõðþíïíôáé óôá ðëáßóéá ôçò óõãêåêñéììÝíçò èåùñßáò. Ìðïñïýìå üìùò íá
ôá ãåíéêåýóïõìå Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõìå ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò éóüôçôáò óå
ïðïéáäÞðïôå èåùñßá.

Ïñéóìüò 5.12 Ìßá èåùñßá T (äçëáäÞ Ýíá óýíïëï ôýðùí) èá ëÝãåôáé èåùñßá
ìå éóüôçôá áí óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò õðÜñ÷åé Ýíá óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò
äýï èÝóåùí = êáé ïé áêüëïõèïé ôýðïé ðåñéëáìâÜíïíôáé óôá ëïãéêÜ áîéþìáôá
ôçò èåùñßáò (ïíïìÜæïíôáé êáé áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò. Ôï óýíïëï áõôþí ôùí
áîéùìÜôùí ôï ïíïìÜæïõìå ÁîÉ).

1. ∀x1(x1 = x1)

2. x = y → (�(x; x) → �(x; y)) (Áíôéêáôáóôáóéìüôçôá ôçò éóüôçôáò),
üðïõ x, y ïðïéåóäÞðïôå ìåôáâëçôÝò, �(x; x) ôõ÷áßïò ôýðïò êáé �(x; y)
ðñïêýðôåé áðü ôïí �(x; x) ìå áíôéêáôÜóôáóç êÜðïéùí, áëëÜ ü÷é áíá-
ãêáóôéêÜ üëùí, åëåõèÝñùí åìöáíßóåùí ôçò x áðü ôçí y, ìå ôïí ðåñéï-
ñéóìü üôé ç åìöÜíéóç ôçò x åßíáé áíôéêáôáóôÜóéìç áðü ôéò ìåôáâëçôÝò
y ðïõ ôçí áíôéêáèéóôïýí.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ýíáò ôýðïò � åßíáé èåþñçìá ìéáò èåùñßáò T ìå éóü-
ôçôá áí óôçí ôõðéêÞ áðüäåéîç ôïõ � áðü ôï T ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
êáé áîéþìáôá áðü ôï ÁîÉ, äçëáäÞ áí T;ÁîÉ ` �. ÃñÜöïõìå ôüôå T `I �.
¼ôáí åßíáé óáöÝò üôé âñéóêüìáóôå óå ìéá èåùñßá ìå éóüôçôá, ìðïñïýìå,
÷Üñéí åõêïëßáò, íá ãñÜöïõìå áðëþò T ` �.

¢óêçóç: Áðïäåßîôå üôé óå êÜèå èåùñßá ìå éóüôçôá éó÷ýïõí ôá êÜôùèé:

1. Ãéá êÜèå üñï t, ` t = t.

2. ` x = y → y = x.
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3. ` x = y → (y = z → x = z).

Óýìâáóç: Áðü äù êáé óôï åîÞò, üôáí óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò õðÜñ÷åé
ôï óýìâïëï =, èá õðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ìå éóüôçôá, ìå = ôï
óýìâïëï ôçò éóüôçôáò. Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç åñìçíåßá ôçò éóüôçôáò èá
åßíáé standard äçë. áí A åñìçíåßá ôçò ãëþóóáò ôüôå =A= {(a; a) | a ∈ A}.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí áðáéôïýìáé ç åñìçíåßáA íá åßíáé ç standard åñìçíåßá,
äçëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ =A åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ôïõ |A|2, ç
åñìçíåßá ïíïìÜæåôáé øåõäïåñìçíåßá ôçò A.

III. ÁñéèìçôéêÞ: Ç ãëþóóá ðåñéëáìâÜíåé ôç óôáèåñÜ 0, ôï óýìâïëï óõ-
íÜñôçóçò ìéáò èÝóåùò S (ðïõ óõìâïëßæåé ôïí åðüìåíï), ôá óýìâïëá óõíáñôÞ-
óåùí + êáé · êáèþò êáé ôá óýìâïëá êáôçãïñçìÜôùí = êáé <. Ôá áîéþìáôá
(ìç ëïãéêÜ) ãñáöüìåíá áíïñèüãñáöá ãéá íá ãßíïõí ðéï êáôáíïçôÜ åßíá ôá
áêüëïõèá:7

N1. Sx 6= 0

N2. Sx = Sy → x = y

N3. x+ 0 = x

N4. x+ Sy = S(x+ y)

N5. x · 0 = 0

N6. x · Sy = (x · y) + x

N7. ¬(x < 0)

N8. x < Sy ↔ x < y ∨ x = y

N9. x < y ∨ x = y ∨ y < x

Ç èåùñßá áõôÞ ïíïìÜæåôáé êáé áñéèìçôéêÞ ôïõ Robinson.
IV. ÁñéèìçôéêÞ ôïõ Peano: Áí åðéðëÝïí óôçí áñéèìçôéêÞ ôïõ Robinson

ðñïóèÝóïõìå ôï áîßùìá (ðéï óùóôÜ ó÷Þìá áîéþìáôïò)

(�(0) ∧ ∀x(�→ �(S(x)))) → ∀x�(x)

üðïõ �(x) åßíáé Ýíáò ôõ÷áßïò ôýðïò ôçò ãëþóóáò, ôüôå ç èåùñßá áõôÞ
ïíïìÜæåôáé áñéèìçôéêÞ ôïõ Peano êáé ôï åðéðëÝïí áõôü áîßùìá ïíïìÜæåôáé
áîßùìá (Þ áñ÷Þ) ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

7Âåâáßùò óôç èåùñßá áõôÞ, üðùò áðáéôåß ç óýìâáóç, ðåñéëáìâÜíïíôáé êáé ôá áîéþìáôá
ôçå éóüôçôáò.
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Ïñéóìüò 5.13 ¸óôù Σ Ýíá óýíïëï ôýðùí êáé � Ýíáò ôýðïò (üëá óôç ãëþóóá
L). ÃñÜöïõìå Σ |= � áí ãéá êÜèå ìïíôÝëï A ôïõ Σ Ý÷ïõìå üôé |=A �. Äç-
ëáäÞ áí óå êÜèå åñìçíåßá A, óôçí ïðïßá åßíáé áëçèåßò üëïé ïé ôýðïé ôïõ Σ,
ï ôýðïò � åßíáé áëçèÞò. Áí Σ = ∅ ãñÜöïõìå |= � ðïõ óçìáßíåé üôé � åßíáé
ëïãéêÜ Ýãêõñïò.

Óçìåßùóç: Σ ` � åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï Σ′ ` �′ ,üðïõ ãéá êÜèå  ∈
Σ ∪ {�},  ′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéóôüôçá ôïõ  .

Èåþñçìá 5.14 (Èåþñçìá ôçò ïñèüôçôáò) Áí T åßíáé ìßá èåùñßá ôüôå
T ` � óõíåðÜãåôáé üôé T |= �. ÄçëáäÞ áí � åßíáé èåþñçìá ôçò T ôüôå
ç � áëçèåýåé óå üëåò ôéò äïìÝò ðïõ åßíáé ìïíôÝëá ôçò T .

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå üôé áí � åßíáé ëïãéêü áîßùìá ôüôå |= �, Üñá êáé
T |= �. Áõôü éó÷ýåé ãéá ôá áîéþìáôá A1, A2 êáé A3 äéüôé åßíáé óôéãìéüôõðá
ôáõôïëïãéþí. Ãéá ôï A4 éó÷ýåé ëüãù ôïõ 4.2 êáé ãéá ôï A5 ëüãù ôïõ 4.3.
Êáôüðéí áðïäåéêíýïõìå åýêïëá üôé T |= � êáé T |= � →  óõíåðÜãåôáé
T |=  . Ãéá ôïí êáíüíá Gen Ýóôù T |= �(x) êáé Ýóôù A ìïíôÝëï ôïõ
T . Áõôü óçìáßíåé üôé |=A �[u] ãéá êÜèå áðïôßìçóç u óôçí A. ¸óôù ôþñá s
ïðïéáäÞðïôå áðïôßìçóç óôçí A êáé a ïðïéïäÞðïôå óôïé÷åßï ôïõ |A|. Ç s(x=a)
åßíáé áðïôßìçóç óôçí A êáé Üñá, ëüãù ôçò ðñôïçãïýìåíçò ðáñáôÞñçóçò, |=A
�[s(x=a)]. ¢ñá, ôåëéêÜ |=A ∀x�, äçëáäÞ T |= ∀x�.

Ïñéóìüò 5.15 Áíôßöáóç ïíïìÜæåôáé êÜèå ôýðïò ï ïðïßïò åßíáé óôéãìéüôõðï
åíüò ðñïôáóéáêïý ôýðïõ ðïõ, êÜôù áðü ïðïéáäÞðïôåò áðïíïìÞ, ðáßñíåé ôçí
ôéìÞ T. Óôç ãëþóóá ìå ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò ìüíïí ôïõò ¬;→ ìðïñåß
íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ ¬(� → �), åíþ áí äéáèÝôïõìå êáé ôç óýæåõîç ìðïñåß íá
Ý÷åé ôç ìïñöÞ � ∧ ¬�. Ìéá áíôßöáóç äåí áëçèåýåé ðïôÝ óå êáììßá äïìÞ.

¸íá óýíïëï ôýðùí Σ ëÝãåôáé óõíåðÝò üôáí äåí äõíáôüí íá Ý÷ïõìå Σ ` �
êáé Σ ` ¬�. Éóïäýíáìá üôáí ôï Σ äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ìßá áíôßöáóç
(ãéáôß;). Ìßá èåùñßá T ëÝãåôáé óõíåðÞò üôáí ôï óýíïëï T åßíáé óõíåðÝò.

¸íá óýíïëï Σ ëÝãåôáé éêáíïðïéÞóéìï üôáí õðÜñ÷åé Ýíá ìïíôÝëï ôïõ Σ.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá êáììßá äïìÞ A äåí åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå üôé
|=A � ∧ ¬�. ¢ñá ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ïñèüôçôáò:

Èåþñçìá 5.16 Áí Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï ôüôå Σ åßíáé óõíåðÝò.
Áðüäåéîç ÅðåéäÞ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï ôüôå õðÜñ÷åé A ìïíôÝëï ôïõ Σ. Áí
Σ äåí Þôáí óõíåðÝò ôüôå èá åß÷áìå Σ ` � ∧ ¬�. ÁëëÜ ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò
ôçò ïñèüôçôáò èá Þôáí Σ |= � ∧ ¬� Üñá êáé |=A � ∧ ¬�, ðñÜãìá áäýíáôï. ¤

Åßäáìå üôé Σ åßíáé óõíåðÝò üôáí äåí åßíáé äõíáôüí ìå âÜóç ôï Σ íá áðï-
äåßîïõìå ìéá áíôßöáóç. Åßíáé äõíáôüí íá äþóïõìå Ýíá ÷áñáêôçñéóìü ôùí
ìç{óõíåðþí (áóõíåðþí) óõíüëùí;
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Èåþñçìá 5.17 ¸íá óýíïëï ðñïôÜóåùí Σ óôç ãëþóóá L åßíáé áóõíåðÝò
üôáí êáé ìüíïí üôáí ãéá êÜèå ðñüôáóç  ôçò L Ý÷ïõìå üôé Σ `  .

[ÄçëáäÞ ìßá áóõíåðÞò èåùñßá åßíáé ÷ùñßò åíäéáöÝñïí áöïý áðïäåéêíýåé
üëåò ôéò ðñïôÜóåéò!]

Áðüäåéîç ⇒ : ¸óôù Σ áóõíåðÝò. Ôüôå Σ ` � êáé Σ ` ¬�. Ãéá ôçí
ïðïéáäÞðïôå ðñüôáóç  , áðü óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò Ý÷ïõìå üôé Σ ` (�→
(¬�→  )) êáé Üñá, ìå åöáñìïãÞ MP, Σ `  .

⇐: Áí Σ `  ãéá êÜèå ðñüôáóç  ôüôå ãéá êÜèå ôýðï � Ý÷ïõìå üôé
Σ ` (�∧¬�)′, üðïõ (�∧¬�)′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ �∧¬�. ÁëëÜ
áí ôï Σ áðïäåéêíýåé ôçí êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá åíüò ôýðïõ ôüôå áðïäåéêíýåé
êáé ôïí ôýðï. ¢ñá êáé Σ ` � ∧ ¬�. ¤

Èåþñçìá 5.18 Áí Σ åßíáé óýíïëï ôýðùí, � ðñüôáóç êáé Σ 0 � ôüôå Σ;¬�
åßíáé óõíåðÝò óýíïëï.
Áðüäåéîç ¸óôù Σ;¬� áóõíåðÝò. Ôüôå Σ;¬� ` (¬ ∧ ¬ ). Áðü èåþñçìá
áðáãùãÞò 5.1, Σ ` ¬� → (¬ ∧  ) êáé åðåéäÞ (¬� → (¬ ∧  )) → � åßíáé
óôéãìéüôõðï ôáõôïëïãßáò, ôåëéêÜ Ý÷ïõìå Σ ` � (Áôïðï). ¤

Åßäáìå , ìå ôï èåþñçìá ôçò ïñèüôçôáò, ðùò ü,ôé áðïäåéêíýåôáé áðü ìßá
èåùñßá åßíáé ïñèü { äçëáäÞ áëçèåýåé { óå üëá ôá ìïíôÝëá ôçò èåùñßáò (Ý÷åé
äçëáäÞ ãåíéêÞ éó÷ý). Ìðïñïýìå íá åëðßæïõìå üôé éó÷ýåé ôï áíôßóôñïöï; Äç-
ëáäÞ áí ìéá ðñüôáóç Ý÷åé áõôÞ ôç ãåíéêÞ éó÷ý ìðïñïýìå íá áíáìÝíïõìå üôé
áõôÞ áðïäåéêíýåôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò èåùñßáò; ÄçëáäÞ ïé áðïäåéêôéêÝò
äõíáôüôçôåò èá åßíáé áêñéâþò ßóåò Þ èá õðïëåßðïíôáé ôïõ óõíüëïõ ôùí ðñï-
ôÜóåùí ðïõ Ý÷ïõí ãåíéêÞ éó÷ý; Óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá âëÝðïõìå ðùò ãéá ôá
áîéùìáôéêÜ ìáò óõóôÞìáôá éó÷ýåé ìéá ðëçñüôçôá, äçëáäÞ áõôÜ ðïõ ìðïñïýìå
íá áðïäåßîïõìå óå ìéá èåùñßá åßíáé áêñéâþò áõôÜ ðïõ áëçèåýïõí óå üëá ôá ìï-
íôÝëá ôçò èåùñßáò. Ôï èåþñçìá áõôü, Ýíá áðü ôá èåìåëéþäç ôçò ìáèçìáôéêÞò
ëïãéêÞò ïöåßëåôáé óôïí ìåãÜëï ëïãéêü Kurt G�odel.

Èåþñçìá 5.19 (Èåþñçìá ðëçñüôçôáò, G�odel 1930) Áí Σ |= � ôüôå Σ `
�.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ôçò ðëçñü-
ôçôáò.

Ïñéóìüò 5.20 Ç èåùñßá T åßíáé ðëÞñçò åÜí ãéá êÜèå ðñüôáóç � åßôå T ` �
åßôå T ` ¬�. Áëëéþò ç èåùñßá åßíáé ìç-ðëÞñçò. Ç èåùñßá T åßíáé åðÝêôáóç
ôçò S åÜí T ⊆ S.

ËÞììá 5.2 (Ôï ëÞììá ôïõ Lindenbaum) ¸óôù S ìéá óõíåðÞò èåùñßá
óôç ãëþóóá L. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ðëÞñçò êáé óõíåðÞò åðÝêôáóç ôçò S.
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Áðüäåéîç ¸óôù �1; �2; : : : �n; : : : ìéá áñßèìçóç üëùí ôùí ðñïôÜóåùí ôçò
ãëþóóáò L. Ïñßæïõìå ìéá áêïëïõèßá èåùñéþí T0; T1; : : : ; Tn; : : :, ùò áêïëïý-
èùò:

T0 = S

Tn+1 =
{
Tn ∪ {¬�n+1} áí Tn 0 �n+1

Tn äéáöïñåôéêÜ

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé T0 ⊆ T1 ⊆ · · · êáé åðßóçò áðü ôï 5.18 ìå åðáãùãÞ üôé
êÜèå Tn åßíáé óõíåðÝò. ¸óôù ôþñá T = ∪∞n=0Ôn.

T åßíáé óõíåðÝò: Äéüôé áò õðïèÝóïõìå üôé T `  êáé T ` ¬ , ãéá êÜðïéï
 . Ôüôå, åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò ôùí  êáé ¬ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíïí ðåðåñáóìÝíï
ðëÞèïò áîéùìÜôùí èá Ý÷ïõìå Tn `  êáé Tn ` ¬ , ãéá êÜðïéï n, ðñÜãìá ðïõ
áíôéâáßíåé óôçí óõíÝðåéá ôïõ Tn.

T åßíáé ðëÞñåò: Åßíáé ðñïöáíÝò äéüôé êÜèå ðñüôáóç ôçò L åßíáé ìéá �n,
ãéá êÜðïéï n, Üñá Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß, áõôÞ Þ ç ÜñíçóÞ ôçò, óå êÜðïéï Tn. ¤

Ïñéóìüò 5.21 ÏíïìÜæïõìå ôç èåùñßá T , èåùñßá Henkin åÜí ãéá êÜèå ôýðï
ôçò ãëþóóáò �(x), ìå áêñéâþò ìéá åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ x, õðÜñ÷åé Ýíá óýì-
âïëï óôáèåñÜò c ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé üôé T ` ∃x�(x) → �(c).

Ãéá ìéá ôÝôïéá èåùñßá, ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé åßíáé ðëÞñçò êáé óõíåðÞò,
âãáßíåé üôé åýêïëá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ìïíôÝëï A. Ãéá ôçí
êáôáóêåõÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõíôáêôéêü - áðïäåéêôéêü õëéêü ôçò èåùñßáò.

Ðñüôáóç 5.22 ÊÜèå ðëÞñçò êáé óõíåðÞò èåùñßá Henkin T Ý÷åé ìïíôÝëï.
Áðüäåéîç Ïñßæïõìå ìéá åñìçíåßá A ôçò ãëþóóáò L ôçò èåùñßáò T ùò åîÞò:

ÈÝôïõìå |A| = {t| t åßíáé êëåéóôüò üñïò ôçò ãëþóóáò} êáé ïñßæïõìåRA =
{< t1; : : : ; tn > | T ` R(t1; : : : ; tn)} ãéá êÜèå óýìâïëï êáôçãïñÞìáôïò n-
èÝóåùí R, ïñßæïõìå fA(t1; : : : ; tn) = f(t1; : : : ; t2) ãéá êÜèå óýìâïëï óõíÜñ-
ôçóçò n-èÝóåùí f êáé cA = c ãéá êÜèå óýìâïëï óôáèåñÜò c. Èá áðïäåßîïõìå
(êáé áõôü áðïôåëåß ôï êëåéäß óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò)
üôé

T ` �⇔ A ² �
Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôïõ ôýðïõ �, äçëáäÞ óôïí

áñéèìü ôùí óõíäÝóìùí êáé ðïóïäåéêôþí ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí �.
Ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò êëåéóôüôçôáò, áñêåß

íá ôï áðïäåßîïõìå ãéá ôéò ðñïôÜóåéò. Äéüôé, áí éó÷ýåé ãéá ôéò ðñïôÜóåéò,
èá éó÷ýåé üôé T ` �′ ⇔ A ² �′, üðïõ �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ
�. Ïðüôå, áðü ôï èåþñçìá ôçò êëåéóôüôçôáò, Ô ` �′ ⇔ T ` � êáé âÝâáéá
A |= �′ ⇔ A |= �. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ãéá êÜèå êëåéóôü üñï t Ý÷ïõìå
üôé tA = t. ¼èåí, ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç éó÷ýåé, ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôïõ A,
üôáí ï � åßíáé áôïìéêüò. ×ùñßæïõìå ôþñá ôçí åðáãùãÞ óå ôñåéò ðåñéðôþóåéò:
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Ðåñßðôùóç 1. � åßíáé ¬ . Ôüôå
A ² � ⇔ A 2  
⇔ T 0  , áðü ôçí Å.Õ. (ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç)
⇔ T ` ¬ , áðü ðëçñüôçôá êáé óõíÝðåéá ôïõ T
⇔ T ` �
Ðåñßðôùóç 2. � åßíáé  1 →  2. Ôüôå
A 2 � ⇔ A ²  1 êáé A 2  2

⇔ T `  1 êáé T 0  2, áðü Å.Õ.
⇔ T `  1 êáé T ` ¬ 2, áðü ðëçñüôçôá êáé óõíÝðåéá ôïõ T .
¢ñá A 2 � ⇔ T `  1 êáé T ` ¬ 2

⇒ T ` ¬( 1 →  2), ëüãù ôçò ôáõôïëïãßáò  1 → (¬ 2 → ¬( 1 →  2))
êáé ôïõ êáíüíá MP

⇒ T 0 �, ëïãù ôçò óõíÝðåéáò ôïõ T .
Áíôéóôñüöùò T 0 � ⇒ T ` ¬( 1 →  2), áðü ôçí ðëçñüôçôá ôïõ T
⇒ T `  1 êáé T `  2 áðü ôéò ôáõôïëïãßåò ¬( 1 →  2) →  1, ¬( 1 →

 2) → ¬ 2 êáé ôïí êáíüíá MP
⇒ A 2 � (üðùò ðéï ðÜíù).
Ðåñßðôùóç 3. � åßíáé ∀x (ãéá êÜðïéá ìåôáâëçôÞ x)
[Ìðïñåß íá õðïèÝóïõìå üôé ï  Ý÷åé ôçí x ùò ìïíáäéêÞ õðáñêôÞ åëåýèåñç

ìåôáâëçôÞ, åðåéäÞ äéáöïñåôéêÜ ç  èá åßíáé ðñüôáóç êáé ðñïöáíþò èá éó÷ýåé
A ² � ⇔ A ²  ⇔ T `  ⇔ T ` � ]

Áò óçìåéþóïõìå åðßóçò üôé áðü ôçí óõíèÞêç ôïõ Henkin èá Ý÷ïõìå üôé
T ` ∃x¬ (x) → ¬ (d), ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ d. Ôþñá

A ² � ⇔ A ² ∀x (x)
⇔ A ² ∀x (x)[s], ãéá ìßá áðïôßìçóç s, åðåéäÞ ∀x (x) åßíáé ðñüôáóç
⇔ A ²  [s(x=t)], ãéá êÜèå t ∈ |A|
⇔ A ²  [s(x=s(t))], ãéá êÜèå t ∈ |A|, åðåéäÞ s(t) = t
⇔ A ²  (t=x)[s], ãéá êÜèå t ∈ |A|, áðü ôçí ðñüôáóç refprorasi
⇔ A ²  (t=x), ãéá êÜèå t ∈ |A|, åðåéäÞ  (t=x) ðñüôáóç
⇔ T `  (t=x), ãéá êÜèå t ∈ |A| (áðü Å.Õ. åðåéäÞ  (t=x) Ý÷åé êáôÜ Ýíá

ëéãüôåñï ðïóïäåßêôç áðü ôïí ∀x )
⇒ T 0 ∃x¬ (x) åðåéäÞ äéáöïñåôéêÜ áðü ôá áîéþìáôá Henkin êáé ôïí MP

èá åß÷áìå T ` ¬ (t), ãéá êÜðïéï t, ðñÜãìá ðïõ èá áíôßêñïõå ôçí óõíÝðåéá.
⇒ T 0 ¬∀x¬¬ (x)
⇒ T ` ∀x¬¬ (x), áðü ôçí ðëçñüôçôá ôïõ T
⇒ T ` ¬¬ (x), áðü ôï A4 êáé MP
⇒ T `  (x), áðü ôçí ôáõôïëïãßá ¬¬ →  êáé ôïí MP
⇒ T ` ∀x (x), áðü ôïí Gen
⇒ T ` �.

Áíôéóôñüöùò T ` � ⇒ T ` ∀x (x)
⇒ T `  (t), ãéá üëá ôá t ∈ |A|, áðü A4 êáé MP
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⇒ A ² �, üðùò êáé ðéï ðÜíù.
êáé ìå áõôü ôåëåéþíåé ç åðáãùãÞ.

¢ñá A ² � ⇔ T ` � ãéá üëåò ôéò ðñïôÜóåéò êáé Üñá êáé ãéá üëïõò ôïõò
ôýðïõò �. Åéäéêüôåñá, üëá ôá áîéþìáôá ôïõ T åßíáé áëçèÞ óôçí A, üèåí A
åßíáé ìïíôÝëï ôïõ T . ¤

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå óõíåðÞò èåùñßá S Ý÷åé ìïíôÝëï áñêåß íá
áðïäåßîïõìå üôé S Ý÷åé ìéá åðÝêôáóç T ç ïðïßá åßíáé èåùñßá Henkin. Ôþñá,
äåí ìðïñïýìå ãåíéêÜ íá âñïýìå ìéá ôÝôïéá åðÝêôáóç T óôçí L êáé ãéáõôü
ôï ëüãï åðåêôåßíïõìå ôç ãëþóóá L óå ìéá ãëþóóá L∗, ðñïóèÝôïíôáò Ýíá
áñéèìÞóéìï óýíïëï áðü åéäéêÝò êáéíïýñãéåò óôáèåñÝò (êáéíïýñãéá óýìâïëá
óôáèåñþí)

d1; d2; : : : ; dn; : : :

Ôá ëïãéêÜ áîéþìáôá ãéá ôçí L∗ ïñßæïíôáé áêñéâþò üðùò êáé ãéá ôç ãëþóóá
L (ãéá ôïõò ôýðïõò, üñïõò ê.ë.ð. ôçò L∗). Ðáñüëá áõôÜ ÷ñåéÜæåôáé íá êá-
ôï÷õñþóïõìå ôï äéáéóèçôéêÜ ðñïöáíÝò ãåãïíüò üôé åðåêôåßíïíôáò ôç ãëþóóá
áðü ôçí L óôçí L∗ äåí áõîÜíïõìå ôïõò ôýðïõò ôçò L ðïõ åßíáé èåùñÞìáôá
ôïõ êáôçãïñçìáôéêïý ëïãéóìïý.

ËÞììá 5.3 ¸óôù T ìéá èåùñßá óôç ãëþóóá L êáé T ∗ ç èåùñßá óôç ãëþóóá
L∗ ç ïðïßá Ý÷åé ôá ßäéá ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá ìå ôçí T . Ôüôå ãéá êÜèå ôýðï
� ôçò ãëþóóáò L

T ` ⇔ T ∗ ` �
Áðüäåéîç Ç êáôåýèõíóç ⇒ åßíáé ðñïöáíÞò.

⇐: Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá áðüäåéîç ôïõ � óôç èåùñßá T ∗. Ôüôå
åÜí áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå êáéíïýñãéá óôáèåñÜ dn ðïõ åìöáíßæåôáé óôçí áðü-
äåéîç ìå ìéá (îå÷ùñéóôÞ) ìåôáâëçôÞ xin ç ïðïßá äåí åìöáíßæåôáé óôçí áðü-
äåéîç, áðïêôïýìå ìéá áðüäåéîç ôïõ � óôç èåùñßá T . ¤

ËÞììá 5.4 ÊÜèå óõíåðÞò èåùñßá T óôç ãëþóóá L Ý÷åé ìéá óõíåðÞ åðÝ-
êôáóç Henkin TH óôç ãëþóóá L∗.
Áðüäåéîç ¸óôù �1; �2; : : : ; �n; : : : ìéá áñßèìçóç ôïõ áñéèìÞóéìïõ óõíüëïõ
ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò L∗ ðïõ Ý÷ïõí áêñéâþò ìßá åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ. Ãéá
êÜèå n ≥ 1 ïñßæïõìå ìéá ðñüôáóç  n íá åßíáé ç ðñüôáóç

∃x�n(x) → �n(din)

üðïõ x äçëþíåé ôçí åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôçò �n êáé in åßíáé ï åëÜ÷éóôïò
áêÝñáéïò ô.ù. din äåí åìöáíßæåôáé óå êáíÝíá áðü ôá  1; : : : ;  n−1, Üñá ëüãù
êáôáóêåõÞò êáé óå êáíÝíá áðü ôá �1; : : : ; �n−1.

¸óôù T0 ç èåùñßá ôçò L∗ ôçò ïðïßáò ôá (ìç ëïãéêÜ) áîéþìáôá åßíáé ôá
áîéþìáôá ôçò T . Áðü 5.3 ç T0 åßíáé óõíåðÞò.
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¸óôù ôþñá Tn = T0 ∪ { 1; : : : ;  n} ãéá n ≥ 1 êáé TH = ∪∞n=0Tn.
Éó÷õñéóìüò: TH åßíáé óõíåðÞò.
Äéüôé áò õðïèÝóïõìå üôé ü÷é. Ôüôå ãéá êÜðïéï n, Tn ðñÝðåé íá åßíáé

áóõíåðÞò (åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò êÜðïéùí � êáé ¬� ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýí
ìüíïí ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áðü ôá  n). ¸óôù n ï åëÜ÷éóôïò áêÝñáéïò ô.ù. Tn
åßíáé áóõíåðÞò (ðñïöáíþò n ≥ 1). Áðü 5.17 êÜèå ôýðïò áðïäåéêíýåôáé óôçí
Tn, Üñá Tn ` ¬ n êáé Tn;  n ` ¬ n, Üñá áðü èåþñçìá áðáãùãÞò 5.1 Tn−1 `
 n → ¬ n êáé Üñá åðåéäÞ Tn−1 ` ( n → ¬ n) → ¬ n (áðü óôéãìéüôõðï
ôáõôïëïãßáò) Ý÷ïõìå üôé Tn−1 ` ¬ n, äçëáäÞ Tn−1 ` ¬(∃x�n(x) → �n(din)).

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá óôéãìéüôõðá ôáõôïëïãßáò ¬(A →
B) → A êáé ¬(A→ B) → ¬B êáèþò êáé ôïí MP ðáßñíïõìå üôé

Tn−1 ` ∃x�n(x) êáé Tn−1 ` ¬�n(din :

Ôþñá, óôçí áðüäåéîç ôïõ ¬�n(din) ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï
din ìå ìéá ìåôáâëçôÞ y ç ïðïßá äåí åìöáíßæåôáé óôçí áðüäåéîç ãéá íá áðï-
êôÞóïõìå ôï Tn−1 ` ¬�n(y) êáé Üñá ôï Tn−1 ` ∀y¬�n(y). ÁëëÜæïíôáò
ìåôáâëçôÞ ðáßñíïõìå ôï Tn−1 ` ∀x¬�n(x). ¢ñá Tn−1 åßíáé áóõíåðÞò, áíôß-
èåôï ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò, åðåéäÞ Þäç Ý÷ïõìå üôé Tn−1 ` ¬∀¬�n(x) (åðåéäÞ
Tn−1 ` ∃x�n(x)). Ç TH åßíáé ëïéðüí ìéá óõíåðÞò åðÝêôáóç ôçò T , ç ïðïßá
åßíáé ðñïöáíþò êáé èåùñßá Henkin. ¤

Èåþñçìá 5.23 ÊÜèå óõíåðÞò èåùñßá T óôç ãëþóóá L Ý÷åé ìïíôÝëï.
Áðüäåéîç ÎåêéíÜìå áðü ôç óõíåðÞ èåùñßá T . Ç ãëþóóá ôçò èåùñßáò T åßíáé
ç L. Áðü ôï ëÞììá 5.4 õðÜñ÷åé ìéá óõíåðÞò åðÝêôáóç TH , ç ïðïßá åßíáé êáé
èåùñßá Henkin. Áðü ôï ëÞììá ôïõ Lindenbaum 5.2 ç TH Ý÷åé ìéá ðëÞñç êáé
óõíåðÞ åðÝêôáóç T ∗H . Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå åðÝêôáóç ìéáò èåùñßáò Henkin
ðáñáìÝíåé èåùñßá Henkin. ¢ñá ç T ∗H åßíáé èåùñßá Henkin. Áðü ðñüôáóç 5.22
ç T ∗H Ý÷åé ìïíôÝëï, Ýóôù ôï ìïíôÝëï A∗. Ôï A∗ åßíáé åñìçíåßá ôçò ãëþóóáò
L∗, äçëáäÞ Ý÷åé êáé ìéá åñìçíåßá dA∗ ãéá êÜèå êáéíïýñãéá óôáèåñÜ d ðïõ Ý÷åé
ðñïóôåèåß óôçí L ãéá íá áðïêôçèåß ç L∗. Óôçí A∗ áëçèåýåé êÜèå óôïé÷åßï
ôçò T , ôï ïðïßï âÝâáéá ãñÜöåôáé óôç ãëþóóá L êáé äåí ðåñéÝ÷åé êáììéÜ áðü
ôéò óôáèåñÝò d. Áí óôçí åñìçíåßá A∗ äéáôçñÞóïõìå üëåò ôéò åñìçíåßåò ôùí
óõìâüëùí ôçò L, üðùò Ý÷ïõí êáé êáôáñãÞóïõìå ôéò åñìçíåßåò ôùí óôáèåñþí
d1; : : : ; dn, ôüôå áõôü ðïõ ðñïêýðôåé (Ýóôù A) åßíáé ìéá åñìçíåßá ôçò L ç ïðïßá
äéáôçñåß âÝâáéá ôéò áëÞèåéåò ôçò L, åðåéäÞ áõôÝò äåí åðçñåÜæïíôáé áðü ôéò
åñìçíåßåò ôùí £îÝíùí¤ óôïé÷åßùí dA∗ . ¢ñá ç A (ôçí ïíïìÜæïõìå ðåñéïñéóìü
ôçò A∗) åßíáé ìïíôÝëï ôçò èåùñßáò T . ¤

Óçìåßùóç: ÅðåéäÞ L åßíáé áñéèìÞóéìï, ôï ìïíôÝëï A åßíáé, áðü ôïí ôñüðï
ðïõ ïñßóôçêå, êáé áõôü áñéèìÞóéìï. ¢ñá êÜèå óõíåðÞò áñéèìÞóéìç èåùñßá
(äçëáäÞ ìå áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óõìâüëùí Üñá êáé óõíüëïõ ôýðùí) Ý÷åé áñéè-
ìÞóéìï ìïíôÝëï (äçëáäÞ ôï ðåäßï ôçò åñìçíåßáò ðïõ åßíáé ìïíôÝëï åßíáé áñéè-
ìÞóéìï óýíïëï).
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Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ðëçñüôçôáò 5.19 ôïõ G�odel.
Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ � åßíáé ðñüôáóç.

Äéüôé áí ôï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá ôéò ðñïôÜóåéò êáé � åßíáé ôýðïò, ôüôå T ` �
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï T ` �′ üðïõ �′ åßíáé ç êáèïëéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ � êáé
âÝâáéá åßíáé ðñüôáóç. ¢ñá áðü èåþñçìá ãéá ôéò ðñïôÜóåéò èá Ý÷ïõìå T ` �′
êáé áðü 5.8 T ` �.

¢ñá õðïèÝôïõìå üôé � åßíáé ðñüôáóç. Áí T ² � ôüôå ôï óýíïëï T;¬�
äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá áðü 5.23 äåí åßíáé óõíåðÝò. ¢ñá èá Ý÷ïõìå üôé
T ` �, äéüôé áí T 0 � ôüôå áðü 5.18 ôï óýíïëï T;¬� èá Þôáí óõíåðÝò. ¤

ÐáñáôçñÞóåéò ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò.

Óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò êÜíáìå äýï õðïèÝóåéò ïé
ïðïßåò ìðïñïýí íá ôñïðïðïéçèïýí.

1. Óôçí áðüäåéîç õðïèÝóáìå üôé ç L äåí ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï ôçò éóüôçôáò
=. Ôþñá áò õðïèÝóïõìå üôé ç L ðåñéÝ÷åé ôï óýìâïëï =. Ôüôå åÜí T åßíáé
ìéá óõíåðÞò èåùñßá Ýðåôáé áðü ôï 5.23 üôé ç L Ý÷åé ìéá øåõäïåñìçíåßá A ç
ïðïßá éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôçò T .

ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá ðëçñüôçôáò ðïõ íá áíáöÝñåôáé óå
èåùñßåò ìå éóüôçôá, äçëáäÞ óå èåùñßåò ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí óôá ëïãéêÜ ôïõò
áîéþìáôá ôá áîéþìáôá ÁîÉ ôçò éóüôçôáò. ÄéáôõðùìÝíï ìå üñïõò ðïõ Ý÷ïõí
ïñéóôåß óôïí ïñéóìü 5.12, ôï èåþñçìá áõôü ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ùò åîÞò:
ÅÜí T èåùñßá ìå éóüôçôá êáé � ôýðïò óôç ãëþóóá ôçò èåùñßáò, ôüôå

T |=I � ⇔ T `I �

üðïõ T |=I � óçìáßíåé üôé � åßíáé áëçèÞò óå êÜèå standard åñìçíåßá ôçò
L ç ïðïßá åßíáé ìïíôÝëï ôïõ T . Áò äïýìå ðþò ìðïñïýìå íá ôñïðïðïéÞóïõìå
ôï áðïäåé÷èÝí èåþñçìá ðëçñüôçôáò þóôå íá êáëýðôåôáé êáé áõôÞ ç áðáßôçóç.

Åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï íá ìåôáôñÝøïõìå ìéá øåõäïåñìçíåßáA, ôçò ãëþóóáò
L, óå ìéá (standard) åñìçíåßá A ç ïðïßá íá éêáíïðïéåß ôéò ßäéåò ðñïôÜóåéò ìå
ôçí A. Ç A èá åßíáé ç £ïìïìïñöéêÞ¤ åéêüíá ôçò A.

Áò óçìåéùèåß, êáôÜ ðñþôïí, üôé áðü ôá áîéþìáôá É1 êáé É2 êáé ôéò éäéüôçôåò
ôçò éóüôçôáò óôç óåëßäáò 51 ç =A èá åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A.

Ôþñá, ãéá êÜèå a ∈ |A|, Ýóôù [a] óõìâïëßæåé ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ
a ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç =A.

¸óôù |A| = {[a] | a ∈ A}.
Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Ýðåôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò üôé =A äåí

åßíáé ìüíïí ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò áëëÜ üôé éêáíïðïéåß êáé ôçí åîÞò éäéüôçôá: ÅÜí

a1 =A a′1; : : : ; an =A a′n

êáé RA åßíáé ç åñìçíåßá ôïõ óõìâüëïõ êáôçãïñÞìáôïò n-èÝóåùí R, ôüôå
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< a1; : : : ; an >∈ RA ⇔ < a′1; : : : ; a
′
n >∈ RA

êáé åÜí fA åßíáé ç åñìçíåßá ôïõ óõìâüëïõ n-èÝóåùí f , ôüôå

fA(a1; : : : ; an) = fA(a′1; : : : ; a
′
n):

Áõôü ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ÷ùñßò áìöéóçìßá ôá áêüëïõèá

• RA = {< [a1]; : : : ; [an] > | < a1; : : : ; an >∈ RA

• fA([a1]; : : : ; [an]) = [fA(a1; : : : ; an)]

• cA = [cA].

Ðñïöáíþò, åê êáôáóêåõÞò, óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï R åßíáé =, ðáßñ-
íïõìå üôé =A åßíáé ç ôáõôïôéêÞ ó÷Ýóç óôï |A|. ¸ôóé ôï A åßíáé ìéá standard
åñìçíåßá ôçò L. Åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï, áëëÜ ó÷ïéíïôåíÝò, íá áðïäåßîïõìå ìå
åðáãùãÞ óôïí � üôé

A ² � ⇔ A ² �:

¢ñá A åßíáé ìïíôÝëï ôïõ S.
¸óôù T èåùñßá éóüôçôáò êáé óõíåðÞò äçë. T;ÁîÉ 0 �∧¬�. Ôüôå áðü 5.23

õðÜñ÷åé ìéá øåõäïåñìçíåßá L ðïõ åßíáé ìïíôÝëï ôïõ T;ÁîÉ , äçëáäÞ ç A åßíáé
øåõäïåñìçíåßá ðïõ éêáíïðïéïåß ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò. Áðü ôçí ðñçãïý-
ìåíç êáôáóêåõÞ âëÝðïõìå üôé ç A åßíáé ìéá standard åñìçíåßá ôçò L ðïõ éêá-
íïðïéåß ôçí T . ¢ñá ç èåùñßá T äÝ÷åôáé standard ìïíôÝëï. Åðáíåñ÷üìáóôå
óôï èåþñçìá ðëçñüôçôáò ãéá ôçí éóüôçôá. Ç êáôåýèõíóç T `I ⇒ T |=I �
åßíáé ðñïöáíÞò. ¸óôù ôþñá T |=I �. Áí èåùñÞóïõìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå ìï-
íôÝëï A (øåõäïåñìçíåßá) ðïõ éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôçò éóüôçôáò, ôüôå A
åßíáé ìïíôÝëï ôïõ T;ÁîÉ . Áðü ôá ðáñáðÜíù A åßíáé standard ìïíôÝëï ôïõ T ,
Üñá éêáíïðïéåß ôï �, Üñá êáé ôï A éêáíïðïéåß ôï � äçë. Ý÷ïõìå T;ÁîÉ |= �,
ðïõ áðü ôï èåþñçìá ðëçñüôçôáò ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï, äçëáäÞ T `I �.

2. Äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá õðïèÝóïõìå üôé ç ãëþóóá L åßíáé áñéèìÞóéìç.
Ç õðüèåóç áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíïí óôéò áðïäåßîåéò ôùí 5.2 êáé 5.4. Êáé
óôéò äýï ðåñéðôþóåéò åÜí áíôß áõôïý õðïèÝóïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ôýðùí ôçò
L ìðïñïýí íá äéáôá÷èïýí êáëþò, ìðïñïýìå íá ôñïðïðïéÞóïõìå ôï åðé÷åßñçìá
êáé íá Ý÷ïõìå ôçí áðüäåéîç ìå õðñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ Þ åíáëëáêôéêÜ ìå
ôï ëÞììá ôïõ Zorn êáé ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç. ÂÝâáéá áõôü ðñïûðïèÝôåé ôï
áîßùìá ôçò åðéëïãÞò.

Ïé ðáñáðÜíù ðáñáôçñÞóåéò êáé áðïäåßîåéò ìáò åðéôñÝðïõí íá äéáôõðþ-
óïõìå ôá áêüëïõèá:
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¼ôáí Ý÷ïõìå ãëþóóá êáé èåùñßá ìå éóüôçôá, ôüôå Ý÷ïõìå ðÜíôá ùò åñìç-
íåßá ôçò ãëþóóáò ôç standard åñìçíåßá ïðüôå êÜèå ìïíôÝëï èá åßíáé standard
ìïíôÝëï. Èá ãñÜöïõìå T ` �, T |= � áêüìá êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí èåù-
ñéþí ìå éóüôçôá. Ôá èåùñÞìáôá ðëçñüôçôáò, óõìðÜãåéáò êáé üëá üóá èá
äéáôõðþóïõìå éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí èåùñéþí ìå éóüôçôá.

Èåþñçìá 5.24 ¸óôù T èåùñßá óå áñéèìÞóéìç ãëþóóá. Ôüôå

1. Áí ç T åßíáé óõíåðÞò, ôüôå äÝ÷åôáé áñéèìÞóéìï ìïíôÝëï.

2. Aí � åßíáé áëçèÞò óå üëá ôá áñéèìÞóéìá ìïíôÝëá ôïõ Ô, ôüôå T ` �.

Èåþñçìá 5.25 (Èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò) Áí T åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêá-
íïðïéÞóéìï ôüôå åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.
Áðüäåéîç Äéüôé áí ôï T äåí Þôáí éêáíïðïéÞóéìï ôüôå T |= � ∧ ¬�. Áðü
èåþñçìá 5.19 Ý÷ïõìå T ` � ∧ ¬� êáé Üñá ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï T0 ⊆ T èá
Ý÷ïõìå T0 ` � ∧ ¬�. ÁëëÜ ôï T0 Ý÷åé ìïíôÝëï óôï ïðïßï, áðü ôï èåþñçìá
ôçò ïñèüôçôáò, ôï � ∧ ¬� èá Þôáí áëçèÝò (Üôïðï).


