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3 Áðïäåéêôéêü Óýóôçìá

Áîéùìáôéêü óýóôçìá ôýðïõ Hilbert ãéá ôïí ðñïôáóéáêü ëïãéóìü.

Èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü åíüò ôõðéêïý óõóôÞìáôïò ôïõ ïðïßïõ óêïðüò èá
åßíáé íá áðïäåéêíýåé ìå áõóôçñü ôñüðï ôéò áëÞèåéåò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãé-
óìïý, äçëáäÞ, åßôå ôéò áðüëõôåò áëÞèåéåò ïé ïðïßåò èá åßíáé ïé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé ðïõ ãßíïíôáé áëçèåßò óå üëåò ôéò áðïíïìÝò (ôáõôïëïãßåò) Þ ôéò ó÷åôéêÝò
áëÞèåéåò (ó÷åôéêÝò óå ó÷Ýóç ìå Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí) ïé ïðïßåò èá áëç-
èåýïõí óôéò áðïíïìÝò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò õðïèÝóåéò. Ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò
ôçò ðáñïõóßáóçò ç ãëþóóá ìáò èá ðåñéëáìâÜíåé ìüíïí ôïõò óõíäÝóìïõò ¬
êáé →. Ç åðéëïãÞ áõôÞ äåí åßíáé ðåñéïñéóôéêÞ áöïý ôï óýíïëï {¬;→} åßíáé
åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí êáé êÜèå åìöÜíéóç Üëëïõ óõíäÝóìïõ ìðïñåß íá
èåùñçèåß óõíôïìïãñáößá Ýêöñáóçò ðïõ ãñÜöåôáé áðïêëåéóôéêÜ ìå ¬ êáé →.
ÃåíéêÜ, Ýíá áîéùìáôéêü óýóôçìá áðïôåëåßôáé áðü ôá áîéþìáôá, ðïõ åßíáé ïé
ðñïôÜóåéò ðïõ áíÜ ðÜóá óôéãìÞ ìðïñïýìå íá åðéêáëåóôïýìå êáé íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå óôçí áðüäåéîÞ ìáò êáé ôïõò êáíüíåò áðáãùãÞò ðïõ èá ìáò åðéôñÝ-
ðïõí íá ðáñÜãïõìå, áðü ôá Þäç áðïäåé÷èÝíôá, êáéíïýñãéá óõìðåñÜóìáôá.

×ñçóéìïðïéïýìå ôá áêüëïõèá ó÷Þìáôá ëïãéêþí áîéùìÜôùí. Ãéá ïðïéïõó-
äÞðïôå ôýðïõò �;  ; � ïé áêüëïõèïé (ðéï óýíèåôïé) ôýðïé åßíáé áîéþìáôá:

A1 �→ ( → �)

A2 (�→ ( → �)) → ((�→  ) → (�→ �))

A3 (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  )

Êáíüíåò ÁðáãùãÞò: ×ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá áðáãùãÞò ðïõ åßíáé
ãíùóôüò ìå ôï ëáôéíéêü üíïìá MODUS PONENS êáé ôïí óõìâïëßæïõìå ìå
MP. Ï êáíüíáò áõôüò ìáò ëÝåé üôé áðü ôïõò �→  êáé � áðÜãïõìå (óõìðå-
ñáßíïõìå) ôïí  . Ó÷çìáôéêÜ

�→  �
 

MP

Ïñéóìüò 3.1 Ìßá Èåùñßá åßíáé Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí ôá ïðïßá
ïíáìÜæïíôáé ìç-ëïãéêÜ áîéþìáôá ôçò èåùñßáò. ÁíôéèÝôùò, ôá áîéþìáôá ðïõ
ðáñÜãïíôáé áðü ôá ó÷Þìáôá áîéùìÜôùí A1{A3 ïíïìÜæïíôáé ëïãéêÜ áîéþìáôá.
Ôéò èåùñßåò ôéò óõìâïëßæïõìå óõíÞèùò ìå ôá ãñÜììáôá T ,Σ,: : :.

Ïñéóìüò 3.2 Áðüäåéîç óôç èåùñßá T ïíïìÜæåôáé êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêï-
ëïõèßá �1; �2; : : : ; �n ðñïôáóéáêþí ôýðùí ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýïõí ôá êÜ-
ôùèé:

Ãéá êÜèå i üðïõ 1 ≤ i ≤ n ï ôýðïò �i åßíáé, åßôå

1. Ýíá ëïãéêü áîßùìá A1, A2 Þ A3
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2. åßôå áíÞêåé óôçí T , äçëáäÞ åßíáé Ýíá ìç ëïãéêü áîßùìá ôçò T

3. åßôå õðÜñ÷ïõí �j ; �k ôýðïé ôçò áêïëïõèßáò �1; �2; : : : ; �n ìå j < i êáé
k < i þóôå �j ≡ �k → �i (äçëáäÞ ï �i åßíáé ôï óõìðÝñáóìá êáíüíá
MP ìå õðïèÝóåéò ôýðïõò ìå ìéêñüôåñï äåßêôç, äçëáäÞ ðïõ ðñïçãïýíôáé
óôçí áðüäåéîç áðü ôïí �i)

Ïñéóìüò 3.3 Èåþñçìá ôçò èåùñßáò T ïíïìÜæåôáé êÜèå ôýðïò � ãéá ôïí
ïðïßï õðÜñ÷åé áðüäåéîç �1; �2; : : : ; �n óôç èåùñßá T ìå �n ≡ �.

Áí � åßíáé èåþñçìá ôçò T , ãñÜöïõìå T ` �. Áí T = ∅, äçëáäÞ áí èåù-
ñÞóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìßá èåùñßá ÷ùñßò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá, ãñÜöïõìå ` �.
Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç áðüäåéîç åßíáé óôïí êáèáñü ðñïôáóéáêü ëï-
ãéóìü. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ïðïéáäÞðïôå áðüäåéîç ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéåß ãéá ôçí
êáôáóêåõÞ ôçò ìç ëïãéêÜ áîéþìáôá åßíáé áðüäåéîç óôïí êáèáñü ðñïôáóéáêü
ëïãéóìü. Êáé âÝâáéá åßíáé åðßóçò ðñïöáíÝò üôé ` � óõíåðÜãåôáé T ` � ãéá
ïðïéïäÞðïôå T .

ÐáñÜäåéãìá 3.4 Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå � éó÷ýåé üôé
` �→ �.

Áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá áêïëïõèßá �1; : : : ; �n, üðùò áêñéâþò óôïí
ïñéóìü, Ýôóé þóôå ï �n íá åßíáé ï � → �. Ôçí ðáñïõóéÜæïõìå ðáñáêÜôù
ãñÜöïíôÜò ôçí áðü ðÜíù ðñïò ôá êÜôù, üðïõ ïé áñéèìïß áñéóôåñÜ åßíáé ïé
äåßêôåò ôçò áêïëïõèßáò êáé üðïõ äåîéÜ ðáñïõóéÜæåôáé ç áéôéïëüãçóç ôïõ ãéáôß
ç áêïëïõèßá éêáíïðïéåß ôéò ðñïäéáãñáöÝò ôïõ ïñéóìïý.

1. (�→ ((�→ �) → �)) → ((�→ (�→ �)) → (�→ �)
2. �→ ((�→ �) → �)
3. (�→ (�→ �)) → (�→ �)
4. �→ (�→ �)
5. �→ �

ìå ôçí ðáñáêÜôù áíôßóôïé÷ç äéêáéïëüãçóç
1. Áîßùìá Á2
2. Áîßùìá Á1
3. Áðü 1, 2 êáé MP
4. Áîßùìá Á1
5. Áðü 3,4 êáé MP

Áò ðñïóèÝóïõìå Ýíá ó÷üëéï ãéá ôç ÷ñÞóç ôùí ëÝîåùí £áðüäåéîç¤ £èåþ-
ñçìá¤ ê.ë.ð. óôïõò ïñéóìïýò ðïõ ðñïçãÞèçêáí. Åßíáé ðéï óùóôü ïôáí áíáöå-
ñüìáóôå ó'áõôÜ íá ëÝìå ôõðéêÞ áðüäåéîç, ôõðéêü èåþñçìá ê.ë.ð. Ïôáí ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôéò ëÝîåéò áðüäåéîç, èåþñçìá ê.ë.ð. ìå ôçí êáèçìåñéíÞ ìáèçìáôéêÞ
ôïõò óçìáóßá äåí ðñÝðåé íá ôéò óõã÷Ýïõìå ìå ôá áíôéêåßìåíá ðïõ ðåñéãñÜöôç-
êáí ìå ôïõò ðñïçãçèÝíôåò ïñéóìïýò. Èá ìðïñïýóáìå ð.÷. íá áðïäåßîïõìå
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Ýíá èåþñçìá ãéá ôá ôõðéêÜ èåùñÞìáôá. Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï èåþñçìá
áõôü ôï ïíïìÜæïõìå ìåôáèåþñçìá. Ðéï ãåíéêÜ åðåéäÞ ïé êýñéåò Ýííïéåò êáé
ðñáêôéêÝò ôùí Ìáèçìáôéêþí ìðïñïýí íá ïñéóôïýí êáôÜ ôñüðï þóôå íá Ý÷ïõí
ôï ôõðéêü ôïõò áíÜëïãï (óôéò ãñáììÝò ôùí áíùôÝñù ïñéóìþí), ôá Ìáèçìá-
ôéêÜ ðïõ Ý÷ïõí ùò áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò áõôÜ ôá ôõðéêÜ áíÜëïãá ïíïìÜæïíôáé
ÌåôáìáèçìáôéêÜ.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå Ýíá (ìåôá)èåþñçìá ðïõ èá ìáò âïçèÜåé óôçí
åýñåóç ôõðéêþí áðïäåßîåùí.

èåþñçìá 3.5 (Ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò) Áí T ∪ {�} `  (ãñÜöïõìå
êáé T; � `  ) ôüôå T ` �→  .

Áðüäåéîç: Ôï èåþñçìá ôï áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò n ôçò
áðüäåéîçò  1; : : : ;  n ôçò  ( ≡  n). ÃåíéêÜ ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé áí  
åßíáé Ýíá áðü ôá áêüëïõèá

1.  åßíáé ëïãéêü áîßùìá

2.  ∈ T
3.  ≡ �

ôüôå ç ðñüôáóç éó÷ýåé äéüôé:
Óôçí ðñþôç êáé óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç éó÷ýåé üôé T `  . Êáé åðåéäÞ

éó÷ýåé åðßóçò üôé T `  → (� →  ) (åðåéäÞ  → (� →  ) åßíáé ëïãéêü
áîßùìá) èá Ý÷ïõìå T ` � →  áðü åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá Modus Ponens.
Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç èá Ý÷ïõìå âÝâáéá T ` � → � åðåéäÞ ` � → �, áðü
ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá.

¸óôù ôþñá üôé ç  åßíáé áðïôÝëåóìá åíüò êáíüíá MP. Ôüôå Ý÷ïõí ðñïç-
ãçèåß óôçí áðüäåéîç ôá  i êáé  i →  .ÅðåéäÞ áõôÜ Ý÷ïõí ðñïçãçèåß ïé áðïäåß-
îåéò ôïõò Ý÷ïõí ìéêñüôåñï ìÞêïò áðü ôï n êáé Üñá ãéá áõôÜ éó÷ýåé ç åðáãùãéêÞ
õðüèåóç, Üñá T ` � →  i êáé T ` � → ( i →  ). Ôï áðïôÝëåóìá Ýñ÷åôáé
åðåéäÞ ëüãù A2 éó÷ýåé T ` (� → ( i →  )) → ((� →  i) → (� →  )).
×ñçóéìïðïéïýìå äýï öïñÝò ôïí êáíüíá MP.

èåþñçìá 3.6 (Èåþñçìá ôçò ïñèüôçôáò) Áí T ` � ôüôå T |= �. Óôçí
åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ T = ∅, Ý÷ïõìå üôé ` � óõíåðÜãåôáé |= � äçëáäÞ ôá
èåùñÞìáôá ôïõ êáèáñïý ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý åßíáé ôáõôïëïãßåò.

Áðüäåéîç åýêïëç äéüôé ç éêáíïðïéçóéìüôçôá éó÷ýåé ãéá ôá áîéþìáôá (ôá
ëïãéêÜ áîéþìáôá åßíáé ôáõôïëïãßåò) êáé ìåôáöÝñåôáé áðü ôéò õðïèÝóåéò åíüò
êáíüíá Modus Ponens óôï óõìðÝñáóìá.

Ôï áíùôÝñù èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé üëá ôá èåùñÞìáôá åßíáé ïñèÜ. Éó÷ýåé
üìùò êáé ôï áíôßóôñïöï; ÄçëáäÞ éó÷ýåé üôé áí Ý÷ïõìå ìßá ôáõôïëïãßá ôüôå
áõôÞ èá åßíáé Ýíá èåþñçìá ôïõ ôõðéêïý óõóôÞìáôïò; Éó÷ýåé, ìå Üëëá ëüãéá, üôé
ôï ôõðéêü óýóôçìá Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá áðïäåéêíýåé üëåò ôéò ôáõôïëïãßåò;
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èåþñçìá 3.7 (Èåþñçìá ôçò ðëçñüôçôáò) Áí |= �, äçëáäÞ áí � åßíáé ôáõ-
ôïëïãßá, ôüôå ` �.

Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôá áêüëïõèá ëÞììáôá:

ËÞììá 3.8 Ïé ðáñáêÜôù ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßíáé ôõðéêÜ èåùñÞìáôá ôïõ
áðïäåéêôéêïý óõóôÞìáôïò ôýðïõ Hilbert (äçë. áí � åßíáé Ýíáò áðü ôïõò ðá-
ñáêÜôù ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò Ý÷ïõìå ` �).

(a) ¬¬�→ �

(b) �→ ¬¬�
(c) ¬�→ (�→  )

(d) (¬ → ¬�) → (�→  )

(e) (�→  ) → (¬ → ¬�)

(f) �→ (¬ → ¬(�→  ))

(g) (�→  ) → ((¬�→  ) →  )

Áðüäåéîç:
Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 3.9 i) �→  ;  → � ` �→ �

ii) �→ ( → �);  ` �→ �

Áðüäåéîç ôïõ 3.9, i).
1. �→  ÕÐ (ÕÐ=Õðüèåóç)
2.  → � ÕÐ
3. � ÕÐ
4.  1,3, MP
5. � 2,4 MP

¢ñá � →  ; → �; � ` �. ¢ñá, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò, � →  ;  →
� ` �→ �.

Áðüäåéîç ôïõ ii). Åýêïëç, ìå ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò.

Áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 3.8.
(a):
1. (¬�→ ¬¬�) → ((¬�→ ¬�) → �) Áîßùìá Á3
2. ¬�→ ¬� ãíùóôü
3. (¬�→ ¬¬�) → � 1,2,ËÞì. 3.1.ii
4. ¬¬�→ (¬�→ ¬¬�) Áîßùìá Á1
5. ¬¬�→ � 3,4 ËÞì. 3.1.i
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(b):
1. (¬¬¬�→ ¬�) → ((¬¬¬�→ �) → ¬¬�) Áî. Á3
2. ¬¬¬�→ ¬� áðü (a)
3. (¬¬¬�→ �) → ¬¬� 1,2,MP
4. �→ (¬¬¬�→ �) Áî. Á1
5. �→ ¬¬� 3,4, 3.1.i

(c):
1. ¬� ÕÐ
2. � ÕÐ
3. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á1
4. ¬�→ (¬ → ¬�) Áîßùìá Á1
5. ¬ → � 2,3,MP
6. ¬ → ¬� 1,4,MP
7. (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  ) Áîßùìá Á3
8. (¬ → �) →  6,7,MP
9.  5,8,MP

¢ñá, áðü 1-9, ¬�; � `  . ÊáôÜ óõíÝðåéá, áðü ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò,
¬� ` �→  , êáé, îáíÜ áð'ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò, ` ¬�→ (�→  ).

(d):
1. ¬ → ¬� ÕÐ
2. � ÕÐ
3. (¬ → ¬�) → ((¬ → �) →  ) Áîßùìá Á3
4. �→ (¬ → �) Áîßùìá Á1
5. (¬ → �) →  1,3,MP
6. �→  4,5,ËÞììá3.1.i
7.  2,6,MP

Áðü 1-7, ¬ → ¬�; � `  , êáé äýï åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðá-
ãùãÞò äßíïõí ôï áðïôÝëåóìá.

(e):
1. �→  ÕÐ
2. ¬¬�→ � Áðü (a)
3. ¬¬�→  1,2,ËÞììá 3.1.i
4.  → ¬¬ Áðü (b)
5. ¬¬�→ ¬¬ 3,4,ËÞììá 3.1.i
6. (¬¬�→ ¬¬ ) → (¬ → ¬�) Áðü (d)
7. (¬ → ¬�) 5,6,MP

¢ñá, áðü 1-7, � →  ` ¬ → ¬�, êáé, áðü èåþñçìá áðáãùãÞò Ý÷ïõìå
ôï áðïôÝëåóìá.

(f):
Ðñïöáíþò, �; � →  `  áðü MP. ¢ñá, ` � → ((� →  ) →  ) ìå äýï

åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðáãùãÞò. Áðü (e) ` ((� →  ) →  ) →
(¬ → ¬(� →  )). ¢ñá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá 3.1.i ðáßñíïõìå ôï
áðïôÝëåóìá.

(g):
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1. �→  ÕÐ
2. ¬�→  ÕÐ
3. (�→  ) → (¬ → ¬�) Áðü (e)
4. ¬ → ¬� 1,3,MP
5. (¬�→  ) → (¬ → ¬¬�) Áðü (e)
6. ¬ → ¬¬� 2,5,MP
7. (¬ → ¬¬�) → ((¬ → ¬�) →  ) Áîßùìá Á3
8. (¬ → ¬�) →  6,7,MP
9.  4,8,MP

¢ñá, �→  ;¬�→  `  . Äýï åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áðáãùãÞò
äßíïõí ôï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 3.10 ¸óôù üôé üëåò ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé
óôïí ðñïôáóéáêü ôýðï � åßíáé áíÜìåóá óôéò B1; : : : ; Bk. ¸óôù V áðïíïìÞ
áëÞèåéáò (ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíïí ïé ôéìÝò ðïõ ðáßñíåé óôá Bi). Ïñßæïõìå B′i
íá åßíáé Bi áí V (Bi) = T êáé B′i íá åßíáé ¬Bi áí V (Bi) = F . Ïñßæïõìå
åðßóçò �′ íá åßíáé � áí V (�) = T êáé �′ íá åßíáé ¬� áí V (�) = F . Ôüôå
B′1; : : : ; B′k ` �

′.

ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù � ≡ ¬(¬A1 → A2). Ôüôå ãéá ôéò äéÜöïñåò áðïíïìÝò
ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôïí áëçèïðßíáêá ôïõ �. ¸÷ïõìå

A1 A2 ¬(¬A1 → A2)
T T F
F T F
T F F
F F T

Áí åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç óôçí áðïíïìÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôñßôç
ãñáììÞ Ý÷ïõìåA1;¬A2 ` ¬¬(¬A1 → A2) êáé óôçí ôÝôáñôç ãñáììÞ ¬A1;¬A2 `
¬(¬A1 → A2).

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôï �. Áí ï � åßíáé ç ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ B1

ôüôå ôï æçôïýìåíï áíÜãåôáé óôï B1 ` B1 êáé ¬B1 ` ¬B1.

Ðåñßðôùóç 1. � åßíáé ¬ . Ôüôå ç ÅÕ éó÷ýåé ãéá ôï  .
Õðïðåñßðôùóç 1a. ¸óôù  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T óå ìßá áðïíïìÞ V . Ôüôå

� ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. ¢ñá,  ′ åßíáé  êáé �′ åßíáé ¬�. Áðü ÅÕ ãéá  ,
B′1; : : : ; B′k `  . ¢ñá áðü Üóêçóç 4 (b) êáé MP , B′1; : : : ; B′k ` ¬¬ . ÁëëÜ
¬¬ åßíáé �′ .

Õðïðåñßðôùóç 1b. ¸óôù  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. Ôüôå  ′ åßíáé ¬ êáé �′

åßíáé �. Áðü ÅÕ B′1; : : : ; B′k ` ¬ . ÁëëÜ ¬ åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2. � åßíáé  → � Ôüôå ãéá ôá  êáé � éó÷ýåé ç ÅÕ, Üñá
B′1; : : : ; B′k `  

′ êáé B′1; : : : ; B′k ` �
′ .
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Ðåñßðôùóç 2a.  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. ¢ñá � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. Ôüôå
 ′ åßíáé ¬ êáé �′ åßíáé �. ¢ñá, B′1; : : : ; B′k ` ¬ . Áðü Üóêçóç 3 (c),
B′1; : : : ; B′k `  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2b. � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. ¢ñá � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T. Ôüôå
�′ åßíáé � êáé �′ åßíáé �. Éó÷ýåé B′1; : : : ; B′k ` �. Ôüôå áðü áîßùìá Á1
B′1; : : : ; B′k `  → �. ÁëëÜ  → � åßíáé �′ .

Ðåñßðôùóç 2c.  ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T , � ðáßñíåé ôçí ôéìÞ F. Ôüôå � Ý÷åé
ôçí ôéìÞ F,  ′ åßíáé  , �′ åßíáé ¬� êáé �′ åßíáé ¬�. Éó÷ýåé B′1; : : : ; B′k `  
êáé B′1; : : : ; B′k ` ¬�. ¢ñá áðü Üóêçóç 3 (f), B′1; : : : ; B′k ` ¬( → �). ÁëëÜ
¬( → �) åßíáé �′ .

Áõôü åîáíôëåß ôéò äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò, åðåéäÞ ç ãëþóóá ðåñéÝ÷åé ìüíïí
ôïõ óõíäÝóìïõò ¬ êáé →.

Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò ðëçñüôçôáò. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï
ëÞììá 3.10. ¸óôù � åßíáé ôáõôïëïãßá êáé Ýóôù B1; : : : ; Bk åßíáé ïé ðñï-
ôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôïí �. Ãéá ïðïéáäÞðïôå áðïíïìÞ
áëÞèåéáò (óôá B1; : : : ; Bk), áðü ôçí Üóêçóç Ý÷ïõìå üôé B′1; : : : ; B′k ` �. (�′

åßíáé � åðåéäÞ � ðáßñíåé ðÜíôá ôçí ôéìÞ T.) ¢ñá, áí Bk ðÜñåé ôçí ôéìÞ T,
B′1; : : : ; B′k−1; Bk ` �, êáé, áí Bk ðÜñåé ôçí ôéìÞ F, B′1; : : : ; B′k−1;¬Bk ` �.
¢ñá, áðü ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò, B′1; : : : B′k−1 ` Bk → � êáéB′1; : : : ; B′k−1 `
¬B → �. Ôüôå áðü ëÞììá 3.8, (g) B′1; : : : ; B′k−1 ` � êáé âÝâáéá ôá B′1; : : : ; B′k
ìðïñïýí íá áíôéóôïé÷ïýí óå ïðïéáäÞðïôå áðïíïìÞ. Ïìïßùò Bk−1 ìðïñåß íá
åßíáé T Þ F êáé îáíÜ åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá ôçò áðáãùãÞò êáé ôï ëÞììá 3.8,
(g) ìðïñïýìå íá áðáëåßøïõìå ôï B′k−1 üðùò áêñéâþò áðáëåßøáìå ôï B′k. ÌåôÜ
áðü k ôÝôïéá âÞìáôá ôåëéêÜ ðáßñíïõìå ` �.

Ðüñéóìá 3.11 ÅÜí T èåùñßá (T ìðïñåß íá åßíáé Üðåéñï óýíïëï) ôüôå T |=
� óõíåðÜãåôáé T ` �.

Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò. Áðü ôï
ðüñéóìá ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõìðÜãåéáò Ý÷ïõìå üôé T0 |= �, ãéá êÜðïéï
ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ T ôï T0 = { 1; : : : ;  n}. ÄçëáäÞ  1; : : : ;  n |=
�. Áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï |=  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Áðü èåþñçìá
ðëçñüôçôáò Ý÷ïõìå üôé `  1 → (· · · → ( n → �) · · ·). Êáé âÝâáéá åðåéäÞ êÜèå
�i ∈ T , åöáñìüæïíôáò n öïñÝò ôïí êáíüíá MP, ðáßñíïõìå ôåëéêÜ üôé T ` �.


