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1 ÅéóáãùãÞ

ËïãéêÞ åßíáé ç áíÜëõóç ôùí ìåèüäùí ôïõ óõëëïãéóìïý. Ìåëåôþíôáò áõôÝò
ôéò ìåèüäïõò, ç ëïãéêÞ åíäéáöÝñåôáé ðåñéóóüôåñï ãéá ôç ìïñöÞ ðáñÜ ãéá ôï
ðåñéå÷üìåíï ôïõ óõëëïãéóìïý ð.÷. èåùñÞóôå ôïõò ðéï êÜôù óõëëïãéóìïýò:

1. Ïëïé ïé Üíèñùðïé åßíáé èíçôïß. Ï ÓùêñÜôçò åßíáé Üíèñùðïò. Áñá ï
ÓùêñÜôçò åßíáé èíçôüò.

2. Ïëá ôá êïõíÝëéá áãáðïýí ôá êáñüôá. Ï ÌðÜíõ åßíáé êïõíÝëé. Áñá ï
ÌðÜíõ áãáðÜåé ôá êáñüôá.

Áìöüôåñïé ïé óõëëïãéóìïß Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìïñöÞ. Ïëá ôá A åßíáé B. Ôï S
åßíáé A. Áñá ôï S åßíáé B. Ç áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí åðéìÝñïõò õðïèÝ-
óåùí êáé óõìðåñáóìÜôùí äåí åíäéáöÝñïõí ôç ËïãéêÞ. Ôçí åíäéáöÝñåé ìüíïí
åÜí ç áëÞèåéá ôçò õðüèåóçò óõíåðÜãåôáé ôçí áëÞèåéá ôïõ óõìðåñÜóìáôïò. Ç
óõóôçìáôéêÞ ôõðïðïßçóç êáé êáôÜôáîç ôùí Ýãêõñùí ìåèüäùí óõëëïãéóìïý
åßíáé ìéá áðü ôéò êýñéåò áó÷ïëßåò ôçò ËïãéêÞò. Áí äå ãéá ôç ìåëÝôç üëùí áõ-
ôþí ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìáèçìáôéêÝò ìÝèïäïé êáé ôï åíäéáöÝñïí êáôåõèýíåôáé
êõñßùò óôïõò Ìáèçìáôéêïýò óõëëïãéóìïýò ôüôå ëÝìå ôç ËïãéêÞ áõôÞ Ìá-
èçìáôéêÞ ËïãéêÞ. ÁëëÜ ðÝñá áðü êÜèå ïñéóìü, ï êáëýôåñïò ôñüðïò ãéá íá
äïýìå ôé åßíáé ìéá åðéóôÞìç åßíáé íá ôç ìåëåôÞóïõìå. Áò áñ÷ßóïõìå ëïéðüí!
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2 Ç ËïãéêÞ ôùí ÐñïôÜóåùí

(Ðñïôáóéáêüò Ëïãéóìüò, Propositional calculus, Sentential calculus)

Áêïëïýèùò èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ãëþóóá ìÝóá óôçí ïðïßá èá ìðïñïýìå
íá ìåôáöñÜæïõìå ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò. Áíôßèåôá ìå ôéò öõóéêÝò
ãëþóóåò (åëëçíéêÜ, áããëéêÜ, ê.ë.ð.) ç ãëþóóá ðïõ èá êáôáóêåõÜóïõìå èá
åßíáé ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá, ìéá ãëþóóá ìå áõóôçñïýò êáíüíåò ó÷çìáôéóìïý
ôùí ðñïôÜóåùí.

Áò åîåôÜóïõìå ìåñéêÜ áðü ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ èÝëïõìå íá óõìðåñé-
ëÜâïõìå óôç ãëþóóá áõôÞ. ð.÷. ðÜñôå ôçí ðñüôáóç \ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç
ðïôÜóóáò". Óôçí ôõðéêÞ ãëþóóá ôç ìåôáöñÜæïõìå ìå ôï óýìâïëï, áò ðïýìå,
K. Ôüôå ãéá ôçí ðñüôáóç \äåí ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò" ìðïñïýìå
íá ãñÜøïõìå ¬K (üðïõ ¬ åßíáé ôï óýìâïëï ãéá ôçí Üñíçóç). Èá ìðïñïý-
óáìå, ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôçò ðñüôáóçò \äåí ðáñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò",
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá Üëëï óýìâïëï, áò ðïýìå M . ÁëëÜ ðñïôéìïýìå íá
\óðÜóïõìå" ôçí ðñüôáóç óå üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñá áðëÜ êïììÜôéá.

Ãéá ìéá Üëëç, Üó÷åôç ìå ôçí ðáñáðÜíù, ðñüôáóç \ôï äåßãìá ðåñéåß÷å ÷ëþ-
ñéï" äéáëÝãïõìå, áò ðïýìå, ôï óýìâïëï C. Ôüôå ïé áêüëïõèåò óýíèåôåò åë-
ëçíéêÝò ðñïôÜóåéò ìðïñïýí íá ìåôáöñáóôïýí óôçí ôõðéêÞ ìáò ãëþóóá. (÷ñç-
óéìïðïéïýìå ôá óýìâïëá → ãéá ôç óõíåðáãùãÞ, ∧ ãéá ôçí óýæåõîç, ∨ ãéá ôç
äéÜæåõîç).

ÅëëçíéêÝò ðñïôÜóåéò ÌåôÜöñáóç óôçí ôõðéêÞ ãëùóóá
Áí ðáñáôçñÞèçêáí
ß÷íç ðïôÜóóáò, ôüôå
ôï äåßãìá äåí ðåñéåß÷å
÷ëþñéï.

(K → (¬C))

Ôï äåßãìá ðåñéåß÷å
÷ëþñéï êáé ðáñáôçñÞ-
èçêáí ß÷íç ðïôÜóóáò.

(C ∧K)

Åßôå äåí ðáñáôçñÞèç-
êáí ß÷íç ðïôÜóóáò Þ
ôï äåßãìá äåí ðåñéåß÷å
÷ëþñéï.

((¬K) ∨ (¬C))

Ïýôå ôï äåßãìá ðå-
ñéåß÷å ÷ëþñéï ïýôå ðá-
ñáôçñÞèçêáí ß÷íç ðï-
ôÜóóáò.

((¬C) ∧ (¬K)) Þ (¬(C ∨K))

Åíá óçìáíôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åßíáé üôé äïóìÝíçò ôçò áëÞèåéáò Þ ôïõ
øåýäïõò ôùí áðëþí, áôïìéêþí ðñïôÜóåùí ìðïñïýìå áìÝóùò íá áðïöáíèïýìå
ãéá ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí óýíèåôùí ðñïôÜóåùí. Áò õðïèÝóïõìå, ãéá
ðáñÜäåéãìá, üôé ï ÷çìéêüò âãáßíåé áðü ôï åñãáóôÞñéï êáé ìáò áíáêïéíþíåé üôé
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ðáñáôÞñçóå ß÷íç ðïôÜóóáò áëëÜ ôï äåßãìá äå ðåñéåß÷å ÷ëþñéï. Ôüôå îÝñïõìå
üôé ïé ôÝóóåñéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò åßíáé áëçèÞò, øåõäÞò, áëçèÞò êáé øåõäÞò
áíôéóôïß÷ùò.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìðïñïýìå åê ôùí ðñïôÝñùí íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá
ðßíáêá ðïõ íá ìáò äßíåé ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôçò óýíèåôçò ðñüôáóçò
óå ó÷Ýóç ìå ôçí áëÞèåéá Þ ôï øåýäïò ôùí áðëþí ðñïôÜóåùí áð' ôéò ïðïßåò
áðïôåëåßôáé. ð.÷.

K C (¬(C ∨K))
F F T
F T F
T F F
T T F

ÁëëÜ ó' áõôü èá åðáíÝëèïõìå.
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2.1 Ç Ãëþóóá ôçò ËïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí

Ôï ÁëöÜâçôï ôçò ãëþóóáò åßíáé Ýíá óýíïëï óõìâüëùí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü:
(i) ôá óýìâïëá ëïãéêþí óõíäÝóìùí: ¬, ∧, ∨, →.
(ii) ÐáñåíèÝóåéò: ôçí áñéóôåñÞ ðáñÝíèåóç (, êáé ôç äåîéÜ ðáñÝíèåóç ).
(iii) Óýìâïëá ðñïôÜóåùí Þ ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò: Åíá áñéèìÞóéìï óýíïëï
óõìâüëùí Á1; Á2; : : : ; Án; : : :.

Óå êÜèå ãëþóóá ôï áëöÜâçôï åßíáé áðáñáßôçôï. Åßíáé ç ðñþôç ýëç ìå ôçí
ïðïßá óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ôéò ðñïôÜóåéò ìáò, ôéò öñÜóåéò ìáò. Ïôáí
ïñßæïõìå ôï óýíïëï ôùí óõìâüëùí ðïõ áðïôåëïýí ôï áëöÜâçôï èá íïåßôáé
üôé ôá óýìâïëá äåí Ý÷ïõí êáììéÜ ïíôïëïãéêÞ óçìáóßá ðÝñáí ôïõ üôé åßíáé
óýìâïëá äéáêåêñéìÝíá, äçëáäÞ îå÷ùñéóôÜ ìåôáîý ôïõò.

Ç ðáñÜèåóç óõìâüëùí ôïõ áëöáâÞôïõ, ôï Ýíá ìåôÜ ôï Üëëï, óå Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíï ó÷çìáôéóìü ìáò äßíåé ôéò åêöñÜóåéò. ÅêöñÜóåéò ëïéðüí ôçò ãëþóóáò
ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò óõìâüëùí ôïõ
áëöáâÞôïõ
ð.÷. )) → A3(, (A1 → (¬A2)), ()A10¬ åßíáé åêöñÜóåéò. Áðü ôï óýíïëï ôùí
åêöñÜóåùí ìáò åíäéáöÝñïõí ìüíï ïé êáëïöôéáãìÝíåò, áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí íá
ðïõí êÜôé, ïé êôéóìÝíåò ìå ôïõò \óùóôïýò" ãñáììáôéêïýò êáíüíåò. Ïé ôñü-
ðïé Þ ï áëãüñéèìïò ìÝóù ôïõ ïðïßïõ óôï óýíïëï ôùí åêöñÜóåùí ìðïñïýìå
íá áíáãíùñßóïõìå ôéò êáëïöôéáãìÝíåò åêöñÜóåéò èá áðïôåëåß ôç ÃñáììáôéêÞ
ôçò ãëþóóáò. Áðïôõðþíåôáé äå óôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

Ïñéóìüò 2.1 ÓùóôÝò Þ êáëïöôéáãìÝíåò åêöñÜóåéò Þ ðñïôáóéáêïß ôýðïé åß-
íáé ïé åêöñÜóåéò ðïõ ïñßæïíôáé, åðáãùãéêÜ, ùò åîÞò:
(i) Ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé.
(ii) Áí ö êáé ø åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ôüôå ïé åêöñÜóåéò (ö ∧ ø); (ö ∨
ø); (ö → ø); (¬ö) åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé. (iii) Müíïí ïé åêöñÜóåéò ðïõ
ó÷çìáôßæïíôáé áðü ìéá äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôùí (i) êáé (ii) åßíáé ðñïôáóéá-
êïß ôýðïé.

Ï ïñéóìüò 2.1 äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ Ýíáò ìç÷áíéóìüò êáôáóêåõÞò
ðñïôáóéáêþí ôýðùí. Ï ôýðïò áõôüò ôïõ ïñéóìïý ëÝãåôáé êáé ãåíéêåõìÝíïò
åðáãùãéêüò ïñéóìüò. Åßíáé åðáãùãéêüò åðåéäÞ ìáò äßíåé Ýíá óýíïëï áñ÷é-
êþí åêöñÜóåùí, ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò, ðïõ ôéò ïíïìÜæåé ðñïôáóéáêïýò
ôýðïõò êáé óôç óõíÝ÷åéá äßíåé êÜðïéïõò êáíüíåò ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá åöáñìï-
óôïýí, ãåíéêþôåñá, óå åêöñÜóåéò êáé ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá êáôáóêåõÜóïõìå
êáéíïýñãéïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò áðü ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò ðïõ Ý÷ïõí Þäç
êáôáóêåõáóôåß. ÊÜèå Ýêöñáóç ëïéðüí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò ìüíïí áí óôçí
êáôáóêåõÞ ôçò Ý÷åé ðñïçãçèåß áõôÞ ç äéáäéêáóßá.
ë.÷. ç Ýêöñáóç ((¬A1 → (A1 ∧A3)) åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò äéüôé õðÜñ÷åé ç
åîÞò êáôáóêåõÞ:
1. Ôá Á1; Á3 åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ëüãù (i).
2. Ôá (¬A1); (A1 ∧A3) åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé ëüãù (ii).
3. ((¬A1 → (A1 ∧A3)) åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò ëüãù (ii).
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Ç êáôáóêåõÞ áõôÞ ìðïñåß íá ðáñïõóéáóôåß õðü ìïñöÞ äÝíäñïõ ùò åîÞò:

((¬A1) → (A1 ∧A3))
©©©

HHH
(¬A1) (A1 ∧A3)

A1

¡
¡
A1

@
@
A3

ÊÜèå Ýêöñáóç, óôçí ïðïßá äåí åßíáé äõíáôüí íá åöáñìïóôåß ç äéáäéêáóßá
ïñéóìïý äåí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò. ð.÷. ¬(A1 äåí åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò.

Ï ôýðïò ôïõ ãåíéêåõìÝíïõ åðáãùãéêïý ïñéóìïý õðïäåéêíýåé êáé ìéá ìÝ-
èïäï áðüäåéîçò ðïõ ïíïìÜæåôáé áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé
P(x) åßíáé ìéá éäéüôçôá ðïõ áíáöÝñåôáé óôéò åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò ð.÷. P(x)
èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç éäéüôçôá \ç Ýêöñáóç x Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôå-
ñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí". Ôüôå, ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç éäéüôçôá P(x)
éó÷ýåé ãéá üëïõò ôïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôá åîÞò:
(i) Íá áðïäåßîïõìå üôé P(Ái) ãéá êÜèå óýìâïëï ðñüôáóçò Ái, äçëáäÞ íá áðï-
äåßîïõìå üôé êÜèå óýìâïëï ðñüôáóçò Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá.
(ii) Ìå âÜóç ôçí õðüèåóç P(ö) êáé P(ø) íá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé
P((¬ö)); P((ö ∨ ø)); P((ö ∧ ø)); P((ö → ø)). (ôï åðáãùãéêü âÞìá).

Áí ëïéðüí áðïäåßîïõìå ôá (i) êáé (ii) ãéá ìéá éäéüôçôá P(x) ôüôå ç éäéüôçôá
áõôÞ èá éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï x åðåéäÞ èá ìåôáöÝñåôáé óôá óôÜäéá
êáôáóêåõÞò ôïõ x.

ÐáñÜäåéãìá 2.2 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü
áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ:
(i) Ç éäéüôçôá éó÷ýåé ãéá ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí ãéáôß ï áñéèìüò ôùí ðáñåí-
èÝóåùí åßíáé ìçäÝí.
(ii) Åóôù ö êáé ø Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.
Ôüôå (¬ö) Ý÷åé åðßóçò ôïí ßäéï áñéèìü äéüôé ðñïóôÝèçêå óôïí ö ìüíï ìéá áñé-
óôåñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. Åðßóçò, (ö ∧ ø) Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü äéüôé
ðñïöáíþò ç Ýêöñáóç ö ∧ ø Ý÷åé ôïí ßäéï áñéèìü êáé óôïí (ö ∧ ø) ðñïóôÝèçêå
ìéá áñéóôåñÞ êáé ìéá äåîéÜ ðáñÝíèåóç. Ãéá ôïí ßäéï ëüãï ôá (ö ∧ ø), (ö → ø)
Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáñåíèÝóåùí.

2.2 ÌïíáäéêÞ Áíáãíùóéìüôçôá

ÊÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò, áíÜëïãá ìå ôï ðïéü óýìâïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ôåëåõôáßï óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ, åßíáé åßôå ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ
åßôå ìéá Üñíçóç ôçò ìïñöÞò (¬ö) åßôå ìßá äéÜæåõîç ôçò ìïñöÞò (ö ∨ ø) åßôå
ìßá óýæåõîç ôçò ìïñöÞò (ö ∧ ø) åßôå ìéá óõíåðáãùãÞ ôçò ìïñöÞò (ö → ø).
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Ôï óôïé÷åßï ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ôçí áíáìößâïëç áíáãíþñéóç ôïõ ðïéü óýì-
âïëï óõíäÝóìïõ Ý÷åé åöáñìïóôåß ôåëåõôáßï åßíáé ç ÷ñçóéìïðïßçóç ôùí ðá-
ñåíèÝóåùí. Áí äåí ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ðáñåíèÝóåéò êáé ó÷çìáôßæáìå ð.÷. ôçí
Ýêöñáóç Á1 ∧ A2 → Á3 ôüôå èá Þìáóôáí óå áìöéâïëßá áí áõôü ðáñéóôÜíåé
ôïí ðñïôáóéáêü ôýðï (Á1 ∧ (A2 → Á3)) Þ ôïí ((Á1 ∧ A2) → Á3). ÄçëáäÞ
ç áíáãíùóéìüôçôá ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç äåí èÜôáí ìïíáäéêÞ. Ðéü êÜôù
äéáôõðþíåôáé ôï èåþñçìá ðïõ ìáò åîáóöáëßæåé ôç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá.

èåþñçìá 2.3 Ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï ö ìßá êáé ìüíïí ìßá áðü ôéò áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò éêáíïðïéåßôáé: (ôï ≡ äçëþíåé óõíôáêôéêÞ ôáõôüôçôá1).
(1) ö åßíáé ìéá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ.
(2) ÕðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ðñïôáóéáêüò ôýðïò  þóôå ö ≡ (¬ø).
(3) ÕðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü æåýãïò ðñïôáóéáêþí ôýðùí ø1; ø2 êáé Ýíá ìïíá-
äéêü óýìâïëï ëïãéêïý óõíäÝóìïõ ♦ Ýôóé þóôå ö ≡ (ø1♦ø2).
Áõôü óçìáßíåé üôé ìéá óýæåõîç äåí ìðïñåß íá åßíáé äéÜæåõîç Þ óõíåðáãùãÞ
ê.ô.ë.

Áðüäåéîç: Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôï áêüëïõèï ëÞììá, áöïý äþóïõìå ôïí åîÞò
ïñéóìü:

Ïñéóìüò 2.4 Åóôù ó1ó2 : : : ón ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óõìâüëùí. Ôüôå
êÜèå áêïëïõèßá óõìâüëùí ó1ó2 : : : óê ìå 0 < ê < n èá ïíïìÜæåôáé áñ÷éêü
ìÝñïò ôçò ó1ó2 : : : ón. ð.÷. Áí ö ≡ (A1 ∧ (¬A2)) êáé ö′ ≡ (A1 ∧ ( ôüôå ç ö′
åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôçò ö.

ËÞììá 2.5 ÊÜèå áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñïôáóéáêïý ôýðïõ åßíáé ìéá Ýêöñáóç
ìå ðëÞèïò áñéóôåñþí ðáñáíèÝóåùí ìåãáëýôåñï áðü ôï ðëÞèïò ôùí äåîéþí.

Aðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ. Ç éäéüôçôá éó÷ýåé óôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
ãéáôß áõôÝò äåí Ý÷ïõí áñ÷éêü ìÝñïò. Åóôù ôþñá üôé ç éäéüôçôá éó÷ýåé ãéá
ôïõò ôýðïõò ö êáé ø. Èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ãéá ôïõò (ö ∧ ø), (¬ö),
ê.ï.ê. Ðáßñíïõìå ôïí (ö ∧ ø). ÊÜèå áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ (ö ∧ ø) Ý÷åé ìéá áðü
ôéò ìïñöÝò ( Þ (ö′ Þ (ö Þ (ö∧ Þ ö ∧ ø′ Þ (ö ∧ ø, üðïõ ö′ êáé ø′ áñ÷éêÜ ìÝñç
áíôßóôïé÷á ôùí ö êáé ø, Üñá ëüãù ôçò õðïèÝóåùò éó÷ýåé ãé' áõôÜ ç éäéüôçôá.
Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé êáé óôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò
áñéóôåñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò. Ôçí ßäéá áêñéâþò áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå
ãéá ôïõò (ö ∨ ø); (ö → ø); (¬ö).
Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.3 Ôï üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò èá Ý÷åé ìéá
áðü ôéò ìïñöÝò ðïõ äçëþíïíôáé óôï Èåþñçìá 2.3 åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí
åðáãùãéêü ïñéóìü 2.1. Íá áðïäåßîïõìå ôþñá ôç ìïíáäéêüôçôá. Åóôù üôé ï
ôýðïò Ý÷åé ôç ìïñöÞ (ø1 ∧ ø2). Ï ôýðïò áõôüò åßíáé áäýíáôïí íá Ý÷åé êáé
ôç ìïñöÞ (¬ø), äéüôé ï ôýðïò ø1 èá Üñ÷éæå ìå ôï óýìâïëï ¬, áäýíáôïí äéüôé

1� ≡  óçìáßíåé üôé ïé åêöñÜóåéò ôáõôßæïíôáé ùò óõìâïëïóåéñÝò. Áõôü ëÝãåôáé óõíôá-
êôéêÞ ôáõôüôçôá êáé äéáöÝñåé áðü ôçí éóüôçôá ð.÷. 1+1 = 2 áëëÜ ü÷é 1+1 ≡ 2 äéüôé 1+1
êáé 2 åßíáé äéáöïñåôéêÝò óõìâïëïóåéñÝò.
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üëïé ïé ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßôå åßíáé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åßôå áñ÷ßæïõí ìå
ìéá áñéóôåñÞ ðáñÝíèåóç. Åóôù ôþñá üôé (ø1 ∧ ø2) ≡ (ø′1♦ø′2) ãéá êÜðïéïõò
ôýðïõò ø′1; ø′2 êáé êÜðïéï óýìâïëï óõíäÝóìïõ ♦. Áõôü óçìáßíåé üôé ø1∧ø2) ≡
ø′1♦ø′2). ÁëëÜ ôüôå áí ôï ø1 äéáöïñåôéêü áðü ôï ø′1, áõôü óçìáßíåé üôé áí
áñ÷ßóïõìå íá äéáãñÜöïõìå ôá ßäéá óýìâïëá ðïõ áíáãêáóôéêÜ âñßóêïíôáé óôéò
áêïëïõèßåò óõìâüëùí ø1 ∧ ø2) êáé ø′1♦ø′2) áíÜëïãá ìå ôï ðïéü áðü ôïõò ø1

êáé ø′1 åîáíôëÞóïõìå ðñþôï, åßôå ï ø1 èá åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ ø′1 Þ ï ø′1
èá åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôïõ ø1. Êáé ôá äýï üìùò áõôÜ åßíáé áäýíáôá ìéá êáé
óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 2.5 êÜèå áñ÷éêü ìÝñïò åíüò ðñïôáóéáêïý ôýðïõ Ý÷åé
ðåñéóóüôåñåò áñéóôåñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò Üñá áðïêëåßåôáé íá åßíáé ôýðïò
üðùò áðáéôåß ôï ðáñÜäåéãìá 2.2. Áñá ôåëéêÜ  1 ≡  ′1 êáé Üñá ∧ø2) ≡ ♦ø′2)
áðü ôï ïðïßï óõìðåñáßíïõìå üôé ∧ ≡ ♦ êáé ø2 ≡ ♦ø′2). Ïìïéá äïõëåýïõìå
êáé ãéá ôéò Üëëåò ìïñöÝò (ö ∨ ø) ê.ô.ë.

2.2.1 ÐïëùíéêÞ ãñáöÞ

ÕðÜñ÷åé Ýíáò ôñüðïò íá ïñßóïõìå ôïõò ôýðïõò ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ðáñåíèÝóåéò êáé ðáñüëá áõôÜ íá Ý÷ïõìå ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá. Îåêéíþ-
íôáò áðü ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò êÜèå öïñÜ ðïõ èÝëïõìå ôçí Üñíçóç ôïõ
ö ãñÜöïõìå ¬ö, ãéá ôç äéÜæåõîç, óýæåõîç, óõíåðáãùãÞ ôùí ö êáé ø ãñÜöïõìå
áíôßóôïé÷á ∨öø, ∧öø, → öø. Ï ôñüðïò áõôüò åðåéäÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ðñþôá
áðü ôïõò Ðïëùíïýò ëïãéêïýò ïíïìÜæåôáé Ðïëùíéêüò ôñüðïò ãñáöÞò.

2.2.2 Áíïñèïãñáößåò

ÅðåéäÞ üôáí èÝëïõìå íá ãñÜøïõìå ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò åßíáé ðïëëÝò öïñÝò
êïõñáóôéêü íá ÷ñçóéìïðïéïýìå üëåò ôéò ðáñåíèÝóåéò ðïõ áðáéôïýíôáé, èá åðé-
ôñÝðïõìå óôïí åáõôü ìáò íá êÜíïõìå êáé áíïñèïãñáößåò. ð.÷. èá ãñÜøïõìå
� ∧  êáé èá åííïïýìå (� ∧  ), èá ãñÜöïõìå (¬ ) →  êáé èá åííïïýìå
((¬ ) →  ). Ï \êáíüíáò" óôéò áíïñèïãñáößåò èá åßíáé üôé ôï ¬ èá äÝíåé
ðåñéóóüôåñï ìå ôá ãåéôïíéêÜ ôïõ áð' üôé ôá ∨ êáé ∧ ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõò
èá äÝíïõí ðåñéóóüôåñï ìå ôá ãåéôïíéêÜ ôïõò áð' üôé ôï →. ð.÷. áí ãñÜøù
¬�∨ → �∨ óýìöùíá ìå áõôüí ôïí êáíüíá èá åííïþ ((¬�∨ ) → (�∨ )).
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2.3 ÁóêÞóåéò

1. Öáíôáóôåßôå üôé ï õðïëïãéóôÞò óáò áíáãíùñßæåé ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ êáé
ôá óýìâïëá A1; A2; : : : ; An; : : :. Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá ðñüãñáììá (áëãü-
ñéèìï) þóôå üôáí ôïí ôñïöïäïôåßôå ìå ìéá Ýêöñáóç íá óáò áðáíôÜåé Üí áõôÞ
åßíáé ðñïôáóéáêüò ôýðïò Þ ü÷é.

2. Áðïäåßîôå ôï èåþñçìá ôçò ìïíáäéêÞò áíáãíùóéìüôçôáò ãéá ôçí Ðïëù-
íéêÞ ãñáöÞ.

(Õðüäåéîç: Ïé åêöñÜóåéò ' êáé  ëÝãïíôáé óõìâéâáóôÝò üôáí åßôå ' ≡  
åßôå ç ìßá áðü áõôÝò åßíáé áñ÷éêü ìÝñïò ôçò Üëëçò. Áðïäåßîôå ìå åðáãùãÞ óôïí
áñéèìü ôùí óõìâüëùí üôé áí '1; '2; : : : ; 'n,  1;  2; : : : ;  n åßíáé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé êáé ïé åêöñÜóåéò '1'2 : : : 'n êáé  1 2 : : :  n åßíáé óõìâéâáóôÝò, ôüôå
'i ≡  i ãéá êÜèå i ≤ n.)
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2.4 ÓçìáóéïëïãéêÝò Ýííïéåò (Semantics Þ ÓçìáíôéêÞ)

ÌÝ÷ñé ôþñá ç ìåëÝôç ôçò ãëþóóáò Þôáí êáèáñÜ óõíôáêôéêÞ. Ïé ðñïôáóéáêïß
ôýðïé äåí Þôáí ôßðïôå Üëëï ðáñÜ £íåêñÝò¤ áêïëïõèßåò óõìâüëùí, óõíôáêôéêÜ
áíôéêåßìåíá. ÐÝñáí áõôïý êáììéÜ Üëëç ïíôïëïãéêÞ áîßá äåí áíáãíùñéæüôáí
ó' áõôÜ ôá óýìâïëá, äåí Þôáí öïñôéóìÝíá ìå êáììéÜ £åñìçíåßá¤. Ç ãëþóóá
üìùò õðÜñ÷åé ãéá íá åêöñÜæåé êÜðïéá ðñÜãìáôá. Ãéá íá áðïêáôáóôÞóïõìå
ëïéðüí ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï êáôáóêåõÜóôçêå ç (ôõðéêÞ) ãëþóóá ðñÝðåé
íá äþóïõìå ôçí åñìçíåßá ôçò, äçëáäÞ ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ç ãëþóóá
áðïêôÜ ôç óçìáóßá ôçò (óçìáóéïëïãßá Þ óçìáíôéêÞ). Ðñïò ôï óêïðü áõôü
èá óêåöôüìáóôå üôé ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí åßíáé (êÜðïéåò) áðëÝò, áôïìéêÝò
ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò (Üñá ðñïôÜóåéò ðïõ åßíáé áëçèåßò Þ øåõäåßò),
ôá õðüëïéðá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ Ý÷ïõí ôç óõíÞèç óçìáóßá êáé üôé ï ïñéóìüò
ôçò êáôáóêåõÞò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí áíôáíáêëÜ ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò
ðñïôÜóåùí, óôç öõóéêÞ ãëþóóá, ìå âÜóç ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò.

ÓõíÞèåéò ëïãéêïß óýíäåóìïé: èåùñïýìå óêüðéìï íá ðáñåìâÜëïõìå ìéÜ åîÝ-
ôáóç ôùí óõíÞèùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí ¬;∧;∨;→. Åäþ èá ðñÝðåé íá ðñïóÝ-
îïõìå. Ôá óýìâïëá ¬;∧;∨;→ ôá ìåôá÷åéñéóôÞêáìå ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí
óôçí ôõðéêÞ ìáò ãëþóóá. Êáé ôþñá ðñïôéèÝìåèá íá ôá ìåôá÷åéñéóôïýìå êáé
óáí óýìâïëá ôùí ßäéùí ôùí ðñáãìáôéêþí óõíäÝóìùí. Ìéá ëýóç èá Þôáí íá
ãñÜöïõìå ¬;∧;∨;→ ãéá ôá óýìâïëá ùò óõíôáêôéêÜ áíôéêåßìåíá êáé êÜôé óáí
¬̃; ∧̃; ∨̃; →̃ ãéá ôç óçìáóßá ôïõò äçë. ôïõò óõíäÝóìïõò. Ôï áðïöåýãïõìå êáé
åëðßæïõìå üôé ï áíáãíþóôçò èá êáôáëáâáßíåé êÜèå öïñÜ ôé åííïïýìå. Äå÷ü-
ìáóôå üôé êÜèå ðñïôáóéáêüò ôýðïò (ðïõ ðáñéóôÜíåé ìéÜ ðñüôáóç ôçò öõóéêÞò
ãëþóóáò) ìðïñåß íá Ý÷åé ìéá áðü ôéò åîÞò äýï áëçèïôéìÝò: áëçèÞò (T, True) Þ
øåõäÞò (F, False). Ç áëçèïôéìÞ ìéáò óýíèåôçò ðñüôáóçò êáèïñßæåôáé ðëÞñùò
áðü ôéò áëçèïôéìÝò ôùí áðëïýóôåñùí ðñïôÜóåùí ðïõ óõíäÝèçêáí ìå êÜðïéïí
ëïãéêü óýíäåóìï ãéá íá ôç ó÷çìáôßóïõí. Ï êáèïñéóìüò áõôüò ãßíåôáé óýì-
öùíá ìå ôïõò ðáñáêÜôù áëçèïðßíáêåò: Áñíçóç:

' ¬'
T F
F T

Ç Üñíçóç áëëÜæåé ôçí ôéìÞ áëÞèåéáò ôçò ðñüôáóçò óôçí ïðïßá áíáöÝñåôáé.
Óýæåõîç:

'  '∧ 
T T T
T F F
F T F
F F F

\' ∧  " óçìáßíåé \' êáé  ".
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ÄéÜæåõîç:
\' ∨  " óçìáßíåé \' Þ  ". ÕðÜñ÷ïõí äýï óçìáóßåò ôçò äéÜæåõîçò óôçí

êáèçìåñéíÞ ôçò ÷ñÞóç. Ç ìç-áðïêëåéóôéêÞ êáé ç áðïêëåéóôéêÞ óçìáóßá. Ç
ìç-áðïêëåéóôéêÞ äéÜæåõîç äýï ðñïôÜóåùí åêöñÜæåé üôé ìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò
åßíáé áëçèéíÞ, ÷ùñßò íá ëÝåé ôßðïôá ãéá ôï áí áìöüôåñåò ïé ðñïôÜóåéò ðñÝðåé íá
åßíáé áëçèéíÝò Þ ü÷é. Ç áðïêëåéóôéêÞ äéÜæåõîç äýï ðñïôÜóåùí ìáò ëÝåé üôé ìßá
áðü ôéò ðñïôÜóåéò åßíáé áëçèÞò åíþ ç Üëëç åßíáé øåõäÞò. ð.÷. Áí ó' Ýíá âéâëéï-
ðùëåßï åßíáé ãñáììÝíç ç åðéãñáöÞ \Ïé ðåëÜôåò ðïõ åßíáé êáèçãçôÝò Þ öïéôçôÝò
Ý÷ïõí ìéá åéäéêÞ Ýêðôùóç" ôüôå ðñïöáíþò Ý÷ïõìå ìéá ìç-áðïêëåéóôéêÞ äéÜ-
æåõîç. Áí åíá êéíçìáôïãñáöéêü Ýñãï ðáßæåôáé ôçí ßäéá óôéãìÞ ì' Ýíá èåáôñéêü
Ýñãï ôüôå ç ðñüôáóç \èá ðÜìå óôïí êéíçìáôïãñÜöï Þ óôï èÝáôñï" Ý÷åé ôçí
áðïêëåéóôéêÞ óçìáóßá. Óôá ÌáèçìáôéêÜ ç äéÜæåõîç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðÜíôá
ìå ôçí ìç-áðïêëåéóôéêÞ ôçò óçìáóßá. Áñá ìðïñïýìå íá ëÝìå üôé êÜèå áñéè-
ìüò åßíáé èåôéêüò Þ ìéêñüôåñïò ôïõ 3 îÝñïíôáò üôé õðÜñ÷ïõí èåôéêïß áñéèìïß
ìéêñüôåñïé ôïõ 3. Ï áëçèïðßíáêáò ôçò ìç-áðïêëåéóôéêÞò äéÜæåõîçò åßíáé:

'  '∨ 
T T T
T F T
F T T
F F F

ÓõíåðáãùãÞ:
\'→  " óçìáßíåé \åÜí ' ôüôå  ".

'  '→ 
T T T
T F F
F T T
F F T

Ç ðåñßðôùóç (2ç óåéñÜ) üðïõ ç õðüèåóç åßíáé áëçèÞò êáé ôï óõìðÝñáóìá
øåõäÝò åßíáé óáöÞò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôï ' →  ðñÝðåé íá áðïäïèåß
ç ôéìÞ F. Åðßóçò óáöÞò åßíáé êáé ç ðåñßðôùóç ôçò ðñþôçò óåéñÜò. Ãéá íá
äéêáéïëïãÞóïõìå ôéò õðüëïéðåò óåéñÝò ôïõ áëçèïðßíáêá ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé
åðéèõìçôü ç ðñüôáóç \åÜí ' êáé  ôüôå  " íá åßíáé ðÜíôá áëçèéíÞ. ÄçëáäÞ
ç (' ∧  ) →  ðñÝðåé íá ðáßñíåé ðÜíôá ôçí ôéìÞ T. ÁëëÜ ôüôå: (ãñÜöïíôáò
' = T Þ ' = F áí ç ' ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T Þ ôçí ôéìÞ F)

• Áí ' = T êáé  = T ôüôå (' ∧  ) = T êáé  = T. Áñá äéêáéïëïãåßôáé
ç ðñþôç óåéñá.

• Áí ' = F êáé  = T ôüôå ('∧ ) = F áñá äéêáéïëïãåßôáé ç ôñßôç óåéñá.

• Áí ' = F êáé  = F ôüôå (' ∧  ) = F áñá
äéêáéïëïãåßôáé ç ôÝôáñôç óåéñá.
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Áëëç äéêáéïëüãçóç ôïõ áëçèïðßíáêá åßíáé ç åîÞò: Èåùñïýìå ôçí ðñüôáóç \áí
x ðåñéôôüò ôüôå x2 ðåñéôôüò". Ôç èåùñïýìå áëçèéíÞ ðñüôáóç. Ðñïöáíþò ãéá
íá äéáøåýóïõìå áõôÞí ôçí ðñüôáóç äåí èá èÝëáìå íá èåùñÞóïõìå ðåñéðôþóåéò
üðïõ x äåí åßíáé ðåñéôôüò. Áõôü äéêáéïëïãåß ôçí 3ç êáé 4ç óåéñÜ. Åðßóçò
êÜèå ðåñßðôùóç x ðåñéôôïý ìáò äßíåé x2 ðåñéôôü ðïõ åðéâåâáéþíåé ôï ãåíéêü
éó÷õñéóìü. Áõôü äéêáéïëïãåß ôçí 1ç óåéñÜ.

2.5 ÁðïíïìÝò ÁëÞèåéáò

ÈÝëïõìå íá ïñßóïõìå ôé óçìáßíåé ãéá Ýíá ðñïôáóéáêü ôýðï íá åßíáé ëïãéêÞ óõ-
íÝðåéá Üëëùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ð.÷. A1 åéíáé ëïãéêÞ óõíÝðåéá ôïõ (A1∧A2).
Ãéáôß ðñÜãìáôé üðïéåò ðñïôÜóåéò ôçò åëëçíéêÞò ãëþóóáò êáé íá óõìâïëßæïõí
ïé A1 êáé A2, áí ç ðñüôáóç (A1 ∧A2) åßíáé áëçèÞò ôüôå ç A1 èá åßíáé åðßóçò
áëçèÞò. Ôï óýíïëï {T;F} ôï ïíïìÜæïõìå óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí Þ ôéìþí
áëÞèåéáò êáé áðïôåëåßôáé áðü äýï îå÷ùñéóôÜ óôïé÷åßá, ôï T êáé ôï F. Ôï T
ïíïìÜæïõìå áëçèÝò (True). Ôï F ïíïìÜæïõìå øåõäÝò (False). (Äåí Ý÷åé óç-
ìáóßá ðïéÜ åßíáé ôá T êáé F , èá ìðïñïýóå íá Þôáí ïé áñéèìïé 1 êáé 0). Åóôù
A ôï óýíïëï óõìâüëùí ðñïôÜóåùí ôçò ãëþóóáò ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí
êáé P ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí.

Ïñéóìüò 2.6 ÁðïíïìÞ áëÞèåéáò ïíïìÜæïõìå êÜèå óõíÜñôçóç

V : A → {T;F}

(äçëáäÞ êÜèå óõíÜñôçóç áðü ôï óýíïëï A óôï óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí).

Áí V åßíáé ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò ôüôå óå êÜèå £áôïìéêÞ ðñüôáóç¤ Ak áíôé-
óôïé÷åß ìÝóù ôçò V ìßá ôéìÞ T Þ F. Áí õðïèÝóïõìå üôé ïé A1; A2; : : : ; An; : : :
áíôéóôïé÷ïýí óôéò áôïìéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå óôçí
åëëçíéêÞ ãëþóóá, ôüôå ç ôéìÞ T Þ F ðïõ èá ðáßñíïõìå ìåóù ôçò V èá ìáò
ëÝåé üôé ç ðñüôáóç åßíáé áíôßóôïé÷á áëçèÞò Þ øåõäÞò. ÄçëáäÞ ìßá áðïíïìÞ
áëÞèåéáò áðïôåëåß Ýíá £êüóìï¤ ìÝóá óôïí ïðïßï ìßá áôïìéêÞ ðñüôáóç (äçë.
ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí) áðïêôÜ ôç óçìáóßá ôïõ, íá åßíáé äçëáäÞ áëçèÞò Þ
øåõäÞò óôïí êüóìï áõôü. ¢ðáî êáé äïèåß ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò, ïé ôéìÝò
áëÞèåéáò ôùí óýíèåôùí ðñïôÜóåùí èá êáèïñßæïíôáé âÜóåé ôùí áëçèïðéíÜêùí.
Áõôü áõôüìáôá èá ìáò äþóåé ìéá åðÝêôáóç ôçò óõíÜñôçóçò V óôï óýíïëï
üëùí ôùí ðñïôÜóåùí. Áí ïíïìÜóïõìå V̄ áõôÞí ôçí åðÝêôáóç, ç V̄ èá åßíáé
ìéá óõíÜñôçóç V̄ : P → {T;F} ðïõ ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò: Ï ïñéóìüò ãß-
íåôáé ìå (ãåíéêåõìÝíç) åðáãùãÞ óôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí ðñïôáóéáêþí
ôýðùí:

0. Ãéá êÜèå Ai ∈ A Ý÷ïõìå V̄ (Ai) = V (Ai) (áñá V̄ åßíáé åðÝêôáóç ôçò V ).

Áí ôþñá '; ∈ P êáé Ý÷ïõí Þäç ïñéóèåß ïé V̄ (') êáé V̄ ( ),

1. V̄ ((¬')) =
{

T áí V̄ (') = F
F áí V̄ (') = T
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2. V̄ ((' ∧  )) =
{

T áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = T
F äéáöïñåôéêÜ

3. V̄ ((' ∨  )) =
{

F áí V̄ (') = F êáé V̄ ( ) = F
T äéáöïñåôéêÜ

4. V̄ (('→  )) =
{

F áí V̄ (') = T êáé V̄ ( ) = F
T äéáöïñåôéêÜ

Óçìåßùóç: Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ïé óõíèÞêåò äåîéÜ áíôéóôïé÷ïýí óôïí
ôñüðï ìå ôïí ïðïßï õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ áëÞèåéáò ìéáò óýíèåôçò ðñüôáóçò
âÜóåé ôïõ áëçèïðßíáêá (üôáí ïé ôéìÝò áëÞèåéáò ôùí åðß ìÝñïõò ðñïôÜóåùí åßíáé
ãíùóôÝò). Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äïýìå üôé éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá èåùñÞìáôá:

èåþñçìá 2.7 Ãéá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V õðÜñ÷åé ìßá êáé ìüíïí ìßá åðÝ-
êôáóç V̄ .

èåþñçìá 2.8 Áí ' åßíáé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò óôïí ïðïßï åìöáíßæïíôáé
ôá óýìâïëá ðñïôÜóåùí Ak1 ; Ak2 ; : : : ; Akn (êáé ìüíïí áõôÜ) êáé áí V1; V2 åßíáé
äýï áðïíïìÝò áëÞèåéáò ðïõ óõìöùíïýí ó' áõôÜ ôá óýìâïëá äçë. V1(Aki) =
V2(Aki) ∀i = 1; 2; : : : ; n, ôüôå V̄1(') = V̄2(').

ð.÷. Áí ' ≡ (A1 → (A2 → A5)) ôüôå ç ôéìÞ V̄ (') åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôéò
ôéìÝò V (A1); V (A2); V (A5) êáé ü÷é áðü Üëëåò ë.÷. ôçí V (A50).

Ïñéóìüò 2.9 ËÝìå üôé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V éêáíïðïéåß ôïí ðñïôáóéáêü
ôýðï ' áí V̄ (') = T.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé Σ åßíáé Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí (Üðåéñï Þ
ðåðåñáóìÝíï) êáé üôé � åßíáé åðßóçò Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò.

Ïñéóìüò 2.10 Ôï Σ ôáõôïëïãéêá óõíåðÜãåôáé ôïí � (êáé ãñÜöïõìå Σ |= �)
áí êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò ðïõ éêáíïðïéåß üëïõò ôïõò ôýðïõò óôï Σ éêáíïðïéåß
êáé ôïí � .

Ï ïñéóìüò áõôüò áíôáíáêëÜ ôï áßóèçìá ðïõ Ý÷ïõìå íá èåùñïýìå üôé Ýíá óõ-
ìðÝñáóìá (ôï �) Ýðåôáé áðü Ýíá óýíïëï õðïèÝóåùí (ôï Σ) áí ç ðáñáäï÷Þ
üôé ïé õðïèÝóåéò åßíáé áëçèéíÝò åîáóöáëßæåé üôé êáé ôï óõìðÝñáóìá åßíáé áëç-
èÝò. ÏñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïõ Σ |= � áîßæåé íá ìíçìïíåõôïýí. Áò
åßíáé ôï Σ ôï êåíü óýíïëï ∅. Ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé ðÜíôá áëÞèåéá üôé êÜèå
áðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß üëá ôá ìÝëç ôïõ Σ (ãéáôß;). Áñá üôáí Ý÷ïõìå
∅ |= � , áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò éêáíïðïéåß ôïí � . Ó' áõôÞí
ôçí ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ï � åßíáé ôáõôïëïãßá êáé ãñÜöïõìå |= � . Áëëç åéäéêÞ
ðåñßðôùóç åßíáé üôáí êáìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò äåí éêáíïðïéåß üëá ìáæß ôá ìÝëç
ôïõ Σ. Ôüôå éó÷ýåé (äçëáäÞ ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé áëçèÝò) ôï Σ |= � .
ð.÷. Σ = {';¬'} |=  . Áí ôï Σ åßíáé ìïíïìåëÝò äçë. Σ = {�} ãéá êÜðïéï
�, ôüôå áíôß ãéá {�} |= � ãñÜöïõìå � |= � . Áí Ý÷ïõìå � |= � êáé � |= � ëÝìå
üôé ïé � êáé � åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïé êáé ãñÜöïõìå � ./ � .

ð.÷. ¬(' ∧  ) ./¬' ∧ ¬ .
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2.6 ÁóêÞóåéò

1. Äåßîôå üôé êáíÝíáò áðü ôïýò äýï ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò äåí óõíåðÜãåôáé
ôáõôïëïãéêÜ ôïí Üëëï:
(' ∧ (( → �) ∧ (� →  ))) êáé ((' ∧ ( ∧ �)) ∨ ((¬') ∧ ((¬ ) ∧ (¬�))))

2. Åßíáé ï ((('→  ) → ') → ') ôáõôïëïãßá;

3. (i) Σ ∪ {'} |=  ⇐⇒ Σ |= ('→  )
(ii) � ./ � ⇐⇒ |= (� → �) ∧ (� → �)
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2.7 Ðñïôáóéáêïß Óýíäåóìïé

ÌÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôÝóóåñåéò ðñïôáóéáêïýò (Þ ëïãéêïýò)
óõíäÝóìïõò. ÁíáñùôéÝìáóôå áí èá êåñäßæáìå ôßðïôá ðñïóèÝôïíôáò êé' Üë-
ëïõò óõíäÝóìïõò Þ èá ÷Üíáìå ðáñáëåßðïíôáò ìåñéêïýò. Èá ðñïóðáèÞóïõìå
ôÝôïéïõ åßäïõò åñùôÞóåéò íá ôßò êÜíïõìå áêñéâåßò þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá
äþóïõìå êáé áêñéâåßò áðáíôÞóåéò. Áò èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.
Åóôù üôé åðåêôåßíïõìå ôç ãëþóóá ìáò ðñïóèÝôïíôáò Ýíá ôñéðëü óýíäåóìï #.
ÄçëáäÞ ôþñá áí '; ; � åßíáé ðñïôáóéáêïß ôýðïé, ï (#' �) èá åßíáé ðñïôá-
óéáêüò ôýðïò. ÐñÝðåé íá äþóïõìå ìéá åñìçíåßá ó' áõôü ôï óýìâïëï. ÄçëáäÞ
íá õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ V̄ ((#' �)), üðïõ V åßíáé ìéá áðïíïìÞ áëÞèåéáò,
üôáí åßíáé ãíùóôÝò ïé ôéìÝò V̄ ('); V̄ ( ); V̄ (�). Ïñßæïõìå V̄ ((#' �)) íá åßíáé
ü,ôé êáé ç ðëåéïøçößá ôùí V̄ ('), V̄ ( ), V̄ (�) ð.÷. áí V̄ (') = V̄ ( ) = T êáé
V̄ (�) = F ôüôå V̄ ((#' �)) = T. Éó÷õñéæüìáóôå üôé ìå ôçí åðÝêôáóç áõôÞ
ðïõ êÜíáìå óôï óýíïëï ôùí óõíäÝóìùí ìáò äåí êåñäßóáìå ôßðïôá, ãéáôß êÜèå
ðñïôáóéáêüò ôýðïò óôçí åðåêôåôáìÝíç êáéíïýñãéá ìáò ãëþóóá åßíáé ôáõôïëï-
ãéêÜ éóïäýíáìïò ìå Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï ôçò áñ÷éêÞò ìáò ãëþóóáò. Êé' áõôü
ãéáôß (#' �) åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí (('∧ )∨('∧�)∨( ∧�)).
Ïñéóìüò 2.11 ÊÜèå óõíÜñôçóç B : {T;F}n → {T;F} ïíïìÜæåôáé óõíÜñ-
ôçóç Boole n èÝóåùí Þ (ëïãéêüò, ðñïôáóéáêüò) óýíäåóìïò n èÝóåùí. Åäþ
{T;F}n = {T;F} × : : :× {T;F}︸ ︷︷ ︸

n

. ÅðéôñÝðïõìå êáé óôéò ôéìÝò T êáé F íá åßíáé

óõíáñôÞóåéò Boole ìå 0 èÝóåéò. Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç óõíÞèùò ãñÜöïõìå
T êáé F .

Ç Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò Boole ãåíéêåýåé ôçí éäÝá ôïõ óõíäÝóìïõ. Ïôáí åñìç-
íåýïõìå Ýíá óýíäåóìï ëÝìå ðïéïß óõíäõáóìïß ôéìþí áëÞèåéáò (äéáôåôáãìÝíåò
n-Üäåò áëçèïôéìþí) äßíïõí ðïéÝò ôéìÝò áëÞèåéáò (ð.÷. ï áëçèïðßíáêáò). ÊÜèå
ðñïôáóéáêüò ôýðïò ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç Boole.
ð.÷. èåùñïýìå ôïí (A1 ∧A2) ∨A1. Ðáßñíïõìå ôçí åîÞò óõíÜñôçóç Boole.

A1 A2 (A1 ∧A2) ∨A1

T T T
T F T
F T F
F F F

Êáé ãåíéêþôåñá:

Ïñéóìüò 2.12 Åóôù � ðñïôáóéáêüò ôýðïò ðïõ ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò
ðïõ ðåñéÝ÷åé åßíáé ïé A1; : : : ; An. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç Boole ìå n èÝóåéò
B� ùò áêïëïýèùò. B� (x1; : : : ; xn) = V̄ (�), üðïõ xi ∈ {T;F}, ç V̄ åßíáé
áðïíïìÞ áëÞèåéáò ìå V (Ai) = xi (i = 1; 2; : : : ; n). ËÝìå üôé ç B� åßíáé ç
óõíÜñôçóç Boole ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ôïí � .
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èåþñçìá 2.13 Åóôù G ìéá óõíÜñôçóç Boole ìå n èÝóåéò (n ≥ 1). Ôüôå
õðÜñ÷åé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò � óôç ãëþóóá ôçò ëïãéêÞò ôùí ðñïôÜóåùí
Ýôóé þóôå G = B� , äçëáäÞ G ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ôüí � .

Áðüäåéîç: 1ç ðåñßðôùóç: ðåäßï ôéìþí ôçò G åßíáé ôï óýíïëï {F}. Ôüôå

� ≡ (A1 ∧ ¬A1) ∧ : : : ∧ (An ∧ ¬An)

2ç ðåñßðôùóç: Ç 1ç ðåñßðôùóç äåí éó÷ýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí k ðåñéðôþóåéò
óôéò ïðïßåò ç G ðáßñíåé ôçí ôéìÞ T, üðïõ 0 < k ≤ 2n. ÊÜíïõìå ìéá ëßóôá
áõôþí ôùí ðåñéðôþóåùí.

x11; x12; : : : ; x1n (1)
x21; x22; : : : ; x2n (2)

...
...

xk1; xk2; : : : ; xkn (k)





Åóôù
�ij =

{
Aj áí xij = T
(¬Aj) áí xij = F

êáé 
i = �i1 ∧ : : : ∧ �in êáé � = 
1 ∨ : : : ∨ �k.
Éó÷õñéæüìáóôå üôé G = B� . Ðüôå ç � ãßíåôáé áëçèéíÞ; Ïôáí üëá ôá
�i1; : : : ; �in ãßíïõí áëçèéíÜ. Ôá �ij üìùò åßíáé êáôáóêåõáóìÝíá Ýôóé þóôå
íá ðáßñíïõí ôçí ôéìÞ T ìüíïí üôáí ôá Aj ðÜñïõí ôéò ôéìÝò ðïõ Ý÷ïõìå óôïí
ðßíáêá. Åíáò ïðïéïóäÞðïôå Üëëïò óõíäõáìüò åêôüò ðßíáêá êÜíåé Ýíá áðü
ôá �ij øåõäÝò, Üñá üëá ôá 
i øåõäÞ, Üñá ôçí � øåõäÞ. Ïëá áõôÜ öáßíïíôáé
êáèáñÜ áí åîåôÜóïõìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá.

Åóôù G ùò áêïëïýèùò:

G(T,T,T)=T
G(T,T,F)=F
G(T,F,T)=F
G(T,F,F)=T
G(F,T,T)=F
G(F,T,F)=T
G(F,F,T)=T
G(F,F,F)=F

Ôüôå óôéò ôñéÜäåò ôùí áëçèïôéìþí ðïõ áíôéóôïé÷åß ôéìÞ T äçìéïõñãïýìå ôïõò
åîÞò ôýðïõò:

F F T (¬A1) ∧ (¬A2) ∧A3

F T F (¬A1) ∧A2 ∧ (¬A3)
T F F A1 ∧ (¬A2) ∧ (¬A3)
T T T A1 ∧A2 ∧A3





áõôÜ åßíáé ôá 
i
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Ôüôå � = ((¬A1) ∧ (¬A2) ∧ A3) ∨ ((¬A1) ∧ A2 ∧ (¬A3)) ∨ (A1 ∧ (¬A2) ∧
(¬A3)) ∨ (A1 ∧A2 ∧A3)

Ôï óõìðÝñáóìá ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé üôé Ý÷ïõìå áñêåôïýò (óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá ðéï ðïëëïýò áð' ü,ôé ÷ñåéáæüìáóôå) óõíäÝóìïõò óôç äéÜèåóÞ
ìáò. Ãéáôß, áí õðïèÝóïõìå üôé óôç ãëþóóá ìáò åéóÜãïõìå êÜðïéïõò êáé-
íïýñãéïõò £åîùôéêïýò¤ óõíäÝóìïõò (üðùò ôïí ôñéðëü #) ôüôå êÜèå ðñüôáóç
' óôçí êáéíïýñãéá ãëþóóá èá ðñáãìáôïðïéåß ìéá óõíÜñôçóç Boole, B'. ÁëëÜ
áð' ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ç B' èá ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü ìéá ðñüôáóç � óôçí
áñ÷éêÞ ìáò ãëþóóá äçë. B' = B� . ÐñÜãìá ðïõ ìáò ëÝåé üôé ' êáé � åßíáé
ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìåò. (Ãéáôß;)

Ïñéóìüò 2.14 ÄéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáëåßôáé êÜèå ìïñöÞ 
1∨ : : :∨

k üðïõ 
i = �i1 ∧ : : : ∧ �ini êáé êÜèå �ij åßíáé ìßá ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ Þ
ç Üñíçóç ìéáò ðñïôáóéáêÞò ìåôáâëçôÞò.

Áí ðñïóÝîïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.13 âëÝðïõìå üôé ï ôýðïò � ðïõ
êáôáóêåõÜóáìå åßíáé óå äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

èåþñçìá 2.15 Ãéá êÜèå ðñïôáóéáêü ôýðï ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíáí ôáõôï-
ëïãéêÜ éóïäýíáìï óå äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

Áðüäåéîç: Åóôù ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò '. Ôüôå õðÜñ÷åé ôýðïò � óå äéáæåõ-
êôéêÞ êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ ðñáãìáôïðïéåß ôçí B'. ÄçëáäÞ B' = B� . ÁëëÜ
ôüôå ' êáé � åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïé.

2.8 ÅðÜñêåéá ÓõíäÝóìùí

Ïñéóìüò 2.16 Åóôù S Ýíá óýíïëï óõíäÝóìùí ð.÷. S = {∧;∨;¬}. To S
ëÝãåôáé åðáñêÝò áí êÜèå óõíÜñôçóç Boole ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß áðü
Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï ãéá ôï êôßóéìü ôïõ ïðïßïõ Ý÷ïõìå ìåôá÷åéñéóôåß óõí-
äÝóìïõò ìüíïí áðü ôï S.

Åßäáìå üôé êÜèå óõíÜñôçóç Boole ðñáãìáôïðïéåßôáé áðü Ýíáí ðñïôáóéáêü ôýðï
óôïí ïðïßï åìöáíßæïíôáé ìüíïí ïé óýíäåóìïé ∧;∨ êáé ¬ (äéáæåõêôéêÞ êáíïíéêÞ
ìïñöÞ). Áñá ôï óýíïëï {¬;∧;∨} êáé âÝâáéá, êáôÜ ìåßæïíá ëüãï, ôï óýíïëï
{¬;∧;∨;→} ôçò ãëþóóáò ìáò åßíáé åðáñêÝò. Ìðïñïýìå üìùò íá âåëôéþóïõìå
ôï áðïôÝëåóìá:

èåþñçìá 2.17 Ôá óýíïëá {¬;∧} êáé {¬;∨} åßíáé åðáñêÞ.

Áðüäåéîç: Áöïý ôï {¬;∧;∨} åßíáé åðáñêÝò, ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï {¬;∧}
åßíáé åðáñêÝò áñêåß íá åêöñÜóïõìå ôï óýíäåóìï ∨ óõíáñôÞóåé ôùí õðïëïßðùí.
Å÷ïõìå

(' ∨  ) ./¬(¬' ∧ ¬ ):

Áñá êÜèå ÷ñÞóç ôïõ ' ∨  ìðïñïýìå íá ôçí áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ôï
éóïäýíáìü ôçò. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé {¬;∨} åßíáé åðáñêÝò ðáñáôçñïýìå üôé
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(' ∧  ) ./¬(¬' ∨ ¬ ). Áóêçóç: {∧;→} äåí åßíáé åðáñêÝò (õðüäåéîç: Äåí
ìðïñåß íá ðñáãìáôïðïéçèåß ç Üñíçóç).

Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n, õðÜñ÷ïõí 22n óõíáñôÞóåéò Boole Þ óýíäåóìïé
n èÝóåùí. Óýíäåóìïé 0 èÝóåùí: ÓõìâáôéêÜ åîåôÜæïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç
n = 0. Å÷ïõìå äýï ôÝôïéïõò óýíäåóìïõò ôïí T êáé ôïí F . Ìðïñïõìå íá
ôïõò ìåôáöÝñïõìå êáé óôç ãëþóóá èåùñþíôáò ôïõò óáí ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò
áôïìéêïýò. Ôüôå üìùò ãéá êÜèå áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ðÜíôá
üôé V (T ) = T êáé V (F) = F.
ð.÷. ï ôýðïò A→ F åßíáé ôáõôïëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí (¬A). Óýíäåóìïé
1 èÝóçò: ÕðÜñ÷ïõí 4. Ìüíïí Ýíáò, ç Üñíçóç, Ý÷åé åíäéáöÝñïí. Óýíäåóìïé 2
èÝóåùí: ÕðÜñ÷ïõí 222

= 16. Åêôüò ôùí ∧;∨;→ ïé Üëëïé åéíáé:

Óýìâïëï Éóïäõíáìßá ÐáñáôçñÞóåéò
T óôáèåñüò ìå ôéìÞ T
F óôáèåñüò ìå ôéìÞ F
A ðñþôç ðñïâïëÞ
B äåýôåñç ðñïâïëÞ
¬A
¬B

A↔ B (A→ B) ∧ (B → A) éóïäõíáìßá
A← B B → A áíôßó. óõíåðáãùãÞ
A+B (A ∨B) ∧ ¬(A ∧B) äéÜæåõîç (xor)
A ↓ B ¬(A ∨B) ïýôå A ïýôå B (nor)
A|B ¬(A ∧B) nand
A < B (¬A) ∧B F < T (äéÜôáîç)
A > B A ∧ (¬B) T > F

èåþñçìá 2.18 Ôá {|} êáé {↓} åßíáé åðáñêÞ.

Áðüäåéîç: Ïé áëçèïðßíáêåò ôùí | êáé ↓ åßíáé:

A B A|B A ↓ B
T T F F
T F T F
F T T F
F F T T

Å÷ïõìå:

¬A ./ (A|A)
A ∨B ./ ((¬A)|(¬B))

¬A ./ (A ↓ A)
A|B ./ ¬((¬A) ↓ (¬B))
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2.9 ÁóêÞóåéò

1. Áðïäåßîôå üôé ïé ðéï êÜôù ðñïôáóéáêïß ôýðïé åßíáé ôáõôïëïãßåò.

(i) ÐñïóåôáéñéóôéêÞ, ÁíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá ãéá ôá ∧;∨;↔.
ð.÷. � ∧ ( ∧ �) ↔ (� ∧  ) ∧ �; � ∨  ↔  ∨ � ê.ë.ð.

(ii) Åðéìåñéóôéêïß íüìïé:

(' ∧ ( ∨ �)) ↔ ((' ∧  ) ∨ (' ∧ �))
(' ∨ ( ∧ �)) ↔ ((' ∨  ) ∧ (' ∨ �))

(iii) Áñíçóç:
(¬(¬')) ↔ '
¬('→  ) ↔ (' ∧ ¬ )
¬('↔  ) ↔ ((' ∧ ¬ ) ∨ (¬' ∧  ))
¬(' ∧  ) ↔ (¬' ∨ ¬ )
¬(' ∨  ) ↔ (¬' ∧ ¬ )

}
Íüìïé ôïõ De Morgan

(' ∨ ¬') Áñ÷Þ ôïõ áðïêëåéïìÝíïõ ôñßôïõ
Þ íüìïò ôïõ ÁñéóôïôÝëç
¬(' ∧ (¬'))
('→  ) ↔ ((¬ ) → (¬')) Áíôéóôñïöïáíôßèåôç

2. (Äõ�éêüôçôá) Åóôù ' ðñïôáóéáêüò ôýðïò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ïðïßïõ
Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí ìüíïí ôá ∧;∨ êáé ¬. Åóôù '∗
ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò ðïõ ðñïêýðôåé áí óôïí ' åíáëëÜîïõìå ôá ∧ êáé ∨ êáé
áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ A ìå ôï ¬A. Áðïäåßîôå üôé
'./ ¬'∗.

3. Áðïäåßîôå üôé | êáé ↓ åßíáé ïé ìüíïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéò
áðü ìüíïé ôïõò.

4. Ìßá ðñüôáóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôïí óýíäåóìï ↔ åßíáé ôáõôïëïãßá áí êáé
ìüíïí áí êÜèå ðñïôáóéáêü óýìâïëï áðáíôÜôáé Ýíáí Üñôéï áñéèìü öïñþí.

5. Ïé óýíäåóìïé äýï èÝóåùí åßíáé 16 ôïí áñéèìü. Áð' áõôïýò ìüíïí ïé 10 åßíáé
ðñáãìáôéêÜ äéðëïß. Ïé õðüëïéðïé åßíáé åßôå ïõóéùäþò ìïíïß (ðñïâïëÝò, ¬A,
¬B) Þ 0 èÝóåùí (óôáèåñïß). Áðü ôïõò 10 îÝñïõìå üôé ïé | êáé ↓ áðïôåëïýí
áðü ìüíïé ôïõò (êáé ìüíïí áõôïß) åðáñêÞ óýíïëá. Áðü ôïõò 8 ðïõ ìáò ìÝíïõí
ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßóïõìå 28 æåõãÜñéá. Ç åñþôçóç åßíáé: ðüóá áð' áõôÜ ôá
æåõãÜñéá áðïôåëïýí åðáñêÞ óýíïëá;
(Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé {∧;∨;→;←;↔} êáé {∧;∨; <;>;+} äåí åßíáé åðáñêÞ
óýíïëá. Áñá áðïêëåßïíôáé 19 æåýãç! ÌåôÜ áðïäåßîôå üôé {→;F}, {←;F}
åßíáé åðáñêÞ êáé Üñá óõìðåñÜíåôå üôé {→; <}, {→; >}, {→;+}, {←; <},
{←; >}, {←;+} åßíáé åðáñêÞ. Êáôüðéí áðïäåßîôå üôé {<; T }, {>; T } åß-
íáé åðáñêÞ êáé óõìðåñÜíåôå üôé {<;↔}, {>;↔} åßíáé åðáñêÞ. (Åäþ ' →
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 ./ T > (' >  ) êáé {→; <} åðáñêÝò. Åðßóçò T ./ (A ↔ A).) Áñá ìáò
ìÝíåé ìüíï Ýíá æåõãÜñé íá áó÷ïëçèïýìå: ôï {+;↔}. Áðïäåßîôå ôþñá üôé:
Ðñüôáóç To {¬;+;↔} äåí åßíáé åðáñêÝò.)

6. Âñßóêåóôå óôç ÷þñá ôùí èáõìÜôùí üðïõ üëïé ïé êÜôïéêïé ëÝíå åßôå ðÜíôá
áëÞèåéá (ïé \êáëïß") Þ ðÜíôá øÝììáôá (ïé \êáêïß"). Ðçãáßíåôå ãéá ôï ìáãå-
ìÝíï êÜóôñï þóðïõ îáöíéêÜ ï äñüìïò ó÷çìáôßæåé ìéá äé÷Üëá. Åêåß âñßóêåôáé
Ýíáò êÜôïéêïò ðïõ äåí îÝñåôå áí åßíáé êáëüò Þ êáêüò. Ìå ôçí ðñïõðüèåóç
üôé áõôüò èá óáò áðáíôÞóåé óå ìéá ìüíï åñþôçóç êáé ìüíïí ìå Ýíá íáé Þ Ýíá
ü÷é, ôé åñþôçóç èá ôïõ êÜíåôå ãéá íá äåßôå ðïéüò áðï ôïõò äýï äñüìïõò ôçò
äé÷Üëáò ðÜåé óôï êÜóôñï.
(Õðüäåéîç: Èåùñåßóôå ôéò ðñïôÜóåéò: ' íá óçìáßíåé \ëåò ôçí áëÞèåéá" êáé  
\áõôüò ï äñüìïò ðÜåé óôï êÜóôñï". Ó÷çìáôßóôå Ýíá êáôÜëëçëï áëçèïðßíáêá
þóôå ç ðñáãìáôïðïßçóÞ ôïõ ìå âÜóç ôéò ' êáé  íá óáò äßíåé ôçí êáôÜëëçëç
åñþôçóç.)

7. Áðïäåßîôå üôé êáíÝíáò áðü ôïõò ' ↔ ( ↔ �) êáé (' ∧ ( ∧ �)) ∨ (¬' ∧
(¬ ∧ ¬�)) äåí åßíáé ëïãéêÞ óõíåðáãùãÞ ï Ýíáò ôïõ Üëëïõ.

8. Áðïäåßîôå Þ áíôáðïäåßîôå ôá áêüëïõèá:

(i) áí åßôå Σ |= ' Þ Σ |=  ôüôå Σ |= ' ∨  .

(ii) áí Σ |= ' ∨  ôüôå åßôå Σ |= ' Þ Σ |=  .

9. Áðïäåßîôå ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç ãíùóôÞ êáé ùò ëÞììá ðáñåìâïëÞò: Áí
ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò ' →  åßíáé ôáõôïëïãßá ( |= ' →  ) ôüôå ìéá áðü ôéò
ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò áëçèåýåé:

(1) ï ' åßíáé áíôéëïãßá ( |= ¬' ),

(2) ï  åßíáé ôáõôïëïãßá ( |=  ),

(3) õðÜñ÷åé ðñïôáóéáêüò ôýðïò 
 ôÝôïéïò þóôå:

• êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ ôïõ 
 åìöáíßæåôáé êáé óôïí ' êáé óôïí
 ,

• ïé '→ 
; 
 →  åéíáé ôáõôïëïãßåò ( |= '→ 
 ; |= 
 →  ).

10. Áðü ôçí áðüäåéîç ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò ðñïêýðôåé üôé ìðïñïýìå
íá êáôáóêåõÜóïõìå ôïí ôýðï 
 üôáí îÝñïõìå ôá ' êáé  . Åóôù ' ≡ ((q →
p)∨r)∧((r → p)∨¬q) êáé  ≡ (¬p∧¬q)∨(p∧¬q)∨(p∧q)∨s. ÊáôáóêåõÜóôå
ôïí 
.

11. Èåþñçìá Ïñéóéìüôçôáò: ¸óôù p; q; p1; : : : ; pk äéáêåêñéìÝíåò ìåôáîý ôïõò
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò êáé ' ≡ '(p; p1; : : : ; pk) Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 20

ôïõ ïðïßïõ ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò åßíáé ìåôáîý ôùí p; p1; : : : ; pk. Áí ï
ðñïôáóéáêüò ôýðïò

('(p; p1; : : : ; pk) ∧ '(q; p1; : : : ; pk)) → (p↔ q)

åßíáé ôáõôïëïãßá, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ðñïôáóéáêüò ôýðïò 
 ≡ 
(p1; : : : ; pk), ìå
ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ìåôáîý ôùí p1; : : : ; pk, Ýôóé þóôå ï ôýðïò

'(p; p1; : : : ; pk) → (p↔ 
)

íá åßíáé ôáõôïëïãßá.
(Õðüäåéîç: ÷ñçóéìïðïéåßóôå ôï ëÞììá ðáñåìâïëÞò.)
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2.10 Ôï èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò

Ïñéóìüò 2.19 ¸óôù Σ Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí. ËÝìå üôé ôï Σ åß-
íáé éêáíïðïéÞóéìï åÜí õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
� ∈ Σ Ý÷ïõìå üôé V (�) = T. ËÝìå üôé ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï
(ðåð. éêáí.) åÜí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.

èåþñçìá 2.20 (èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò) ¸íá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôý-
ðùí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.

Áðüäåéîç: Ôï ìç ðñïöáíÝò ìÝñïò ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé í' áðïäåßîïõìå
üôé áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Σ åßíáé éêáíïðïÞóéìï ôüôå üëï ôï
óýíïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Èá ôï áðïäåßîïõìå ìå äéÜöïñá âÞìáôá.

Ïñéóìüò 2.21 ¸íá óýíïëï ðñïôÜóåùí Σ ëÝãåôáé ðëÞñåò áí ãéá ïðïéïäÞ-
ðïôå ðñïôábóéáêü ôýðï � Ý÷ïõìå åßôå � ∈ Σ Þ (¬�) ∈ Σ.

Ðáñáôçñïýìå üôé áí Ý÷ïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ôüôå ôï óýíïëï Σ =
{� | V (�) = T} åßíáé ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.

ÁëëÜ êáé áíôéóôñüöùò êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óý-
íïëï åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå áõôü ðáñáôçñïýìå ðñþôá
üôé éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 2.22 Óå êÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σ
éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

1. � ∈ Σ ⇔ (¬�) =∈ Σ

2. (� ∧  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ êáé  ∈ Σ

3. (� ∨  ) ∈ Σ ⇔ � ∈ Σ Þ  ∈ Σ

4. (�→  ) ∈ Σ ⇔ � =∈ Σ Þ  ∈ Σ

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Ãéá ôï 1. Áí � ∈ Σ ôüôå ïðùóäÞðïôå äåí ìðïñïýìå íá
Ý÷ïõìå (¬�) ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï êáé ôï óýíïëï
{�;¬�} äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Áíôßóôñïöá, åÜí ¬� =∈ Σ ôüôå åðåéäÞ ôï Σ
åßíáé ðëÞñåò èá Ý÷ïõìå � ∈ Σ. Ãéá ôï 2. ¸óôù (� ∧  ) ∈ Σ. Ôüôå äåí
åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå ð.÷. ¬� ∈ Σ äéüôé ôï óýíïëï {(�∧ );¬�} äåí åßíáé
éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá èá åßíáé � ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ðëÞñåò. Ïìïßùò ãéá
ôï  . Áíôßóôñïöá åÜí Ý÷ïõìå � ∈ Σ êáé  ∈ Σ äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå
üôé ¬(� ∧  ) ∈ Σ åðåéäÞ ôï Σ åßíáé ððåðåñáóíÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá áðü
ðëçñüôçôá ôïõ Σ èá Ý÷ïõìå (� ∧  ) ∈ Σ. Ïìïßùò êáé ãéá ôéò õðüëïéðåò
ðåñéðôþóåéò.

Ìå âÜóç áõôü ôï ëÞììá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï:
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ËÞììá 2.23 ÊÜèå ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï Σ åßíáé éêáíï-
ðïéÞóéìï.

Áðüäåéîç ëÞììáôïò: Ïñßæïõìå ìßá áðïíïìÞ áëÞèåéáò V ùò åîÞò:
Áí A åßíáé ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ, ôüôå

V (A) =
{

T áí A ∈ Σ
F áí ¬A ∈ Σ

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ëüãù ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ Σ ãéá êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôá-
âëçôÞ A õðÜñ÷åé ç ôéìÞ V (A), êáé üôé ëüãù ôïõ ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìïõ
ç ôéìÞ áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ. ÄçëáäÞ üôé ï ïñéóìüò ôçò V åßíáé êáëüò.

Ìðïñïýìå ôþñá íá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò
üôé ãéá êÜèå ôýðï � éó÷ýåé:

� ∈ Σ ⇔ V (�) = T

Ãéá ôéò ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò ç éó÷ýò ôïõ áíùôÝñù åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá
ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò áò åîåôÜóïõìå ôçí ðåñßðôùóç � = �1 ∧ �2. ¸÷ïõìå:

�1∧�2 ∈ Σ ⇔ (áðü ðñïçã. ëÞììá) �1 ∈ Σ êáé �2 ∈ Σ ⇔ (åðáã. õðüèåóç) V (�1) =
T êáé V (�2) = T ⇔ V (�1 ∧ �2) = T. Ïìïßùò üëåò ôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò.

¢ñá ëïéðüí, ôåëéêÜ, áí ìáò äïèåß Ýíá óýíïëï ðñïôáóéáêþí ôýðùí Σ ,
ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé
äõíáôüí íá åðåêôáèåß óå Ýíá óýíïëï Σ

′ ⊇ Σ þóôå Σ
′ íá åßíáé ðëÞñåò êáé

ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá ëïéðüí áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï
óðïõäáßï ëÞììá.

ËÞììá 2.24 (Lindenbaum) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï Σ
ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíá ðëÞñåò êáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï óýíïëï
Σ
′ ⊇ Σ.

Áðüäåéîç: Åö' üóïí ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí åßíáé áñéè-
ìÞóéìï, ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ìðïñåß íá áñéèìçèåß.2 ¸óôù
�1; �2; : : : ; �n; : : : ìßá ôÝôïéá áñßèìçóç. Ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá óõíüëùí ðñï-
ôáóéáêþí ôýðùí Σ0 ⊆ Σ1 ⊆ Σ2 ⊆ · · · ⊆ Σn ⊆ · · · ùò åîÞò:

Σ0 = Σ

Σn+1 =
{

Σn ∪ {�n} áí Σn ∪ {�n} åßíáé ðåð. éêáí.
Σn ∪ {¬�n} äéáöïñåôéêÜ

Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï.
Ôï áðïäåéêíýïõìå ìå áñéèìçôéêÞ åðáãùãÞ óôï n. Ãéá n = 0 éó÷ýåé áðü ôïí

2Áðü ôç óõíïëïèåùñßá ãíùñßæïõìå üôé åÜí Σ åßíáé áñéèìÞóéìï ôüôå ôï óýíïëï üëùí ôùí
ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü óôïé÷åßá ôïõ Σ åßíáé áñéèìÞóéìï. ÁñéèìÞóéìï óçìáßíåé üôé
õðÜñ÷åé ìßá 1{1 êáé åðß áíôéóôïé÷ßá ìå ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí.
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ïñéóìü. ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé éó÷ýåé ãéá n äçëáäÞ üôé ôï Σn åßíáé ðåðåñá-
óìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï Σn+1 åßíáé ðåðåñáóìÝíá
éêáíïðïéÞóéìï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá ôõ÷üí � áí ôï Σn ∪ {�} äåí
åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï ôüôå ôï Σn ∪ {¬�} åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêá-
íïðïéÞóéìï. ¸óôù ëïéðüí { 1; : : : ;  k;¬�} ôõ÷üí ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
ôïõ Σn;¬�. ÅðåéäÞ ôï Σn; � äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï õðÜñ÷åé
õðïóýíïëü ôïõ { ′1; : : : ;  

′
l ; �} ðïõ äåí éêáíïðïéåßôáé. ÅðåéäÞ ôï Σn åßíáé ðå-

ðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï èá õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ, Ýóôù V , ðïõ éêáíïðïéåß ôï
{ 1; : : : ;  k;  

′
1; : : : ;  

′
l}. ÁëëÜ ôüôå ç V äåí ìðïñåß íá éêáíïðïéåß ôçí � Üñá

V (¬�) = T, äçëáäÞ ç V éêáíïðïéåß ôï { 1; : : : ;  k;¬�}.
Ïñßæïõìå ôþñá ôï Σ

′
= ∪∞n=0Σn. Ôï Σ

′ åßíáé ðëÞñåò äéüôé êÜèå ðñïôá-
óéáêüò ôýðïò åßíáé êÜðïéï �n óôç ëßóôá ôçò áñßèìçóçò êáé ãéá ôç äçìéïõñãßá
ôïõ Σ

′ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß üëá ôá �n Þ ¬�n. Ôï Σ
′ åßíáé êáé ðåðåñáóìÝíá

éêáíïðïéÞóéìï äéüôé áí {�1; : : : ; �k} Ýíá õðïóýíïëü ôïõ èá õðÜñ÷åé Ýíá n áñ-
êïýíôùò ìåãÜëï þóôå {�1; : : : ; �k} ⊆ Σn êáé åðåéäÞ ôï Σn åßíáé ðåðåñáóìÝíá
éêáíïðïéÞóéìï ôï óýíïëï {�1; : : : ; �k} èá éêáíïðïéåßôáé.

Ðüñéóìá 2.25 ÅÜí Σ |= � ôüôå õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Σ0 ⊆ Σ þóôå Σ0 |=
�.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç âáóßæåôáé óôï üôé Σ |= � ôüôå êáé ìïíïí ôüôå Σ;¬�
äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï.

¸óôù ôþñá Σ |= �. Ôüôå ôï óýíïëï Σ;¬� äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, Üñá
áðü èåþñçìá ôçò óõìðÜãåéáò äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíá éêáíïðïéÞóéìï. ¢ñá õðÜñ-
÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï Σ0;¬� ðïõ äåí åßíáé éêáíïðïéÞóéìï (Σ0 ⊆ Σ
êáé Σ0 ðåðåñáóìÝíï). ¢ñá Σ0 |= �.


