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6 ÁíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò

Óõìâïëéóìïß: Ìå N = {0; 1; : : : ; n : : :} óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí öõóé-
êþí áñéèìþí. Ôá x; y; z; : : : ; a; b; c; : : : äÝ÷ïíôáé ôéìÝò áðü ôï N. Ìå F;G;H
èá óõìâïëßæïõìå ôéò áñéèìçôéêÝò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ ,ãéá êÜðïéï n; ôéòóõíáñôóåéòáð′ôï
Nn óôï N êáé ìå P;Q;R ôá áñéèìçôéêÜ êáôçãïñÞìáôá Þ ó÷Ýóåéò, äçëáäÞ
õðïóýíïëá ôïõ Nn. Ìå ~x èá óõìâïëßæïõìå ôç n-Üäá 〈x1; : : : ; xn〉 (ôï n èá
ôåêìáßñåôáé ðïëëÝò öïñÝò áðü ôá óõìöñáæüìåíá), ìå ∀~x ôï ∀x1 : : : ∀xn êáé
áíôßóôïé÷á ìå ∃~x ôï ∃x1 : : : ∃xn.

Ïñéóìüò 6.1 Ç óõíÜñôçóç F : Nn → N åßíáé õðïëïãßóéìç åÜí õðÜñ÷åé Ýíáò
(ìç÷áíéêüò) áëãüñéèìïò ï ïðïßïò áí ôïí ôñïöïäïôÞóïõìå ìå ôïõò áñéèìïýò
a1; : : : ; an íá ìáò ðñïìçèåýåé, óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï, ôçí ôéìÞ F (a1; : : : ; an)·
äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé ìéá áðïôåëåóìáôéêÞ, ìç÷áíéêÞ óõíôáãÞ õðïëïãéóìïý ôùí
ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò.

ÐáñáôÞñçóç 6.2 Ï áíùôÝñù ïñéóìüò äåí åßíáé Ýíáò áõóôçñüò ìáèçìáôéêüò
ïñéóìüò. ÁíáöÝñåôáé óå Ýííïéåò, üðùò áëãüñéèìïò, ãéá ôéò ïðïßåò äåí Ý÷ïõí
äïèåß ìáèçìáôéêïß ïñéóìïß. Áñãüôåñá èá äïýìå ðþò ìðïñïýìå íá äþóïõìå
Ýíá áõóôçñü ìáèçìáôéêü áíÜëïãï ôçò Ýííïéáò £õðïëïãßóéìç óõíÜñôçóç¤.

Ïñéóìüò 6.3 Ãéá P ⊂ Nn, ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ P , ç CP ,
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

CP =
{

0 áí P (~x)
1 áí ¬P (~x)

Ïñéóìüò 6.4 Ôï êáôçãüñçìá P åßíáé õðïëïãßóéìï åÜí ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
ôïõ óõíÜñôçóç CP åßíáé õðïëïãßóéìç.

Ïñéóìüò 6.5 Ãéá êÜèå n êáé êÜèå i ìå 1 ≤ i ≤ n, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç
Ini : Nn → N íá åßíáé ç Ini (x1; : : : ; xn) = xi. Ç Ini ëÝãåôáé óõíÜñôçóç
ðñïâïëÞò.

Èá ïñßóïõìå êëÜóåéò áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí Σ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò
áêüëïõèïõò êáíüíåò:

(R1) Ïé âáóéêÝò óõíáñôÞóåéò Z; �;+; ·; C< êáé Ini (ãéá êÜèå i; n ìå 1 ≤
i ≤ n), áíÞêïõí óôï Σ, üðïõ + êáé · åßíáéí áíôéóôïß÷ùò ïéì ãíùóôÝò óõíáñ-
ôÞóåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé

ç C< åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôçò ó÷Ýóçò < óôï N,
Z : N→ N, ìå Z(x) = 0, ãéá êÜèå x, êáé
� : N→ N, ìå �(x) = x+ 1 (ç óõíÜñôçóç ôïõ åðüìåíïõ).

(R2)[ÁíôéêáôÜóôáóç]. ÁíG;H1; : : : ; Hk ∈ Σ êáé F (~x) = G(H1(~x); : : : ; Hk(~x)),
ôüôå F ∈ Σ.
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(R3)[ÁíáäñïìÞ] Áí G;H ∈ Σ êáé F ïñßæåôáé áðü ôéò åîéóþóåéò

F (0; ~x) = G(~x)
F (y + 1; ~x) = H(F (y; ~x); y; ~x)

ôüôå F áíÞêåé óôï Σ.

Ïñéóìüò 6.6 Ç êëÜóç ôùí ðñùôïãåíþí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ç
ìéêñüôåñç êëÜóç áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò êá-
íüíåò R1, R2 êáé R3. ÄçëáäÞ åßíáé ç ìéêñüôåñç êëÜóç óõíáñôÞóåùí ðïõ
ðåñéÝ÷åé ôéò âáóéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò êáíüíåò ó÷ç-
ìáôéóìïý óõíáñôÞóåùí R2 êáé R3.

ÐáñÜäåéãìá 6.7 Ç åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç xy = Exp(y; x) åßíáé ðñùôïãåíÞò
áíáäñïìéêÞ, äéüôé

Exp(0; x) = 1 = �(Z(x))
Exp(y + 1; x) = Exp(y; x) · x = H(Exp(y; x); y; x)

üðïõ H(a; b; c; ) = ·(I3
1 (a; b; c; ); I3

3 (a; b; c)).

ËÞììá 6.8 ¸óôù ç êëÜóç Σ éêáíïðïéåß ôá R1 êáé R2 êáé Ýóôù G ∈ Σ.
Ôüôå, áí x1; : : : ; xn åßíáé îå÷ùñéóôÝò ìåôáâëçôÝò êáé áí z1; : : : ; zk áêïëïõèßá
ìåôáâëçôþí þóôå zi ∈ {x1; : : : ; xn}; (1 ≤ i ≤ k) êáé åÜí ç F ïñßæåôáé áðü
F (x1; : : : ; xn) = G(z1; : : : ; zk) (åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå êáé k > n), ôüôå
F ∈ Σ.
Áðüäåéîç ¸óôù zi = xji ãéá (1 ≤ i ≤ k). Ôüôå Ý÷ïõìå

F (x1; : : : ; xn) = G(Inj1(x1; : : : ; xn); : : : ; Inik(x1; : : : ; xn))

¤
Ôï ëÞììá ìáò åðéôñÝðåé, óå ïñéóìïýò óõíáñôÞóåùí, ãéá êëÜóåéò óõíáñ-

ôÞóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôá R1, R2, íá ôáõôßæïõìå, áíôéìåôáèÝôïõìå êáé íá
ðñïóèÝôïõìå ðëáóôÝò ìåôáâëçôÝò ÷ùñßò íá ïäçãïýìáóôå åêôüò ôçò êëÜóçò
Σ. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, áí G(x1; x2; x3) ∈ Σ, ôüôå üëåò ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ
ïñßæïíôáé ìå F1(x1; x2) = G(x1; x2; x1), F2(x2; x1; x3) = G(x1; x2; x3) êáé
F3(x1; x2; x3; x4) = G(x1; x2; x3) áíÞêïõí óôï Σ.

Ïñéóìüò 6.9 ¸óôù P (~x; y) êáôçãüñçìá êáé Ýóôù üôé ∀~x∃yP (~x; y) Ôüôå

�yP (~x; y) = ôï åëÜ÷éóôï y ôÝôïéï þóôå P (~x; y):

(R4) [ÔåëåóôÞò åëá÷éóôïðïßçóçò] ÅÜí G ∈ Σ êáé åÜí ∀~y ∃xG(~y; x) = 0.
Ôüôå �x(G(~y; x) = 0) ∈ Σ.
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Ïñéóìüò 6.10 Ç êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ç ìéêñüôåñç
êëÜóç áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõ êáíüíåò R1, R2
êáé R4. Áí ìéá óõíÜñôçóç áíÞêåé óôçí êëÜóç áõôÞ ëÝìå üôé ç óõíÜñôçóç
åßíáé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.

Ïñéóìüò 6.11 Ôï êáôçãüñçìá P åßíáé áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá áí ç ÷á-
ñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç CP åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Åßíáé ðñùôïãåíÝò
áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá áí ç CP åßíáé ðñùôïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå êÜðïéïõò êáíüíåò êáôáóêåõÞò íÝùí áíáäñïìé-
êþí óõíáñôÞóåùí êáé êáôçãïñçìÜôùí.

(C1) ÅÜí Q áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá êáé F1; : : : ; Fk áíáäñïìéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò êáé åÜí P (~x) ↔ Q(F1(~x); : : : ; Fk(~x)), ôüôå ôï P åßíáé áíáäñïìéêü
êáôçãüñçìá.
Áðüäåéîç ÅðåéäÞ CP (~x) = CQ(F1(~x); : : : ; Fk(~x)). ¤

(C2) ¸óôù P áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá êáé Ýóôù ∀~y ∃xP (~y; x). Ôüôå ç
óõíÜñôçóç F (~y) = �xP (~y; x) åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç ÅðåéäÞ F (~y) = �x(CP (~y; x)) = 0. ¤

Ïñéóìüò 6.12 Ï ïñéóìüò ìéáò óõíÜñôçóçò Þ åíüò êáôçãïñÞìáôïò ëÝãåôáé
óáöÞò ïñéóìüò áðü ôá F1; : : : ; Fk êáé P1; : : : ; Pl, åÜí îåêéíþíôáò áðü áõôÜ
äßíïõìå ôïí ïñéóìü ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíïí ôçí áíôéêáôÜóôáóç êáé ôïí �-
ôåëåóôÞ.

ËÞììá 6.13 Áí F1; : : : ; Fk, P1; : : : ; Pl áíáäñïìéêÜ, ôüôå êÜèå ñçôüò ïñé-
óìüò áðü áõôÜ äßíåé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç Þ êáôçãüñçìá.
Áðüäåéîç Áðü ôá C1, C2, R2, R4. ¤

(C3) ÊÜèå óôáèåñÞ óõíÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç Ãéá êÜèå k ∈ N Ýóôù Fk(~x) = k ç óôåèåñÞ óõíÜñôçóç n ìåôá-
âëçôþí. Áðïäåéêíýïõìå üôé êÜèå Fk åßíáé áíáäñïìéêÞ ìå åðáãùãÞ óôï k.

F0(~x) = �y(In+1
n+1 (~x; y) = 0):

Fk+1(~x) = �y(Fk(~x; y) < y):

¤

Ïñéóìüò 6.14 ÅÜí P êáé Q êáôçãïñÞìáôá, ïñßæïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôá
êáôçãïñÞìáôá ¬P P → Q P ∨Q P ∧Q ê.ë.ð. ðïõ ðñïêýðôïõí ÷ñçóéìïðïéþ-
íôáò ôïõò ëïãéêïýò ðñïôáóéáêïýò óõíäÝóìïõò (óõíäõáóìïß Boole).
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(C4) ÅÜí P êáé Q áíáäñïìéêÜ ôüôå üëïé ïé óõíäõáóìïß Boole ôùí P êáé
Q åßíáé áíáäñïìéêÜ êáôçãïñÞìáôá.
Áðüäåéîç

C¬P (~x) = C<(0; CP (~x))
CP∨Q(~x) = CP (~x) · CQ(~x)

Ôá õðüëïéðá ìðïñïýí íá ïñéóôïýí óõíáñôÞóåé ôùí ¬ êáé ∨, åðåéäÞ áõôÜ áðï-
ôåëïýí åðáñêÝò óýíïëï óõíäÝóìùí. ¤

(C5) Ôá êáôçãïñÞìáôá <; ≤; >; ≥; = åßíáé áíáäñïìéêÜ.
Áðüäåéîç Ôï < åßíáé áíáäñïìéêü, áðü ïñéóìü. Ãéá ôá õðüëïéðá õðÜñ÷ïõí
ïé áêüëïõèïé ñçôïß ïñéóìïß.

x ≤ y ↔ ¬(y < x)
x > y ↔ y < x
x ≥ y ↔ y ≤ x
x = y ↔ x ≤ y ∧ y ≤ x

¤

(C6) Ç óõíÜñôçóç −̇ ðïõ ïñßæåôáé ùò êÜôùèé

x−̇y =
{
x− y áí x ≥ y
0 äéáöïñåôéêÜ, äçëáäÞ áí x < y

åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç Äéüôé Ý÷åé ôïí ñçôü ïñéóìü, −̇ = �z(y + z = x ∨ x < y). ¤

Ïñéóìüò 6.15 (ÖñáãìÝíïò ôåëåóôÞò) ¸óôù P (~y; x) ïðïéïäÞðïôå êáôç-
ãüñçìá. Ôüôå ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç �xx<zP (~y; x) ùò åîÞò:

�xx<zP (~y; x) = �x(P (~y; x) ∨ x = z)

Áò óçìåéùèåß üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé ðÜíôá ïñéóìÝíç êáé üôé ôï z áíÞêåé
óôéò ìåôáâëçôÝò ôçò óõíÜñôçóçò. Ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ôï ìéêñüôåñï
x, ãíçóßùò ìéêñüôåñï ôïõ z, ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé P (~y; x), ìå ôçí ðñïûðüèåóç
üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôÝôïéï x, äéáöïñåôéêÜ ç ôéìÞ åßíáé ôï z.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé áí P (~y; x) åßíáé áíáäñïìéêü ôüôå ç óõíÜñôçóç �xx<zP (~y; x)
åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ïðüôå éó÷ýåé êáé ôï ðáñáêÜôù.

(C7) ¸óôù P (~y; x) áíáäñïìéêü (ôï x åßíáé äéáöïñåôéêü áðü ôá ~y) êáé Ýóôù
H(~y) åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç. Ôüôå ç óõíÜñôçóç F (~y) = �xx<H(~y)P (~y; x)
åßíáé áíáäñïìéêÞ.
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Ïñéóìüò 6.16 (ÖñáãìÝíïé ðïóïäåßêôåò) ¸óôù · · ·x · · · ìéá éäéüôçôá, Ýíá
êáôçãüñçìá, ðïõ áíáöÝñåôáé óôï x. Ôüôå ïé öñáãìÝíïé ðïóïäåßêôåò ïñßæï-
íôáé ùò áêïëïýèùò:

∃xx<z · · ·x · · · ↔ õðÜñ÷åé x, ãíçóßùò ìéêñüôåñï ôïõ z, þóôå ôï · · ·x · · · íá éó÷ýåé:
∀xx<z · · ·x · · · ↔ ãéá êÜèå x, ãíçóßùò ìéêñüôåñï ôïõ z, ôï · · ·x · · · éó÷ýåé:

(C8) ¸óôù P (~y; x) áíáäñïìéêü êáôçãüñçìá (ôï x åßíáé äéáöïñåôéêü áðü
ôá ~y) êáé Ýóôù H(~y) áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç.

Áí ôï Q1 ïñßæåôáé ìÝóù ôïõ ïñéóìïý Q1(~y) ↔ ∃x<H(~y)P (~y; x) ôüôå åßíáé
áíáäñïìéêü äéüôé Ý÷åé ôïí óáöÞ ïñéóìü �xx<H(~y)(P (~y; x) < H(~y)).

Áí ôï Q2 ïñßæåôáé ìÝóù ôïõ ïñéóìïý Q2(~y) ↔ ∀xx<H(~y)P (~y; x) ôüôå åßíáé
áíáäñïìéêü äéüôé Ý÷åé ôïí óáöÞ ïñéóìü �xx<H(~y)(¬P (~y; x)) = H(~y).

(C9)[Ïñéóìüò ìå ðåñéðôþóåéò] ¸óôù G1(~x); : : : ; Gk(~x) áíáäñïìéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò êáé Ýóôù R1(~x); : : : ; Rk(~x) áíáäñïìéêÜ êáôçãïñÞìáôá þóôå ãéá
êÜèå ~x Ýíá êáé ìüíïí Ýíá áðü ôá R1(~x); : : : ; Rk(~x) éó÷ýåé. Ôüôå ç óõíÜñ-
ôçóç F ðïõ ïñßæåôáé ùò

F (~x) =





G1(~x) áí R1(~x)
G2(~x) áí R2(~x)
...

...
Gk(~x) áí Rk(~x)

åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç Äéüôé F (~x) = G1(~x) · C¬R1(~x) + · · ·+Gk(~x) · C¬Rk(~x). ¤

Áõôü ìáò åðéôñÝðåé íá äßíïõìå áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò ôïõ ôýðïõ

F (~x) =
{
G1(~x) áí R1(~x)
G2(~x) äéáöïñåôéêÜ

äéüôé ôï £äéáöïñåôéêÜ¤ óçìáßíåé ¬R1. Ãåíéêüôåñá, êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
C9 ìðïñïýìå áíôß ôïõ Rk(~x) íá âÜæïõìå £äéáöïñåôéêÜ¤ äéüôé ôüôå ôï Rk(~x)
óçìáßíåé ¬(R1(~x) ∨R2(~x) ∨ · · ·Rk−1(~x)).

(C10) ¸óôù P1(~x); : : : ; Pk(~x) áíáäñïìéêÜ êáôçãïñÞìáôá êáé ÝóôùR1(~x); : : : ; Rk(~x)
áíáäñïìéêÜ êáôçãïñÞìáôá þóôå ãéá êÜèå ~x Ýíá êáé ìüíïí Ýíá áðü ôáR1(~x); : : : ; Rk(~x)
éó÷ýåé. Ôüôå ôï êáôçãüñçìá Q ðïõ ïñßæåôáé ùò

Q(~x) ↔





P1(~x) áí R1(~x)
P2(~x) áí R2(~x)
...

...
Pk(~x) áí Rk(~x)

åßíáé áíáäñïìéêü.
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ËÞììá 6.17 ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç Pair : N2 → N ç ïðïßá åßíáé
Ýíá ðñïò Ýíá (ìïíïìïñöéóìüò).
Áðüäåéîç Ïñßæïõìå Pair(x; y) = (x+y)(x+y)+x+1. Ç óõíÜñôçóç åßíáé
ðñïöáíþò áíáäñïìéêÞ. Èá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé êáé Ýíá ðñïò Ýíá. ¸óôù
Pair(x; y) = Pair(x′; y′). ÈÝëïõìå x = x′ êáé y = y′. Áò õðïèÝóïõìå üôé
x + y < x′ + y′. Ôüôå Pair(x; y) = (x + y)2 + x + 1 ≤ (x + y + 1)2 ≤
(x′+ y′)2 < Pair(x′; y′). ¢ñá èá ðñÝðåé x+ y = x′+ y′, åê ôïõ ïðïßïõ x = x′
êáé âÝâáéá y = y′. ¤

ËÞììá 6.18 (Ç �-óõíÜñôçóç ôïõ G�odel.) ÕðÜñ÷åé óõíÜñôçóç äýï ìå-
ôáâëçôþí �(x; y) ôÝôïéá þóôå:

1. �(x; y) ≤ x−̇1

2. Ãéá êÜèå n êáé êÜèå áêïëïõèßá a0; : : : ; an−1 õðÜñ÷åé a þóôå �(a; i) =
ai; ∀ i < n.

Áðüäåéîç Áñãüôåñá.

Óôçí óõíÝ÷åéá èá õðïèÝóïõìå üôé óõíÜñôçóç � õðÜñ÷åé. Ôüôå

�(0; y) = 0
�(x; y) < x; ∀x > 0:

Ïñéóìüò 6.19 Ãéá êÜèå n ïñßæïõìå óõíÜñôçóç 〈· · ·〉 : Nn → N, ùò åîÞò:

〈y0; : : : ; yn−1〉 = �x(�(x; 0) = n ∧ �(x; 1) = y0 ∧ · · · ∧ �(x; n) = yn−1)

Ï áñéèìüò 〈y0; : : : ; yn−1〉 ïíïìÜæåôáé áñéèìüò áêïëïõèßáò ôçò n-Üäáò y0; : : : ; yn−1.

ËÞììá 6.20 Ïé áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò åßíáé áíáäñïìéêÝò.

1. Ôï £ìÞêïò ôïõ x¤, lh(x) = �(x; 0).

2. Ç £i+ 1 óõíéóôþóá ôïõ x¤, (x)i = �(x; i+ 1).

3. Ôï êáôçãüñçìá Seq(x), üðïõ Seq(x) ↔ x åßíáé áñéèìüò áêïëïõèßáò êÜðïéùí a0; : : : ; an−1.
Áðüäåéîç ôïõ 3: Ãéá êÜèå x êáé ãéá �(x; 0) = n = lh(x), éêáíïðïéåßôáé ç
åîßóùóç

�(x; 0) = n ∧ �(x; 1) = (x)0 ∧ · · · ∧ �(x; n) = (x)n−1: (∗)

Ãéá íá åßíáé ôï x Ýíáò áñéèìüò áêïëïõèßáò, äçëáäÞ íá åßíáé x = 〈(x)0; : : : ; (x)n−1〉,
èá ðñÝðåé íá åßíáé ï ìéêñüôåñïò x ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç (*). ¢ñá ìðï-
ñïýìå íá äþóïõìå ôïí áêüëïõèï ñçôü ïñéóìü:

seq(x) ↔ ∀yy<x(lh(y) = lh(x) → ∃ii<lh(x)((y)i 6= (x)i))
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¤
¸÷ïõìå ðÜíôá lh(〈a0; : : : ; an−1〉) = n êáé (〈a0; : : : ; an−1〉)i = ai (i < n).
ÅðéôñÝðïõìå (ãéá ôï ìÞêïò ôçò êåíÞò áêïëïõèßáò) n = 0. Ôüôå èá Ý÷ïõìå

〈∅〉 = 〈 〉 = 0.
Åðßóçò áí a 6= 〈 〉, ôüôå lh(a) < a êáé (a)i < a.

Ïñéóìüò 6.21 Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç Red(x; y) þóôå íá Ý÷åé
ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá Red(〈y0; : : : ; yn−1〉; i) = 〈y0; : : : ; yi−1〉, i ≤ n.
Ï ñçôüò ïñéóìüò åßíáé

Red(x; i) = �y(lh(y) = i ∧ ∀jj<i((y)j = (x)j))

Óçìåßùóç: Seq(x) ∧ lh(x) = n→ x = 〈(x)0; : : : ; (x)n−1〉

Ïñéóìüò 6.22 Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç F (y; ~x) ïñßæïõìå ôçí F , ôç óõíÜñôçóç
éóôïñßáò ôçò F , ùò åîÞò:

F (y; ~x) = 〈F (0; ~x); F (1; ~x); : : : ; F (y − 1; ~x)〉

Èá åßíáé F (0; ~x) = 〈 〉 = 0.

ËÞììá 6.23 Ç F (y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí êáé ìüíï áí ç F (y; ~x) åßíáé
áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç ⇒: F (y; ~x) = �z(lh(z) = y ∧ ∀ii<y((z)i = F (i; ~x) (ñçôüò ïñé-
óìüò).

⇐: Ç F Ý÷åé ôï ñçôü ïñéóìü F (y; ~x) = (F (y + 1; ~x))y.
¤

Èåþñçìá 6.24 ÅÜí G áíáäñïìéêÞ êáé F ïñßæåôáé áðü F (y; ~x) = G(F (y; ~x); y; ~x),
ôüôå F åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç ÃñÜöïõìå Ýíá ñçôü ïñéóìü ãéá ôç óõíÜñôçóç H.

H(y; ~x) = �z(Seq(z) ∧ lh(z) = y ∧ ∀ii<y((z)i = G(Red(z; i); i; ~x)))

Èá áðïäåßîïõìå üôé ç H(y; ~x) ôáõôßæåôáé ìå ôçí F (y; ~x). Ç áðüäåéîç èá
ãßíåé ìå åðáãùãÞ. ÕðïèÝôïõìå üôé (Å.Õ.), ãéá êÜèå i < y éó÷ýåé F (i; ~x) =
H(i; ~x), äçëáäÞ H(i; ~x) = 〈F (0; ~x); : : : ; F (i−1; ~x)〉. Èá áðïäåßîïõìå üôé ôüôå
F (y; ~x) = H(y; ~x).

¸óôù F (y; ~x) = 〈F (0; ~x); : : : ; F (y − 1; ~x)〉 = z. Áðü Å.Õ. Red(z; i) =
H(i; ~x), ãéá êÜèå i < y. Ôï z åßíáé ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ï ïðïßïò åßíáé
áñéèìüò áêïëïõèßáò, Ý÷åé lh(z) = y êáé ãéá êÜèå i < y éó÷ýåé üôé (z)i =
F (i; ~x). ÁëëÜ áðü ôïí ïñéóìü ôïõ F , F (i; ~x) = G(F (i; ~x); i; ~x) êáé áðü ôçí
Å.Õ., G(F (i; ~x); i; ~x) = G(H(i; ~x); i; ~x) = G(Red(z; i); i; ~x), äçëáäÞ Ý÷ïõìå
(z)i = G(Red(z; i); i; ~x), ãéá êÜèå i < y. Áõôü óçìáßíåé üôé ôï z åßíáé ï
ìéêñüôåñïò áñéèìüò ðïõ éêáíïðïéåß ôéò áðáéôÞóåéò ôïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý
ôïõ H(y; ~x) êáé óõíåðþò Ý÷ïõìå üôé z = H(y; ~x) = F (y; ~x). ¤
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Ðüñéóìá 6.25 Ç êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé êëåéóôÞ ãéá
ôï ó÷Þìá R3, äçëáäÞ áí G êáé H åßíáé áíáäñïìéêÝò, ôüôå ç F ðïõ ïñßæåôáé
áðü

F (0; ~x) = G(~x)
F (y + 1; ~x) = H(F (y; ~x); y; ~x)

åßíáé áíáäñïìéêÞ.
Áðüäåéîç Ç F Ý÷åé ôïí åîÞò ñçôü ïñéóìü.

F (y; ~x) =
{
G(~x) áí y = 0
H((F (y; ~x))y−̇1; y; ~x) äéáöïñåôéêÜ

¤

ÐáñÜäåéãìá 6.26 Ç áêïëïõèßá Fibonacci, ç un, ðïõ ïñßæåôáé ùò

u0 = u1 = 1
un+2 = un + un+1

åßíáé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç F (n) = un, äéüôé Ý÷åé ôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü

F (x) =
{

1 áí x = 0 ∨ x = 1
(F (x))x−̇1 + (F (x))x−̇2 äéáöïñåôéêÜ

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé E(CP (y; ~x)) åßíáé Ýíáò ñçôüò ïñéóìüò, áðü ôï
êáôçãüñçìá P êáé áðü Üëëåò óõíáñôÞóåéò êáé êáôçãïñÞìáôá ðïõ åßíáé áíá-
äñïìéêÜ. Ôüôå ôï êáôçãüñçìá P , ìå ïñéóìü

P (y; ~x) ↔ E(CP (y; ~x))

åßíáé áíáäñïìéêü, äéüôé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ Ý÷åé ôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü

CP (y; ~x) =
{

0 áí E(CP (y; ~x))
1 äéáöïñåôéêÜ

¢ñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áíáäñïìéêÜ Ýíá P ìå

P (y; ~x) ↔




R1(~x) áí y = 0
R2(~x) áí y = 0 ∧ P (y − 1; ~x)
R3(~x) äéáöïñåôéêÜ

äéüôé P (y − 1; ~x) ↔ (CP (y; ~x))y−̇1 = 0.
Ìðïñïýìå åðßóçò íá ïñßóïõìå ìéá óõíÜñôçóç F ìå

F (x; y) =
{
F (H1(x); y) áí H1(x) < x
H2(x; y) äéáöïñåôéêÜ

äéüôé ç ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ïñéóìïý ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß ìå
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(F (x; y))H1(x) áí H1(x) < x.

Ãåíéêüò êáíüíáò: Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò ìéáò óõíÜñôçóçò F (y; ~x) (Þ
åíüò êáôçãïñÞìáôïò) åßíáé óùóôüò ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé, üôáí ôï F (w; ~x)
åìöáíßæåôáé óôï äåîéü ìÝñïò ôïõ ïñéóìïý, ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôéw < y.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôï ëÞììá 6.18, äçëáäÞ ôçí ýðáñîç ôçò óõ-
íÜñôçóçò �. Ãéá íá äéåõêïëõíèïýìå óôçí áðüäåéîç, áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôçí
ýðáñîç ìéáò, ðáñüìïéáò ìå ôç �, óõíÜñôçóçò �.

Ðñüôáóç 6.27 ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç �(x; y; z), ôÝôïéá þóôå:

1. �(x; y; z) ≤ x.

2. Ãéá êÜèå a0; : : : ; an−1, õðÜñ÷ïõí áñéèìïß b êáé c þóôå �(b; c; i) = ai ãéá
êÜèå i < n.

Ðñßí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ 6.27, èá äåßîïõìå üôé ç ýðáñîç ôçò
óõíÜñôçóçò � óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç ôçò óõíÜñôçóçò �.

Ðñüôáóç 6.28 Ç ýðáñîç ôçò óõíÜñôçóçò � óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç ôçò
óõíÜñôçóçò �.
Áðüäåéîç Éó÷ýåé üôé x; y < Pair(x; y). Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò
l (áñéóôåñÞ óõíéóôþóá) êáé r (äåîéÜ óõíéóôþóá), ùò åîÞò:

l(x) = �yy<x∃zz<x(x = Pair(y; z))
r(x) = �yy<x∃zz<x(x = Pair(z; y))

Ïñßæïõìå ôçí áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç � ùò áêïëïýèùò:

�(x; i) =
{
�(l(x); r(x); i) áí x = Pair(l(x); r(x))

0 äéáöïñåôéêÜ

Åßíáé öáíåñü üôé �(x; i) = �(l(x); r(x); i) ≤ l(x) < x, åÜí x = Pair(l(x); r(x))
(äçëáäÞ åÜí ôï x áíÞêåé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò Pair). ¢ñá, åðåéäÞ óå êÜèå Üëëç
ðåñßðôùóç ç ôéìÞ åßíáé ìçäÝí, èá Ý÷ïõìå ðÜíôá �(x; i) ≤ x−̇1.

¸óôù ôþñá, äïèÝíôùí ôùí a0; : : : ; an−1, ôá b êáé c Ý÷ïõí âñåèåß þóôå
�(b; c; i) = ai; ∀ i < n. Ôüôå åÜí a = Pair(b; c) èá Ý÷ïõìå üôé �(a; i) =
�(l(a); r(a); i) = ai, ãéá êÜèå i < n. ¢ñá ç � èá éêáíïðïéåß ôéò áðáéôÞóåéò ôïõ
ïñéóìïý ôçò óôï ëÞììá 6.18.

¤

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç ôçò óõíÜñôçóçò � èá ÷ñåéáóôïýìå ôá áêü-
ëïõèá äýï ëÞììáôá.



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, Óçìåéþóåéò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò 72

ËÞììá 6.29 (ÊéíÝæéêï èåþñçìá õðïëïßðùí) ¸óôù d0; : : : ; dn−1 áñéèìïß
áíÜ äýï ðñþôïé (ðñïò áëëÞëïõò) êáé Ýóôù a0; : : : ; an−1 ôÝôïéá þóôå ai <
di; ∀ i < n. Ôüôå õðÜñ÷åé b þóôå ai = bmod di, ãéá êÜèå i < n· ôï
xmod y óõìâïëßæåé ôï õðüëïéðï ôçò äéáßñåóçò ôïõ x áðü ôï y, Üñá Ý÷ïõìå
êáé xmod y < y.
Áðüäåéîç ¸óôù q =

∏
i<n di = d0 · d1 · · · dn−1. ÅðåéäÞ ôá di åßíáé áíÜ äýï

ðñþôá, ôï q åßíáé ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåßôáé áðü üëá ôá di. ¸óôù
ôþñá x ôõ÷þí áñéèìüò. Ïñßæïõìå [x] = 〈xmod d0; : : : ; xmod dn−1〉 íá åßíáé
ç n-Üäá ôùí õðïëïßðùí ôçò äéáßñåóçò ôïõ x áðü ôá d0; : : : ; dn−1. Ôï ìÝãéóôï
äõíáôü ðëÞèïò áõôþí ôùí n-Üäùí åßíáé di = d0 · d1 · · · dn−1, äçëáäÞ q. ¸óôù
ôþñá x; y < q ìå x 6= y. Ôüôå [x] 6= [y], äéüôé áí 〈xmod d0; : : : ; xmod dn−1〉 =
〈ymod d0; : : : ; ymod dn−1〉 ôüôå èá åß÷áìå üôé di||x − y|, ãéá êÜèå i < n.
ÅðåéäÞ |x − y| < q, áõôü åßíáé äõíáôü ìüíïí áí x = y. ¢ñá ôï [x] ðáßñíåé
üëåò ôéò äõíáôÝò ôéìÝò üôáí ôï x êéíåßôáé óôá 0; 1; : : : ; q− 1. ¢ñá áí ðÜñïõìå
ìéá n-Üäá a0; : : : ; an−1 ìå ai < di, ôüôå èá õðÜñ÷åé b þóôå [b] = 〈a0; : : : ; an−1〉.

¤

ËÞììá 6.30 Ãéá êÜèå áñéèìü n, ïé n+ 1 áñéèìïß

1 + n!; 1 + 2(n!); 1 + 3(n!); : : : ; 1 + (n+ 1)(n!)

åßíáé áíÜ äýï ðñþôïé ðñïò áëëÞëïõò
Áðüäåéîç ¸óôù üôé õðÜñ÷ïõí i; j ∈ {1; : : : ; (n+ 1)} ôÝôïéá þóôå 1 + i(n!)
êáé 1 + j(n!) Ý÷ïõí êïéíü ðáñÜãïíôá, Ýóôù ôïí ðñþôï áñéèìü p. Ôüôå ï p
äéáéñåß ôïí |i− j| · n!. ÅðåéäÞ p - n! (äéüôé ôüôå èá äéáéñïýóå êáé ôï 1) Ý÷ïõìå
üôé p | |i− j|. ÁëëÜ |i− j| ≤ n < p, (n < p äéüôé p - n!). ¢ñá p | |i− j| ìüíï
óôçí ðåñßðôùóç i = j. ¤

Áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 6.27.
Ïñßæïõìå ôç � ùò åîÞò:

�(x; y; z) = xmod (1 + (z + 1)y):

Ç � åßíáé áíáäñïìéêÞ äéüôé Ý÷åé ôïí áêüëïõèï áíáäñïìéêü ïñéóìü

�(x; y; z) = �w(∃tt<x+1(x = t (1 + (z + 1) y) + w)):

¸óôù ôþñá a0; : : : ; ak−1 áñéèìïß êáé Ýóôù n = max{a1; : : : ; ak; k}. Ðáßñ-
íïõìå c = n!. Ôüôå áðü ôï ëÞììá 6.30 ïé áñéèìïß 1 + (i + 1) · c, ãéá üëá ôá
i ≤ n, åßíáé áíÜ äýï ðñþôïé ðñïò áëëÞëïõò.

Áðü ëÞììá 6.29 (èÝôïíôáò di = 1 + (i + 1)c), õðÜñ÷åé b ôÝôïéï þóôå
ai = bmod (1 + (i+ 1)c), ãéá êÜèå i < n. ÄçëáäÞ �(d; c; i) = ai; ∀i < n.


