
ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÇ ËÏ�ÉÊÇÁÓÊÇÓÅÉÓ �ÉÁ ÔÏ Ó�ÉÔÉ 1ËÕÓÅÉÓÁÓÊÇÓÇ 1. Ç ëýóç ó�éò óåëßäåò 12 êáé 13 �ùí óçìåéþóåùí.ÁÓÊÇÓÇ 2.1. Äåßî�å ü�é êáíÝíáò áðü �ïýò äýï ðñï�áóéáêïýò �ýðïõò äåí óõíåðÜãå�áé�áõ�ïëïãéêÜ �ïí Üëëï:
(' ∧ (( → �) ∧ (� →  ))) êáé ((' ∧ ( ∧ � )) ∨ ((¬') ∧ ((¬ ) ∧ (¬�))))2. Åßíáé ï ((('→  )→ ')→ ') �áõ�ïëïãßá;3. (i) Σ ∪ {'} |=  ⇐⇒ Σ |= ('→  )(ii) � |= |=� ⇐⇒ |= (� → � ) ∧ (� → �)Ëýóåéò:1. Ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò � äåí óõíåðÜãå�áé �áõ�ïëïãéêÜ �ïí  áí ìßááðïíïìÞ äßíåé T ó�ïí � êáé F ó�ïí  . �éá �éò ðåñéð�þóåéò �çò áóêÞóåùò ðÜñ�å�éò áðïíïìÝò V1(�) = T; V1(�) = V1( ) = F êáé V2(�) = V2(�) = V2( ) = F .2. Åýêïëç, åßíáé ï íüìïò �ïõ Peir
e.3. ð.÷. �ï (i) áí Σ; � |=  �ü�å áí V éêáíïðïéåß üëïõò �ïõò �ýðïõò �ïõ Σ�ü�å äåí åßíáé äõíá�üí íá ìçí éêáíïðïéåß �ï �→  áöïý áõ�ü èá ðñïûðÝèå�åü�é éêáíïðïéåß �ï � êáé ü÷é �ï  , áäýíá�ï áðü õðüèåóç.Ïìïßùò êáé ãéá �éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò.ÁÓÊÇÓÇ 3.�éá �çí Üóêçóç 2: Ëýóç.¸ó�ù A1; A2; · · · ; An �á ðñï�áóéêÜ óýìâïëá ðïõåìöáíßæïí�áé ó�çí � (Ìðïñåß íá Ý÷ïõìå ðïëëÝò ßäéåò åìöáíßóåéò �ïõ éäßïõ óõì-âüëïõ). Ôü�å åðåéäÞ ãéá �ï↔ éó÷ýåé ï ðñïóå�áéñéó�éêüò êáé áí�éìå�áèå�éêüòíüìïò Ý÷ïõìå ü�é � |= |=A1 ↔ A2 ↔ · · · ↔ An. Ìáæåýïí�áò �á A ðïõåìöáíßæïí�áé êáé áêüìá ìßá öïñÜ ó�ïí � èá Ý÷ïõìå ü�é� |= |= A1 ↔ A2 ↔ · · · ↔ An
|= |= (A′

1 ↔ A′

1)↔ (A′

2 ↔ A′

2)↔ · · · (A′k ↔ A′k)↔ A� ↔ A�+1 ↔ · · · ↔ Anüðïõ A′

1; : : : ; A′k A1; : : : ; An åßíáé êÜðïéá áðü �á A1; : : : ; An ðïõ åìöáíß-æïí�áé äéðëÜ êáé Ýó�ù A�; A�+1; : : : An �á õðüëïéðá A áöïý îå÷ùñßóïõìå �áæåýãç. ÅðåéäÞ �á A′i ↔ A′i åßíáé �áõ�ïëïãßåò, � |= |=A� ↔ A�+1 ↔ · · · ↔ Anðïõ óçìáßíåé ü�é � åßíáé �áõ�ïëïãßá ⇔ äåí õðÜñ÷ïõí �á A�; : : : ; An ⇔ êÜèåðñï�áóéáêü óýìâïëï åìöáíßæå�áé Üñ�éï áñéèìü öïñþí.�éá �çí Üóêçóç 3. á) {∧;∨;→;←;↔} äåí åßíáé åðáñêÝò. Äéü�é üëïé ïéóýíäåóìïé ó'áõ�ü �ï óýíïëï �çí áëçèï�éìÞ T �çí äéá�çñïýí T êáé Üñá äåí1



ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá íá ðñáãìá�ïðïéÞóïõí �çí Üñíçóç Þ ÝíáíÜëëï óýíäåóìï ðïõ ó�Ýëíåé �ï T; : : : ;T ó�ï T.â) {∧;∨; <;>;+} äåí åßíáé åðáñêÝò. Äéü�é åäþ ïé óýíäåóìïé äéá�çñïýí�ï F êáé äåí ìðïñïýí íá ðñáãìá�ïðïéÞóïõí �ïõò óõíäÝóìïõò ðïõ ó�Ýëíïõí�ï F; : : : ;F ó�ï T.Áðü á) êáé â) áðïêëåßïõìå [ 5!
(5−2)! 2! = 5!

3! 2! = 4·5
2 = 10] 10+10-1=19æåýãç. ¢ñá ìáò ìÝíïõí 9 æåýãç.ã) Ôá {→;F}, {←;F} åßíáé åðáñêÞ ãéá�ß

¬� |= |=�→ F êáé � ∨  |= |=¬�→  |= |= ← ¬�¢ñá �á ¬;∨ ïñßæïí�áé ìå →;F êáé ←;F êáé {¬;∨} åßíáé åðáñêÝò.Óõìðåñáßíïõìå ü�é �á Ýîé æåýãç �çò åêöùíÞóåùò åßíáé åðáñêÞ äéü�éF |= |=A <A |= |=A > A |= |=A+A.ä) Ôá {<; T }, {>; T } åßíáé åðáñêÞ äéü�é
¬� |= |=� < T |= |=T > �� ∧  |= |=¬� <  |= |= > ¬�êáé {¬;∧} åßíáé åðáñêÝò.�ÑÏÔÁÓÇ. Ôï {¬;+;↔} äåí åßíáé åðáñêÝò Þ éóïäýíáìá (åðåéäÞ ¬ ïñß-æå�áé áðü �á + êáé ↔, áöïý ¬A |= |=A ↔ (A + A)) �ï {+;↔} äåí åßíáéåðáñêÝò. Èá áðïäåßîïõìå ü�é áí ï óýíäåóìïò C(x; y) : {T; F}2 → {T; F}ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü �á +;↔ �ü�å ï áñéèìüò �ùí T ó�ï ðåäßï �éìþí åßíáéÜñ�éïò (äçëáäÞ ç �åëåõ�áßá ó�Þëç ó�ïí áëçèïðßíáêá ðåñéÝ÷åé Üñ�éï áñéèìüáðü T). ¢ñá ïé óýíäåóìïé ìå ðåñé��ü áñéèìü T ó'áõ�Þ �ç ó�Þëç, üðùò ïé

∧;∨;→; : : : äåí ðñáãìá�ïðïéïýí�áé áðü �ï {+;↔}.Ç áðüäåéîç ãßíå�áé ìå åðáãùãÞ ó�ïí óýíäåóìï ðïõ ðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü�ï {+;↔}. ¸ó�ù C(x; y) åßíáé Ýíáò ïðïéïóäÞðï�å äéðëüò óýíäåóìïò ðïõðñáãìá�ïðïéåß�áé áðü {+;↔} �ü�å ï áëçèïðßíáêáò èá Ý÷åé ìßá áðü �éò ìïñöÝò:ðåñßð�ùóç 1: C(x; y) = +(C1(x; y); C2(x; y))ðåñßð�ùóç 2: C(x; y) =↔ (C1(x; y); C2(x; y))üðïõ C1; C2 óýíäåóìïé ãéá �ïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç äç-ëáäÞ ó�ïõò áëçèïðßíáêåò �ùí C1; C2 õðÜñ÷åé Üñ�éïò áñéèìüò áðü T . ÕðÜñ÷ïõíüìùò 8 äéðëïß óýíäåóìïé ìå Üñ�éï áñéèìü áðü T ó�ï ðåäßï �éìþí, Þ�ïé:T T T T F F F T F TT F T T F F T F T FF T F T F T F T T FF F F T F T T F F TÌðïñïýìå ëïéðüí íá ðÜñïõìå üëåò �éò äõíá�Ýò ðåñéð�þóåéò, ðñþ�á ãéá �çíðåñßð�ùóç 1 �ïõ êáé ìå�Ü ãéá �çí ðåñßð�ùóç 2 �ïõ åñãáæüìåíïé ìå æåõãÜñéá.
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T T F F F T F TT T F F T F T F+ F T F T F T T FF T F T T F F TT F F T T T F T FT F F T T F T F TF F T F T T T T FF F T F T F F F TT F F T T T F T FT F F T T F T F TT T F T F T F F TT T F T F F T T FF T T F F F T F TF T T F F T F T FF F T F T F T T FF F T F T T F F TF T T F F F T F TF T T F F T F T FT T F T F T F F TT T F T F F T T FF T T F F F T F TT F F T T F T F TF F T F T F T T FT T F T F F T T FT F F T T T F T FF T T F F T F T FT T F T F T F F TF F T F T T F F TF T T F F F T F TT F F T T F T F TT T F T F T F F TF F T F T T F F TT F F T T T F T FF T T F F T F T FF F T F T F T T FT T F T F F T T FÈá ðñÝðåé íá Ý÷å�å �çí õðïìïíÞ íá åðáëçèåýó�å �ïí ðßíáêá áõ�ü. ÂëÝ-ðïõìå ü�é üëåò ïé õðïó�Þëåò ìå 4 ãñáììÝò ðïõ äßíïõí üëåò �éò äõíá�Ýò ðåñé-ð�þóåéò óõíäõáóìþí Ý÷ïõí Üñ�éï áñéèìü áðü T. Ôï ßäéï êÜíïõìå êáé ó�çíðåñßð�ùóç �ïõ ↔ !!Ç áðüäåéîç áõ�Þ âáóßæå�áé ó�ïí Ýëåã÷ï üëùí �ùí äõíá�þí ðåñéð�þóåùí.Áí ïé ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò Þ�áí äñáìá�éêÜ ðåñéóóü�åñåò èá ìðïñïýóáìå íá åß-÷áìå æç�Þóåé �ç âïÞèåéá åíüò õðïëïãéó�Þ ãéá íá ìáò �éò åðáëçèåýóåé. ÂÝâáéá3



ó�ç óõãêåêñéììÝíç ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå íá óêåö�ïýìå êáé Üëëç ðéï êïìøÞáðüäåéîç ðïõ äåí âáóßæå�áé ó�ïí Ýëåã÷ï üëùí �ùí äõíá�þí ðåñéð�þóåùí. (Çêá�áöõãÞ ó�ïí õðïëïãéó�Þ ãéá �çí áðüäåéîç èåùñçìÜ�ùí ó�á Ìáèçìá�éêÜÝ÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ìå ðéï ðåñßöçìç ðåñßð�ùóç �çí áðüäåéîç �çò åéêáóßáò�ùí �åóóÜñùí ÷ñùìÜ�ùí. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ üìùò áêüìá äåí Ý÷åé âñåèåßç êïìøÞ óõíäõáó�éêÞ ëýóç!�éá �çí Üóêçóç 4: Áò õðïèÝóïõìå ü�é ó�ç äé÷Üëá ï Ýíáò äñüìïò åßíáé ïäñüìïò 1 êáé ï Üëëïò ï äñüìïò 2. Äåß÷íïí�áò ó�ïí êÜ�ïéêï �ïí äñüìï 1÷ñçóéìïðïéåß�å äýï ðñï�Üóåéò.
• � ≡ ëåò (ðÜí�á) �çí áëÞèåéá
•  ≡ áõ�üò ï äñüìïò (äçë. ï 1) ðÜåé ó�ï êÜó�ñïÈÝëå�å áí ç áðÜí�çóç åßíáé ÍÁÉ íá îÝñå�å ü�é ïäñüìïò 1 ðÜåé ó�ï êÜó�ñïáí åßíáé Ï×É ü�é ï äñüìïò 2 ðÜåé ó�ï êÜó�ñï. Ç ðñü�áóç �♦ ðïõ èáäéá�õðþóå�å ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïí áêüëïõèï áëçèïðßíáêá.�  �♦ T T T 1T F F 2F T F 3F F T 4Ç åîÞãçóç �ïõ áëçèïðßíáêá óå ó÷Ýóç ìå �çí êÜèå ãñáììÞ �ïõ Ý÷åé ùòåîÞò:1. ËÝåé �çí áëÞèåéá, ï äñüìïò ðÜåé ó�ï êÜó�ñï Üñá ðñÝðåé íá áíáãíùñßóåé�çí ðñü�áóç óáí áëçèÞ êáé íá ðåé ÍÁÉ.2. ËÝåé áëÞèåéá, ï 1 äåí ðÜåé ó�ï êÜó�ñï, ðñÝðåé íá �çí áíáãíùñßóåé óáíøåõäÞ êáé íá ðåé Ï×É.3. ËÝåé øÝììá�á êáé ï äñüìïò ðÜåé ó�ï êÜó�ñï, ðñÝðåé íá áíáãíùñßóåé �çíðñü�áóç óáí øåõäÞ ïðü�å øåõäüìåíïò èá ðåé ÍÁÉ.4. Ïìïßùò.¢ñá ç ðñü�áóç åßíáé:

(� ∧  ) ∨ (¬� ∧ ¬ ) |= |=�↔  Ïé õðüëïéðåò áóêÞóåéò åß�å åßíáé åýêïëåò Þ Ý÷ïõí ãßíåé ó�éò äéáëÝîåéò.ÁÓÊÇÓÇ 4. Èá áðïäåßîïõìå ðñþ�á �ç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á ãéá �çíðåñßð�ùóç �çò ðñï�áóéáêÞò ëïãéêÞò êáé ìå�Ü èá åðåê�åßíïõìå �çí áðüäåéîç4



êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ êá�çãïñçìá�éêïý ëïãéóìïý (ðáñüëï ðïõ äåí �ï æç�Üåéç Üóêçóç).�ñï�áóéáêüò Ëïãéóìüò: èõìßæïõìå ü�é �á óýìâïëá �çò ãëþóóáò ìáò åßíáé�á óýìâïëá �ùí ðñï�áóéáêþí ìå�áâëç�þí êáèþò êáé �á ¬;∧;∨;→. Ïñßæïõìåìßá óõíÜñ�çóç K ó'áõ�Ü �á óýìâïëá ùò åîÞò: Áí s åßíáé Ýíá �Ý�ïéï óýìâïëï�ü�å K(s) = 1 − n üðïõ n åßíáé ï áñéèìüò �ùí óõìâüëùí ðïõ ðñÝðåé íááêïëïõèïýí �ï n þó�å íá åßíáé äõíá�üí íá ó÷çìá�ßæå�áé Ýíáò ðñï�áóéáêüò�ýðïò (ï áñéèìüò �ùí ïñéóìÜ�ùí ðïõ äÝ÷å�áé �ï s). �éï óõãêåêñéìÝíá:K(A) = 1− 0 = 1 áí A åßíáé ìßá ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ.K(¬) = 1− 1 = 0K(∧) = K(∨) = K(→) = 1− 2 = −1Êá�üðéí åðåê�åßíïõìå �çí K ó�ï óýíïëï �ùí åêöñÜóåùí �çò ãëþóóáòïñßæïí�áò K(s1s2 · · · sn) = K(s1) +K(s2) + · · · +K(sn)üðïõ s1; s2; : : : ; sn åßíáé óýìâïëá �çò ãëþóóáò. Óçìåéþó�å ü�é ï ïñéóìüò åßíáéáíáìößâïëïò åðåéäÞ êáíÝíá áðü �á óýìâïëá �çò ãëþóóáò äåí åßíáé ðåðåñá-óìÝíç áêïëïõèßá Üëëùí óõìâüëùí �çò ãëþóóáò.ËÞììá 1. �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï �, K(�) = 1.Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ïí �. Áí � åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ Üìåóïáðü ïñéóìü. Áí � ≡ ¬ �ü�å áðü åðáãùãéêÞ õðüèåóç K( ) = 1 êáéK(�) = K(¬) +K( ) = 0 + 1 = 1Áí � ≡ ∧�1�2 �ü�å áðü Å.Õ. K(�1) = K(�2) = 1 êáéK(�) = K(∧) +K(�1) +K(�2) = −1 + 1 + 1 = 1Ïìïßùò êáé ãéá �ïõò Üëëïõò óõíäÝóìïõò.Ìå �åñìá�éêü �ìÞìá ìéáò áêïëïõèßáò s1; s2; : : : ; sn èá åííïïýìå êÜèå áêï-ëïõèßá �çò ìïñöÞò sk; sk+1; : : : ; sn, üðïõ 1 ≤ k ≤ n.ËÞììá 2. ÊÜèå �åñìá�éêü �ìÞìá åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ åßíáé ðáñÜèåóçåíüò Þ ðåñéóóï�Ýñùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí.Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ïí ðñï�áóéáêü �ýðï. Ó�çí ðåñßð�ùóç åíüòóõìâüëïõ äçë. áí ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ �ï áðü-�åëÝóìá óõíÜãå�áé �å�ñéììÝíá. Áí ï �ýðïò Ý÷åé ð.÷. �ç ìïñöÞ → �1�2 �ü�åêÜèå �åñìá�éêü �ìÞìá (äéáöïñå�éêü áðü �ïí åáõ�ü �ïõ) Ý÷åé �ç ìïñöÞ �′

1�2Þ �′

2. Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí Å.Õ. Ý÷ïõìå �ï áðï�Ý-ëåóìá.�üñéóìá 3. ÊáíÝíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ äåíåßíáé ðñï�áóéáêüò �ýðïò. 5



Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ü�é åíáò ðñï�áóéáêüò �ýðïò � ÷ùñßæå�áé óåäýï ìÝñç, Ýíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �1 êáé Ýíá �åñìá�éêü �ìÞìá �2. Ôü�å
1 = K(�) = K(�1) + K(�2) êáé áðü ëÞììá 2 Ý÷ïõìå ü�é K(�2) ≥ 1. ¢ñáK(�1) < 1 êáé �1 äåí ìðïñåß íá åßíáé ðñ�áóéáêüò �ýðïò.ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á: Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áñêåß íá åîå�Üóïõìå ðå-ñéð�þóåéò �çò ìïñöÞò \Áí → � ≡→ �′ ′ �ü�å � ≡ �′ êáé  ≡  ′". ÁëëÜó'áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç áí äåí åß÷áìå � ≡ �′ �ü�å �ï Ýíá áðü �á äýï èá Þ�áíãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �ïõ Üëëïõ êáé Ý�óé äåí èá ìðïñïýóå íá åßíáé ðñï�áóéá-êüò �ýðïò.�ÏËÙÍÉÊÇ �ÑÁÖÇ ÓÔÏÍ ÊÁÔÇ�ÏÑÇÌÁÔÉÊÏ ËÏ�ÉÓÌÏÝ÷ïõìå �ïõò åîÞò ïñéóìïýò:�éá �ïõò üñïõò.1. Ïé ìå�áâëç�Ýò êáé �á óýìâïëá ó�áèåñþí åßíáé üñïé.2. Áí f åßíáé óýìâïëï óõíÜñ�çóçò n-èÝóåùí êáé t1; t2; : : : ; tn åßíáé üñïé,�ü�å ft1t2 · · · tn åßíáé üñïò.Ïñßæïí�áò K(x) = 1 áí x åßíáé ìå�áâëç�Þ, K(
) = 1 áí 
 åßíáé óýìâïëïó�áèåñÜò êáé K(f) = 1−n áí f åßíáé óýìâïëï óõíÜñ�çóçò n-èÝóåùí, ìå �ïíßäéï áêñéâþò �ñüðï ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå �ç ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�áãéá �ïõò üñïõò.Ìðïñïýìå íá åðåê�áèïýìå ìå �ïí ßäéï �ñüðï êáé ó�ïõò �ýðïõò. Ó�çí �ï-ëùíéêÞ ãñáöÞ ïé á�ïìéêïß �ýðïé Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ Rt1 · · · tn üðïõ R åßíáé óýì-âïëï êá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí êáé t1; : : : ; tn åßíáé üñïé. Åðßóçò ìå �ç ÷ñÞóç�ùí ðïóïäåéê�þí ó÷çìá�ßæïí�áé �ýðïé �çò ìïñöÞò ∀x� êáé ∃x�. Ç ìïíáäéêÞáíáãíùóéìü�ç�á áí�éìå�ùðßæå�áé åðåê�åßíïí�áò �çíK ùò åîÞò: K(R) = 1−náí R åßíáé óýìâïëï êá�çãïñÞìá�ïò n-èÝóåùí êáé Ê(∀) = K(∃) = −1.
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