
ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÇ ËÏ�ÉÊÇÁÓÊÇÓÅÉÓ �ÉÁ ÔÏ Ó�ÉÔÉ 117/03/2012ÁÓÊÇÓÇ 1. (Åðáãùãéêüò ïñéóìüò) Äßíïõìå �ïõò äýï áêüëïõèïõòïñéóìïýò �ïõ óõíüëïõ �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí.Á. Ôï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí åßíáé �ï ìéêñü�åñï óýíïëï åêöñÜ-óåùí T ãéá �ï ïðïßï éó÷ýïõí �á ðáñáêÜ�ù:1. ÊÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ áíÞêåé ó�ï T .2. ÅÜí � ∈ T , �ü�å (¬�) ∈ T .3. ÅÜí � ∈ T êáé  ∈ T , �ü�å (� ∧  ) ∈ T , (� ∨  ) ∈ T , (�→  ) ∈ T .[ËÝìå ü�é �ï T åßíáé �ï ìéêñü�åñï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �éò ðñï�áóéáêÝòìå�áâëç�Ýò êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò êáíüíåò ó÷çìá�éóìïý óýíèå�ùí �ýðùí.℄Â. Ôï óýíïëï �ùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí åßíáé �ï óýíïëï åêåßíùí �ùí åêöñÜ-óåùí � ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá åêöñÜóåùí �1; : : : ; �n ìå �n ≡ �êáé ãéá êÜèå i (1 ≤ i ≤ n) éó÷ýåé Ýíá áðü �á êÜ�ùèé:1. Ç �i åßíáé ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ.2. ÕðÜñ÷åé j < i þó�å �i ≡ (¬�j).3. ÕðÜñ÷ïõí j; k < i þó�å åß�å �i ≡ (�j ∧ �k) åß�å �i ≡ (�j ∨ �k) åß�å�i ≡ (�j → �k).Áðïäåßî�å ü�é ïé äýï ïñéóìïß åßíáé éóïäýíáìïé, äçëáäÞ äßíïõí �ï ßäéï óý-íïëï åêöñÜóåùí. ÊÜèå åðáãùãéêüò ïñéóìüò ìðïñåß íá äïèåß åß�å ìå �ç ìïñöÞÁ åß�å ìå �ç ìïñöÞ Â.Ìðïñåß áí�ß �çò áêïëïõèßáò �1; : : : ; �n íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç Ýííïéá �ïõäÝí�ñïõ; �þò èá äéá�õðþíá�å ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç �ïí ïñéóìü;ÁÓÊÇÓÇ 2. �ñïóèÝ�ïõìå ó�ç ãëþóóá �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý �éòðñï�áóéáêÝò ó�áèåñÝò T êáé F , ìå ó�áèåñÝò �éìÝò ãéá êÜèå áðïíïìÞ V áí�ß-ó�ïé÷á T êáé F . �éá êÜèå ðñï�áóéáêü �ýðï � áõ�Þò �çò ãëþóóáò êáé ãéáêÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A Ýó�ù �A
T
ï �ýðïò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ïí � ìå�çí áí�éêá�Üó�áóç �ùí åìöáíßóåùí �ïõ A áðü �ï T . Ïìïßùò ðáßñíïõìå �ï�A
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F
). Áðïäåßî�å ü�é:1. � |= �A∗ .2. Áí � |=  êáé A äåí åìöáíßæå�áé ó�ïí  , �ü�å �A∗ |=  .1



3. (Èåþñçìá �çò ðáñåìâïëÞò) Áí � |=  �ü�å õðÜñ÷åé êÜðïéï 
 �ïõ ïðïßïõïé ðñï�áóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò åìöáíßæïí�áé óå áìöü�åñá �á �;  Ý�óé þó�å� |= 
 |=  .ÁÓÊÇÓÇ 3. Áðïäåßî�å �ï èåþñçìá �çò ìïíáäéêÞò áíáãíùóéìü�ç�áò ãéá�çí ðïëùíéêÞ ãñáöÞ.[Õðüäåéîç: �éá �á óýìâïëá �çò ãëþóóáò � ïñßó�å óõíÜñ�çóç K þó�å ç�éìÞ K(�) íá åßíáé ï áñéèìüò �ùí £ïñéóìÜ�ùí¤ �ïõ �. �éá êÜèå Ýêöñáóç�1�2 · · · �n ïñßó�å K(�1�2 · · · �n) = K(�1) +K(�2) + · · ·+K(�n). Êá�üðéí,áðïäåéêíýïí�áò ü�é êÜèå �åñìá�éêü �ìÞìá åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ åßíáé ðá-ñÜèåóç åíüò Þ ðåñéóóï�Ýñùí ðñï�áóéáêþí �ýðùí, áîéïðïéÞó�å �çí K ãéá íááðïäåßî�å ü�é êáíÝíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá åíüò ðñï�áóéáêïý �ýðïõ äåí åßíáéðñï�áóéáêüò �ýðïò.℄ÁÓÊÇÓÇ 4. 1. Áðïäåßî�å ü�é ïé ðéï êÜ�ù ðñï�áóéáêïß �ýðïé åßíáé �áõ-�ïëïãßåò.(i) �ñïóå�áéñéó�éêÞ, Áí�éìå�áèå�éêÞ éäéü�ç�á ãéá �á ∧;∨;↔.ð.÷. � ∧ ( ∧ �) ↔ (� ∧  ) ∧ �; � ∨  ↔  ∨ � ê.ë.ð.(ii) Åðéìåñéó�éêïß íüìïé:
(' ∧ ( ∨ �)) ↔ ((' ∧  ) ∨ (' ∧ �))
(' ∨ ( ∧ �)) ↔ ((' ∨  ) ∧ (' ∨ �))(iii) Áñíçóç:

(¬(¬')) ↔ ', ¬('→  ) ↔ (' ∧ ¬ )
¬('↔  ) ↔ ((' ∧ ¬ ) ∨ (¬' ∧  ))

¬(' ∧  ) ↔ (¬' ∨ ¬ )
¬(' ∨  ) ↔ (¬' ∧ ¬ )

} Íüìïé �ïõ De Morgan
(' ∨ ¬') Áñ÷Þ �ïõ áðïêëåéïìÝíïõ �ñß�ïõ Þ íüìïò �ïõ Áñéó�ï�Ýëç
¬(' ∧ (¬'))
('→  ) ↔ ((¬ ) → (¬')) Áí�éó�ñïöïáí�ßèå�çÁÓÊÇÓÇ 5. (Äõ�éêü�ç�á) Åó�ù ' ðñï�áóéáêüò �ýðïò ãéá �çí êá�áóêåõÞ�ïõ ïðïßïõ Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò óýìâïëá óõíäÝóìùí ìüíïí �á ∧;∨ êáé

¬. Åó�ù '∗ ï ðñï�áóéáêüò �ýðïò ðïõ ðñïêýð�åé áí ó�ïí ' åíáëëÜîïõìå�á ∧ êáé ∨ êáé áí�éêá�áó�Þóïõìå êÜèå ðñï�áóéáêÞ ìå�áâëç�Þ A ìå �ï ¬A.Áðïäåßî�å ü�é ' |= |=¬'∗.ÁÓÇÓÇ 6. Ìßá ðñü�áóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï �ïí óýíäåóìï ↔ åßíáé �áõ�ï-ëïãßá áí êáé ìüíïí áí êÜèå ðñï�áóéáêü óýìâïëï áðáí�Ü�áé Ýíáí Üñ�éï áñéèìüöïñþí. 2


