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2.2 �-ëïãéóìüò ìå áðëïýò ôýðïõò à la Church . . . . . . 38
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ÊåöÜëáéï 1

ËÜìäá ëïãéóìüò

1.1 ÐñïêáôáñêôéêÜ

Ç Ýííïéá ôçò óýíáñôçóçò.

Åßíáé êåíôñéêÞ Ýííïéá óôá ÌáèçìáôéêÜ êáé óôçí ÐëçñïöïñéêÞ. Ìðï-
ñåß íá íïçèåß ùò Ýíáò £êáíüíáò¤ ðïõ óõíäÝåé êÜèå áíôéêåßìåíï üñé-
óìá ìå ôçí ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò ãé' áõôü ôï üñéóìá. ÓõíÞèùò óôá
ÌáèçìáôéêÜ êÜèå óõíÜñôçóç f óõíäÝåôáé ìå Ýíá (ïñéóìÝíï áðü ðñéí)
óýíïëï åðéôñåðôþí ïñéóìÜôùí A, ôï ïðïßï áðïêáëåßôáé ôï ðåäßï ïñé-
óìïý ôçò f , êáé ìå Ýíá óýíïëï Â, ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò
ôéìÝò ðïõ ìðïñåß ìéá óõíÜñôçóç íá ðÜñåé ãéá üëåò ôéò äõíáôÝò ôé-
ìÝò ôùí ïñéóìÜôùí ôçò êáé ôï ïðïßï êáëåßôáé ôï ðåäßï ôéìþí ôçò
f . ÃñÜöïõìå ôüôå f : A → B. ÓõíÞèùò ôá áíôéêåßìåíá óôï óýíïëï
A åßíáé áðëÜ áíôéêåßìåíá (ð.÷. áñéèìïß), äåí åßíáé äçëáäÞ óõíáñôÞ-
óåéò. Ôßðïôá üìùò äåí áðïêëåßåé ôá áíôéêåßìåíá óôï A íá åßíáé êáé
óõíáñôÞóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç Ýêöñáóç

∫ 1
0 f(x)dx, üôáí ôï ðåäßï

ôùí ïñéóìÜôùí åßíáé ïëïêëçñþóéìåò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ
ïñßæïíôáé óôï [0,1], ïñßæåé ìßá óõíÜñôçóç ìå ïñßóìáôá óõíáñôÞóåéò
êáé ôéìÝò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò.
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Åßíáé äõíáôüí ìéá óõíÜñôçóç f íá £åöáñìüæåôáé¤ óôïí åáõôü ôçò;
Åßíáé äçëáäÞ äõíáôüí Ýíá áðü ôá äõíáôÜ ïñßóìáôá ôçò f íá åßíáé ç
ßäéá ç f ; Áí èåùñÞóïõìå üôé ôï óýíïëï ïñéóìÜôùí ôçò f Ý÷åé ïñé-
óôåß ðñéí áðü ôïí ïñéóìü ôçò f , ãéá ðñïöáíåßò ëüãïõò, áõôü åßíáé
áäýíáôï. Ìðïñïýìå üìùò íá öáíôáóôïýìå üôé ç óõíÜñôçóç ïñßæåôáé
áñ÷éêÜ ùò Ýíáò êáíüíáò (áðåéêüíéóçò) êáé (ìüíïí) åê ôùí õóôÝ-
ñùí ðñïóäéïñßæïíôáé, ìå âÜóç áõôüí ôïí êáíüíá, ôá áíôéêåßìåíá óôá
ïðïßá ç óõíÜñôçóç ìðïñåß íá £åöáñìïóôåß¤. Áõôü ìðïñåß íá öáíôÜ-
æåé ùò ìßá áðïìÜêñõíóç áðü ôçí êëáóéêÞ, êáèéåñùìÝíç Üðïøç ãéá
ôç óõíÜñôçóç, áëëÜ óôç óýã÷ñïíç, êõñßùò ðëçñïöïñéêÞ, ðñáêôéêÞ
åßíáé óýíçèåò ð.÷. Ýíá ðñüãñáììá ðïõ £êáëåß¤ ôïí åáõôü ôïõ êáé
õðïëïãßæåé ìßá ôéìÞ Þ Ýíá Üëëï ðñüãñáììá. Ç ÷áñáêôçñéóôéêüôåñç
ðåñßðôùóç åßíáé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç I. O êáíüíáò ïñéóìïý áõ-
ôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé üôé ôï (Ix)1 åßíáé ôï x. Ïðüôå ôßðïôå äåí
áðïêëåßåé ôçí I íá åöáñìïóôåß óôïí åáõôü ôçò, ïðüôå ôï (I I) åßíáé
ôï I.

Ùò Üëëï ðáñÜäåéãìá, áí èåùñÞóïõìå üôé ç H ïñßæåôáé þóôå (Hx)
íá åßíáé ôï ãéá êÜèå x, ôüôå ôï (HH) åßíáé ôï .

Óôá ùò Üíù ðáñáäåßãìáôá ôá ðåäßá ïñéóìïý ôùí óõíáñôÞóåùí
êáé H áðïôåëïýíôáé áðü üëá ôá áíôéêåßìåíá.

¸êôáóç êáé ¸íôáóç.

Ðüôå åßíáé äýï óõíáñôÞóåéò ßäéåò; Ð.÷. åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò f(x) =

2 ∗ x êáé g(x) = x+ x (üðïõ x áñéèìüò) ßäéåò;
Ç Üìåóç (óõíïëïèåùñçôéêÞ) áðÜíôçóç åßíáé üôé äýï óõíáñôÞóåéò

f êáé g åßíáé ßäéåò üôáí Ý÷ïõí ôï ßäéï ðåäßï ïñéìóïý êáé üôáí ãéá êÜèå
x ðïõ áíÞêåé ó'áõôü ôï (f x) åßíáé ßäéï ìå ôï (g x). ÁõôÞ ç Üðïøç
åßíáé ç Üðïøç ôçò éóüôçôáò ôùí óõíáñôÞóåùí ùò ðñïò ôçí Ýêôáóç.

1Áí f ç óõíÜñôçóç êáé x Ýíá üñéóìÜ ôçò, ãñÜöïõìå ùò (f x) ôçí ôéìÞ ôçò
óõíÜñôçóçò ãé'áõôü ôï üñéóìá.
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Åßíáé äõíáôüí üìùò íá èåùñÞóïõìå üôé äýï óõíáñôÞóåéò f êáé g
ìðïñåß íá åßíáé ßäéåò ùò ðñïò ôçí Ýêôáóç Üëëá íá ìçí åßíáé ßäéåò üóïí
áöïñÜ ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï õðïëïãßæïõí ôéò ôéìÝò ôïõò. ÊÜôù áðü
áõôÞ ôç èåþñçóç ïé óõíáñôÞóåéò íïïýíôáé ùò óõíáñôÞóåéò ùò ðñïò
ôçí Ýíôáóç. Ð.÷. ïé óõíáñôÞóåéò f(x) = 2 ∗ x êáé g(x) = x+ x åíþ
åßíáé ßäéåò ùò ðñïò ôçí Ýêôáóç äåí ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ßäéåò ùò
ðñïò ôçí Ýíôáóç, ìéá êáé ï ôñüðïò ðïõ õðïëïãßæïíôáé ïé ôéìÝò ôïõò
åßíáé äéáöïñåôéêüò.

Èá ðñÝðåé óôá äéÜöïñá (õðïëïãéóôéêÜ) ðëáßóéá êáé ìå äéÜöïñá
êñéôÞñéá íá áðïöáóßæïõìå ðüôå äýï óõíáñôÞóåéò åßíáé ßäéåò ùò ðñïò
ôçí Ýíôáóç (éóüôçôá ùò ðñïò ôçí Ýíôáóç).

ÓõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí.

Ç ìÝ÷ñé ôþñá óéùðçñÞ ðáñáäï÷Þ åßíáé üôé ïé óõíáñôÞóåéò ìáò åßíáé
óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò. Åßíáé âÝâáéá åðéèõìçôü íá Ý÷ïõìå óôç
äéÜèåóÞ ìáò êáé ôçí Ýííïéá, ãéá êÜèå öõóéêü n, ôçò óõíÜñôçóçò n
ìåôáâëçôþí. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï êÜíïõìå ÷ùñßò íá áðïóôïýìå
áðü ôçí ðáñáäï÷Þ ìáò üôé ïé óõíáñôÞóåéò ìáò åßíáé óõíáñôÞóåéò ìéáò
ìåôáâëçôÞò. Ç éäÝá ïöåßëåôáé óôïí Sch�on�nkel [Sch�on�nkel,1924]
áëëÜ ïíïìÜæåôáé £currying¤ áðü ôïí H. B. Curry ðïõ ôçí åéóÞãáãå
êáé áõôüò áíåîÜñôçôá. ¼ôáí ð.÷. ôï n = 2, äçëáäÞ üôáí èÝëïõìå ç f
íá åßíáé óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí, ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå
üôé ãéá áíôéêåßìåíá x êáé y ç ôéìÞ f(x; y) åßíáé ç ((f x) y), äçëáäÞ ç
óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò óõíÜñôçóç ìéáò
ìåôáâëçôÞò ôçò ïðïßáò ïé ôéìÝò åßíáé óõíáñôÞóåéò ìßáò ìåôáâëçôÞò.
Êáé áõôü ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå ïðïéïäÞðïôå n.

Áöáßñåóç.

Åßíáé áíáãêáßï íá äéá÷ùñßæïõìå ìåôáîý åíüò óõìâüëïõ Þ Ýêöñáóçò
ðïõ äçëþíåé ìéá óõíÜñôçóç êáé ìéáò Ýêöñáóçò ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ìåôá-
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âëçôÞ êáé äçëþíåé ìå áìößâïëï ôñüðï êÜðïéá ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò.
ÁõôÞ ç äéÜêñéóç óõóêïôßæåôáé óôç óõíÞèç ãëþóóá ôùí ìáèçìáôéêþí.

¼ôáí ëÝìå ð.÷. üôé £x2 + 1 åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï 1000¤ äéá-
ôõðþíïõìå êÜôé ôï ïðïßï äåí Ý÷åé íüçìá ðáñÜ ìüíïí áí ôï x ðÜñåé
ôçí ôéìÞ åíüò óõãêåêñéìÝíïõ áñéèìïý. Åíþ üôáí ëÝìå üôé £x2 +1 åß-
íáé ìßá ðñùôïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñôçóç¤, äéáôõðþíïõìå êÜôé ïñé-
óôéêü, êÜôé ðïõ äåí åîáñôÜôáé áðü ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ x, äçëáäÞ
åäþ ôï x åðÝ÷åé èÝóç öáéíïìåíéêÞò Þ äåóìåõìÝíçò ìåôáâëçôÞò. Ç
äéáöïñÜ ëïéðüí åßíáé üôé ôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç Ýêöñáóç x2 + 1

÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò äéöïñïýìåíç Þ ìåôáâëçôÞ äÞëùóç åíüò öõóéêïý
áñéèìïý åíþ óôç äåýôåñç ìéáò óõãêåêñéìÝíçò óõíÜñôçóçò. Ãé' áõôü
óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç èá ðáñéóôÜíïõìå ôç óõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé-
÷åß óôçí Ýêöñáóç x2 + 1 ùò (�x: x2 + 1) (�-áöáßñåóç).

Ôï íüçìá ìßáò ôÝôïéáò ãñáöÞò (�-áöáßñåóçò) åßíáé üôé üôáí ç
óõíÜñôçóç �x: x2 +1 åöáñìïóôåß óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï üñéóìá, Ýóôù
3, ôüôå ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò èá ðáñá÷èåß áðü ôçí £ìåôáâëçôÞ¤
Ýêöñáóç x2 + 1 üðïõ üìùò ôï x áíôéêáèßóôáôáé ìå 3, äçëáäÞ

((�x: x2 + 1) 3) = 32 + 1 (= 10)

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôïí ïñéóìü ôïõ óõóôÞìáôïò ôïõ êáèá-
ñïý (÷ùñßò ôýðïõò) �-ëïãéóìïý.

Ïñéóìüò 1.1 Ôï óýíïëï Λ ôùí �-üñùí åßíáé ôï óýíïëï ôùí åêöñÜ-
óåùí ðïõ ó÷çìáôßæåôáé îåêéíþíôáò áðü Ýíá Üðåéñï óýíïëï ìåôáâëç-
ôþí V = {v; v′; v′′; : : :} (áñéèìÞóéìï óýíïëï) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôåëå-
óôþí ôçò åöáñìïãÞò êáé ôçò �-áöáßñåóçò. Ï ãåí éêåõìÝíïò ïñéóìüò
åßíáé ï åîÞò:

x ∈ V ⇒ x ∈ Λ

M;N ∈ Λ ⇒ (M N) ∈ Λ

M ∈ Λ; x ∈ V ⇒ (�x:M) ∈ Λ
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Þ ÷ñçóéìïðïéþíôáò áöçñçìÝíç óýíôáîç ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå:

V ::= v | V ′
Λ ::= V | (ΛΛ) | (�V:Λ)

ÊÜèå üñïò ôçò ìïñöÞò (M N) èá ëÝãåôáé åöáñìïãÞ (ôïõ M óôï N)
åíþ êÜèå üñïò ôçò ìïñöÞò (�x:M) èá ëÝãåôáé �-áöáßñåóç (óôï x).

ÐáñÜäåéãìá 1.1 Ïé êÜôùèé åêöñÜóåéò åßíáé �-üñïé:

v
(v v′′)
(�v: (v v′′))
((�v: (v v′′)) v′)
((�v′: ((�v: (v v′′)) v′))v′′′)

Óõìâïëéóìïß:

1. Ôá x; y; z; : : : èá äçëþíïõí ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò (ìåôáìåôáâëç-
ôÝò). Ôá M;N;L; : : : èá äçëþíïõí ôõ÷áßïõò �-üñïõò.

2. ÃñÜöïõìå F M1M2 : : : Mn áíôß ôïõ ðëÞñïõò (· · · ((F M1)M2) : : : Mn).

[ðñïóåôáéñéóìüò áðü áñéóôåñÜ óôéò åöáñìïãÝò]

ÃñÜöïõìå �x1x2 : : : xn:M Þ �x1�x2 · · ·�xn:M áíôß ôïõ (�x1: (�x2: (· · · (�xn:M) · · ·))).

[ðñïóåôáéñéóìüò áðü äåîéÜ óôéò �-áöáéñÝóåéò]

3. Ïé åîùôåñéêÝò ðáñåíèÝóåéò äåí áíáãñÜöïíôáé.
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ÐáñÜäåéãìá 1.2 Ïé üñïé ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 1.1 ãñÜöïíôáé ìå âÜóç
ôéò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò:

v
v v′′

�v: v v′′

(�v: v v′′) v′

(�v′: (�v: v v′′) v′)v′′′

ÐáñáôÞñçóç: Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï Ý÷ïõí ïñéóôåß ïé �-üñïé äßíåé
ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìüôçôá, äçëáäÞ êÜèå üñïò t åßíáé Ýíá êáé ìüíïí
Ýíá áðü ôá áêüëïõèá:

1. ìéá ìåôáâëçôÞ (t = x ãéá êÜðïéï x),

2. ìéá åöáñìïãÞ, üðïõ õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ M êáé N þóôå t =

(M N),

3. ìéá �-áöáßñåóç, üðïõ õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ x êáé N þóôå t =

(�x:N).

Ãéá ôç ãñáöÞ ôùí üñùí èá ðñïôéìïýìå ôéò áðëïõóôåýóåéò ðïõ
ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù áëëÜ êáé åðéðëÝïí êÜèå ãñáöÞ ðïõ èá õðï-
äåéêíýåôáé áðü ôçí áðëüôçôá Þ áðü ôç óáöÞíåéá êáé ç ïðïßá äå èá
ïäçãåß óå ëÜèïò áíÜãíùóç ôïõ üñïõ.

Åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò ìåôáâëçôÝò.

¼ôáí ó÷çìáôßæåôáé ï üñïò �x:M ï ôåëåóôÞò �x äåóìåýåé ôç ìåôá-
âëçôÞ x óôïí üñï M . Ãéá ðáñÜäåéãìá, ëÝìå üôé óôïí üñï �x: y x ç
x åßíáé äåóìåõìÝíç åíþ ç y åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ. Ç áíôéêáôÜóôáóç
[x := N ] åêôåëåßôáé ìüíï óôéò åëåýèåñåò åìöáíßóåéò ôçò x. Ð.÷.

y x (�x: x)[x := N ] = y N (�x: x)
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Ôï öáéíüìåíï ôùí åëåýèåñùí êáé äåóìåõìÝíùí ìåôáâëçôþí åìöá-
íßæåôáé ãåíéêüôåñá óôá ÌáèçìáôéêÜ, ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí ðáñÜóôáóç

∑3
x=1 x+ y

ç x åßíáé äåóìåõìÝíç ìåôáâëçôÞ êáé ç y åëåýèåñç. Äåí Ý÷åé íüçìá
íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç x ìå êÜðïéï áñéèìü, Ý÷åé üìùò íüçìá íá
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí y ìå ð.÷. ôï 5 áðïêôþíôáò ôçí ðáñÜóôáóç∑3

x=1 x+ 5.
Ãéá ëüãïõò £óõíôáêôéêÞò õãéåéíÞò¤ èá èåùñïýìå üôé ïé ìåôáâëç-

ôÝò ðïõ åßíáé äåóìåõìÝíåò ó'Ýíáí üñï èá åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò
åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äå èá åðéôñÝðïõìå üñïõò ôçò
ìïñöÞò z x (�x: x). Áõôü ôï åðéôõã÷Üíïõìå ìå ôç ìåôïíïìáóßá ôùí
äåóìåõìÝíùí ìåôáâëçôþí, ð.÷. ï üñïò �x: x ìðïñåß íá ãßíåé �y: y.
ÓçìåéùôÝïí üôé ïé üñïé �x: x êáé �y: y äñïõí êáôÜ ôïí ßäéï áêñéâþò
ôñüðï, äçëáäÞ äçëþíïõí ôïí ßäéï áëãüñéèìï:

(�x: x) a = a = (�y: y) a

Óõìâïëéóìüò: M ≡� N Þ áðëþò M ≡ N óçìáßíåé üôé ïé üñïé M êáé
N åßôå åßíáé ßäéïé Þ üôé ï Ýíáò ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôïí Üëëï ìå
ôç ìåôïíïìáóßá ôùí äåóìåõìÝíùí ìåôáâëçôþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá

(�x: x) z ≡ (�y: y) z
(�x: x) z ≡ (�x: x) z
(�x: x) z 6≡ (�x: y) z

Ïñéóìüò 1.2 Áêïëïõèïýí êÜðïéïé óçìáíôéêïß ïñéóìïß:

1. Ôï óýíïëï ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ôïõ �-üñïõ M (óõìâï-
ëßæåôáé ìå FV (M)) ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ ùò:

FV (x) = {x }
FV (M N) = FV (M) ∪ FV (N)

FV (�x:M) = FV (M)− {x }
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2. Ï M åßíáé êëåéóôüò �-üñïò (Þ óõíäõáóôÞò) áí FV (M) = ∅.
To óýíïëï ôùí êëåéóôþí �-üñùí óõìâïëßæåôáé ìå Λ0.

3. To áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò (ôùí åëåýèåñùí åìöáíß-
óåùí) ôïõ x áðü ôï N óôïí üñï M, óõìâïëßæåôáé ìå M [x :=

N ], ïñßæåôáé ùò áêïëïýèùò (èåùñïýìå x 6= y):

• x[x := N ] ≡N

• y[x := N ] ≡y

• (P Q)[x := N ] ≡(P [x := N ])(Q[x := N ])

• (�y: P )[x := N ] ≡�y. (P [x := N ])

• (�x: P )[x := N ] ≡�x. P

ÐáñáôÞñçóç:Ãéá ðáñÜäåéãìá óôïí �-üñï y (�xy: x y z) ïé y êáé z åì-
öáíßæïíôáé ùò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò, äéüôé ç ðñþôç åìöÜíéóç ôçò y
åßíáé åëåýèåñç êáèþò êáé ç ìïíáäéêÞ åìöÜíéóç ôçò z, åíþ ïé x êáé
y ùò äåóìåõìÝíåò äéüôé ç äåýôåñç åìöÜíéóç ôçò y åßíáé äåóìåõìÝíç
êáèþò êáé ç ìïíáäéêÞ åìöÜíéóç ôçò x. Ï üñïò �xy: x x y åßíáé êëåß-
óôïò.

Tá ïíüìáôá ôùí êëåéóôþí ìåôáâëçôþí óå Ýíáí üñï èá åðéëÝãï-
íôáé ðÜíôá þóôå íá äéáöÝñïõí áðü ôá ïíüìáôá ôùí åëåýèåñùí ìå-
ôáâëçôþí. ¢ñá ãñÜöïõìå y (�xy′: x y′ z) ãéá ôïí y (�xy: x y z). H
óýìâáóç áõôÞ ìðïñåß íá åðåêôáèåß êáé óå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí
üñïõò. Áí ð.÷. Ý÷ïõìå ôïõò üñïõò M1;M2; : : :Mn ìðïñïýìå íá
öáíôáóôïýìå üôé üëåò ïé äåóìåõìÝíåò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé
óôïõò üñïõò áõôïýò åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò
áõôþí ôùí üñùí. Áõôü âÝâáéá ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ìå ìåôïíïìáóßá
ôùí äåóìåõìÝíùí (êáé ü÷é âÝâáéá ôùí åëåýèåñùí) ìåôáâëçôþí.

¢ñá ëïéðüí êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò áíôéêáôÜóôáóçò üôáí ó÷ç-
ìáôßæïõìå ôïí üñï M [x := N ] ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå üôé áõôÞ ç
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£óýìâáóç ôùí ìåôáâëçôþí¤ éó÷ýåé ãéá ôïõò M êáé N Ýôóé þóôå ðñáã-
ìáôïðïéïýìåíçò ôçò áíôéêáôÜóôáóçò êáììßá åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôïõ
N äå ìðïñåß íá äåóìåõôåß (ìåôÜ ôçí áíôéêáôÜóôáóç) áðü êÜðïéï �-
ôåëåóôÞ ôïõ M . Ð.÷. äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé (�x: x y)[y := x] =

�x: x x äéüôé áõôü ðñÝðåé íá ãßíåé (�x: x y)[y := x] = (�z: z y)[y :=

x] = �z: z x.
H £óýìâáóç ôùí ìåôáâëçôþí¤ åðéôñÝðåé íá ïñßæïõìå ôçí áíôéêá-

ôÜóôáóç óôï �-ëïãéóìü ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå êÜðïéá åéäéêÞ ðñüíïéá
ãéá ôéò åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò ìåôáâëçôÝò.

Êáé ãéá íá ìçí õðÜñ÷åé ðáñåîÞãçóç, �-üñïé åßíáé ìüíï ïé åêöñÜ-
óåéò (óõìâïëïóåéñÝò) ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé ìå âÜóç ôïí ïñéóìü 1.1.
Ïé ôáõôßóåéò, ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò ≡, ãßíïíôáé åê ôùí õóôÝñùí, áöïý
äçìéïõñãçèïýí ïé üñïé êáé åðßóçò ç £óýìâáóç ôùí ìåôáâëçôþí¤ èá
éêáíïðïéåßôáé ìåôÜ ôçí áíôéêáôÜóôáóç êÜðïéùí üñùí ìå éóïäýíáìïýò
ôïõò.

Ðñüôáóç 1.1 (ËÞììá áíôéêáôÜóôáóçò { Substitution lemma)
¸óôù M;N;L ∈ Λ. ÕðïèÝôïõìå üôé x 6= y êáé x 6∈ FV (L). Ôüôå

M [x := N ][y := L] ≡ M [y := L][x := N [y := L]]

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ óôïí üñï Ì .

ÐáñáôçñÞóåéò:

1. Ôáõôßóáìå ôïõò üñïõò ðïõ äéáöÝñïõí ìüíïí ùò ðñïò ôá ïíü-
ìáôá ôùí äåóìåõìÝíùí ìåôáâëçôþí ôïõò. Ìßá åíáëëáêôéêÞ
êáé ðéï áêñéâÞò ìáèçìáôéêÜ ðñïóÝããéóç èá Þôáí íá ïñßæáìå
ùò ðñïüñïõò (pre-terms) áõôÜ ðïõ ôþñá ïñßóáìå ùò üñïõò êáé
ìåôÜ íá ïñßæáìå ìå óõóôçìáôéêü êáé áêñéâÞ ôñüðï ìßá ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò, ôçí �-éóïäõíáìßá. ÌÝóù áõôÞò ôçò ðñïóÝããéóçò



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, ËïãéêÞ êáé ÐëçñïöïñéêÞ, Óçìåéþóåéò 10

èá èåùñïýóáìå ùò üñïõò ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò (äçëáäÞ ôáý-
ôéóç ôùí �-éóïäýíáìùí ðñïüñùí). ÐñïôéìÞóáìå íá Ý÷ïõìå ôéò
ôáõôßóåéò óôï óõíôáêôéêü åðßðåäï. ÁõôÝò ïé ôáõôßóåéò ãßíïíôáé
óôï ìõáëü ìáò êáé ü÷é óôá ÷áñôéÜ.

2. Óôï åðßðåäï ãñáöÞò ôùí üñùí èá ðñÝðåé, üôáí êÜíïõìå áíôéêá-
ôáóôÜóåéò, íá éêáíïðïéïýìå ôçí (åðåêôåôáìÝíç) £óýìâáóç ìå-
ôáâëçôþí¤. Ð.÷. áí Ý÷ïõìå ôïõò üñïõò �x:M êáé N ïé ïðïßïé
ï êáèÝíáò îå÷ùñéóôÜ éêáíïðïéåß ôç £óýìâáóç ìåôáâëçôþí¤ ôüôå
áí èåùñÞóïõìå ôïí (�x:M)N êáé èÝëïõìå íá ôïí áíáãÜãïõìå
(ìå �-áíáãùãÞ [âë. ðéï êÜôù]) èá ðñÝðåé íá öñïíôßóïõìå þóôå
êáììßá åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôïõ N äåí åßíáé äåóìåõìÝíç óôïí
�x:M . Ð.÷. Ýóôù ! ≡ �x: x x êáé J ≡ �yz: y z. Tüôå ïé
äéáäï÷éêÝò áíáãùãÝò åßíáé:

! J ≡ (�x: x x)(�yz: y z)
= � (�yz: y z)(�yz: y z)
= � �z: (�yz: y z) z
≡ �z: (�yz′: y z′) z

= � �zz′: z z′

≡ �yz: y z
≡ J

ÁíáãùãÞ.

Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç ôçò áíáãùãÞò óôïõò �-üñïõò.

Ïñéóìüò 1.3 →� åßíáé ç ìéêñüôåñç äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï Λ þóôå íá
éó÷ýåé üôé

(�x: P )Q →� P [x := Q]

êáé ç ïðïßá åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò áêüëïõèïõò êáíüíåò:
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P →� P ′ ⇒ ∀x ∈ V : �x: P →� �x: P ′

P →� P ′ ⇒ ∀Z ∈ Λ : P Z →� P ′ Z
P →� P ′ ⇒ ∀Z ∈ Λ : Z P →� Z P ′

¸íáò üñïò ôçò ìïñöÞò (�x: P )Q ïíïìÜæåôáé �-redex êáé ï P [x :=

Q] ïíïìÜæåôáé ôï �-contractum ôïõ.
¸íáò üñïò M åßíáé ìßá �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ åÜí äåí õðÜñ÷åé üñïò

N þóôå M →� N .

Ïñéóìüò 1.4 H Ýííïéá ôïõ õðïüñïõ ïñßæåôáé ùò åîÞò:

1. ïé õðïüñïé ôïõ x åßíáé ôï x,

2. ïé õðïüñïé ôïõ (M N) åßíáé ï (M N), ïé õðïüñïé ôïõ Ì êáé
ïé õðïüñïé ôïõ Í ,

3. ïé õðïüñïé ôïõ (�x:M) åßíáé ï (�x:M) êáèþò êáé ïé õðïüñïé
ôïõ Ì .

Ðñüôáóç 1.2 Éó÷ýåé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

M →� N ⇔ Áêñéâþò Ýíáò õðïüñïò ôïõ Ì ðïõ åßíáé contractum
Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß ìå ôï redex ôïõ êáé ðñïÝêõøå ï Í .

Áðüäåéîç: ¸óôù red ç ó÷Ýóç ìåôáîý äýï �-üñùí ðïõ ïñßæåôáé áðü
ôï äåýôåñï óêÝëïò ôçò éóïäõíáìßáò. Åßíáé öáíåñü üôé ç ó÷Ýóç red
éêáíïðïéåß ôéò éäéüôçôåò ôçò →�. Ïðüôå éó÷ýåé →�⊆ red, åðåéäÞ
→� åßíáé ç ìéêñüôåñç ôÝôïéá ó÷Ýóç. ¸óôù ôþñá ÌredÍ . Tüôå
õðÜñ÷åé õðïüñïò t ôïõ Ì ôçò ìïñöÞò redex êáé t′ ôïõ Í þóôå ï N
ðñïÝêõøå áðü ôïí M ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõ t ìå ôï t′, ðïõ åßíáé
ôï contractum ôïõ t. ÁëëÜ öáíåñÜ Ý÷ïõìå t →� t′. Êáé åðåéäÞ ç
äçìéïõñãßá ôïõ üñïõ Ì (ìáæß êáé ôïõ Í) áêïëïõèåß ôïõò êáíüíåò ãéá
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ôïõò ïðïßïõò åßíáé êëåéóôÞ ç →� , ôåëéêÜ èá Ý÷ïõìå êáé M →� N2.
Ïðüôå red ⊆→� , ïðüôå ïé äýï ó÷Ýóåéò ôáõôßæïíôáé.

Ðüñéóìá 1.1 Ï üñïò Ì åßíáé �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôüôå êáé ìüíïí
åÜí äåí ðåñéÝ÷åé (ùò õðïüñï) êáíÝíá redex.

Áðüäåéîç: Äéüôé áí ðåñéåß÷å, ôüôå èá õðÞñ÷å üñïò Í , óýìöùíá ìå
ôçí ðñüôáóÞ 1.2, þóôå M →� N .

Ç ó÷Ýóç →� ìðïñåß íá èåùñçèåß ãéá ôïõò �-üñïõò ùò áíáãùãÞ
åíüò âÞìáôïò, äçëáäÞ áí M →� N ôüôå ãßíåôáé ç áíáãùãÞ åíüò
redex óôïí Ì êáé ðñïêýðôåé ï Í . Ç äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ ôÝôïéùí
âçìÜôùí ïñßæåé ôç ó÷Ýóç ³� .

Ïñéóìüò 1.5 Ç ó÷Ýóç ³� åßíáé ç ìåôáâáôéêÞ êáé áõôïðáèÞò êëåé-
óôüôçôá ôçò ó÷Ýóçò →�. ÄçëáäÞ åßíáé ç ìéêñüôåñç äéìåëÞò ó÷Ýóç
óôï Λ ðïõ åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò áêüëõèïõò êáíüíåò:

P →� P ′ ⇒ P ³� P ′

P ³� P ′ ∧ P ′ ³� P ′′ ⇒ P ³� P ′′

P ³� P

Ðñüôáóç 1.3 Éó÷ýåé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

M ³� N ⇔ Åßôå Ì ≡ N åßôå õðÜñ÷ïõí üñïé M1;M2; : : :Mn þóôå
M ≡M1 êáé N ≡Mn êáé ãéá êÜèå i (1 ≤ i ≤ n− 1),
Mi →� Mi+1, äçëáäÞ M →� M2 →� · · · →� Mn−1 →� N

2Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï M üôé áí ôï N ðñïêýðôåé ìå ôçí
áíôéêáôÜóôáóç åíüò redex ðïõ åßíáé õðïüñïò ôïõ M ìå ôï contractum ôïõ ôüôå
M →� N .
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Áðüäåéîç: ¸óôù R ç ó÷Ýóç ðïõ ïñßæåôáé óôï Λ ìÝóù ôïõ äåýôåñïõ
óêÝëïõò ôçò éóïäõíáìßáò. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé R åßíáé áõôïðáèÞò,
ìåôáâáôéêÞ êáé ðåñéÝ÷åé ôç ó÷Ýóç →� . Ïðüôå ³�⊆ R. ¸óôù ôþñá
MRN . ÅÜí Ì ≡ N ôüôå M ³� N , äéüôé ç ³� åßíáé áõôïðáèÞò.
ÄéáöïñåôéêÜ, õðÜñ÷ïõí M →� M2 →� · · · →� Mn−1 →� N . ÁëëÜ
ôüôå M ³� M2 ³� · · · ³� Mn−1 ³� N êáé ëüãù ôçò ìåôáâáôéêü-
ôçôáò ôçò ³� ðáßñíïõìå Ì ³� Í . Ïðüôå R ⊆³�.

Ç áíáãùãÞ åíüò üñïõ åßíáé ï £õðïëïãéóìüò¤ ôïõ. ¼ôáí óôïí üñï
Ì õðÜñ÷åé Ýíá redex ôüôå £õðïëïãßæïõìå¤ ôï redex áíôéêáèéóôþíôáò
ôï ìå ôï contractum ôïõ. Ç ìåôÜâáóç äçëáäÞ áðü ôïí Ì óôïí Í
(Ì ³� N) åßíáé ìßá äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ðïõ ìáò ïäçãåß áðü
ôïí Ì óôïí Í . Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ïé Ì êáé Í åßíáé
£ßóïé¤ ìéá êáé Ý÷ïõí ðñïêýøåé êáé ïé äýï áðü äéáäéêáóßá åêôÝëåóçò
õðïëïãéóìþí ìå ôçí ßäéá áöåôçñßá. ÁõôÞ ç Ýííïéá ãåíéêåýåôáé êáé
óôçí ðåñßðôùóç ôçò áíáãùãÞò ³� äßíåé ôç �-éóüôçôá.

Ïñéóìüò 1.6 H ó÷Ýóç =� (�-éóüôçôá) åßíáé ç ìåôáâáôéêÞ, áõôï-
ðáèÞò, óõììåôñéêÞ êëåéóôüôçôá ôçò ó÷Ýóçò →�, äçëáäÞ ç =� åßíáé
ç ìéêñüôåñç ó÷Ýóç ðïõ åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïõò áêüëïõèïõò êáíüíåò:

P →� P ′ ⇒ P=�P ′

P=�P ′ ∧ P ′=�P ′′ ⇒ P=�P ′′

P=�P
P=�P ′ ⇒ P ′=�P

Ðñüôáóç 1.4 Ió÷ýåé ç ðñüôáóç:

Ì =� N ⇔ ÕðÜñ÷ïõí M1;M2; : : :Mn ìå M ≡M1 êáé Í ≡Mn

êáé ãéá êÜèå i (1 ≤ i ≤ n− 1) Ý÷ïõí Mi ³� Mi+1

Þ Mi+1 ³� Mi

Áðüäåéîç: ¼ðùò êáé óôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò.
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ÐáñÜäåéãìá 1.3 Éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

(�x: x x)�z: z →� xx[x := �z: z] = (�z: z)�y: y
(�z: z)�y: y →� z[z := �y: y] = �y: y
(�x: x x)�z: z ³� �y: y
(�x: x) y z =� y ((�x: x) z)

äéüôé
redex︷ ︸︸ ︷

(�x: x) y z →� y z
êáé y ((�x: x) z)︸ ︷︷ ︸

redex

→� y z

ÊÜðïéá åðéðñüóèåôá ó÷üëéá.

Ç áðëÞ äéáéóèçôéêÞ åñìçíåßá ôùí �-üñùí åßíáé üôé åêöñÜæïõí óõ-
íáñôÞóåéò êáé åöáñìïãÝò óõíáñôÞóåùí óå ìßá êáèáñÞ ìïñöÞ. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, ï �-üñïò

I = �x: x

åêöñÜæåé ôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ ðåñéãñÜöôçêå óôçí åéóáãùãÞ
(ðñïêáôáñêôéêÜ). ÂÝâáéá, ùò üñïò åßíáé ìßá ôõðéêÞ Ýêöñáóç ðïõ
ãñÜöåôáé ìå ôç ÷ñÞóç óõìâüëùí åíüò äåäïìÝíïõ áëöáâÞôïõ, ôá óýì-
âïëá �, x, ê.ëð. Ç äéáöïñÜ ìåôáîý åíüò üñïõ êáé ôçò óõíÜñôçóçò
ðïõ åêöñÜæåé åßíáé áíÜëïãç áõôÞò ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý åíüò ðñïãñÜì-
ìáôïò ðïõ ãñÜöåôáé óå ìßá ãëþóóá êáé ôçò óõíÜñôçóçò (äçë. Ýíá
óýíïëï æåõãþí) ðïõ õðïëïãßæåé. Ç óõíÜñôçóç H ðïõ ãéá êÜèå áíôé-
êåßìåíï - üñéóìá åðéóôñÝöåé ôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç ìðïñåß íá èåù-
ñçèåß üôé åêöñÜæåôáé áðü ôïí üñï K∗ = �y: �x: x åðåéäÞ áêñéâþò
K∗M =� �x:x ≡ I Áõôü ôï öáéíüìåíï åßíáé âÝâáéá ãíùóôü áðü
ôïí ðñïãñáììáôéóìü üðïõ ìéá óõíÜñôçóç ìðïñåß íá åðéóôñÝöåé ùò
áðïôÝëåóìá ìéá óõíÜñôçóç.

Ï üñïò K = �y: �x: y äçëþíåé ôç óõíÜñôçóç ðïõ óå êÜèå üñéóìá
åðéóôñÝöåé ôç óõíÜñôçóç ç ïðïßá óå êÜèå üñéóìá åðéóôñÝöåé ôï ðñïç-
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ãïýìåíï üñéóìá, äçëáäÞ áí M åßíáé ôï üñéóìá ôüôå KM →� �x:M
êáé áíN Ýíá ïðïéïäÞðïôå üñéóìá ôüôåKM N →� (�x:M) N →� M.

Åðßóçò, ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìßá óõíÜñôçóç £2 ìåôáâëçôþí¤
(currying) üðïõ óå êÜèå æåýãïò ïñéóìÜôùí åðéóôñÝöåôáé ôï ðñþôï
üñéóìá.

Ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ôõðïðïéåßôáé ìå ôç �-áíáãùãÞ. Äç-
ëáäÞ, ôï redex ðïõ õðÜñ÷åé óå Ýíá üñï £õðïëïãßæåôáé¤ üôáí ôï áíôéêá-
ôáóôÞóïõìå ìå ôï contractum. Ç ó÷Ýóç ³� ôõðïðïéåß ôç äéáäéêáóßá
åíüò óõíïëéêüôåñïõ õðïëïãéóìïý.

Åðßóçò, ç ó÷Ýóç =� £ôáõôßæåé¤ äýï üñïõò ðïõ äéáéóèçôéêÜ ìðï-
ñïýí íá èåùñçèïýí õðïëïãéóôéêÜ éóïäýíáìïé, äçëáäÞ éóïäýíáìïé ùò
ðñïò ôçí Ýíôáóç.

¸íáò üñïò ìðïñåß íá áíÜãåôáé êáé óôïí åáõôü ôïõ ð.÷. áí ! =

�x: x x. Ôüôå Ω = ! ! êáé Ý÷ïõìå Ω = ! ! = (�x: x x)�x: x x →�

! ! = Ω. Ïðüôå

Ω →� Ω →� Ω →� Ω →� : : :

To Ω åßíáé Ýíá ðáñÜäåéãìá üñïõ, üðïõ Ýíáò õðïëïãéóìüò ðïõ Ý÷åé
áöåôçñßá áõôüí ôïí üñï äåí ôåñìáôßæåé ðïôÝ.

1.2 Ôï èåþñçìá Church{Rosser

ÊÜèå üñïò Ì ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé áñêåôÜ (ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò) áðü
�-redex, ð.÷. ï üñïò

K (I I) =

redex︷ ︸︸ ︷
�y: �x: y ((�z: z)�w:w︸ ︷︷ ︸

redex

)

Ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå K (I I) →� �x: (I I), áëëÜ êáé K (I I) →� I.
Ïðüôå ìå áöåôçñßá Ýíáí üñï Ì ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå äéáöïñåôéêÜ

£ìïíïðÜôéá õðïëïãéóìïý¤ M ³� M1 êáé M ³� M2. Ðþò ó÷å-
ôßæïíôáé ïé üñïé M1 êáé M2; Ôï èåþñçìá Church{Rosser ëÝåé ðùò
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ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç õðÜñ÷åé ðÜíôïôå Ýíáò (êïéíüò) üñïò M3, óôïí
ïðïßï ïé M1 êáé M2 ìðïñïýí íá óõãêëßíïõí, äçëáäÞ M1 ³� M3 êáé
M2 ³� M3.

Èåþñçìá 1.1 (Church{Rosser) ÅÜí M ³� M1 êáé M ³� M2,
ôüôå õðÜñ÷åé Ì3 þóôå M1 ³� M3 êáé M2 ³� M3.

Ïñéóìüò 1.7 ¸óôù M ³� N êáé Í åßíáé �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ. Ôüôå
ï üñïò N ëÝãåôáé �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ M .

Ðüñéóìá 1.2 ÊÜèå üñïò ìðïñåß íá Ý÷åé (áí Ý÷åé) ìüíïí ìßá êáíï-
íéêÞ ìïñöÞ.

Áðüäåéîç: Áí M1 êáé M2 äýï êáíïíéêÝò ìïñöÝò ôïõ Ì , ôüôå áðü ôï
èåþñçìá 1.1 èá õðÞñ÷å üñïò Ì3 þóôå M1 ³� M3 êáé M2 ³� M3.
ÁëëÜ åðåéäÞ Ì1 êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôüôå Ì1 ≡ M3 êáé ïìïßùò Ì2 ≡
M3. Ïðüôå Ì1 ≡M2.

ÐáñáôÞñçóç: Äåí Ý÷ïõí üëïé ïé üñïé êáíïíéêÝò ìïñöÝò, ð.÷. ï üñïò
Ω. Áí üìùò õðÜñ÷åé, ôüôå èá åßíáé ìïíáäéêÞ. Áí öáíôáóôïýìå ìßá
äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý (áíáãùãÞ) ôçò êáíïíéêÞò ìïñöÞò ôüôå ôï
èåþñçìá Church{Rosser åîáóöáëßæåé üôé ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ ðïõ õðï-
ëïãßæåôáé åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý. Ôï öáé-
íüìåíï åßíáé áíÜëïãï ìå ôïí õðïëïãéóìü áñéèìçôéêþí-áëãåâñéêþí
åêöñÜóåùí óôá ìáèçìáôéêÜ. Ð.÷. üôáí õðïëïãßæïõìå ôçí Ýêöñáóç
(5+3) ∗ (4+7) ∗ (11+3) ôï áðïôÝëåóìá èá åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôç
óåéñÜ êáé áðü ôïí ôñüðï ðïõ èá åðéëÝîïõìå íá ôçí õðïëïãßóïõìå.

Ôï èåþñçìá Church{Rosser ìáò äßíåé ôçí äõíáôüôçôá åíüò ÷á-
ñáêôçñéóìïý ôçò �-éóüôçôáò.

Ðüñéóìá 1.3 Éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù:



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, ËïãéêÞ êáé ÐëçñïöïñéêÞ, Óçìåéþóåéò 17

M =� N ⇔ ÕðÜñ÷åé üñïò L þóôå M ³� L êáé N ³� L:

Áðüäåéîç:
(⇐) ÐñïöáíÝò áðü ðñüôáóç 1.4.
(⇒) ¸óôù R äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï Λ ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï äåîéü óêÝëïò
ôçò ðñüôáóçò, äçëáäÞ M R N áíí õðÜñ÷åé L þóôå M ³� L êáé
N ³� L. Ç ó÷Ýóç R åßíáé ðñïöáíþò áõôïðáèÞò êáé óõììåôñéêÞ.
Åðßóçò, ðåñéÝ÷åé ôç ó÷Ýóç →� , äéüôé áí M →� N ôüôå õðÜñ÷åé
L(L ≡ N) þóôå M ³� L êáé N ³� L. Ç ó÷Ýóç R åßíáé êáé
ìåôáâáôéêÞ, äéüôé Ýóôù M R N êáé Í R N ′. Ôüôå M ³� L êáé
N ³� L, ãéá êÜðïéï L, êáé Í ³� L′ êáé N ′ ³� L′, ãéá êÜðïéï L′.
Áðü ôï Church{Rosser, õðÜñ÷åé L′′ þóôå L ³� L′′ êáé L′ ³� L′′.
Ïðüôå êáé ôåëéêÜ (åðåéäÞ ³� ìåôáâáôéêÞ) M ³� L′′ êáé N ′ ³� L′′,
äçëáäÞ M R N ′. Óõìðåñáßíïõìå üôé R åßíáé áõôïðáèÞò, óõììåôñéêÞ,
ìåôáâáôéêÞ êáé ðåñéÝ÷åé ôç �, Üñá ðåñéÝ÷åé êáé ôçí =� ùò ìéêñüôåñç
ôÝôïéá ó÷Ýóç.

Ðüñéóìá 1.4 N åßíáé ç (ìïíáäéêÞ) �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ ôïõ Ì ⇔ Í
åßíáé êáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé M =� N .

Ðüñéóìá 1.5 Áí M ³� N , M ³� L êáé N;L êáíïíéêÝò ìïñöÝò,
ôüôå N ≡ L.

Ðüñéóìá 1.6 O �-ëïãéóìüò ùò èåùñßá ôçò �-éóüôçôáò åßíáé óõíå-
ðÞò èåùñßá, äçëáäÞ õðÜñ÷åé Ýíá æåýãïò Ì êáé Í �-üñùí ðïõ äåí
åßíáé �-éóïäýíáìïé 3.

Áðüäåéîç: �x: x 6=� �x: �y: x

3Ôï åíôåëþò áíÜëïãï éó÷ýåé êáé óôç ëïãéêÞ. Áí ïñßóïõìå ôç óõíÝðåéá ùò
áäõíáìßá íá áðïäåßîïõìå óôçí ôõðéêÞ èåùñßá ìßá áíôßöáóç ôçò ìïñöÞò p ∧ ¬p,
ôüôå ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôçí éäéüôçôá íá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí
ìßá ðñüôáóç ðïõ íá ìçí áðïäåéêíýåôáé ó'áõôü ôï óýóôçìá.
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1.3 Åêöñáóéìüôçôá êáé Áíáðïêñéóéìüôçôá

Óôï �-ëïãéóìü ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôá óôïé÷åßá (áñéèìïýò, óõ-
íáñôÞóåéò) ðïõ áöïñïýí óôïõò óõíÞèåéò õðïëïãéóìïýò. Ìå áõôÞ ôçí
Ýííïéá ï �-ëïãéóìüò ìðïñåß íá íïçèåß ùò ìßá åíáëëáêôéêÞ ôõðïðïßçóç
ôçò èåùñßáò áíáäñïìÞò.

Ïñéóìüò 1.8 Áí F;A ∈ Λ ãéá êÜèå n ∈ N ïñßæïõìå ôï Fn(M) ∈ Λ

ùò áêïëïýèùò:

F 0(Ì) = Ì
Fn+1(Ì) = F (Fn(Ì))

Ð.÷. F 3(Ì) = F (F (F M)). Ôï Fn(Ì) ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò n
öïñÝò äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ôçò óõíÜñôçóçò F óôï üñéóìá Ì .

Ïñéóìüò 1.9 (Íïýìåñá ôïõ Church) Ãéá n ∈ N, ôá íïýìåñá ôïõ
Church c0;c1;c2; : : : ïñßæïíôáé ùò:

cn ≡ �fx: fn(x)

Ôá íïýìåñá ôïõ Church cn åßíáé ïé áíáðáñáóôÜóåéò ôùí áñéèìþí
n ∈ N óôïí �-ëïãéóìü. Ôá cn åßíáé üëá óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ.

ÐáñÜäåéãìá 1.4 Áêïëïõèïýí ìåñéêÜ íïýìåñá ôïõ Church:

c0 ≡ �f: �x: x
c1 ≡ �f: �x: f x
c2 ≡ �f: �x: f (f x)

Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áíáðáñáóôÜóåéò ôùí óõíÞèùí áñéèìçôé-
êþí óõíáñôÞóåùí; Ç áêüëïõèç ðñüôáóç ìáò ëÝåé ðþò íáé.

Ðñüôáóç 1.5 ÕðÜñ÷ïõí üñïé A+;A∗;Aexp ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé:
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1: A+ cn cm =� cn+m (A+ áíáðáñéóôÜ ôçí ðñüóèåóç)

2: A∗ cn cm =� cnm (A∗ áíáðáñéóôÜ ôïí ðïëëáðëáóéáóìü)

3: Áí m > 0 ôüôå Aexp cn cm =� c(nm) (Aexp áíáðáñéóôÜ ôçí ýøùóç óå äýíáìç)

Áðüäåéîç (Rosser): Ïñßæïõìå ôïõò üñïõò ùò åîÞò:

1: A+ ≡ �xypq: x p (y p q)
2: A∗ ≡ �xyz: x (y z)
3: Aexp ≡ �xy: y x
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¸÷ïõìå ëïéðüí:

1. Ãéá ôï A+:

A+ cn cm =� �p: �q:cn p (cm p q)
=� �p: �q: (�x: pn(x)) pm(q)
=� �p: �q: pn (pm(q))
=� �p: �q: pn+m(q)
≡ cn+m

2. Ãéá ôï A∗:

A∗ cn cm =� �z:cn (�w: zm(w))

=� �z: (�f: �x: (f (f (· · · (f︸ ︷︷ ︸
n öïñÝò

x) · · ·)))) (�w: zm(w))

=� �z: �x: ((�w: zm(w)) ((�w: zm(w)) (· · · ((�w: zm(w))︸ ︷︷ ︸
n öïñÝò

x) · · ·)))

=� �z: �x: ((�w: zm(w)) ((�w: zm(w)) (· · · ((�w: zm(w))︸ ︷︷ ︸
n−1 öïñÝò

zm(x)) · · ·)))

=� �z: �x: ((�w: zm(w)) ((�w: zm(w)) (· · · ((�w: zm(w))︸ ︷︷ ︸
n−2 öïñÝò

zm+m(x)) · · ·)))

=� �z: �x: z

n öïñÝò︷ ︸︸ ︷
m+ · · ·+m(x)

=� �z: �x: znm(x)
≡ cnm

3. Ãéá ôï Aexp, ìå m ≥ 1:
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Aexp cn cm =� cm cn
≡ (�z: �f: zm(f)) (�z: �w: zn(w))

=� �f: (�z: �w: zn(w)) · · · (�z: �w: zn(w))︸ ︷︷ ︸
m öïñÝò

f

=� �f: (�z: �w: zn(w)) · · · (�z: �w: zn(w))︸ ︷︷ ︸
m−1 öïñÝò

�w: fn(w)

=� �f: (�z: �w: zn(w)) · · · (�z: �w: zn(w))︸ ︷︷ ︸
m−2 öïñÝò

�w: fnn(w)

=� �f: �w: f

m öïñÝò︷ ︸︸ ︷
n · · ·n(w)

≡ c(nm)

ÐáñáôÞñçóç: Ç éóüôçôá =� äçëþíåé ìÜëëïí ôçí éóüôçôá ôùí óõ-
íáñôÞóåùí ùò ðñïò ôçí Ýíôáóç. ÂÝâáéá, áí M =� N , ôüôå ïé
Ì êáé Í äçëþíïõí ùò ðñïò ôçí Ýêôáóç ôçí ßäéá óõíÜñôçóç, ãéáôß
ôüôå M Z =� N Z, ãéá êÜèå Z. Èåùñåßóôå ôþñá ôïõò üñïõò As ≡
�x: �s: �z: s (x s z) êáé A′s ≡ �x: �s: �z: x s (s z). Éó÷ýåé üôé

As cn =� cn+1

A′s cn =� cn+1

ÄçëáäÞ êáé ïé äýï üñïé áíáðáñéóôïýí óôïí �-ëïãéóìü ôç óõíÜñôçóç
S ôïõ åðüìåíïõ (S(n) = n+ 1). ÁëëÜ

As 6=� A′s

Óôç óõíÝ÷åéá, èá äïýìå üôé ìðïñïýìå íá áíáðôýîïõìå óôïí �-
ëïãéóìü üëåò ôéò ðñïãñáììáôéóôéêÝò ôå÷íéêÝò, äçëáäÞ íá ïñßóïõìå
ôéò áëçèïôéìÝò bool, ôï if: : :then: : :else, ôá æåýãç ê.ëð.

Ïñéóìüò 1.10 true ≡ �x: �y: x
false ≡ �x: �y: y

Ïñéóìüò 1.11 Ïñßæïõìå (B;P;Q üñïé)
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if B then P else Q ≡ B P Q

Ôüôå âÝâáéá Ý÷ïõìå üôé

if true then P else Q =� P
if false then P else Q =� Q

ÄçëáäÞ óôïí üñï £if B then P else Q¤ åÜí ôï B õðïëïãéóôåß íá
åßíáé true £åðéóôñÝöåôáé¤ ôï P , áí ôï Â õðïëïãéóôåß íá åßíáé false
£åðéóôñÝöåôáé¤ ôï Q.

Ïñéóìüò 1.12 Ïñßæïõìå

[P ;Q ] ≡ �x: xP Q
�1 ≡ �x: �y: x ≡ true (ðñþôç ðñïâïëÞ)

�2 ≡ �x: �y: y ≡ false (äåýôåñç ðñïâïëÞ)

Ôüôå Ý÷ïõìå üôé

[P ;Q ]�1 =� P
[P ;Q ]�2 =� Q

¼íôùò,

[P ;Q ]�1 ≡ (�x: xP Q) (�x: �y: x)
=� (�x: �y: x)P Q
=� (�y: P )Q
=� P

¼ìïßùò ãéá ôç äåýôåñç ðñïâïëÞ.

Ïñéóìüò 1.13 Oñßæïõìå

(i) ÁñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : Nm → N

(ii) Ìßá áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç f : Nm → N (m ìåôáâëçôþí) åßíáé
�-ïñßóéìç Þ �-áíáðáñáóôÜóéìç åÜí õðÜñ÷åé üñïò F ∈ Λ Ýôóé
þóôå
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F cn1 cn2 · · ·cn1 =� cf(n1;n2;:::nm)

ãéá üëá ôá n1; n2; : : : nm ∈ N. ËÝìå ôüôå üôé ï F ïñßæåé Þ
áíáðáñéóôÜ (óôï �-ëïãéóìü) ôçí óõíÜñôçóç f

ÐáñáôÞñçóç: ÅÜí F cn1 cn2 · · ·cn1 =� cf(n1;n2;:::nm) êáé åðåéäÞ cf(n1;n2;:::nm)

åßíáé óå êáíïíéêÞ ìïñöÞ, áðü ôï èåþñçìá Church{Rosser èá Ý÷ïõìå
üôé F cn1 cn2 · · · cn1 ³� cf(n1;n2;:::nm).

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôçí êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞ-
óåùí.

Ïñéóìüò 1.14 Ç êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ç ìé-
êñüôåñç êëÜóç ôùí áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò
áñ÷éêÝò óõíáñôÞóåéò:

(i) ðñïâïëÝò: Umi (n1; : : : nm) = ni, ãéá üëá ôá i ìå 1 ≤ i ≤ m

(ii) åðüìåíïò: S+(n) = n+ 1

(iii) ìçäåíéêÞ: Z(n) = 0

êáé åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôç óýíèåóç, ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ êáé ôçí
åëá÷éóôïðïßçóç:

(i) óýíèåóç: áí g : Nk → N êáé h1; : : : hk : Nm → N åßíáé áíáäñï-
ìéêÝò, ôüôå åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé ç f : Nm → N ðïõ ïñßæåôáé
áðü ôï áêüëïõèï ó÷Þìá

f(n1; : : : nm) = g(h1(n1; : : : nm); : : : hk(n1; : : : nm))

(ii) ðñùôïãåíÞò áíáäñïìÞ: áí g : Nm → N êáé h : Nm+2 → N
åßíáé áíáäñïìéêÝò, ôüôå êáé ç f : Nm+1 → N ðïõ ïñßæåôáé áðü
ôï áêüëïõèï ó÷Þìá åßíáé áíáäñïìéêÞ
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f(0; n1; : : : nm) = g(n1; : : : nm)

f(n+ 1; n1; : : : nm) = h(f(n; n1; : : : nm); n; n1; : : : nm)

(iii) åëá÷éóôïðïßçóç: áí g : Nm+1 → N åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé áí
ãéá üëá ôá n1; : : : nm õðÜñ÷åé n þóôå g(n; n1; : : : nm) = 0, ôüôå
êáé ç f : Nm → N ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé
áíáäñïìéêÞ

f(n1; : : : nm) = �n:g(n; n1; : : : nm) = 0

üðïõ �n:g(n; n1; : : : nm) = 0 äçëþíåé ôïí ìéêñüôåñï áñéèìü
n ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé ç g(n; n1; : : : nm) = 0. Óçìåéþíåôáé
üôé Ý÷ïõìå ðñïûðïèÝóåé ôçí ýðáñîç åíüò ôÝôïéïõ n ãéá êÜèå
n1; : : : nm, Üñá êáé ôçí ýðáñîç åíüò ôÝôïéïõ åëÜ÷éóôïõ.

ÐáñáôÞñçóç: Ç ìéêñüôåñç êëÜóç áñéèìçôéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ ðå-
ñéëáìâÜíåé ôéò áñ÷éêÝò óõíáñôÞóåéò êáé åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôç óýíèåóç
êáé ôçí ðñùôïãåíÞ áíáäñïìÞ åßíáé ç êëÜóç ôùí ðñùôïãåíþí áíá-
äñïìéêþí óõíáñôÞóåùí. Åíþ áõôÞ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôéò áñ÷éêÝò óõ-
íáñôÞóåéò êáé åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôç óýíèåóç êáé ôçí åëá÷éóôïðïßçóç
(÷ùñßò ôï ó÷Þìá ôçò ðñùôïãåíïýò áíáäñïìÞò) áðïäåéêíýåôáé üôé åß-
íáé ßóç ìå ôçí êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ ïñßóôçêå
ðéï ðÜíù, äçëáäÞ ôï ó÷Þìá ôçò áíáäñïìÞò ìðïñåß íá ïñéóôåß ìå âÜóç
ôï ó÷Þìá ôçò åëá÷éóôïðïßçóçò. Ç êëÜóç ôùí ðñùôïãåíþí áíáäñïìé-
êþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ãíÞóéá õðïêëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞ-
óåùí, ð.÷. ç óõíÜñôçóç Ackermann åßíáé áíáäñïìéêÞ ÷ùñßò íá åßíáé
ðñùôïãåíÞò áíáäñïìéêÞ. Ç êëÜóç ôùí áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí
ãåíéêÜ ðéóôåýåôáé üôé óõìðßðôåé ìå ôçí êëÜóç ôùí õðïëïãßóéìùí óõ-
íáñôÞóåùí, äçëáäÞ ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí
ìå âÜóç Ýíá áëãüñéèìï Þ áëëéþò ìå ôç ÷ñÞóç ïäçãéþí ìç÷áíéêïý
õðïëïãéóìïý (Áßôçìá ôïõ Church).
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Óôç óõíÝ÷åéá, èá äïýìå üôé üëåò ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé
�-ïñßóéìåò.

ËÞììá 1.1 Ïé áñ÷éêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé �-ïñßóéìåò.

Áðüäåéîç: Ïñßæïõìå

Umi ≡ �x1 : : : �xm: xi
S+ ≡ �x: �y: �z: y (x y z)
Z ≡ �x:c0

ËÞììá 1.2 Ïé �-ïñßóéìåò óõíáñôÞóåéò åßíáé êëåéóôÝò ãéá ôç óýí-
èåóç.

Áðüäåéîç: ¸óôù g : Nk → N åßíáé �-ïñßóéìç áðü ôïí üñï G ∈ Λ

êáé h1; : : : hk : Nm → N åßíáé �-ïñßóéìåò áðü ôïõò Ç1; : : : Hk ∈ Λ,
áíôßóôïé÷á. Ôüôå ç

f(n1; : : : nm) = g(h1(n1; : : : nm); : : : hk(n1; : : : nm))

åßíáé �-ïñßóéìç áðü ôïí

F ≡ �x1 : : : �xm: G (H1 x1 · · ·xm) · · · (Hk x1 · · ·xm)

ËÞììá 1.3 Ïé �-ïñßóéìåò óõíáñôÞóåéò åßíáé êëåéóôÝò ãéá ôï ó÷Þìá
ôçò ðñùôïãåíïýò áíáäñïìÞò.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé áñêåôÜ êïëðáôæßäéêç. ¸óôù g : Nm → N
åßíáé �-ïñßóéìç áðü ôïí G ∈ Λ êáé h : Nm+2 → N åßíáé �-ïñßóéìç
áðü ôïí Ç ∈ Λ. Ôüôå ðñÝðåé íá âñïýìå F ∈ Λ ðïõ íá ïñßæåé óôï
�-ëïãéóìü ôç óõíÜñôçóç

f(0; n1; : : : nm) = g(n1; : : : nm)

f(n+ 1; n1; : : : nm) = h(f(n; n1; : : : nm); n; n1; : : : nm)
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H éäÝá åßíáé íá ðáñáóôÞóïõìå ìå äéáôåôáãìÝíá æåýãç ôá æåýãç [n; f(n)],
üðïõ f(n) ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò óôï üñéóìá n. Ãéá íá ôï ðåôý÷ïõìå
áõôü èá ðñÝðåé íá áñ÷ßóïõìå áðü ôï æåýãïò [0; g(n1; : : : nm)] êáé íá
åðáíáëÜâïõìå n öïñÝò Ýíáí ôåëåóôÞ next ðïõ èá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

next ([n; x]) = [n+ 1; h(x; n; n1; : : : nm)]

Ï �-üñïò ðïõ èá Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá ìðïñåß íá åßíáé ï

next ≡ �p: [S+(p �1); H (p �2)(p �1)x1 · · ·xm]

H åðáíÜëçøç êáôÜ n öïñÝò ôïõ next ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò ôï íïýìåñï cn, äéüôé cn nextN =� (next)n (N). Ïðüôå áí
îåêéíÞóïõìå ìåN ≡ [c0; G x1 · · ·xm] (ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï [0; g(n1; : : : nm)])
ôüôå ôï cn nextN èá åßíáé ç åðáíÜëçøç ôïõ [0; g(n1; : : : nm)] êáôÜ
n öïñÝò, Üñá ôï æåýãïò [n; f(n)]. Êáé ó'áõôü ôï æåýãïò ìðïñïýìå íá
åîáãÜãïõìå ôç äåýôåñç óõíéóôþóá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï �2. Ïðüôå
ôåëéêÜ ï üñïò F èá åßíáé

F ≡ �x: �x1: : : : �xm: xnext [c0; G x1 · · ·xm]�2
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Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôï íá áðïäåßîïõìå üôé ôï ó÷Þìá ôçò åëá-
÷éóôïðïßçóçò ìðïñåß íá ïñéóôåß óôï �-ëïãéóìü, èá äïýìå ðñþôá ðþò
ìðïñåß íá åêöñáóôåß ãåíéêüôåñá ç áíáäñïìÞ óôï �-ëïãéóìü.

Èåþñçìá 1.2 (Èåþñçìá ôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ)

(i) Ãéá êÜèå F ∈ Λ õðÜñ÷åé Ýíáò X ∈ Λ þóôå

F X =� X (X åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôïõ F )

(ii) ÕðÜñ÷åé Ýíáò óõíäõáóôÞò óôáèåñïý óçìåßïõ Y ∈ Λ þóôå ãéá
üëá ôá F ∈ Λ

F (YF ) =� YF
[äçëáäÞ ãéá êÜèå F , YF åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôïõ F ]

Áðüäåéîç: ¸óôù Y ≡ �f: (�x: f (xx))�x: f (xx). Ôüôå

YF ≡ (�f: (�x: f (xx))�x: f (xx))F
=� (�x: F (xx))�x: F (xx)
=� F ((�x: F (xx))�x: F (xx))
=� F (YF ) [äéüôé YF →� (�x: F (xx))�x: F (xx)]

Ðüñéóìá 1.7 ÄïèÝíôïò �-üñïõ M ≡ M [f ] ðïõ åíäå÷ïìÝíùò Ý÷åé
ùò åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôçí f , õðÜñ÷åé F ∈ Λ þóôå

F =� M [f := F ]

Áðüäåéîç: ÐñÝðåé

F =� M [f := F ] =� (�f:M)F

Ïðüôå áñêåß íá åðéëÝîïõìå ôïí F ùò ôï óôáèåñü óçìåßï ôïõ �f:M ,
äçëáäÞ
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F ≡ Y (�f:M)

ÐáñáôÞñçóç: Ôï ùò Üíù ðüñéóìá ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ùò åîÞò:
Ç åîßóùóç x =� M ìðïñåß íá ëõèåß ùò ðñïò x, Þ ãåíéêüôåñá ç
åîßóùóç x y1 · · · yn =� M ìðïñåß íá ëõèåß ùò ðñïò x, äçëáäÞ õðÜñ÷åé
F þóôå

∀Y1; : : : Yn; F Y1 · · ·Yn =� M [x := F ][y1 := Y1] · · · [yn := Yn]

Áñêåß íá ïñßóïõìå F ≡ Y (�x y1 : : : yn:M).
Ùò ìßá åöáñìïãÞ, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå üñïõò F êáé G

þóôå ãéá êÜèå X;Y ∈ Λ éó÷ýïõí

F X =� X F
GX Y =� Y G (Y X G)
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ËÞììá 1.4 Ïé �-ïñßóéìåò óõíáñôÞóåéò åßíáé êëåéóôÝò ãéá ôçí åëá-
÷éóôïðïßçóç.

Áðüäåéîç: ¸óôù g : Nm+1 → N åßíáé �-ïñßóéìç áðü ôïí G ∈ Λ êáé
Ýóôù üôé ãéá üëá ôá n1; : : : nm õðÜñ÷åé n þóôå g(n; n1; : : : nm) = 0.
ÈÝëïõìå íá ïñßóïõìå óôïí �-ëïãéóìü ôçí

f(n1; : : : nm) = �m: g(m;n1; : : : nm) = 0

Ïñßæïõìå ìßá óõíÜñôçóç zero ðïõ åëÝã÷åé áí Ýíá áñéèìçôéêü üñéóìá
åßíáé 0 Þ ü÷é

zero ≡ �n: n (true false) true

Ôüôå

zero c0 =� true
zero cn+1 =� false

Ç éäÝá åßíáé ç åîÞò: Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôï g(0; n1; : : : nm) êáé èá
åëÝã÷ïõìå ôï êÜèå g(n; n1; : : : nm). Áí áõôü åßíáé 0, ôüôå èá åðéóôñÝ-
öïõìå ôï n (äçëáäÞ ôï ðñþôï n ðïõ èá éêáíïðïéåß ôçí g(n; n1; : : : nm) =

0). Áí ü÷é èá åëÝã÷ïõìå ôï g(n+ 1; n1; : : : nm). Ç äéáäéêáóßá áõôÞ
ôïõ äéáäï÷éêïý åëÝã÷ïõ åðéôõã÷Üíåôáé ìÝóù ìßáò óõíÜñôçóçò H, ç
ïðïßá èá éêáíïðïéåß ôï áêüëïõèï ó÷Þìá

H y x1 · · ·xm =� if (zero (Gy x1 · · ·xm)) then y else H (S+ y)x1 · · ·xm

Áðü ôï èåþñçìá ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ õðÜñ÷åé üñïò Ç ðïõ éêáíï-
ðïéåß ôçí ùò Üíù åîßóùóç. Ïñßæïõìå F ≡ �x1 · · ·xn: H c x1 · · ·xn,
ïðüôå
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F cn1 · · ·cnm =� H c0 cn1 · · ·cnm
=�

{
c0; áí Gc0 cn1 · · ·cnm =� c0

H c1 cn1 · · ·cnm ; äéáöïñåôéêÜ

=�

{
c1; áí Gc1 cn1 · · ·cnm =� c0

H c2 cn1 · · · cnm ; äéáöïñåôéêÜ
ê.ï.ê
[êÜðïôå èá óôáìáôÞóåé óôï åëÜ÷éóôï]

Èåþñçìá 1.3 ¼ëåò ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé �-ïñßóéìåò.

Áðüäåéîç: Áðü ôá ðñïçãïýìåíá ëÞììáôá.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï áíôßóôñïöï åðßóçò éó÷ýåé. ÄçëáäÞ êÜèå �-ïñßóéìç
áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ôï áðïôÝëåóìá ìðïñåß íá
åðåêôáèåß êáé óôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò. ¸ôóé, ëïéðüí, Ý÷ïõìå ìßá
ðëÞñç ôáýôéóç ìåôáîý ôùí (ìåñéêþí) áíáäñïìéêþí óõíáñôÞóåùí êáé
ôùí �-ïñßóéìùí óõíáñôÞóåùí. Êáé ïé äýï áõôïß öïñìáëéóìïß óêï-
ðåýïõí íá ïñßóïõí ìå áêñéâÞ ôñüðï ôçí Ýííïéá ôçò õðïëïãßóéìçò
óõíÜñôçóçò. Ìßá Üëëç ðñïóÝããéóç, åßíáé ï öïñìáëéóìüò ôïõ Turing
êáé ïé Turing-õðïëïãßóéìåò óõíáñôÞóåéò. Ç éóïäõíáìßá üëùí áõôþí
ôùí ðñïóåããßóåùí åíéó÷ýåé ôçí ðåðïßèçóç üôé ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò ôáõôßæïíôáé ìå ôéò (åßíáé ï óùóôüò ôñüðïò íá ïñéóôïýí ïé)
õðïëïãßóéìåò óõíáñôÞóåéò.
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Óôç óõíÝ÷åéá, èá äþóïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá áíáðïêñéóéìü-
ôçôáò. ¸óôù ç óõíÜñôçóç 〈· ; ·〉 : N2 → N åßíáé ìßá 1-1 êáé åðß
áíáäñïìéêÞ áðåéêüíéóç. ÄçëáäÞ êÜèå æåýãïò (n;m) öõóéêþí áñéè-
ìþí ðáßñíåé Ýíá ìïíáäéêü êùäéêü áñéèìü 〈n ;m〉.
(¶óêçóç: Ïñßóôå ìßá ôÝôïéá óõíÜñôçóç.
Õðüäåéîç: Ãéá êÜèå n äéáôÜîôå ôá æåýãç (x; y) þóôå x + y = n.
ÄçëáäÞ

(0; 0)︸ ︷︷ ︸
x+y=0

; (0; 1); (1; 0)︸ ︷︷ ︸
x+y=1

; (0; 2); (1; 1); (2; 0)︸ ︷︷ ︸
x+y=2

; ê.ï.ê.

êáé ïñßóôå ôç óõíÜñôçóç äéÜôáîçò.) Èá äþóïõìå ôþñá óå êÜèå üñï
L ∈ Λ Ýíá ìïíáäéêü êùäéêü #(L). Ìå åðáãùãÞ óôïõò üñïõò:

#(u

n öïñÝò︷ ︸︸ ︷
′′ · · · ′) = 〈0 ; n〉; üðïõ u

n öïñÝò︷ ︸︸ ︷
′′ · · · ′ åßíáé ç n− ïóôÞ ìåôáâëçôÞ

#(M N) = 〈2 ; 〈#(M) ;#(N)〉〉
#(�x:M) = 〈3 ; 〈#(x) ;#(M)〉〉

Óõìâïëßæïõìå ìå Mp q ôï c#(M) äçëáäÞ ôï Mp q åßíáé ï üñïò (íïýìåñï
Church) ðïõ áíáðáñéóôÜ óôï �-ëïãéóìü ôïí êùäéêü ôïõ M .

Ïñéóìüò 1.15 ¸óôù A ⊆ Λ.

1. A åßíáé êëåéóôü ãéá ôï =� áí

M ∈ A;M =� N ⇒ N ∈ A

2. A åßíáé ìç-ôåôñéììÝíï áí A 6= ∅ êáé A 6= Λ

3. A åßíáé áíáäñïìéêü áí ôï óýíïëï #A = {#M |M ∈ A} åßíáé
áíáäñïìéêü4

4¸íá õðïóýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí A åßíáé áíáäñïìéêü åÜí ç ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞ ôïõ óõíÜñôçóç fA, ðïõ ïñßæåôáé ùò fA = 0 áí x ∈ A êáé fA = 1 áí
x =∈ A, åßíáé áíáäñïìéêÞ. Óýìöùíá ìå ôï áßôçìá ôïõ Church Ýíá óýíïëï åßíáé
áíáäñïìéêü óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áëãïñéèìéêÜ áí Ýíáò
áñéèìüò áíÞêåé óôï óýíïëï Þ ü÷é.
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Èåþñçìá 1.4 ¸óôù A ⊆ Λ åßíáé ìç-ôåôñéììÝíï êáé êëåéóôü ãéá
ôçí éóüôçôá =�. Ôüôå A äåí åßíáé áíáäñïìéêü.

Áðüäåéîç: Ïñßæïõìå B = {M |MMp q ∈ A}. ÅÜí A åßíáé áíáäñïìéêü
ôüôå êáé B åßíáé áíáäñïìéêü (ãéáôß;). Ïðüôå åßíáé áíáðáñáóôÜóéìï
óôï �-ëïãéóìü äçëáäÞ õðÜñ÷åé F ∈ Λ þóôå

M ∈ B ⇔ F Mp q =� c0

M 6∈ B ⇔ F Mp q =� c1

¸óôù M0 ∈ A êáé M1 6∈ A. Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå G ∈ Λ þóôå

M ∈ B ⇔ GMp q =� M1 6∈ A
M 6∈ B ⇔ F Mp q =� M0 ∈ A

[ð.÷. ðáßñíïõìå Gx ≡ if zero (F x) then M1 else M0]

G ∈ B ⇔ GGp q =� M1 ⇒ GGp q 6∈ A ⇒ G 6∈ B
G 6∈ B ⇔ GGp q =� M0 ⇒ GGp q ∈ A ⇒ G ∈ B

Ðüñéóìá 1.8 (Church) Ôï óýíïëï {M ∈ Λ|M =� true} äåí åß-
íáé áíáäñïìéêü.

Ðüñéóìá 1.9 Ôï óýíïëï {M ∈ Λ|M Ý÷åé �-êáíïíéêÞ ìïñöÞ} äåí
åßíáé áíáäñïìéêü.



ÊåöÜëáéï 2

ËÜìäá ëïãéóìüò ìå áðëïýò
ôýðïõò

Óôïí êáèáñü �-ëïãéóìü èåùñÞóáìå üôé ìßá óõíÜñôçóç äåí Ý÷åé ðñï-
êáèïñéóìÝíï ðåäßï ïñéóìïý êáé ðåäßï ôéìþí. Äåí õðÜñ÷ïõí áðáéôÞ-
óåéò ðñïêáèïñéóìÝíïõ ðñïóäéïñéóìïý üôé ð.÷. ìßá óõíÜñôçóç (üðùò
ç n 7→ n3) äÝ÷åôáé ùò ïñßóìáôá öõóéêïýò áñéèìïýò êáé åðéóôñÝöåé
öõóéêïýò áñéèìïýò. Ç åðéâïëÞ ôÝôïéïõ åßäïõò áðáéôÞóåùí ãßíåôáé
ìÝóù ôùí ôýðùí. Ï êÜèå üñïò (ðñüãñáììá) óõíïäåýåôáé áðü Ýíá
ôýðï, ï ïðïßïò ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíáò ðñïóäéïñéóìüò Þ ó÷üëéï
(speci�cation) ãéá ôï ôé êÜíåé Ýíá ðñüãñáììá. Ï Curry êáé ï Church
åéóÞãáãáí ôÝôïéåò åêäï÷Ýò �-ëïãéóìïý ìå ôýðïõò.

2.1 �-ëïãéóìüò ìå áðëïýò ôýðïõò à la Curry

Ôï ðñþôï óýóôçìá ðïõ åéóÜãïõìå åßíáé ôï óýóôçìá ôïõ Curry.

Ïñéóìüò 2.1 (Ôýðïé) ¸óôù U Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò óõìâüëùí
ðïõ èá ïíïìÜæïíôáé áôïìéêïß ôýðïé Þ êáé ìåôáâëçôÝò ôýðùí. Ôï
óýíïëï ôùí ôýðùí T ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:

33
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1. ÊÜèå óôïé÷åßï ôïõ U åßíáé ôýðïò.

2. Áí � êáé � ôýðïé ôüôå ç Ýêöñáóç (� → �) åßíáé ôýðïò.

¹ ÷ñçóéìïðïéþíôáò åíáëëáêôéêü ïñéóìü

T ::= U | (T → T )

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá á; â; ã : : : ãéá áôïìéêïýò ôýðïõò êáé ôá
ó; ô; ñ : : : ãåíéêÜ ãéá ôýðïõò. Èá ðáñáëåßðïõìå ôéò åîùôåñéêÝò ðá-
ñåíèÝóåéò óôç ãñáöÞ ôùí ôýðùí.

Ïñéóìüò 2.2 ÐåñéâÜëëïí Þ ÂÜóç èá åßíáé êÜèå óýíïëï ôçò ìïñöÞò

{x1 : ô1; : : : ; xn : ôn}

üðïõ x1; : : : xn ∈ Λ äçëáäÞ åßíáé ìåôáâëçôÝò-üñïé ôïõ �-ëïãéóìïý
êáé ô1; : : : ; ôn ôýðïé.

Èá ðñÝðåé xi 6= xj ãéá i 6= j, äçëáäÞ äåí ìðïñåß íá Ý÷ïõìå áíôé-
óôïé÷Þóåé óôçí ßäéá ìåôáâëçôÞ äýï äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò. ÅÜí Γ =

{x1 : ô1; : : : ; xn : ôn}, ôüôå dom(F ) = {x1; : : : ; xn}. Ôï dom(F )

åßíáé ôï ðåäßï ôïõ Γ. ÊÜèå ðåñéâÜëëïí Γ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìßá
áðïíïìÞ åíüò ôýðïõ óå êÜèå ìåôáâëçôÞ ôïõ ðåäßïõ ôïõ (áí x : � ∈ Γ

ôüôå ï ôýðïò ô áðïíÝìåôáé óôç ìåôáâëçôÞ x). ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå
x1 : ô1; : : : xn : ôn áíôß ôïõ {x1 : ô1; : : : xn : ôn} êáé Γ; x : � áíôß ôïõ
Γ∪{x : �}. Óôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç, ðñïûðüèåóç ãéá íá ãñÜøïõìå
áõôü åßíáé üôé x : � 6∈ Γ, äçëáäÞ ç ìåôáâëçôÞ x äåí Ý÷åé áðïíïìÞ óôï
Γ.

Êáíüíåò Ôõðïðïßçóçò: Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç Γ ` M : �, üðïõ Γ

ðåñéâÜëëïí, Ì �-üñïò êáé ó ôýðïò, ïñßæïíôáò åðáãùãéêÜ ôá áîéþ-
ìáôá êáé ôïõò êáíüíåò áðáãùãÞò.
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Áîßùìá: Γ; x : � ` x : �

Êáíüíåò: Γ;x:�`M :�
Γ`�x:M :�→�

Γ`M :�→� Γ`N :�
Γ`M N :�

ÐáñáôÞñçóç: 1. Ôï Γ ` M : � èá éó÷ýåé áí Ý÷åé ðñïêýøåé áðü
ôá áîéþìáôá ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí áðáãùãÞò.
2. Óôïí ðñþôï êáíüíá ç ìåôáâëçôÞ x ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò éäéïìå-
ôáâëçôÞ. Áí õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôï Γ ` �x:M : � → �
èá èåùñïýìå üôé ç x äåí åìöáíßæåôáé óôï Γ (áëëéþò ðáßñíïõìå Ýíá
�-éóïäýíáìï ôïõ �x:M) þóôå íá ìðïñïýìå íá ó÷çìáôßæïõìå ôï
Γ; x : � ` M : � (ð.÷. ùò åðáãùãéêÞ õðüèåóç) ôï ïðïßï áðáéôåß
x : � 6∈ Γ. ¼ôáí ãñÜöïõìå ` M : � åííïïýìå üôé ï üñïò M ôõðï-
ðïéåßôáé ìå êåíü ðåñéâÜëëïí (Γ = ∅).
3. To óýóôçìá ôõðïðïßçóçò ðïõ ðåñéãñÜöôçêå åßíáé ï �-ëïãéóìüò ìå
áðëïýò ôýðïõò à la Curry. ÌÝóù ôïõ ìç÷áíéóìïý áõôïý ôõðïðïßç-
óçò áðïäßäåôáé Ýíáò ôýðïò ó óå Ýíáí (áëëÜ ü÷é êáé óå êÜèå) �-üñï
Ì .

Ðáñáäåßãìáôá

1. ` �x: x : � → � äéüôé õðÜñ÷åé ç áðáãùãÞ
x : � ` x : �

` �x: x : � → �

2. ` �x y: x : � → (� → �) äéüôé

x : �; y : � ` x : �

x : � ` �y: x : � → �

` �x y: x : � → (� → �)

Ïñéóìüò 2.3 ¸óôù Ì �-üñïò. ÅÜí õðÜñ÷ïõí Γ êáé ó þóôå Γ `
M : � ôüôå Ì ëÝãåôáé ôõðïðïéÞóéìïò.

ÐáñáôÞñçóç: ¸íáò üñïò ï ïðïßïò ìðïñåß íá ôõðïðïéçèåß ìå ôýðï
ó → ô ìðïñåß íá íïçèåß üôé áíáðáñéóôÜ ìßá (êáôáóêåõáóôéêÞ) óõ-
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íÜñôçóç, ç ïðïßá äÝ÷åôáé ïñßóìáôá (üñïõò) ôýðïõ ó êáé åðéóôñÝöåé
ôéìÝò ôýðïõ ô. Áõôü áíôáíáêëÜôáé óôïõò êáíüíåò áðáãùãÞò üðïõ
üôáí áðïíÝìåôáé ï ôýðïò ó → ô äçìéïõñãåßôáé ìßá áöáßñåóç �x:M
(ôï x £Ý÷åé¤ ôýðï ó êáé ôï Ì ôýðï ô) êáé üôáí áðïíÝìåôáé ï ôýðïò ô
óôçí åöáñìïãÞ M N ðñïûðïôßèåôáé üôé ç £óõíÜñôçóç¤ Ì ðïõ £Ý÷åé¤
ôýðï ó → ô åöáñìüæåôáé óôçí Í ðïõ £Ý÷åé¤ ôýðï ó.

ËÞììá 2.1 ¸óôù Γ `M : �. Ôüôå:

1. Γ ⊆ Γ′ ⇒ Γ′ `M : �

2. FV (M) ⊆ dom(Γ)

3. Áí Γ′ ⊆ Γ êáé dom(Γ′) = FV (M) ôüôå Γ′ ` M : �. (Äç-
ëáäÞ óå ìßá ôõðïðïßçóç åíüò üñïõ ìðïñïýìå íá áñêåóôïýìå
óå áðïíïìÝò ôýðùí ìüíï ãéá ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò áõôïý
ôïõ üñïõ).

Áðüäåéîç: Ìå ðñïöáíÞ åðáãùãÞ óôçí ôõðïðïßçóç ôïõ Γ ` M : �
(¢óêçóç).
Ð.÷. Ýóôù üôé èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ôï 1, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
Γ ` �x:M : � → � . Ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ôï x äåí
åìöáíßæåôáé óôï dom(Γ′). ÅðåéäÞ Γ; x : � `M : � áðü Å.Õ. (Åðáãù-
ãéêÞ Õðüèåóç) Ý÷ïõìå Γ′; x : � ` M : � (äéüôé Γ; x : � ⊆ Γ′; x : �).
Ïðüôå Γ′ ` �x:M : � → � .

Ïé ôýðïé ðïõ áðïäßäïíôáé óå êÜðïéï üñï åîáñôþíôáé áðü ôç ìïñöÞ
ôïõ üñïõ, óýìöùíá ìå ôï ðáñáêÜôù ëÞììá.

ËÞììá 2.2 (Äçìéïõñãßáò) Éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

1. Γ ` x : � ⇒ x : � ∈ Γ

2. Γ ` M N : � ⇒ ÕðÜñ÷åé ôýðïò ô þóôå Γ ` M : � → � êáé
Γ ` N : � .
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3. Γ ` �x:M : � ⇒ ÕðÜñ÷ïõí ôýðïé ô êáé ñ þóôå Γ; x : � `M : ñ
êáé � = � → ñ.

Áðüäåéîç: Åýêïëç åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò ôõðïðïßçóçò ôïõ üñïõ.

Ïñéóìüò 2.4 ¸íáò ôýðïò äçìéïõñãåßôáé ìå áöåôçñßá ôéò ìåôáâëç-
ôÝò ôýðùí (áôïìéêïß ôýðïé). Áí ó ôýðïò ôüôå ìå ó[� := � ] óõìâïëß-
æïõìå ôïí ôýðï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï ó áöïý áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå
åìöÜíéóç ôïõ á óôïí ó ìå ôïí ôýðï ô. Áí Γ = {x1 : �1; : : : ; xn :

�n} ôüôå Γ[� := � ] = {x1 : �1[� := � ]; : : : ; xn : �n[� := � ]}.

Ðñüôáóç 2.1 (Ôï ëÞììá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò) Éó÷ýïõí ôá ðáñá-
êÜôù:

1. Áí Γ `M : �, ôüôå Γ[� := � ] `M : �[� := � ].

2. Áí Γ; x : � `M : � êáé Γ ` N : � , ôüôå Γ `M [x := N ] : �

Áðüäåéîç ôïõ 2: Ìå åðáãùãÞ óôï Γ; x : � `M : �. Áí åßíáé áîßùìá,
ôüôå Ì ≡ x êáé � = � Þ M ≡ y ∈ dom(Γ) (y 6= x). Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç, M [x := N ] ≡ N ïðüôå Γ ` N : � (= �) åî' õðïèÝóåùò,
åíþ óôç äåýôåñç M [x := N ] ≡ y Üñá, åðåéäÞ Γ; x : � ` y : �, èá
ðñÝðåé êáé Γ ` y : �.
Aí Ý÷åé ðñïêýøåé áðü êáíüíá áðáãùãÞò.

Ðåñßðôùóç:
Γ; x : �; y : �1 ` P : �2

Γ; x : � ` �y: P : �1 → �2

üðïõ M ≡ �y: P êáé � = �1 → �2 êáé y êáéíïýñãéá ìåôáâëçôÞ.
Áðü Å.Õ. Γ; y : �1 ` P [x := N ] : �2 (åðåéäÞ Γ; y : �1 ` N : �),
Üñá Γ ` �y: P [x := N ] : �1 → �2 ïðüôå ôï æçôïýìåíï åðåéäÞ
(�y: P )[x := N ] ≡ �y: P [x := N ]. H Üëëç ðåñßðôùóç ðáñïìïßùò.

Ôï ëÞììá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò Ý÷åé ùò óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá
ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç.
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Ðñüôáóç 2.2 (Subject reduction) EÜí Γ `M : � êáé M ³� N
ôüôå Γ ` N : �.

Áðüäåéîç: Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí ðñüôáóç óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
M →� N . Ìðïñïýìå íá åñãáóôïýìå ìå åðáãùãÞ óôïí ôñüðï ìå ôïí
ïðïßï äçìéïõñãåßôáé ç ó÷Ýóç M →� N . Ç áñ÷éêÞ ðåñßðôùóç åßíáé
üôáí Ì ≡ (�x: P )Q êáé N ≡ P [x := Q]. Áðü Γ ` (�x: P )Q : �
ðáßñíïõìå üôé Γ ` (�x: P ) : � → � êáé Γ ` Q : �, ãéá êÜðïéï ñ
(ËÞììá äçìéïõñãßáò). Åðßóçò áðü ëÞììá äçìéïõñãßáò Γ; x : � ` P :

� . Ïðüôå áðü ëÞììá áíôéêáôÜóôáóçò Γ ` P [x := Q] : �.
Ïé õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò ìå ðáñüìïéï (êáé ðéï åýêïëï) ôñüðï.
ÐáñáôÞñçóç: Ç éäéüôçôá Γ ` N : � ∧ M ³� N ⇒ Γ `M : ó (Sub-
ject Expansion) äåí éó÷ýåé ãéá ôï óýóôçìá ôõðïðïßçóçò à la Curry.

Ðñüôáóç 2.3 (Church{Rosser ãéá ôïõò ôõðïðïéÞóéìïõò üñïõò)
¸óôù Γ ` N : � êáé Ýóôù M ³� M ′ êáé M ³� M ′′. Ôüôå õðÜñ-
÷åé üñïò L þóôå M ′ ³� L êáé M ′′ ³� L êáé Γ ` L : �.

Áðüäåéîç: Áðü ôï èåþñçìá Church{Rosser ãéá ôï �-ëïãéóìü êáé ôçí
éäéüôçôá Subject Reduction.

2.2 �-ëïãéóìüò ìå áðëïýò ôýðïõò à la Church

Óôï óýóôçìá ôõðïðïßçóçò ôïõ Curry õðÜñ÷åé Þäç ï üñïò ôïõ �-
ëïãéóìïý êáé £åê ôùí õóôÝñùí¤ ôõðïðïéåßôáé. Ãé' áõôü êáé åßíáé ãíù-
óôü ùò óýóôçìá áðïíïìÞò ôýðùí. Óôï óýóôçìá ôïõ Church ï üñïò
äçìéïõñãåßôáé ôáõôü÷ñïíá ìå ôçí ôõðïðïßçóÞ ôïõ. Óå êÜèå óôÜäéï
ôçò êáôáóêåõÞò ôïõ £öÝñåé¤ ôïí ôýðï ôïõ êáé ìüíïí üñïé ìå ôïõò
óùóôïýò ôýðïõò ìðïñïýí íá óõíèÝóïõí Ýíá êáéíïýñéï üñï.

Ïñéóìüò 2.5 (Ôýðïò) Ïé ôýðïé åßíáé ßäéïé ìå ôï óýóôçìá ôïõ Curry.
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Èá ðáñïõóéÜóïõìå äýï ôñüðïõò äçìéïõñãßáò �-üñùí ìå ôýðïõò.
Ï ðñþôïò åßíáé ï áñ÷éêüò ôñüðïò ó÷çìáôéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóå
ï Church (áñ÷éêü óýóôçìá Church) êáé ï äåýôåñïò ìßá ðñïóáñìïãÞ
ôïõ ðñþôïõ óôïí ôñüðï ôõðïðïßçóçò à la Curry. (Èá áíáöÝñåôáé
áðëÜ ùò óýóôçìá (à la) Church).

2.2.1 Áñ÷éêü óýóôçìá Church

ÌåôáâëçôÝò üñùí: Ãéá êÜèå ôýðï ó õðÜñ÷åé Ýíá áñéèìÞóéìï ðëÞèïò
ìåôáâëçôþí ôýðïõ ó. Ïé ìåôáâëçôÝò ôýðïõ ó èá ãñÜöïíôáé ùò x�

(èá íïïýíôáé äçëáäÞ ùò æåýãç (x; ó)), üðïõ x åßíáé Ýíá óýìâïëï
ìåôáâëçôÞò. ÕðïèÝôïõìå üôé áí ó 6= ô ôüôå óôéò x� êáé y� Ý÷ïõìå
x 6≡ y, äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêÜ óýìâïëá ìåôáâëçôþí
ãéá ôïõò äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò. Áí ëïéðüí V� åßíáé ôï óýíïëï ôùí
óõìâüëùí ìåôáâëçôþí ãéá êÜèå ôýðï ó [äçëáäÞ (i): x ∈ V� ⇒ x�

åßíáé ìåôáâëçôÞ ôýðïõ ó êáé (ii): � 6= � ⇒ V� ∩ V� = ∅], ôüôå
V = ∪�∈TV� åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí óõìâüëùí ìåôáâëçôþí.

Ïñéóìüò 2.6 (¼ñïé) Ôï óýíïëï ôùí üñùí ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ ùò
åîÞò:

1. ÊÜèå ìåôáâëçôÞ x� åßíáé üñïò ôýðïõ ó.

2. Áí Ì åßíáé üñïò ôýðïõ ó → ô êáé Í üñïò ôýðïõ ó ôüôå (M N)

åßíáé üñïò ôýðïõ ô.

3. Áí Ì åßíáé üñïò ôýðïõ ô êáé xó ìåôáâëçôÞ ôýðïõ ó ôüôå
(�x�:M) åßíáé üñïò ôýðïõ ó → ô.

Óõìâïëéóìïß: Áí Ì åßíáé Ýíáò üñïò ôýðïõ ó èá ãñÜöïõìå ðïëëÝò
öïñÝò Ì ∈ � Þ êáé Ì�. ÐïëëÝò öïñÝò èá ðáñáëåßðïõìå ôïí ôýðï
óôéò ìåôáâëçôÝò, äçëáäÞ ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �x:M . Èá ðáñá-
ëåßðïõìå ôéò åîùôåñéêÝò ðáñåíèÝóåéò. Ïé üñïé ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý
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èá ëÝãïíôáé êáé üñïé Church.

ÐáñáôÞñçóç: ¼óïí áöïñÜ ôçí á-éóïäõíáìßá èá éó÷ýïõí ôá ßäéá ìå
ôçí ðåñßðôùóç ôïõ �-ëïãéóìïý. ¼ôáí áëëÜæïõìå ôï üíïìá ìéáò äå-
óìåõìÝíçò ìåôáâëçôÞò x� áëëÜæïõìå ìüíï ôï óýìâïëï x óå y êáé
äéáôçñïýìå ôïí ßäéï ôýðï ó. ÄçëáäÞ ôï �x�:M ìåôáôñÝðåôáé óå
�y�:M [x� := y�], üðïõ y åßíáé óýìâïëï ìåôáâëçôÞò ãéá ôïí ôýðï ó
(y ∈ V�). Ç áíôéêáôÜóôáóç ïñßæåôáé åðßóçò ìå ôïí ßäéï ôñüðï áëëÜ
ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ìßá (åëåýèåñç) ìåôáâëçôÞ ôýðïõ ó áíôéêáèß-
óôáôáé ìüíï áðü üñï ôýðïõ ó. ÄçëáäÞ ïñßæåôáé ìüíï ôï M [x� := N ]

üðïõ N ∈ �, ùò åîÞò:

1. x�[x� := N ] ≡ N

2. y� [x� := N ] ≡ y� , áí x� 6≡ y�

3. (P Q)[x� := N ] ≡ (P [x� := N ]) (Q[x� := N ])

4. (�x�: P )[x� := N ] ≡ �x�: P

5. (�y� : P )[x� := N ] ≡ �y� : P [x� := N ], áí x� 6≡ y�

¸íá redex Ý÷åé ôç ìïñöÞ (�x�:M)N , üðïõ âÝâáéá ï �x�:M Ý÷åé
ôýðï ó → ô (M ∈ �) êáé N ∈ � (áíáãêáóôéêÜ ãéá íá ìðïñÝóåé íá
ó÷çìáôéóôåß ï üñïò). Ôï contractum èá åßíáé ôï M [x� := N ]. Åßíáé
ðñïöáíÝò üôé ï üñïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ìßá ôÝôïéá áíôéêáôÜóôáóç
Ý÷åé ôïí ßäéï ôýðï ìå ôïí Ì .

¸íáò üñïò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò Church åßíáé óáí Ýíáò üñïò
ôïõ êáèáñïý �-ëïãéóìïý ìå ôç äéáöïñÜ üôé óå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò,
åëåýèåñåò êáé äåóìåõìÝíåò, õðÜñ÷åé ìßá áðïíïìÞ-áíáãñáöÞ ôýðùí.
Áí £óâÞóïõìå¤ áõôÝò ôéò áðïíïìÝò ï üñïò áõôüò ìåôáôñÝðåôáé óå
üñï ôïõ �-ëïãéóìïý ÷ùñßò ôýðïõò.
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Ïñéóìüò 2.7 ¸óôù Ì üñïò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò Church. Ïñß-
æïõìå åðáãùãéêÜ ôï |Ì |, ôï óâÞóéìï ôùí ôýðùí ôïõ Ì , ùò åîÞò:

1. |x�| = x

2. |M N | = |M | |N |

3. |�x�:M | = �x: |M |

ÐáñáôÞñçóç: ¸óôù V = ∪�∈TV�. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ôï
óýíïëï V åßíáé ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí óôï ó÷çìáôéóìü ôùí üñùí
ôïõ êáèáñïý �-ëïãéóìïý. ÄçëáäÞ, ïõóéáóôéêÜ, Ý÷ïõìå äéáìåñßóåé ôéò
ìåôáâëçôÝò ôïõ êáèáñïý �-ëïãéóìïý óå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï (Ýíá
ãéá êÜèå ôýðï ó) áðü áñéèìÞóéìá óýíïëá (ôá óýìâïëá ìåôáâëçôþí
ãéá ôïí ôýðï ó). Ìå áõôÞí ôçí ðáñáäï÷Þ ï �-ëïãéóìüò ðáñáìÝíåé ùò
Ý÷åé (ßäéïé üñïé). ÅðéðëÝïí, ìðïñïýìå íá ôñïðïðïéÞóïõìå åëáöñþò
ôçí Ýííïéá ôçò á-éóïäõíáìßáò êáé íá äå÷üìáóôå üôé ïé á-éóïäýíáìïé
üñïé ðáñÜãïíôáé ìüíï ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí äåóìåõìÝíùí ìåôáâëç-
ôþí, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå óýìâïëá ìåôáâëçôþí ôïõ ßäéïõ ôýðïõ, ð.÷.
�x: x åßíáé á-éóïäýíáìïò ìå ôï �y: y ìüíï åÜí x; y ∈ V� ãéá êÜðïéï
ôýðï ó. ÁõôÞ ç ðáñáäï÷Þ Ý÷åé ôçí Ýííïéá üôé, áí ãéá êÜðïéï üñï
Ì ôïõ �-ëïãéóìïý ÷ñåéáóôåß íá èåùñÞóïõìå Ýíáí á-éóïäýíáìü ôïõ
Ì ′, ôüôå ï Ì ′ äçìéïõñãåßôáé áðü ôïí Ì åöáñìüæïíôáò ôçí ðåñéïñé-
óôéêÞ á-éóïäõíáìßá, äçëáäÞ áíôéêáèéóôþíôáò äåóìåõìÝíåò ìåôáâëç-
ôÝò ìüíï ìå óýìâïëá ìåôáâëçôþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïí ßäéï ôýðï.
¼ëåò ïé éäéüôçôåò ôïõ �-ëïãéóìïý ðáñáìÝíïõí óå éó÷ý ìå âÜóç áõôÞí
ôçí ðáñáôÞñçóç.

Ôï áðïôÝëåóìá ôçò äéáìÝñéóçò V = ∪�∈TV� åßíáé üôé ï üñïò |Ì |
£èõìÜôáé¤ ôçí áðïíïìÞ ôýðùí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ. ÕðÜñ÷åé ðÜíôá
ìßá óõíÜñôçóç T : V → T ðïõ ïñßæåôáé ùò

T (x) = ï ìïíáäéêüò ó þóôå x ∈ V�
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Ïñéóìüò 2.8 Áí Ì üñïò, ïñßæïõìå ôïí ôõðïðïéçìÝíï C(M) ùò
åîÞò:

C(x) = xT (x)

C(M N) = C(M) C(N)

C(�x:M) = �xT (x): C(M)

O C(M) ðñïêýðôåé áí óå êÜèå ìåôáâëçôÞ x ôïõ Ì (åëåýèåñç Þ äå-
óìåõìÝíç) ðñïóèÝóïõìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï ó (áí x ∈ V�). Ãéá
ôõ÷üíôá Ì ï C(Ì) äåí åßíáé üñïò Church. Åýêïëá âëÝðïõìå üôé,
áí Ì êáé Í åßíáé á-éóïäýíáìïé ìå ôçí ðåñéïñéóôéêÞ Ýííïéá ðïõ áíá-
öÝñèçêå ðéï ðÜíù, ôüôå C(Ì) êáé C(Í) åßíáé á-éóïäýíáìïé ùò üñïé
Church.

Ðñüôáóç 2.4 Áí Ì åßíáé üñïò Church, ôüôå C(|Ì |) = Ì .

Áðüäåéîç: ÅðáãùãÞ óôïí Ì .

Ðñüôáóç 2.5 Áí Ì êáé Í êáé L åßíáé üñïé Church, ôüôå

1. |M [x� := N ]| = |M |[x := |N |]

2. M →� N óõíåðÜãåôáé |M | →� |N |

3. áí |M | →� L ôüôå M →� C(L) êáé C(L) åßíáé üñïò Church

4. áí |M | ³� L ôüôå M ³� C(L)

Áðüäåéîç: (1). ÅðáãùãÞ óôïí Ì .

M ≡ x� → |M [x� := N ]| = |N | = x[x := |N |] = |M |[x := |N |]
M ≡ y� (x� 6≡ y� ) → |M [x� := N ]| = |y� | = y = y[x := |N |]
M ≡ �x�:M1 → |M [x� := N ]| = |�x�:M1| = |M | = �x: |M1| = �x: |M1|[x := |N |]
M ≡ �y� :M1 → |M [x� := N ]| = |�y� :M1[x� := N ]| = �y: |M1[x� := N ]| =

�y: (|M1|[x := |N |]) = �y: |M1|[x := |N |] = |M |[x := |N |]
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(3). H êõñéüôåñç ðåñßðôùóç åßíáé üôáí |M | ≡ |(�x�: P )Q|.
Ôüôå |M | = (�x: |P |) |Q| →� |P |[x := |Q|] ≡ |P [x� := Q]| Üñá
|M | →� |P [x� := Q]| ïðüôå M →� P [x� := Q] = C(L), üðïõ
L ≡ |P |[x := |Q|].

Ðñüôáóç 2.6 Ç éäéüôçôá Church{Rosser éêáíïðïéåßôáé áðü ôïõò üñïõò
Church.

Áðüäåéîç: Áí M ³� M1 êáé M ³� M2, ôüôå |M | ³� |M1| êáé
|M | ³� |M1|. Áðü Church{Rosser ãéá �-ëïãéóìü, õðÜñ÷åé �-üñïò
L þóôå |M1| ³� L êáé |M2| ³� L êáé êáôÜ óõíÝðåéá áðü ðáñáðÜíù
ðñüôáóç M1 ³� C(L) êáé M2 ³� C(L).

Ðñüôáóç 2.7 Éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

1. Áí Ì åßíáé üñïò Church ôýðïõ ó êáé ïé åëåýèåñåò ìåôáâëç-
ôÝò ôïõ |Ì | åßíáé ìåôáîý ôùí x1; : : : xk êáé áí Γ = {x1 :

T (x1); : : : xk : T (xk)}, ôüôå Γ ` |M | : �.

2. Áí Ì åßíáé �-üñïò êáé Γ ` M : � (üðïõ õðïèÝôïõìå üôé áí
x : � ∈ Γ ôüôå T (x) = �) ôüôå C(M) åßíáé üñïò Church ôýðïõ
ó.

[Ç ðñüôáóç áõôÞ ðáñïõóéÜæåé ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí üñùí Church êáé ôçí ôõðïðïßçóç ôùí
�-üñùí óôï óýóôçìá Curry.]

2.2.2 Óýóôçìá Church

Ìðïñïýìå íá äéáöïñïðïéÞóïõìå ôï áñ÷éêü óýóôçìá Church êáé íá
ôï ðáñïõóéÜóïõìå ìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ôõðïðïéïýíôáé ïé �-üñïé
óôï óýóôçìá Curry. Èá ÷ñåéáóôïýìå ôçí Ýííïéá ôïõ ðñïüñïõ.

Ïñéóìüò 2.9 ¸óôù Ô ôï óýíïëï ôùí ôýðùí. Ïñßæïõìå ùò ðñïüñïõò
ôéò åêöñÜóåéò ΛT ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé áðü ôïí áêüëïõèï ïñéóìü:

ΛT ::= V | (�x : T:ΛT ) | (ΛT ΛT )
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Ïñéóìüò 2.10 H ó÷Ýóç ôõðïðïßçóçò `∗ ïñßæåôáé áðü:

Γ; x : � `∗ x : �

Γ; x : � `∗ M : �
Γ `∗ �x : �:M : � → �

Γ `∗ M : � → � Γ `∗ N : �
Γ `∗ M N : �

Ç ó÷Ýóç Γ `∗ Ì : � ôõðïðïéåß ôïí ðñïüñï Ì ìå ôýðï ó óôï ðå-
ñéâÜëëïí Γ.

Ç á-éóïäõíáìßá, ç áíôéêáôÜóôáóç êáé ç áíáãùãÞ ïñßæïíôáé ìå
ðñïöáíÞ ôñüðï óôïõò ðñïüñïõò.

ÅÜí Ì åßíáé ðñïüñïò, ôüôå ìðïñïýìå íá ñõèìßóïõìå ôá óýìâïëá
ìåôáâëçôþí þóôå, áí �x : �: : : : åìöáíßæåôáé óôï Ì , ôüôå T (x) = �.
Ìå áõôÞí ôçí ðñïûðüèåóç ìðïñïýìå, åÜí Ý÷ïõìå åðßóçò öñïíôßóåé
ãéá ôï áêüëïõèï:

x : � ∈ Γ → T (x) = �

íá ìåôáôñÝøïõìå êÜèå Γ `∗ Ì : � óå Ýíáí üñï Church ÌC ùò åîÞò:

ÊÜèå åìöÜíéóç �x : � óôïí Ì áíôéêáèßóôáôáé ìå �x�.
ÊÜèå Üëëç åìöÜíéóç ìåôáâëçôÞò x áíôéêáèßóôáôáé áðü
xT (x).

Ðñüôáóç 2.8 Áí Γ `∗ Ì : � (êÜôù áðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ìåôáâëç-
ôþí ðïõ áíáðôý÷èçêáí ðéï ðáíù), ôüôå MC åßíáé üñïò Church.

To áíôßóôñïöï éó÷ýåé åðßóçò.

Ðñüôáóç 2.9 Áí Ì åßíáé üñïò Church ôýðïõ ñ êáé Ìð åßíáé ï
ðñïüñïò ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí Ì áíôéêáèéóôþíôáò êÜèå åìöÜíéóç
ôïõ �x� óôïí Ì ìå �x : � êáé êÜèå Üëëç åìöÜíéóç ìåôáâëçôÞò x�

óôïí Ì ìå x êáé áí x�1
1 ; : : : x

�k
k ðåñéÝ÷ïõí ôéò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò
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ôïõ Ì , èá Ý÷ïõìå üôé:

x1 : �1; : : : xk : �k `∗ M : �

Ãéá ôçí ôõðïðïßçóç `∗ éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

ËÞììá 2.3 Áí Γ `∗ M : �, ôüôå:

1. Γ ⊆ Γ′ ⇒ Γ′ `∗ M : �

2. FV (M) ⊆ dom(Γ)

3. Γ′ `∗ M : �, üðïõ dom(Γ′) = FV (M) êáé Γ′ ⊆ Γ

ËÞììá 2.4 (Äçìéïõñãßáò) Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1. Γ `∗ x : � ⇒ x : � ∈ Γ

2. Γ `∗ M N : � ⇒ ∃� þóôå Γ `∗ M : � → � êáé Γ `∗ N : �

3. Γ `∗ �x : �:M : � ⇒ ∃� þóôå � = � → � êáé Γ; x : � `∗ M : �

Ðñüôáóç 2.10 (ÁíôéêáôÜóôáóç) Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1. Γ `∗ Ì : � ⇒ Γ[� := � ] `∗ M : �[� := � ]

2. Γ; x : � `∗ M : � êáé Γ `∗ N : � ⇒ Γ `∗ M [x := N ] : �

Ðñüôáóç 2.11 (Subject reduction) Aí Γ `∗ M êáé M →� N
ôüôå Γ `∗ N .

Ðñüôáóç 2.12 (Church{Rosser) Aí Γ `∗ M : � êáé M ³� M1

êáé M ³� M2, ôüôå õðÜñ÷åé L þóôå M1 ³� L êáé M2 ³� L êáé
Γ `∗ L : �.

Ðñüôáóç 2.13 (Ìïíáäéêüôçôá ôõðïðïßçóçò) Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:
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1. Γ `∗ Ì : � êáé Γ `∗ Ì : � ⇒ � = �

2. Γ `∗ Ì : � êáé Γ `∗ N : � êáé M ≡� N ⇒ � = �

Áðüäåéîç: (i). ÅðåéäÞ üôáí Γ `∗ M : � ï õðïëïãéóìüò ôïõ ÌC ãßíå-
ôáé ìüíï ìå âÜóç ôá Γ êáé Ì , ï üñïò ÌC èá åßíáé êïéíüò êáé ãéá ôéò
äýï ðåñéðôþóåéò Üñá èá Ý÷åé êïéíü ôýðï ó = ô.
(ii). Áðü èåþñçìá Church{Rosser.

Ç ó÷Ýóç ôùí ôõðïðïßçóåùí `∗ êáé ` èá åßíáé áíÜëïãç ìå áõôÞ
ìåôáîý ôùí üñùí Church Ì êáé ôùí Γ `M : �.

Ðñüôáóç 2.14 ¸óôù Ì;Í ∈ ΛT .

1. Áí M →� N , ôüôå |M | →� |N |.

2. Γ `∗ Ì : � ⇒ Γ ` |M | : �

Ðñüôáóç 2.15 (¾øùóç) Ãéá üëá ôá Ì;Í ∈ Λ (�-üñïõò):

1. |Ì ′| →� N ⇒ õðÜñ÷åé N ′ ∈ ΛT ìå |Í ′| = Í þóôå M ′ →� N ′

2. Áí Γ ` M : �, ôüôå õðÜñ÷åé Ì ′ ∈ ΛT ìå |M ′| = M þóôå
Γ `∗ M ′ : �.
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2.3 ÅðåêôÜóåéò ôïõ �-ëïãéóìïý ìå áðëïýò ôý-
ðïõò

Ôï óýóôçìá ôïõ �-ëïãéóìïý ìå áðëïýò ôýðïõò ðïõ ìåëåôÞóáìå, êáé
ôï ïðïßï ìáò Ýäùóå ôç äõíáôüôçôá íá áíáðôýîïõìå ôç ãåíéêÞ ìïñöÞ
ôùí óõóôçìÜôùí ìå ôýðïõò, åßíáé áñêåôÜ £öôù÷ü¤. Äåí ìðïñïýìå
ëüãïõ ÷Üñéí íá ïñßóïõìå ôï æåýãïò 〈P;Q〉 üôáí ìáò äßíïíôáé äýï üñïé
P êáé Q. Ìéá ëïéðüí ðñïöáíÞò åðÝêôáóç èá åßíáé íá ðñïóèÝóïõìå
óôï ìç÷áíéóìü äçìéïõñãßáò ôùí ôýðùí ôç äõíáôüôçôá äçìéïõñãßáò
ôïõ ãéíïìÝíïõ ôýðùí � × � , üôáí � êáé � åßíáé ôýðïé. Áõôü èá ìáò
åðéôñÝøåé íá ïñßóïõìå ôï æåýãïò 〈P;Q〉. Áñãüôåñá èá ìåëåôÞóïõìå
åðåêôÜóåéò ðïõ èá ìáò åðéôñÝðïõí íá áõîÞóïõìå áîéïóçìåßùôá ôçí
åêöñáóôéêÞ äõíáôüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ïé åðåêôÜóåéò ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå èá åßíáé óôï áñ÷éêü óýóôçìá
Church.

ÅðÝêôáóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò Church ìå ãéíüìåíï
ôýðùí

Ôýðïé: Óôïí ïñéóìü ôùí ôýðùí ðñïóèÝôïõìå ôçí áêüëïõèç ðñü-
ôáóç.

• Áí � êáé � åßíáé ôýðïé ôüôå � × � åßíáé ôýðïò.

Óçìåßùóç: Ï ôýðïò � × � åßíáé ôï (êáñôåóéáíü) ãéíüìåíï ôùí
ôýðùí � êáé � .

Ïñïé: Óôïí ïñéóìü ôùí üñùí ðñïóèÝôïõìå ôá áêüëïõèá.

• Áí M åßíáé üñïò ôýðïõ � êáé N üñïò ôýðïõ � ôüôå 〈M;N〉
åßíáé üñïò ôýðïõ � × � . (Äçìéïõñãßá æåýãïõò)

• Áí M åßíáé üñïò ôýðïõ �× � ôüôå �1M åßíáé üñïò ôýðïõ � êáé
�2M åßíáé üñïò ôýðïõ � .
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Óçìåßùóç: Ï üñïò �1M åßíáé ç £ðñþôç ðñïâïëÞ¤ ôïõ M êáé ï
�2M ç £äåýôåñç ðñïâïëÞ¤.

ÕðïëïãéóôéêÞ óçìáóßá

Ïé êáéíïýñãéïé ïñéóìïß åéóÜãïõí íÝåò ìïñöÝò áðü redex êáé con-
tractum. Óôá Þäç õðÜñ÷ïíôá ðñïóôßèåíôáé ôá åîÞò:

�1〈M;N〉 →� M

�2〈M;N〉 →� N

Ïé äýï ðñïáíáöåñèåßóåò ó÷Ýóåéò ðïõ Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ P →� Q
óçìáßíïõí üôé P åßíáé Ýíá redex êáé Q åßíáé ôï contractum ôïõ.

Ìå ðñïöáíÞ ôñüðï, áêñéâþò üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôùí áðëþí
ôýðùí (êáé ôïõ êáèáñïý �-ëïãéóìïý) ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôç
ó÷Ýóç →� óå ³� êáèþò êáé íá ïñßóïõìå ôç ó÷Ýóç =� . ÐáñáìÝ-
íïõí ïé éäéüôçôåò Church-Rosser êáèþò êáé ç éäéüôçôá ôçò éó÷õñÞò
êáíïíéêïðïßçóçò.



ÊåöÜëáéï 3

ËïãéêÞ êáé ï éóïìïñöéóìüò
Curry-Howard

Óôç ËïãéêÞ êáôáóêåõÜæïõìå áðïäåßîåéò. Îåêéíþíôáò áðü õðïèÝ-
óåéò, ìå äéáäï÷éêÜ (ëïãéêÜ) âÞìáôá ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá.
Áí ïé õðïèÝóåéò ôáõôßæïíôáé ìå ôá áîéþìáôá ìéáò èåùñßáò ôüôå ôï
óõìðÝñáóìá èá åßíáé Ýíá èåþñçìá áõôÞò ôçò èåùñßáò. Áí ôï óõìðÝ-
ñáóìá áðïäåé÷èåß ÷ùñßò íá âáóéæüìáóôå óå êáììßá õðüèåóç ôüôå ç
ðñüôáóç-óõìðÝñáóìá åßíáé ëïãéêÜ ïñèÞ äçëáäÞ Ý÷åé ìéá ãåíéêÞ ëï-
ãéêÞ áíáãêáéüôçôá (ôáõôïëïãßá Þ ëïãéêÜ Ýãêõñç ðñüôáóç). Ïé ìåëÝ-
ôåò ìåãÜëùí ìáèçìáôéêþí ëïãéêþí, üðùò ïé Frege, Russell, Hilbert,
Gentzen êáé ðïëëïß Üëëïé, åðÝôñåøáí ôçí ôõðïðïßçóç ôçò Ýííïéáò ôçò
áðüäåéîçò. Ïé åñãáóßåò ôïõ Gentzen êáé åéäéêÜ ï ôñüðïò ðïõ ðáñïõ-
óßáóå ôéò áðïäåßîåéò óôï óýóôçìá ôçò öõóéêÞò áðáãùãÞò åðÝôñåøáí
íá äéáðéóôùèåß ìéá óõãêëïíéóôéêÞ éóïìïñößá ìåôáîý ôùí áðïäåßîåùí
êáé ôùí üñùí ôïõ �-ëïãéóìïý (ðñïãñáììÜôùí). ÁõôÞ ç áíôéóôïé÷ßá
áðïôåëåß ôï êëåéäß ôçò äïìéêÞò óýíäåóçò ôçò ëïãéêÞò (åí ãÝíåé ôùí
ìáèçìáôéêþí) êáé ôçò ðëçñïöïñéêÞò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ôï óýóôçìá ôçò öõóéêÞò áðáãù-

49
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ãÞò óôçí áðëÞ ðåñßðôùóç åíüò ìÝñïõò ôïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý.

Ïñéóìüò 3.1 (ÐñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò) ÎåêéíÜìå ìå Ýíá áñéè-
ìÞóéìï óýíïëï ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí

ð.÷. A, B, C, : : :, A1, B1, C1, : : : èá åßíáé ðñïôáóéáêÝò ìòôáâëçôÝò

êáé ïñßæïõìå

1. ÊÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ðñïôáóéáêÞ öüñìïõëá.

2. Áí � êáé  åßíáé ðñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò ôüôå (� →  ) êáé
(� ∧  ) åßíáé ðñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò.

Óçìåßùóç: ÐñïôáóéáêÞ öüñìïõëá åßíáé êÜèå Ýêöñáóç (óõìâïëï-
óåéñÜ) ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò ôùí êáíüíùí
1) êáé 2).

Ç öüñìïõëá (� →  ) åßíáé ç óõíåðáãùãÞ ìå õðüèåóç ôç � êáé
óõìðÝñáóìá ôçí  êáé ç öüñìïõëá (� ∧  ) åßíáé ç óýæåõîç ôùí �
êáé  . Ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò èá ðáñáëåßðïõìå ðïëëÝò öïñÝò ôéò
ðáñåíèÝóåéò.

ÐáñÜäåéãìá:

1. Ç ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ A åßíáé ðñïôáóéáêÞ öüñìïõëá.

2. Ç Ýêöñáóç (((A→ A) → C) ∧B) åßíáé ðñïôáóéáêÞ öüñìïõëá
(åëÝãîôå áí Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß óùóôÜ óýìöùíá ìå ôéò ðñï-
äéáãñáöÝò ôïõ ïñéóìïý).

3.1 Óýóôçìá áðïäåßîåùí öõóéêÞò áðáãùãÞò

Ïé áðïäåßîåéò óôï óýóôçìá öõóéêÞò áðáãùãÞò èá åßíáé äÝíôñá üðïõ
óôïõò êüìâïõò ôùí äÝíôñùí èá õðÜñ÷ïõí ðñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò,
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óôç ñßæá ôùí äÝíôñùí èá õðÜñ÷åé ç ðñïôáóéáêÞ öüñìïõëá ðïõ áðï-
äåéêíýåôáé êáé óôá öýëëá ôùí äÝíôñùí èá õðÜñ÷ïõí (áí ðáñáìÝíïõí
æùíôáíÝò) ïé õðïèÝóåéò óôéò ïðïßåò âáóßæåôáé ç áðïäåéêíõüìåíç öüñ-
ìïõëá. Ïé õðïèÝóåéò óôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ èá åßíáé ïìáäïðïéç-
ìÝíåò óå ðáêÝôá õðïèÝóåùí (üðïõ êÜèå ðáêÝôï èá áðïôåëåßôáé áðü
åìöáíßóåéò ôçò ßäéáò öüñìïõëáò óå äéáöïñåôéêÜ öýëëá). Åðßóçò èá
õðÜñ÷ïõí êáé ðáêÝôá õðïèÝóåùí ðïõ Ý÷ïõí åêöïñôéóôåß (êáôÜ ôçí
ðïñåßá ôçò áðüäåéîçò) êáé ôá ïðïßá äåí èá ìåôñÜíå ùò (æùíôáíÝò)
áðïäåßîåéò.

Ôá ðáñáðÜíù ãßíïíôáé ðéï áêñéâÞ êáé ðéï êáôáíïçôÜ ìå ôïõò
áêüëïõèïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 3.2 Èá ïíïìÜæïõìå äÝíôñï ìå öüñìïõëåò êÜèå äÝíôñï,
ìå ìïíÞ Þ äéðëÞ äéáêëÜäùóç, óôïõò êüìâïõò ôïõ ïðïßïõ õðÜñ÷ïõí
ðñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò ð.÷.

A B
A ∧B

A→ (A ∧B)
åßíáé äÝíôñï ìå öüñìïõëåò.

Ôá äÝíôñá ðïõ åîåôÜæïõìå äéáêëáäþíïíôáé ðñïò ôá ðÜíù ð.÷.
üôáí ãñÜöïõìå �  

� Ý÷ïõìå äéðëÞ äéáêëÜäùóç, åíþ üôáí

ãñÜöïõìå �
� Ý÷ïõìå ìïíÞ äéáêëÜäùóç.

Ïñéóìüò 3.3 ¸íá äÝíôñï ìå öüñìïõëåò êáé ìå ðáêÝôá õðïèÝóåùí
åßíáé Ýíá äÝíôñï ìå öüñìïõëåò üðïõ óôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ óå êÜèå
öüñìïõëá Ý÷åé áíôéóôïé÷çèåß Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ï ðåñéïñéóìüò
åßíáé üôé óå äéáöïñåôéêÝò öüñìïõëåò ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷ïýí äéáöïñå-
ôéêïß áñéèìïß åíþ óå äéáöïñåôéêÝò åìöáíßóåéò ôçò ßäéáò öüñìïõëáò
(ßäéá öüñìïõëá óå äéáöïñåôéêÜ öýëëá) ìðïñåß íá áíôéóôïé÷çèåß ï
ßäéïò áñéèìüò. Ôï ðïëõóýíïëï üëùí ôùí åìöáíßóåùí óôá öýëëá ôïõ
äÝíôñïõ ìéáò öüñìïõëáò � óôçí ïðïßá Ý÷åé áíôéóôïé÷çèåß ï áñéè-
ìüò i ëÝãåôáé ðáêÝôï õðïèÝóåùí i. Ôá ðáêÝôá õðïèÝóåùí ÷ùñßæï-
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íôáé óå äýï îå÷ùñéóôÝò êáôçãïñßåò. Ôá æùíôáíÜ ðáêÝôá õðïèÝóåùí
êáé ôá åêöïñôéóìÝíá ðáêÝôá õðïèÝóåùí. ¼ôáí èÝëïõìå íá ðáñïõ-
óéÜóïõìå üôé ìéá óõãêåêñéìÝíç åìöÜíéóç ìéáò öüñìïõëáò � óå Ýíá
öýëëï áíÞêåé óôï æùíôáíü ðáêÝôï i ãñÜöïõìå �i åíþ üôáí áíÞêåé
óôï åêöïñôéóìÝíï ðáêÝôï i ãñÜöïõìå i

� . Åðßóçò, óôá äÝíôñá
ìå öüñìïõëåò êáé ðáêÝôá õðïèÝóåùí, åðéôñÝðïõìå íá õðÜñ÷ïõí öõ-
óéêïß áñéèìïß êáé óôéò äéáêëáäþóåéò �  

� êáé �
� äçëáäÞ

åðéôñÝðïõìå ôï äÝíôñï íá Ý÷åé óôïõò êüìâïõò ôç ìïñöÞ
�  

i� Þ �
i� .

ÐáñÜäåéãìá:

1A 1A
A ∧A 1

A→ (A ∧A) A2

(A→ (A ∧B)) ∧A
åßíáé äÝíôñï ìå öüñìïõëåò êáé ðáêÝôá õðïèÝóåùí. Áò åðéóçìÜíïõìå
üôé ôï ðïëõóýíïëï ìå ìïíáäéêÞ åìöÜíéóç ôçí A2 óôçí áíáðáñÜóôáóç
ôïõ äÝíôñïõ åßíáé ôï áíïéêôü ðáêÝôï õðïèÝóåùí 2 åíþ ôï ðïëõóýíïëï
ìå ôéò äýï åìöáíßóåéò 1A óôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ äÝíôñïõ åßíáé
ôï åêöïñôéóìÝíï ðáêÝôï õðïèÝóåùí 1.

Èá óõìâïëßæïõìå ôá áíïéêôÜ ðáêÝôá õðïèÝóåùí i ìå ìÝëç ìéá
öüñìïõëá � ìå [�]i. ÄçëáäÞ [�]i èá óõãêåíôñþíåé üëåò ôéò öüñ-
ìïõëåò � óôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ óôéò ïðïßåò Ý÷åé áíôéóôïé÷çèåß ï
áñéèìüò i (êáé ïé ïðïßåò óõãêñïôïýí áíïéêôü ðáêÝôï). Áíôßóôïé÷á
ôá åêöïñôéóìÝíá ðáêÝôá ôá óõìâïëßæïõìå ìå [�]i. Óçìåéþóôå üôé [�]i
åßíáé äéáöïñåôéêü áðü ôï [�]j áí i 6= j. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ãéá ôá
åêöïñôéóìÝíá ðáêÝôá. Åíá ðáêÝôï õðïèÝóåùí åßíáé ðÜíôá ðñïóäéïñé-
óìÝíï åßôå ùò áíïéêôü åßôå ùò åêöïñôéóìÝíï ðáêÝôï õðïèÝóåùí. Áí
áðïöáóßóïõìå ãéá Ýíá áíïéêôü ðáêÝôï õðïèÝóåùí [�]i íá áëëÜîïõìå



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, ËïãéêÞ êáé ÐëçñïöïñéêÞ, Óçìåéþóåéò 53

ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ óå åêöïñôéóìÝíï ôüôå ôï óõìâïëßæïõìå (ôï
ìåôáôñÝðïõìå óå) [�]i.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôçí £Π åßíáé áðüäåéîç ôçò öüñìïõëáò
� áðü ôá ðáêÝôá õðïèÝóåùí [�1]j1 ; : : : ; [�k]jk¤. Ç áðüäåéîç Π èá åßíáé
Ýíá äÝíôñï ìå öüñìïõëåò êáé ðáêÝôá õðïèÝóåùí óôï ïðïßï ôá áíïéêôÜ
ðáêÝôá õðïèÝóåùí èá åßíáé ôá [�1]j1 ; : : : ; [�k]jk êáé ãéá ôá åêöïñôé-
óìÝíá èá õðÜñ÷åé ìéá êáôáãñáöÞ ôïõ £óå ðéï óçìåßï¤ ôçò áðüäåéîçò
Ý÷åé ãßíåé ç åêöüñôéóÞ ôïõò. Ç áðüäåéîç-äÝíôñï êáôáóêåõÜæåôáé ìå
âÜóç ôïí áêüëïõèï åðáãùãéêü ïñéóìü.

Ïñéóìüò 3.4 1. Ãéá êÜèå öüñìïõëá � êáé êÜèå i ∈ N ôï äÝíôñï

�

ìå ìïíáäéêü êüìâï ôçí � åßíáé áðüäåéîç ôçò � áðü ôï ðáêÝôï
õðïèÝóåùí [�]i. Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôï (æùíôáíü) ðáêÝôï
õðïèÝóåùí [�]i (ðáêÝôï i) áðïôåëåßôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç �
êáé ç áðüäåéîç ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß åðßóçò ìå �i.

2. Áí Π1 åßíáé áðüäåéîç ôçò � êáé Π2 áðüäåéîç ôçò  (êáé óôéò
äýï ðåñéðôþóåéò áíôßóôïé÷á áðü êÜðïéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí Ýôóé
þóôå íá ìçí åßíáé äõíáôüí ãéá ðáêÝôï õðïèÝóåùí [�]i ôçò Π1

êáé [ ]i ôçò Π2 íá Ý÷ïõìå � 6=  ) ôüôå ôï äÝíôñï

Π1 Π2

� ∧  

åßíáé áðüäåéîç ôçò � ∧  áðü ðáêÝôá õðïèÝóåùí ðïõ êáèïñß-
æïíôáé áðü ôïõò áñéèìïýò ðïõ Ý÷ïõí áðïäïèåß óôá öýëëá ôïõ
åíéáßïõ äÝíôñïõ Π1 Π2

� ∧  êáé ïé ïðïßïé Ý÷ïõí êëçñïíïìç-

èåß áðü ôá äÝíôñá Π1 êáé Π2 (äçëáäÞ êÜèå ðáêÝôï õðïèÝóåùí
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[�]i ôïõ Π1 Π2

� ∧  åßíáé ðáêÝôï õðïèÝóåùí åßôå ôïõ Π1

åßôå ôïõ Π2, åêôüò áðü ôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ãéá êÜðïéï
i íá õðÜñ÷åé ðáêÝôï [�]i ôçò Π1 êáé [�]i ôçò Π2 êáé óôçí ïðïßá
ðåñßðôùóç åíïðïéïýìå ôï ðáêÝôï [�]i, äçëáäÞ ó' áõôü ôï ðá-
êÝôï èá ðåñéëáìâÜíïíôáé üëåò ïé åìöáíßóåéò ôçò �i êáé óôá
äýï äÝíôñá Π1 êáé Π2.

[Ó÷çìáôéêÜ ôï ó÷çìáôéóìü ôçò íÝáò áðüäåéîçò èá ôïí åìöá-
íßæïõìå ùò

...
�

...
 

� ∧  
üðïõ

...
� åßíáé ç áðüäåéîç Π1 êáé

...
 ç áðüäåéîç Π2.]

3. Áí Π åßíáé áðüäåéîç ôçò � ∧  áðü êÜðïéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí
ôüôå Π

� åßíáé áðüäåéîç ôçò � êáé Π
 åßíáé áðüäåéîç ôçò

 , êáé ïé äýï ìå ôá ßäéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí.

[ÐáñéóôÜíïõìå áõôÝò ôéò áðïäåßîåéò áíôßóôïé÷á ìå
...

� ∧  
�

êáé
...

� ∧  
 

.]

4. Áí Π åßíáé áðüäåéîç ôçò  áðü ðáêÝôá õðïèÝóåùí óôá ïðïßá
ðåñéëáìâÜíåôáé ôï ðáêÝôï [�]i ôüôå Π i

�→  åßíáé áðüäåéîç
ôçò � →  áðü ôá ßäéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí åêôüò ôïõ üôé ôï
ðáêÝôï [�]i Ý÷åé ìåôáôá÷èåß óôá åêöïñôéóìÝíá, äçëáäÞ ôï [�]i
Ý÷åé ðÜøåé íá åßíáé áíïéêôü ðáêÝôï (Üñá åßíáé åêöïñôéóìÝíï).

[Ó÷çìáôéêÜ ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ôá ðéï ðÜíù ëÝãïíôáò

üôé áí

[�]i

...
 åßíáé áðüäåéîç ôçò  ôüôå

[�]i
...
 

i
�→  

åßíáé áðüäåéîç
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ôçò �→  .]

5. Áí Π åßíáé áðüäåéîç ôçò  áðü êÜðïéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí êáé
� ìéá öüñìïõëá ôüôå ôï äÝíôñï Π

�→  åßíáé áðüäåéîç ôçò
�→  áðü ôá ßäéá ðáêÝôá õðïèÝóåùí.

[Ï ìç÷áíéóìüò áõôüò áíôéóôïé÷åß êáôÜ ìßá Ýííïéá óôçí åêöüñ-
ôéóç åíüò £öáéíïìåíéêïý¤ ðáêÝôïõ õðïèÝóåùí [�]i, üðïõ ôï i
äåí õðÜñ÷åé óôá ðáêÝôá õðïèÝóåùí ôçò áðüäåéîçò Π.]

6. Ìå ôç óõìâïëéêÞ áíáðáñÜóôáóç êáé ôéò ßäéåò ðñïäéáãñáöÝò
ôïõ ïñéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôç óýæåõîç ôï äÝíôñï

...
�→  

...
�

 
åßíáé áðüäåéîç ôçò  óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

...
�→  

åßíáé áðüäåéîç ôçò �→  êáé
...
� åßíáé áðüäåéîç ôçò �.

ÐáñáôçñÞóåéò-Óõìâïëéóìïß:

Ç äçìéïõñãßá ôçò áðüäåéîçò Π ôçò öüñìïõëáò � äçìéïõñãåß Ýíá äÝ-
íôñï óôï ïðïßï êñáôïýíôáé óçìåéþóåéò ãéá ôéò õðïèÝóåéò (æùíôáíÝò Þ
åêöïñôéóìÝíåò) êáé ôçò áêñéâïýò èÝóçò ðïõ åêöéñôßæåôáé Ýíá ðáêÝôï
õðïèÝóåùí.

Áí ìå
Π
 óõìâïëßóïõìå ôçí áðüäåéîç Π ôçò öüñìïõëáò  êáé

ìå

[�]i
Π
 ôçí áðüäåéîç Π ôçò  üðïõ ìåôáîý ôùí ðáêÝôùí õðïèÝóåùí

õðÜñ÷åé ôï [�]i, ïìïßùò äå ìå

[�]i
Π
 ôçí áðüäåéîç ôçò  üðïõ ôï ðáêÝôï

[�]i Ý÷åé £êáôáóôåß¤ åêöïñôéóìÝíï (Ý÷åé åêöïñôéóôåß) ôüôå ìðïñïýìå
íá äéáôõðþóïõìå óõíïðôéêÜ ôïí ïñéóìü ôùí áðïäåßîåùí:

ð.÷. ç

[ ]i
 
 åßíáé áðüäåéîç, ç

Π1

�
Π2

 
� ∧  

åßíáé áðüäåéîç (áöïý
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Ý÷ïõìå åíïðïéÞóåé ôá ðáêÝôá õðïèÝóåùí ôùí
Π1

� êáé
Π2

 ) ç
[�]i
Π
 

i�→  
åßíáé áðüäåéîç ê.ï.ê.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 1.
1A 1A→ A

. ÄçëáäÞ ôï A åßíáé áðüäåéîç

áðü ôçí õðüèåóç A (äçë. ôï ðáêÝôï [A]1). ¢ñá ìðïñïýìå íá
åêöïñôßóïõìå ôï ðáêÝôï A1 êáé íá ðÜñïõìå ôï A → A ÷ùñßò
õðïèÝóåéò.

2.
1A

B → A 1
A→ (B → A)

. (Ç åéóáãùãÞ ôïõ B áíôéóôïé÷åß óôçí ðå-

ñßðôùóç 5 ôïõ ïñéóìïý. ÄçëáäÞ ôï B → A åéóÜãåôáé óôçí
ðïñåßá ôçò áðüäåéîçò ÷ùñßò ôï B íá ðåñéÝ÷åôáé óôá áíïéêôÜ
ðáêÝôá õðïèÝóåùí).

3.

2A 1Â
A ∧B 1

(B → (A ∧B)
2

Á→ (B → (A ∧B))

åßíáé áðüäåéîç ôïõ A → (B → (A ∧

B)) ÷ùñßò õðïèÝóåéò.

Óçìåéþóôå üôé üëåò ïé õðïáðïäåßîåéò

A2, B1, A2 B1

A ∧B ,
A2 1Â
A ∧B 1

B → (A ∧B)
, åßíáé áðïäåßîåéò

ôùí áíôßóôïé÷ùí öïñìïõëþí áðü ôá áíôßóôïé÷á ðáêÝôá õðïèÝ-
óåùí.

Ùò Ýíá Üëëï ðáñÜäåéãìá áðüäåéîçò èåùñÞóôå ôï áêüëïõèï äÝíôñï
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1
A→ (B → C)

2A
B → C

3A→ B 2A
B

C 2A→ C 3
(A→ B) → (A→ C)

1
(A→ (B → C)) → ((A→ B) → (A→ C))

ÊÁÍÏÍÅÓ Ó×ÇÌÁÔÉÓÌÏÕ ÔÙÍ ÁÐÏÄÅÉÎÅÙÍ

Ïé êáíüíåò ìðïñïýí íá ÷ùñéóôïýí óå äýï êáôçãïñßåò. Ôïõò êá-
íüíåò åéóáãùãÞò êáé ôïõ êáíüíåò áðáëïéöÞò.

• Êáíüíåò åéóáãùãÞò:

Ïé êáíüíåò
...
�

...
 

� ∧  
êáé

[�]i
...
 

i
�→  

.

• Êáíüíåò áðáëïéöÞò:

Ïé êáíüíåò
...

� ∧  
�

,
...

� ∧  
 

êáé
...

�→  
...
�

 
.

Ïé êáíüíåò åéóáãùãÞò åéóÜãïõí ôïí óýíäåóìï óôçí öüñìïõëá
ôïõ óõìðåñÜóìáôüò ôïõò åíþ ïé êáíüíåò áðáëïéöÞò ôïí áðïìáêñý-
íïõí.

3.1.1 Redex êáé Contractum óôéò áðïäåßîåéò öõóéêÞò
áðáãùãÞò

Ç ðáñïõóßáóç ôùí áðïäåßîåùí ìå ôï óýóôçìá ôçò öõóéêÞò áðáãùãÞò
åéóÜãåé ìéá Ýííïéá redex êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ôïõ contractum.

Ïñéóìüò 3.5 ÊÜèå áðüäåéîç ôçò ìïñöÞò óôï áñéóôåñü ìÝñïò åßíáé
redex êáé ç áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ óôï äåîéü ìÝñïò åßíáé ôï contractum
áõôïý ôïõ redex.
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Redex Contractum
[�]i
Π
 

i
�→  

Π2

�
 

Π2
[�]i
Π
 

Π1

�
Π2

 
� ∧  
�

Π1

�

Π1

�
Π2

 
� ∧  
 

Π2

 

Óçìåßùóç: Ãéá íá ó÷çìáôéóôåß ç áðüäåéîç

Π2
[�]i
Π
 êÜèå öýëëï �

óôçí áðüäåéîç

[�]i
Π
 ðïõ áíÞêåé óôï ðáêÝôï õðïèÝóåùí i Ý÷åé áíôéêá-

ôáóôáèåß ìå ôçí áðüäåéîç
Π2

� . Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé áõôü ðïõ
ðñïêýðôåé åßíáé áðüäåéîç.

ÐáñáôÞñçóç: Ôï redex äçìéïõñãåßôáé üôáí Ý÷ïõìå ôçí åöáñìïãÞ
åíüò êáíüíá åéóáãùãÞò êáé áìÝóùò ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ åíüò êáíüíá
áðáëïéöÞò (êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ãéá ôïí ßäéï óýíäåóìï). ÊáôÜ
ìßá Ýííïéá ìéá ôÝôïéá áêïëïõèßá åßíáé ìéá Üóêïðç åíáëëáãÞ áðïäåß-
îåùí (detour) ç ïðïßá äçìéïõñãåß áðüäåéîç êáôÜ Ýíá Ýììåóï ôñüðï.
Ç áðïêáôÜóôáóç Ýñ÷åôáé üôáí ç áðüäåéîç áõôÞ (ôï redex) áíôéêáôá-
óôáèåß ìå ôçí åõèåßá áðüäåéîç (ðïõ åßíáé ôï contractum).

Ïñéóìüò 3.6 Ìéá áðüäåéîç ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé redex ëÝãåôáé êáíïíéêÞ
áðüäåéîç.

Èåþñçìá 3.1 Áí õðÜñ÷åé áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò ôüôå õðÜñ÷åé
êáé êáíïíéêÞ áðüäåéîç ôçò ßäéáò öüñìïõëáò. ÌÜëéóôá, üðùò èá
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äïýìå êáé áðü ôïí éóïìïñöéóìü ôïõ Curry-Howard, éó÷ýåé ôï éó÷õ-
ñüôåñï áðïôÝëåóìá üôé êÜèå áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò � ìåôáôñÝðå-
ôáé óå êáíïíéêÞ áðüäåéîç ôçò � ìå ïðïéáäÞðïôå äéáäï÷éêÞ áíôéêá-
ôÜóôáóç åíüò redex ìå ôï áíôßóôïé÷ï contractum (éó÷õñÞ êáíïíé-
êïðïßçóç).

3.1.2 Éóïìïñöéóìüò Curry-Howard

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí áðïäåßîåùí êáé ôùí �-
üñùí ìå ôýðïõò ç ïðïßá óÝâåôáé ôçí áíáãùãÞ, äçëáäÞ ôçí ìåôÜâáóç
áðü redex óå contractum. Ôï ãåíéêü ó÷Þìá åßíáé üôé êÜèå áðüäåéîç
ìéáò öüñìïõëáò � áíôéóôïé÷åß óå Ýíá üñï ôýðïõ � (õðÜñ÷åé ôáýôéóç
öïñìïõëþí êáé ôýðùí). Êáé áí èåùñÞóïõìå üôé ïé üñïé ôýðïõ �
åßíáé ðñïãñÜììáôá ôýðïõ � ï éóïìïñöéóìüò ìðïñåß ó÷çìáôéêÜ íá
äéáôõðùèåß

ÁÐÏÄÅÉÎÅÉÓ ←− ||| −→ ÐÑÏÃÑÁÌÌÁÔÁ

ÖÏÑÌÏÕËÅÓ ←−|||||| −→ ÔÕÐÏÉ

ÄçëáäÞ êÜèå áðüäåéîç ìéáò öüñìïõëáò ìðïñåß íá íïçèåß ùò Ýíá
ðñüãñáììá åíüò ôýðïõ. Ç öüñìïõëá ðåñéãñÜöåé ôï ôé áðïäåéêíýåé
ç áðüäåéîç åíþ ï ôýðïò ðåñéãñÜöåé ôï ôé êÜíåé ôï ðñüãñáììá (ôï
speci�cation ôïõ ðñïãñÜììáôïò).

Óôç óõíÝ÷åéá äßíåôáé ç ðåñéãñáöÞ ôïõ éóïìïñöéóìïý.

Ïñéóìüò 3.7 Áí ôáõôßóïõìå ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò êáé ôéò ðñïôá-
óéáêÝò ìåôáâëçôÝò êáé óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå öüñìïõëá (� →  ) ôçí
ôáõôßóïõìå ìå ôïí ôýðï (�→  ) êáé êÜèå öüñìïõëá (�∧  ) ìå ôïí
ôýðï (�× ) ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ïé öüñìïõëåò êáé ïé ôýðïé
ôáõôßæïíôáé.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ðñïôáóéáêÞ öüñìïõëá (A → B) ∧ (C → A) åßíáé
ï ôýðïò (A → B) × (C → A) üðïõ A, B, C åßíáé ðñïôáóéáêÝò
ìåôáâëçôÝò (Þ áôïìéêïß ôýðïé).

Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá ãñÜììáôá A, B, C ãéá ôéò ðñïôáóéáêÝò
ìåôáâëçôÝò (ôï ßäéï ãéá ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò) êáé ôá �,  ,: : : ãéá ôéò
ðñïôáóéáêÝò öüñìïõëåò (Þ ôï ßäéï ãéá ôïõò ôýðïõò ôïõ óõóôÞìáôïò
Church).

Ïñéóìüò 3.8 Óå êÜèå áðüäåéîç Π ôçò öüñìïõëáò � áðü ôá ðá-
êÝôá õðïèÝóåùí [�1]i1 ; : : : ; [�k]ik èá áíôéóôïé÷Þóïõìå ìå ìïíáäéêü
ôñüðï Ýíáí üñï N ôýðïõ � (äçë. N�) ìå åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò
x�1
i1 ; : : : ; x

�k
ik ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò Church ìå ãéíüìåíï ôýðùí,

ùò åîÞò:
(ï ïñéóìüò èá äßíåé êáé ôçí áíôßóôñïöç áíôéóôïé÷ßá äçëáäÞ ãéá

êÜèå üñï N ìéá áðüäåéîç ôïõ óõóôÞìáôïò Church. Ãéá íá Ý÷ïõìå
ôçí áêñéâÞ áíôéóôïé÷ßá èá õðïèÝóïõìå üôé áí x�i êáé x�j åßíáé ìåôá-
âëçôÝò ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ôýðïõò êáé áí � 6= � ôüôå êáé ïé äåßêôåò
i êáé j èá åßíáé äéáöïñåôéêïß, äçëáäÞ i 6= j. Åäþ ð.÷. ôï i åßíáé
ï äåßêôçò óå ìéá áñßèìçóç ôùí óõìâüëùí ìåôáâëçôþí ôïõ áñ÷éêïý
óõóôÞìáôïò Church.

1. Óå êÜèå áðüäåéîç �i (áðü ôï ðáêÝôï õðïèÝóåùí [�]i) áíôéóôïé-
÷ïýìå ôç ìåôáâëçôÞ x�i (êáé áíôéóôñüöùò).

2. Áí
Π1

� êáé
Π2

 áíôéóôïé÷ïýí óôá N� êáé M ôüôå ç áðüäåéîç
Π1

�
Π2

 
� ∧  

áíôéóôïé÷åß óôïí üñï 〈N�;M 〉 (ôýðïõ � ∧  ).

3. Áí ç
Π

� ∧  áíôéóôïé÷åß óôïí N�∧ ôüôå ç áðüäåéîç
Π

� ∧  
�

áíôéóôïé÷åß óôïí �1M êáé ç
Π

� ∧  
 

áíôéóôïé÷åß óôïí �2M .
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4. Áí

[�]i
Π
 áíôéóôïé÷åß óôïí üñï M ôüôå ç áðüäåéîç

[�]i
Π
 

i
�→  

áíôéóôïé÷åß óôïí üñï �x�iM
 .

5. Áí
Π
 áíôéóôïé÷åß óôïí üñï M ôüôå

Π
 

�→  
áíôéóôïé-

÷åß óôïí üñï �x�M ôýðïõ (� →  ), (üðïõ x ìðïñåß íá åß-
íáé ôï ðñþôï íÝï óýìâïëï ìåôáâëçôÞò). Åäþ óôçí áðüäåéîç
äåí åêöïñôßæïõìå êáíÝíá ðáêÝôï õðïèÝóåùí êáé áíôßóôïé÷á
óôïí üñï ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ìåôáâëçôÞ x� ðïõ äåí åìöáíß-
æåôáé åëåýèåñç óôïí M .

Ç áíôéóôïé÷ßá ðïõ ïñßóáìå åßíáé éóïìïñöéóìüò äéüôé óÝâåôáé ôçí
£ðñÜîç¤ ôçò áíáãùãÞò, äçëáäÞ áí ìßá áðüäåéîç Q ðñïêýøåé áðü ôçí
P ìå ôçí áíáãùãÞ åíüò redex ôüôå ï áíôßóôïé÷ïò ôçò Q üñïò N
ðñïêýðôåé áðü ôïí áíôßóôïé÷ï ôçò P üñï M ìå ôçí áíáãùãÞ ôïõ
áíôßóôïé÷ïõ redex. Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí éóïäõíáìßá óå ìßá ÷áñá-
êôçñéóôéêÞ ðåñßðôùóç.

¸óôù üôé ç áðüäåéîç
Π2

� áíôéóôïé÷åß óôïí üñï N� êáé ç áðüäåéîç
[�]i
Π2

 óôïí üñï M (ðïõ Ý÷åé åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ x�i ). Ôüôå óýìöùíá

ìå ôçí áíôéóôïé÷ßá Curry-Howard ç áðüäåéîç
[�]i
Π1

 
i�→  

áíôéóôïé-

÷åß óôïí üñï �x�iM
 êáé ç áðüäåéîç

[�]i
Π1

 
i�→  

Π2

�
 

(ðïõ åßíáé

redex ) áíôéóôïé÷åß óôïí üñï (�x�iM
 )N� (ðïõ êé' áõôüò åßíáé {

ôï áíôßóôïé÷ï { redex ). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï contractum



Ãéþñãïò ÊïëÝôóïò, ËïãéêÞ êáé ÐëçñïöïñéêÞ, Óçìåéþóåéò 62

ôçò

[�]i
Π1

 
i

�→  
Π2

�
 

ðïõ åßíáé ç áðüäåéîç

Π2
[�]1
Π1

 áíôéóôïé÷åß óôïí üñï

M [x�i := N ] ðïõ åßíáé ôï contractum ôïõ (�x�iM
 )N�.
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3.2 Ôï óýóôçìá T ôïõ G�odel

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ïñßóïõìå ìéá åðÝêôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ôý-
ðïõò ðïõ èá äéåõñýíåé åíôõðùóéáêÜ ôçí åêöñáóôéêÞ ôïõ äõíáôüôçôá,
äçëáäÞ ôçí äõíáôüôçôá áíáðáñÜóôáóçò óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò 3.9 (Ôýðïé) Äéáôçñïýìå ôïõò ßäéïõò ôýðïõò ìå ôï áñ÷éêü
óýóôçìá Church ìå áðëïýò ôýðïõò êáé ãéíüìåíï ôýðùí åêôüò ôïõ
üôé ðñïóèÝôïõìå äýï áôïìéêïýò ôýðïõò ôïí Nat êáé ôïí Bool ùò
óôáèåñÝò.

Ïñéóìüò 3.10 (¼ñïé) Åêôüò áðü ôïõò óõíÞèåéò üñïõò ôïõ áñ÷é-
êïý óõóôÞìáôïò Church ìå áðëïýò ôýðïõò êáé ãéíüìåíï ôýðùí Ý÷ïõìå
ôá áêüëïõèá

1. • O åßíáé üñïò (óôáèåñÜ) ôýðïõ Nat.

• Áí t åßíáé üñïò ôýðïõ Nat ôüôå St åßíáé üñïò ôýðïõ Nat.

2. Áí u, v, t åßíáé üñïé ìå ôýðïõò áíôßóôïé÷á �, � → (Nat → �
êáé Nat ôüôå Ruv t åßíáé üñïò ôýðïõ �.

3. T êáé F åßíáé (óôáèåñïß) üñïé ôýðïõ Bool.

4. Áí u, v, t åßíáé üñïé ìå ôýðïõò áíôßóôïé÷á �, � êáé Bool ôüôå
Duv t åßíáé üñïò ôýðïõ �.

Ç äéáéóèçôéêÞ óçìáóßá ðïõ áðïäßäåôáé ó' áõôÜ ðïõ Ý÷ïõìå åéóá-
ãÜãåé åßíáé ç åîÞò:

1. Ôá O êáé S åßíáé áíôßóôïé÷á ôï ìçäÝí êáé ç óõíÜñôçóç ôïõ
åðüìåíïõ.

2. R åßíáé ï ôåëåóôÞò áíáäñïìÞò: RuvO = u, Ruv (n + 1) =

v(Ruv n)n.
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3. Ôá T êáé F åßíáé ïé ôéìÝò áëçèåßáò.

4. Ôï D åßíáé ï ôåëåóôÞò £if. . . then. . . else¤ äçëáäÞ ï ïñéóìüò
ìå ðåñéðôþóåéò: DuvT = u êáé DuvF = v.

Ïñéóìüò 3.11 (ÁíáãùãÞ) Óôá redex ðïõ Ý÷ïõìå Þäç óôç äéÜèåóÞ
ìáò ðñïóèÝôïõìå ôá áêüëïõèá:

RuvO →� u
Ru v (St) →� v(Ruv t)t
D u vT →� u
D uvF →� v
ÄçëáäÞ áõôÜ ðïõ åßíáé áñéóôåñÜ åßíáé ôá redex êáé áõôÜ ðïõ

åßíáé äåîéÜ åßíáé ôá contractum ôïõò. Ìå âÜóç áõôÜ ìðïñïýìå íá
ïñßóïõìå üðùò óõíÞèùò ôçí Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò ³�.

Èåþñçìá 3.2 (Éó÷õñÞ êáíïíéêïðïßçóç) Ãéá ôïõò üñïõò ôïõ óõ-
óôÞìáôïò T éó÷ýåé ôï èåþñçìá ôçò éó÷õñÞò êáíïíéêïðïßçóçò, äç-
ëáäÞ êÜèå áíáãùãÞ ôåñìáôßæåé ðÜíôá óôçí ìïíáäéêÞ êáíïíéêÞ ìïñ-
ñöÞ.

3.2.1 ÅêöñáóôéêÞ äýíáìç: ðáñáäåßãìáôá

Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò:
neg ãéá ôçí Üñíçóç, disj ãéá ôç äéÜæåõîç êáé conj ãéá ôç óýæåõîç.

Ïé ïñéóìïß åßíáé

neg(u) = DF Tu disj(u; v) = DT v u disj(u; v) = DvFu

Ãéá ðáñÜäåéãìá, disj(T; x) ³� T êáé disj(F; x) ³� x. Åßíáé
åýêïëï íá äïýìå üôé êáé ìå ôïõò õðüëïéðïõò óõíäÝóìïõò éêáíïðïéïý-
íôáé ïé åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò.

Ãéá íá áíáðáñáóôÞóïõìå óõíáñôÞóåéò ðñÝðåé ðñþôá íá áíáðáñá-
óôÞóïõìå ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Ç öõóéêÞ åðéëïãÞ åßíáé ï üñïò
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n = Sn(O) íá áíáðáñéóôÜ ôïí öõóéêü áñéèìü n ∈ N. (Sn(O) åßíáé
ï üñïò S(S(· · · (S︸ ︷︷ ︸

n öïñÝò

(O) · · ·)).

Ïé áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò äßíïíôáé ìå ïñéóìïýò ôïõ ôýðïõ

x+ o = x x+ Sy = S(x+ y)

Áõôïß ïé ïñéóìïß ìðïñïýí íá ìåôáöåñèïýí óôï óýóôçìá T ÷ñç-
óéìïðïéþíôáò ôïí ôåëåóôÞ R. Èá äþóïõìå ôï ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí
ðñüóèåóç. Ïñßæïõìå

t[x; y] = Rx(�zNat:�z′Nat:Sz) y

Ôüôå Ý÷ïõìå
t[x;O] ³� x êáé
t[x; Sy] ³� (�zNat:�z′Nat:Sz)(t[x; y])y ³� St[x; y]
ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôïí üñï t[x; y]

ùò ïñéóìü ôçò ðñüóèåóçò x+ y.
¢óêçóç: Ïñßóôå ôïí ðïë/óìü êáé ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç.
Ôï óýóôçìá Ô Ý÷åé ðïëý ìåãÜëç åêöñáóôéêÞ äõíáôüôçôá. Ìðï-

ñïýìå íá ïñßóïõìå üëåò ôéò ðñùôïãåíåßò áíáäñïìéêÝò óõíáñôÞóåéò
êáé ðïëëÝò ðåñéóóüôåñåò. Ôï óýóôçìá T óõíäÝåôáé ìå ôï áîéùìá-
ôéêü óýóôçìá ôçò áñéèìçôéêÞò ôïõ Peano ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï.
Áí õðïèÝóïõìå ôçí áñ÷Þ ôçò êáíïíéêïðïßçóçò ãéá ôïõò üñïõò ôïõ
óõóôÞìáôïò T ôüôå ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôç óõíÝðåéá ôçò áñéè-
ìçôéêÞò ôïõ Peano ìåôáöñÜæïíôÜò ôï êáôÜëëçëá óôï óýóôçìá T
(ìåôÜöñáóç G�odel). ¸íá ðüñéóìá áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò åßíáé
ôï áêüëïõèï

Èåþñçìá 3.3 Ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí óôï
óýóôçìá T åßíáé áêñéâþò áõôÝò ôùí ïðïßùí ï ôåñìáôéóìüò ìðïñåß
íá áðïäåé÷èåß óôçí áñéèìçôéêÞ ôïõ Peano.


