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<'��?@)�0���. z 2 + 1

+,=
(
Õ z�Î)z 2 + 1)

] Õ(× 0�?@0�� )�����.�^ ¹
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Õ z4Î)z 2 + 1) 3) = 32 + 1 (= 10)

¼ 0&8�)�����+3)�#��9����;��,�2,)�0��(����e��)1� �9;��Q����&�������#�;�0����=,����C��0���0�)���Ø] ��+,)1� =3�Ø�8�����=K^ Õ�× ����*9� �9;���Ø ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨èç cbNyjQrGcGé�c

Λ
T)�qr Õ(× ��)�+,�bf?i�roRCL3TGcÁNyjQrGcoé£ceT)�qrtfo�Sê£J��»N»fG�#rd�c � N?��k�P�R�ToiZë)f?T�RCL�ìofG�ML°í

rop#r?T)R»lR»d�HÉ�QroRº�»dQfhL JCcºNyjQrGcGé�ctP�fhT)RVîyéAkhT)pqr�ï
= { ðyË)ð ′ Ë)ð ′′ ËGÎGÎGÎ } ñ R?JML�ò)PXWQN�L PMcºNyjQrGcGé�cGó0P�fÉT?k��AJMWQNAkT)�qrT�f�é£fKNAT)pqrmTKkhltfKêyR?JhPMcQô�Whl:��RCL2TKkhl Õ í)R»êyR»i JCfKNAkhlKõö�ôhfQrALw��f � P���rGc�lmcKJMLONQPMH�ltfhiOroR»L7c�fhì�WhlK÷

z ∈ ï ⇒ z ∈ Λø Ë�ù ∈ Λ ⇒ (
ø ù ) ∈ Λø

∈ Λ Ë)z ∈ ï ⇒ (
Õ z4Î ø ) ∈ Λ

W��MJMkQN�L PMc�d�c�LZp#r?T�RClR�êCk�JMk�P4�Qr?kENyjQr?T�RCì�k5P#d�cKJCc�j)P4f`roRbôoJ��»úMc � P4f?÷
ï

::= ð | ï ′
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ï
| (ΛΛ) | (

Õ ï Î Λ)

û���òGfÉH?JCc�l`T?khl:PMc?J�êCWhl
(
ø ù )

ò?RÉé£�hô?fhT)R»Lh��?90�)�;���*�# ñ TGc � øüNAToc ù ó`fQropU����òGfÉH?JCc�lºTKkhl:PMc?J�êCWhl
(
Õ z4Î ø )

ò?R�é£�hô?fhT)R»L Õ í)R»êyR»i JCfKNAk ñ NATGc z ó�õ
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ð
( ð�ð ′′)
(
Õ ðyÎ ( ð�ð ′′))

((
Õ ðyÎ ( ð2ð ′′)) ð ′)
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Õ ð ′ Î (( Õ ðyÎ ( ð�ð ′′)) ð ′)) ð ′′′)

!e��;(������� ��;��(�ÿ�
¸�¹ : 0 z�Ë Ê Ë���ËGÎGÎGÎ ��0%ï�.1��23�������>�����0(� ��=�;����0�����.1�<�=m] ;����0�;����0�����.1�<�=K^ ¹ : 0�ø Ë�ùvË � ËGÎGÎGÎ ��0%ï�.1��2 ×
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1
ø
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(· · · ((

�xø
1)
ø

2) ÎGÎGÎ ø�� ) ¹
} 8�)����9���0(� )1� �9;���=40�8��
0�)�� �(���)�»X�(1� =7��?90�)�;���*�<�= ~

s )�»�?@����;�� Õ z 1 z 2 ÎGÎGÎ)z � Î ø # Õ z 1 Õ z 2 · · · Õ z � Î ø 0�����9����
(
Õ z 1 Î ( Õ z 2 Î (· · · ( Õ z � Î ø ) · · ·)))

¹
} 8�)��������0�� )�� ��;���=40�8��
ï���ð1� »X�(1� = Õ�× 0�?90(� )�<������ = ~

Ê(¹5� �5��ð�+����)1� ��<�=�8�0�)�������<��9��� =7ï�����0���0�*�)�»�?@�����0(� ¹
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(
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(
Õ ð ′ Î ( Õ ðyÎ)ð�ð ′′) ð ′) ð ′′′
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= (
ø ù )

a
Ê(¹ ;9� 0 Õ(× 0�?@0�� )�����.�a9��8����%��8�»�)��������-;�����0�ï1� ��» z ��0�� ù 2,����	�
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Õ z4Î�ù )

¹
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 ¯�Ï�Ñ���Ï�ã�Ï�·
àh®I³"�Ï�´E¬EÏ�Ó�¬ <?> Ï�·X¬EÏ�Ò�®»¿9¯C@�Ò < ·CB
È �0����9�(.�;�0�1� |����0(�e����)���= Õ z�Î ø �°����������#�= Õ z g?fKNQP�f�jGf?L,�. ;����0�����.1�# z ���������)�� ø ¹Us � 0
8�0�)�»�ï���� *�;�0yac��<�;��¾��1�"���������)�� Õ z4Î Ê z . z ��� ��0(�:g?fKNQP�f � P���r?k�����2§.xÊ�f�é£f�jQòGf�JMk�;����0�����.1�# ¹ $
0���1� ��0��»��(�0���.

[ z := ù ]
�'�(�������� �0��I;������
���� =>������Ø�����)���=7��;�?@0��1� �9��� =��.�= z ¹ � ¹ � ¹

Ê z (
Õ z�Î)z )[ z := ù ] =

Ê ù (
Õ z4Î)z )

: �¾?@0�� ����;������¾�+,�%������Ø�����)�+,�P��0(�Eï����9;�����;�<���+3�P;����0�����.1�2,�g��;�?90�����|����0��E*����1� �������)�0^���0^	�0 ×
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Ê
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≡ �eù #/0�8���23=�ø
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<���0�=
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(
Õ z4Î)z ) � ≡ (

Õ Ê Î Ê ) �
(
Õ z4Î)z ) � ≡ (

Õ z4Î)z ) �
(
Õ z4Î)z ) � 6≡ (

Õ z4Î Ê ) �
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBaÍ�� �Scoé£c � òGc�jQr����Cd�c�L cCL7NAk�P�RMr?ToL��Sc�iXcKJMLONQPMc�iZ÷
� õ ç cxNyjQrGcoé£c�T)�qrg������Ø�����)�+,�X;����0�����.1�23� Toc � Õ í�HKJCc � ø ñ N � PCî#coé�iOë8fhT)R»L�P4f FV (

ø
)
óbc?JMiZë)f?T�RCL

f?dQR�ô��2ô�Lw���v�7lK÷

FV ( z ) = { z }
FV (
ø ù ) = FV (

ø
) ∪ FV ( ù )

FV (
Õ z�Î ø ) = FV (

ø
)− { z }

� õÉö ø f?i�roRCL��(����� �(���= Õ(× ��)���= ñ W°�9����ï���0����#�=Vó RMr
FV (
ø

) = ∅
õ���� NyjQrGcGé�cUT��#r`�Cé£fhLZNAT�p#r

Õ í�HKJ��qr¸N � PCî#coé�iOë8fhT)R»L�P4f Λ0 õ
� õ�����R»dQcCT��Vé£fGNQP�RvTKkhlRMr?ToL���R�T��»NAT�R»NAkhl ñ T��#r5f�é£f�jQòGf�J��qr�f)P7êyRMr?iON»fo�qr·óÉToc �	� RCdCHvToc�� NAToc�r:H?JCc�! 2N � PCî#coé�iOë8fhT)R»LyP�f0ø [ z := ù ]

 (cKJMiOë8fhT)R»Lq�7lR£�AcGé�c�jQò?�7l ñ òGfG�AJCc�j)P�f z 6= Ê�ó�÷

• z [ z := ù ] ≡
�

•
Ê
[ z := ù ] ≡ "

• ( #%$ )[ z := ù ] ≡ ñ&# [ z := ù ]
ó ñ'$ [ z := ù ]

ó
• (

Õ Ê Î�# )[ z := ù ] ≡
Õ ÊSõ ñ&# [ z := ù ]

ó
• (

Õ z�Î�# )[ z := ù ] ≡
Õ z õ�(
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(
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(
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(
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Õ z4Î)z Ê )[ Ê := z ] =
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Õ z�Î)z Ê )[ Ê := z ] = (

Õ ��Î�� Ê )[ Ê := z ] =
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;��k�»%�.���0���1� ��0��»��(�0���.g��»�8���� +,�-��)�+,��;��>� ����ï�Ø���0�;���Ø�=>�����= ¹
ý ã�¶�Ò�®9´S@�¨yBµ¨,+z©Qâ�¬E¬E® ® > Ò(³áàh®�Ò�«@´5Ò�®@´A@9·�-/.hæ10325476&4�æ1476áë98;:&<>=%=°í9?A@ NAT)� ø Ë�ùvË � ∈ Λ

õ;B#dQc£í
òG�?Toc � P4f�HCTVL z 6= Êb��RCL z 6∈ FV (

�
)
õ ç H�T�f

ø
[ z := ù ][

Ê
:=
�
] ≡

ø
[
Ê

:=
�
][ z := ù [

Ê
:=
�
]]

Ë&8���ï���� ð�.�� 	�����8�0�*�+�*�#g�(����-��)��DC ¹

��0�)�0��.�)�#������ =Q�
¸�¹ : 0����� ��0�;��c�����=C��)�����=e8����7ï�� 0�?@<�)�������;��������Q+3=c8�)���="�0�������;�0��0��+3�Qï����9;�����;�<���+3�Q;����0�����. ×

�23�������= ¹ 	�� 0%����0�����0��(�� ��#%��0��98�� �g0���)1� ��#�=7;�0���.�;�0�1� ��»g8�)����9<'*�*9� ��.%��0%#1�0��4��0g��)1� |�0�;���+3=
8�)�����)�����=t]'E�ÁkÈ × õkÈ�Ákö%Æ�^30����»48������2,)�0���)�� ��0�;��e+,=C��)�����=C��0(�(;����»���0���)���|�0�;��e;��e�9���(�.�;�0�1� ���
��0��h0���)1� ��#g�)���8��^;9� 0¾����<���.X� ����ï�����0�;9� 0�=Qa@�.��GF × � ����ï�����0�;9� 0 ¹ 	�<���+ 0����#�=7�.�=>8�)�����<'*�*9� ��.�=
��0P����+,)���Ø��90�;��&+3=&��)�����=C�� =&�(��»��9��� =�� ����ï�����0�;9� 0�=m] ï�.1��0�ï�#��0�Ø��� ��.4�+,��F × � ����ï�Ø���0�;�+3��8�)���� ×
)�+3�h^ ¹ ��)���1� ;�#��90�;��
��0°<�������;��%1� =g�0����� ����� =X����°�9�����0��(1� ��� ��8(� 8���ï�� ¹ Ë����<�=
�(�,�0����� ����� =
*9� �������0(�I�(��
;���0����
;�0�=>��0��5�����5�(�0
��0�)��� » ¹

¼�¹ !���^��8(� 8���ï��/*�)�0�?�#�=-�+3�g��)�+,�g��0¾8�)�<�8����ZaE���0��g��»�������;��-0���1� ��0��0��(�»��9��� =Qa}��0�� ��0�����8���� ��Ø�;��
�.��e] ��8��'�(����0�;�<���.�^tDk��Ø�;(��0���.�;����0�����.1�2,�hF ¹ � ¹ � ¹ 0��¾<�������;��P�����=
��)�����= Õ z�Î øÎ��0(� ù ���
��8���� ���E�X��0���<���0�=-ð�����+,)1� ���»/� ��0�����8��(� ���h�.�Dk�9Ø�;(��0���.X;����0�����.1�2,�hF&�����40��P����+,)�#�������;��>����
(
Õ z�Î ø ) ù ��0��c��<�������;��
��0�����/0���0�*�»�*�����;��Á] ;���H × 0���0�*�+,*�# } ��� ¹ 8�� � ��»��+ ~ ^���0�8�)�<�8�������0

?9)������� ������;��^23�(��
��0�;�;9� 0�������Ø�����)�.�;����0�����.1�#°���� ù ï�������� ��0��eï�����;�����;�<���.��(���� Õ z�Î ø ¹
� ¹ � ¹ <��(�+%I

≡
Õ z�Î)z�z ��0��

J ≡
Õ Ê ��Î Ê � ¹ þ&��������5ï1� 0�ï������ ��<�=40���0�*�+�*�<�=7��� ��0(�ÿ�
I

J ≡ (
Õ z4Î)z�z )( Õ Ê ��Î Ê � )

=
H

(
Õ Ê ��Î Ê � )( Õ Ê ��Î Ê � )

=
H Õ ��Î ( Õ Ê ��Î Ê � ) �
≡

Õ ��Î ( Õ Ê � ′ Î Ê � ′) �
=
H Õ �J� ′ Î��K� ′
≡

Õ Ê ��Î Ê �
≡ J

Ì(> ®�²1Le²5â�B
� )���|�����;��Q�.g����<���.-�.�=70���0�*�+�*�#�=7�������= Õ�× ��)�����= ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBaß

→M f?i�roRCL�k0P#Lw��JCHCT�f�JMk�gQL P4f�éAWhl�N?�4�KNAkENAToc Λ
pXNAT�fºroRºLON?�2jGfhLXH�ToL

(
Õ z4Î�# ) $ → MN# [ z := $ ]



Ï�Ð ÑMÒhÓ�ÔQÕXÖ5ÔK×hØVÙ�Ú�ÔQÕ�ÛCÜ7Ô�Ó£Ð Ý�Þ3ÝCß�Ð£à2×�á�Ò?ÔQâCÔKÒhÐ Ý�ÞoÛ�ã(á8ä�åVÐ ÑSÚ�å�Ð Õ O

��R»L�kEcCdQcCiÿR`f?i�roRCL��»é£f?LONATKW`ô�LZRÁToc � lmR£�AHGé�c � òGc � l¸��RArGH»r�fhlK÷
# →MP# ′ ⇒ ∀ z ∈ ï :

Õ z�Î�# →M Õ z4Î�# ′

# →MP# ′ ⇒ ∀ Q ∈ Λ : #%Q →MP# ′ Q
# →MP# ′ ⇒ ∀ Q ∈ Λ : QR# →MSQ!# ′

T ��0�=���)���=/�.�=�;���)�?9#�=
(
Õ z4Î�# ) $ ������;�»C|����0��*H2íVU�W�XYW � ��0��&� # [ z := $ ]

������;�»�|����0(�C��,H2í
Z �\[�]�U_^ Z ]�`ba ���� ¹

T ��0�=7��)���=¸ø ��� ��0(�5;9� 0�H2í���RArGc»r?Lw��W5PMc?J�êCW-��»���ï�������8�»�)������5��)���= ù 2,����0ø
→ M�ù ¹

æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBdcAe �QrKrGcCLÿRbTGc �É� d�c?HKJCc � cKJMiOë8fhT)R»Lq�7l¸fhì�WhlK÷
� õ�c�L � dQc?H?JCc�L�Toc � z f?i�roRCL�TGc z  
� õ�c�L � dQc?H?JCc�L�Toc � (

ø ù )
f?i�roRCL7c

(
ø ù )

 (c�L � d�c?HKJCcCLXTGc � C ��R»LXc�L � dQc?H?JCc�L�Toc �	f  
� õ�c�L � dQc?H?JCc�L�Toc � (

Õ z4Î ø )
f?i�roRCL7c

(
Õ z�Î ø )

��R�ò?p7l¸��R»LXc�L � dQc?H?JCc�L�Toc � C õ
ý ã�¶�Ò�®9´S@�¨yBaÍ�g N?�(jGf?L2kER��SHoé£c � ò�k�d�JCHCT)R�NAkh÷

ø
→MEù ⇔ � ��JML î4p7lt�QroR»l � dQc?H?JCc�lETGc � C dQc � fhiOroR»L Z �\[�]�U�^ Z ]�`>a

�8�4fhLqRAr?TVLw��RyT)R�NAT)R�òGf?iyP4f�TGcDU�W�XYW � Toc � ��R»L7d�JCc£�o� � ú�f�c f õ
Ë&8���ï���� ð�.�� T �(�+,h\i { .%�9��<���.g;����0�ð�Ø%ï�Ø�� Õ(× ��)�+,�78����%��)1� |����0(�50�8��%��
ï���Ø����)��
����<�����=��.�=7� �9��ï�� ×
��0�;9� 0�= ¹ �"� ��0��E?90�����)��¾����I.
�9��<���.Dh\i { � ��0�����8���� ���I�� =�� ï�� ���.1���=7�.�=

→M ¹5� 8�����4� �9��Ø����
→M ⊆ h\i { a��8���� ï�#

→M ��� ��0��5.%;9� ��)������)�.%�<����� 0
�9��<���. ¹ T �(�+��23)�0DC/h\i { f ¹ þ&�������8�»�)������I��8�����)���=j������PC
�.�=P;���)�?9#�=-ÁkÈ�ò�È'ó ��0(�k�

′
���� f 2,����-� ù 8�)���<'�����9�P0�8��^����Éøñ;��4�.��
0���1� ��0��»��(�0���.^����l��;��

��D�
′
a�8����
��� ��0��5��
Â�Å�ô�õÇÁ Ù Â�õkÀ�ö÷����S� ¹ Ë&����»¾?90�����)�»¾<�������;��j�

→M � ′ ¹3¹ 0��I��8���� ï�#g.
ï�.�;9� ����)�*9� 0X����
��)����lC ] ;�0�|1�h��0(�I���� f ^&0����������������h�����=���0���������=-*9� 0¾�����=-��8���� ����=P��� ��0��E�(����� ���#¾.

→M a5������ ��»
��0
<�������;�����0��Sø

→M�ù!m ¹�� 8�����nh\i { ⊆→ M a���8�����>���5ï�Ø��
�9��<������ =Q�0���1� |������0(� ¹
ý ¶9ã(³µ´h¬E® ¨yBµ¨ ö HKJCcCl�C f?i�roRCL9H2í���RArGc»r?Lw��W¸PMc?J�êCW\ToHCT�f���RCL�PMH»rGc�r¸fh�Mrmg?f�rd�f�JML°�¥�#f?L ñ �7l � d�c?HKJCcGó��RAr���roRDU�W�XYW � õ
Ë&8���ï���� ð�.�� � � �����0��"8���)1� ��� ���ha1��������0>��8�#�)����c��)���= f a��9Ø�;�?9+3��07;����.��c8�)����0���# ¸�¹ ¼ a�2,�����ø

→MEù ¹

$ ����<���.
→M ;(8���)����&��0 ����+3)�.������e*9� 0������= Õ�× ��)�����=�+,=�0���0�*�+,*�#�������=/��#�;�0����=QaQï�.1��0�ï�#�0��

ø
→M�ù �����Q*9� �����0��@.%0���0�*�+,*�#g������=QÁkÈ�ò�È'ó^�(����oC¤��0��98�)�����Ø�8�����5� f ¹ $ ï1� 0�ï������ ��#
��?90�)�;���*�#

�<���(� +3�7��.�;�»��+,�-��)1� |����9�.%�9��<���.
�M ¹

æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBqp�r N?�#�GNAk
�M fhiOroR»Lqk3P4f?T�R�î4RyTVLw��W:��RCL4R � TGc�dQR�ò�Whl5�»é£f?LONAToHCTKkhT�RvTKkhltN?�#�GNAkhl →M õtsºkKíéCRCg�Wf?i�roRCL�k0P#Lw��JCHCT�f�JMk�gQL P4f�éAWhl�N?�4�KNAkENAToc

Λ
dQc � fhiOroR»L��Cé£fhLZNAT?WÉô�LÿRÁTGc � lmR��SHoé � òGc � l¸��RArGH»r�fhlK÷

# →MP# ′ ⇒ # �M�# ′

# �MP# ′ ∧ # ′
�M�# ′′ ⇒ # �M�# ′′

# �MP#

uwv	xK¬G��¬zyo§h��� : {xK¬z|�w} ~�¬G�o§h�§Q��xK oªQ®�ª?²0�?��¬�� ¦V��¡� G�(��¬���xG��¬o�\y�xo��8¡»§Q7�)�G�3 K�8��¡ �h o���G�?�� G�h�0¥��¦G¨����_���V��xK¬G�
w} �� ?¡£��xK¬G¦K��¬K¨4��¬K��� §h4��¬t�V�z�5�����5�V���7����¬G����¦o��3�

→ � �m´



�

ý ã�¶�Ò�®9´S@�¨yBaß�g N?�(jGf?L2kER��SHoé£c � ò�k�d�JCHCT)R�NAkh÷
ø

�M�ù ⇔ � i·T�fnC ≡ ù fhi�T�f � dQ�?JK�Ac � rtHKJCcCLMø 1 Ë ø 2 ËGÎGÎGÎ ø���pXNAT�fø
≡
ø

1
��R»L ù ≡ ø��e��R»L�ô�LÿRÉ����òGf;� (1 ≤ � ≤ À − 1)

 
ø��
→M ø�� +1

 2g�kVéCR»g�W0ø
→M ø 2 →M · · · →M ø�� −1 →M�ùË&8���ï���� ð�.�� T ���+A�÷. ����<���.�8�������)1� |����0(�c����

Λ
;�<��9+ �����ï���Ø����)���� ����<�������=g�.�=¾� ����ï�����0�;9� 0�= ¹

�c� ��0��}8�)���?90���<�=
��1�3� ��� ��0��,0������8�0���#�=Qa,;����0���0��� ��#/��0��}8���)�� <������}�.�����<���.
→ M ¹`� 8�����

�M ⊆ � ¹
T �(�+ �2,)�0xø�� ù ¹ ��»���C

≡ ù �����Éø
�M ù a�ï�� ��1��.

�M ��� ��0(��0������8�0���#�= ¹,� � 0�?@��)����� ��»�a
��8�»�)���������ø

→M ø 2 →M · · · → M ø � −1 →Mºù ¹ Ë&����»X�����ø
�M ø 2 �M · · · �M ø � −1 �Mvù��0��9����*�+��.�=7;����0���0�1� �����.1�0�=>�.�=

� M 8�0(� )�������;���C
�M f ¹2� 8�����n�

⊆� M ¹

$§0���0�*�+�*�#
������=4��)����g��� ��0(�I��Dk��8�������*9� �9;���=GFC���� ¹�È �0��-������-��)��lC ��8�»�)������I<���0%ÁkÈ�ò�È'ó^�����
Dk��8�������*9� |�����;��oF%��°ÁkÈ�ò�È'ó 0����� ��0��1� ���23���0�=¾�� ;��g�� Â�Å�ô�õÇÁ Ù Â�õkÀ�ö¡���� ¹ $ ;����»���0���. ï�.1��0�ï�#�0�8��
�����C ������ f ]�C

�M�ù ^7��� ��0(�3;9� 0 ï�� 0�ï1� ��0��9� 0°��8�������*9� �9;���Ø/8�����;�0�=
��ï�.�*����30�8��������C ������
f ¹ 	^8���)���Ø�;��¾��0 ����+,)�#�������;��X��1�c�(��C ��0(� f ��� ��0��2D�� �9����FP;9� 0 ��0��c<��������^8�)�����Ø��@���c��0��"���cï�Ø��
0�8��gï�� 0�ï1� ��0��9� 0
�'�(�<�������.�=���8�������*9� ��;�23�4;��C�.���� ï1� 0g0�?9���.�)�� 0 ¹ Ë����#-.-<������(� 0%*����1� ����Ø����0��@��0��@�(�.��
8���)�� 8��+,��.-�.�=70���0�*�+,*�#�=

� M ï1� �����9�.GH × � �9���.1�0 ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBq��e N?�4�KNAk

= M ñ H2í)LZNyHCTKkhT�RGótfhiOroR»L7k�P�fhT)RVî4R�ToL��4Wz XR � TGc�dQR�ò�Whl5 �N � PAP4f?T¥JML��4W:�Cé£fhLZNATGH�T?khT)RTKkhlºN?�4�KNAkhl
→M  5g�kVéCR»g�Wbk = M fhiOroR»L�kPqL��CJCH�T�f�JMkvN?�4�KNAk`d�c � fhiOroR»LX�Cé£fhLZNAT?Wbô�LZR�TGc � l`R��SHoé£c � òGc � l��RAroH�r�f?l?÷

# →MP# ′ ⇒ # = M�# ′

# =M�# ′ ∧ # ′=M�# ′′ ⇒ # = M�# ′′

# =M�#
# =M�# ′ ⇒ # ′=M�#

ý ã�¶�Ò�®9´S@�¨yBdcA� N?�(jGf?L2kEd�JCHCT)R�NAkh÷
C

=MEù ⇔ B#dQ�?JK�Ac � r3ø
1 Ë ø 2 ËGÎGÎGÎ ø��vP�f0ø ≡ ø 1

��RCL f ≡ ø����RCL2ô�LZRÉ����òGf;�
(1 ≤

�
≤
À
− 1)
�8�Ac � r3ø��

�M ø�� +1W:ø �
+1 �M ø �

Ë&8���ï���� ð�.�� È 8�+,=���0(�5���� =Q8�)���.�*���Ø�;�������=�8���)�� 8��2,�9��� = ¹
ý ®9ã�«9�Ï�³á²h¬E® ¨yBaß ù �9��Ø������4�0%8�0�)�0���»��+(�

(
Õ z4Î)z�z ) Õ ��Î�� → M z�z [ z :=

Õ ��Î�� ] = (
Õ ��Î�� ) Õ Ê Î Ê

(
Õ ��Î�� ) Õ Ê Î Ê → M � [ � :=

Õ Ê Î Ê ] =
Õ Ê Î Ê

(
Õ z4Î)z�z ) Õ ��Î�� � M Õ Ê Î Ê

(
Õ z4Î)z ) Ê � =M Ê

((
Õ z�Î)z ) � )

ï�� ��1� �'�
�
���︷ ︸︸ ︷

(
Õ z�Î)z ) Ê � →M Ê ���0(��Ê
((

Õ z4Î)z ) � )
︸ ︷︷ ︸

�'�
�
���

→M Ê �



Ï�Ð ÑMÒhÓ�ÔQÕXÖ5ÔK×hØVÙ�Ú�ÔQÕ�ÛCÜ7Ô�Ó£Ð Ý�Þ3ÝCß�Ð£à2×�á�Ò?ÔQâCÔKÒhÐ Ý�ÞoÛ�ã(á8ä�åVÐ ÑSÚ�å�Ð Õ É

� «�Ð9±I³µ®°Ï�Ð5³ Ð@ã�¶9´ ��Ï�Ò�® ´ ¡I¶�¯@³µ®�B
$ 0�8���#
ï�� 0�� ����.1�� ��#
��)�;�.������ 0g�+,� Õ�× ��)�+3�-��� ��0��I����I�'��?@)�»C|������P������0�)��#��9��� =7��0(�I��?90�)�;���*�<�=4������0�) ×
�#�����+3������;9� 0g��0���0�)�#g;���)�?�# ¹�s � 0%8�0�)�»�ï���� *�;�0�a@� Õ�× ��)���=

I =
Õ z�Î)z

�'��?@)�»C|������.��"�0�������� ��#>������»�)��.���.Q8����C8���)1� *�)�»�?��.����"�(�.��e��� ��0�*�+�*�#m]á8�)�����0��0�)��(�� ��»C^ ¹£¢ <���0�� 0�a�+3=
��)���=���� ��0(�E;9� 0X���8(� ��#¾<'��?@)�0���.
8����g*�)�»�?@���0(�E;��>�.X��)�#���.X�9��;(������+3�%������=�ï���ï���;�<������
0���?90���#1����»a
�0��9Ø�;(������0 Õ a z ae� ¹ ��8 ¹ $ ï�� 0�?@��)�»�;����0�ð�Ø ������=/��)����°��0(�c�.�=/������»�)��.���.�=^8���� �'��?@)�»C|����C��� ��0(�
0���»�����*�. 0����#�=^8�������8�»�)������Q;����0�ð�Ø�������=^8�)���*�)�»�;�;�0����=�8���� *�)�»�?@���0(�Q���/;9� 0�*(��23���90���0(�e�.�=
������»�)��.���.�=�] ï�.1� ¹ <���0%��Ø���������|����1*�2,�Q^38����-��8�������*9��|���� ¹ $ �9����»�)��.���.

H
8�����*9� 0P��»����Q0���1� ����� ;������
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Õ z4Î ø,^l¥ → M�¦ ¹
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 xToHCT�f � dh�hJK�4fhLnC

3
pXNAT�f

ø
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ý ¶9ã(³µ´h¬E® ¨yBaÍ û���òGf�H?JCc�l�PqdQc?JCf?i(roR`�¥�#f?L ñ RAr5�8�4fhL ó¸PMH»rGc�r2P#iZRÉ��RArGc»r?Lw��W5PMc?J�êCWhõ
Ë&8���ï���� ð�.�� Ë,�tø
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��0(�(��;���� +,=

C
2 ≡
ø

3
¹�� 8�����nC

1 ≡
ø

2
¹

��0�)�0��#�)�.���.�� � ����<��������������(�>�(����)��(����0������1� ��<�=�;���)�?9<�=Qa>8 ¹ � ¹ �ÿ��)���=
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��0��98���)1� <������@�.GH2a�»�)�0%8���)�� <������@��0��@�.��

= M +3=>;9� ��)������)�.%�<����� 0
����<���. ¹
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¿

)) ((
Õ�¿ Î�� ê (

¿
)) (· · · ((

Õ�¿ Î�� ê (
¿

))
︸ ︷︷ ︸�

−2
ð�ñ×òwó�ô � ê + ê ( z )) · · ·)))

= M Õ ��Î Õ z�Î��
õ	ö�÷¨ø�ùqú

︷ ︸︸ ︷ë
+ · · ·+

ë
( z )

= M Õ ��Î Õ z�Î�� � ê ( z )
≡ c � ê

Ê(¹�s � 0%��
Aexp
a�;��	ë

≥ 1
�

Aexp c � c ê =M c ê c �
≡ (

Õ ��Î Õ [ Î�� ê (
[
)) (

Õ ��Î Õ�¿ Î�� � ( ¿ ))

=M Õ [ Î ( Õ ��Î Õ�¿ Î��
�
(
¿

)) · · · (
Õ ��Î Õ�¿ Î��

�
(
¿

))
︸ ︷︷ ︸ê ð�ñ×òVó�ô

[

=M Õ [ Î ( Õ ��Î Õ�¿ Î��
�
(
¿

)) · · · (
Õ ��Î Õ�¿ Î��

�
(
¿

))
︸ ︷︷ ︸ê −1

ð�ñ×òwó�ô
Õ�¿ Î [ � ( ¿ )

=M Õ [ Î ( Õ ��Î Õ�¿ Î��
�
(
¿

)) · · · (
Õ ��Î Õ�¿ Î��

�
(
¿

))
︸ ︷︷ ︸ê −2

ð�ñ×òwó�ô
Õ�¿ Î [ �Ä� ( ¿ )

=M Õ [ Î Õ�¿ Î [
í ö�÷¨ø�ùqú
︷ ︸︸ ︷À
· · ·
À
(
¿

)

≡ c(
�\í

)

��0�)�0��#�)�.���.�� $ � �����.1�0
=M ï�.1��23�����};�»��������P�.��
� �9���.1�0¾�+,�g������0�)��#��9��+,�g+3=48�)���=��.��g<����0���. ¹

¢ <k��0(� 0ya>0���ø
=M ù aQ����� ���nCÌ��0�� f ï�.1��23��������+3=�8�)���=��.���<'�(�0���.��.���� ï1� 0 �9����»�)��.���.�a

*9� 0�1�E�����mø Q = M\ùûQ ah*9� 0/��»���� Q ¹ ¼ ��+,)���� ����4�23)�0¾�����=P��)�����= ãnü ≡ Õ z4Î Õ�ý Î Õ ��Î ý ( z ý � ) ��0(�
ã ′ü ≡ Õ z�Î Õ9ý Î Õ ��Î)z ý ( ý � ) ¹3ù ����Ø����I��1�

ã ü c � =M c � +1

ã ′ü c � =M c � +1



Ï�Ð ÑMÒhÓ�ÔQÕXÖ5ÔK×hØVÙ�Ú�ÔQÕ�ÛCÜ7Ô�Ó£Ð Ý�Þ3ÝCß�Ð£à2×�á�Ò?ÔQâCÔKÒhÐ Ý�ÞoÛ�ã(á8ä�åVÐ ÑSÚ�å�Ð Õ ¸�Ê

� .1��0�ï�#���0����(��ï�Ø��°��)��(��0���0�8�0�)�� �(���Ø����(���� Õ(× ����*9� ��;�� �.��9����»�)��.���.�þ �������8���;�������� ]�þ
(
À
) =À

+ 1
^ ¹ Ë&����»

ã ü 6= Mÿã ′ü
!c�.%�9����<������ 0�a9��0
ï���Ø�;�����1�5;(8���)���Ø�;�����0g0���0�8��Ø�ð�����;��>�(���� Õ�× ����*9� �9;��
������=Q1� =Q8�)���*�)�0�;�;�0�1� ×

�(�� ��<�=Q�������� ��<�=Qa9ï�.1��0�ï�#g��0X��)1� �9����;��Q1� =70���.�����1� ;�<�=��@Å�Å Ú a��� 6�� ÎGÎGÎ 4ÄÂ1<>8 ÎGÎGÎ <b:�2z< a��0É|���Ø1*�.%� ¹ ��8 ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨�Ô

true ≡
Õ z�Î Õ Ê Î)z

false ≡
Õ z�Î Õ Ê Î Ê

æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨9¨ öqJMiOë�c � P4f ñ���Ë�#(Ë×$ HKJCcCL ó
if � then # else $ ≡ �Á#%$

ç H�T�f2îS��î4RCLZRÉ�8�Ac � P�fEHCTVL
if true then # else $ =MÍ#
if false then # else $ =M $

� .1��0�ï�#¾�(����%��)��vD 6�� � 47Â <b8 # <>:'2z< $ FQ��»��-�� � ��8�������*9� ������}��0^��� ��0�� 4�ç�æ < Dk��8�� �(�)�<�?@���0(� FQ��
# a�0��7���� ��8�������*9� �(����I��0
��� ��0(� � í�:'2z< Dk��8�� �(�)�<�?@���0(� F"�� $ ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨(Í öqJMiOë�c � P4f

[P Ë Q ] ≡
Õ z�Î)z	#%$	

1 ≡
Õ z�Î Õ Ê Î)z ≡ true (

d�J�pATKk�d�JCc�î#cGéAW
)	

2 ≡
Õ z�Î Õ Ê Î Ê ≡ false (

g?f£j�T�f�JMk�dVJCc�î#coéAW
)

ç H�T�ft�8�Ac � P�fEH�ToL
[P Ë Q ] 	 1 = M #
[P Ë Q ] 	 2 = MÍ$
 rKT��7l{ 
[P Ë Q ] 	 1 ≡ (

Õ z4Î)zº#%$ ) (
Õ z4Î Õ Ê Î)z )

= M (
Õ z4Î Õ Ê Î)z ) #%$

= M (
Õ Ê Î�# ) $

= M #
 PMc�iÿ�7l�ô�LÿRÁT?k�g?f�j�T�f�JMk�dVJCc�î#coéAWhõ
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨(ß�Ï JMiOë�c � P4f

(i)
� JMLOò)P�khTVLw��W�N � ro�?JMT?kQNAktfhiOroR»LyP#LZR\N � ro�?JMT?kQNAk0[ : N

ê
→ N

(ii) � iÿR¸RhJMLOò)P�khTVLw��W5N � ro�?JMT?kQNAk7[ : N
ê → N ñ ë P�fhT)RVîyéAkhT)pqr·ó3fhiOroR»L Õ(× ��)1� �@� ;�.ºW Õ�× 0���0�8�0�)�0��(�»��@� ;�.

f?�Ar � dQ�?JK�#f?LXHKJCcClº� ∈ Λ
�hToN�L7pXNAT�f
� c �

1
c �

2
· · ·c �

1
= M c � ( � 1  � 2  � � � � í )



¸GÅ

ô�LZR`HGéCRºT�R¸À
1 Ë À 2 ËGÎGÎGÎ À ê ∈ N

õ��3�)P4f�ToHCT�fHCTVL#cÉ� c?JMiZë)f?L7WRAroRCdQR?JMLONAT)� ñ NATGc Õ íOé£cQô�LONQPMHoóÉT?kCr
N � ro�?JMT?kQNAk0[

��0�)�0��#�)�.���.�� �c»���� c �
1

c �
2
· · ·c �

1
= M c � ( � 1  � 2  � � � � í )

��0��c��8���� ï�# c � ( � 1  � 2  � � � � í )
��� ��0��c���g��0������1� ��#

;���)�?9#�a90�8��%��
����23)�.�;�0X½"¿�À(ÁkÂ'¿�Ã�ÄCÅ�ÆkÆÇÈ�Á���0
<�������;��>��1�·� c �
1

c �
2
· · ·c �

1
�M c � ( � 1  � 2  � � � � í )

¹
!c�.g������<������ 0X��0
��)�� ������;��Q�.��4�(��»���.P�+,��0���0�ï�)���;9� ��23�-�9����0�)��#�����+3� ¹

æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨Ycûr �»éC�»NAkºT��#r-0���0�ï�)���;9� ��2,�%������0�)��#��9��+,�\f?i�roRCL(k:PqL��CJCH�T�f�JMk�»éC�»NAkºT��#rRhJMLOò)P�khTVL°í
�MpqrtN � roR?JMT?WQN»fo�qr:dQc � d�f�JML éCRKPCî4�Mr�fhL�TVLZlmR?JK�7L��y�?l�N � roRhJMTKWQN»fhLÿl?÷

(i)
d�JCc�î#cGé£�?l?÷�� ê�

(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =
À �  3ô�LÿRbHoéCRbT�RG�2P�f

1 ≤
�
≤
ë

(ii)
f?dCHGP4fQrGcClK÷�þ +(

À
) =
À

+ 1

(iii)
PXkhg?f�r?L��4Wh÷ Q (

À
) = 0

��R»L4f?i�roRCL4�Cé£fhLZNAT?WÉô�LZRÁT?k%�9Ø���������.> �TKkCr78�)�+}���*�����#g0���0�ï�)���;�#\��RCL2T?kCr4����0���� �(���8���� .���.y÷
(i)
NyjQrKòGfGNAkh÷5RMr2¶

: N � → N
��RCL��

1 ËGÎGÎGÎ � � : N
ê → N

fhiOroR»L#RAroRCgVJCcKP#Lw���hl{ 3ToHCT�ff?i�roRCLqRMroR»gVJCcGPqL��4W
��R»L�k¸[

: N
ê → N

d�c � cKJMiOë8fhT)R»LqRCdCH\TGcºR��SHoé£c � òGcºN?�2W�PSR
[
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =
¶
(
�

1(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) ËGÎGÎGÎ � � ( À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ))

(ii)
d�J��ATocQôhfQr?Whl�RAroRCgVJCcKPXWh÷ÉRMr5¶

: N
ê → N

��RCL��
: N
ê +2 → N

f?i�roRCL(RMroR»gVJCcGPqL��y�?l5 ¸ToHCT�fE��RCL5k
[

: N
ê +1 → N

d�c � cKJMiOë8fhT)R»LqRCdCH\TGcºR��SHoé£c � òGcºN?�2W�PSR`f?i�roRCLqRAroRCgVJCcKP#Lw��W
[
(0 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =

¶
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê )[
(
À

+ 1 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =
�
(
[
(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) Ë À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )

(iii)
f�éCRG�qLONATocCdQcCi�kQNAkh÷tRMr3¶

: N
ê +1 → N

fhiOroR»L7RMroR»gVJCcGPqL��4W��R»LXRAr�ô�LZRbHGéCReT)R�À
1 ËGÎGÎGÎ À ê � dQ�?JK�#f?LÀþpXNAT�f5¶

(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0

 5ToHCT�f��RCL(kt[
: N
ê → N

dQc � cKJMiOë8fhT)R»L7R»d�HÁToc\dhRhJ�R�����T���N?�2W�PSR
f?i�roRCLqRAroRCgVJCcKP#Lw��W

[
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = � À Î ¶ ( À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0

H�d�c � � À Î ¶ ( À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0
g�kVéKpqr�f?LºToc�rvP#Lw��JCHCT�f�JCc RhJMLOò)PMH À=ô�LZR Toc�r c�d�c�i c LZN?�(jGf?Lºk

¶
(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0

õ��:k�P�fhLÿpqr�f?T�RCL�HCTVL2�8�Ac � P�fvd�JCc��od�c»òG�KN»f?L�T?kCrvjodQR?J�ì�kÉf�rGH�l\T��?TGc�L c � À ô�LZR
����òGf�À

1 ËGÎGÎGÎ À ê  2�?J�RÉ��R»L�T?kCr�jodQR?J�ì�kfQrGHClET��?TGc�L c � fVéC�o�7LZNATGc � õ
��0�)�0��#�)�.���.�� $ ;9� ��)������)�.��(��»���.>0�)1� ��;�.1�� ��2,�C�9����0�)��#�����+3�"8����C8���)�� ��0�;(��»��������� =c0�)���� ��<�="�9����0�)��# ×
����� =e��0(����� ��0(�(�(����� ���#4*9� 04�.4�9Ø���������.4��0����.��&8�)�+}���*�����#�0���0�ï�)���;�#���� ��0(�(.7�(��»���.7�+3�C8�)�+����*�����23�
0���0�ï�)���;9� ��2,�>�9����0�)��#�����+3� ¹ �c��2 0����#78����>8���)1� ��0�;(��»������(�� =C0�)���� ��<�=&�9����0�)��#������ =C��0(����� ��0����(����� ���#
*9� 0��. ��Ø���������.���0��3�.��^����0���� �����8��(� .���. ] ��+3)�� =g�� ���(#�;�0 �.�=g8�)�+}���*�������Ø�=¾0���0�ï�)���;�#�=K^-0�8���ï���� ×
����Ø����0(���������� ��0(�9� ��.�;��"�.����(��»���.4�+,�>0���0�ï�)���;9� ��23�>�9����0�)��#�����+3�Q8�������)1� ���.����e8(� ��8�»���+(a(ï�.1��0�ï�#
��%�9�(#�;�0-�.�=�0���0�ï�)���;�#�=>;(8���)����@��0g��)1� ������@;��e��»���.���%�9�(#�;�0-�.�=�����0���� �(���8���� .���.�= ¹ $ �(��»���.��+,�
8�)�+����*�����23�^0���0�ï�)���;9� ��23�/������0�)��#��9��+,�^��� ��0(�3*���#��@� 0°��8����(��»���.��+3�¾0���0�ï�)���;9� ��23�/������0�)��#��9��+,��a
8 ¹ � ¹ .g������»�)��.���.��QÂ�Ä�È�Ákö Ù ô�ô/��� ��0(�I0���0�ï�)���;9� ��#X��+,)1� =7��0X��� ��0��@8�)�+����*�����#�=40���0�ï�)���;9� ��# ¹ $ �(��»���.
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�+,�%0���0�ï�)���;9� ��2,�
�9����0�)��#�����+3�%*������ ��»X8(� �����Ø����0��}����}����;(8(� 8�����};��7�.��%�(��»���.
�+,� � d�coé£cQô�iON�L Pq�#r
N � roR?JMTKWQN»fG�#r�a5ï�.1��0�ï�#
�+3�P�9����0�)��#�����+3�-8����
;(8���)���Ø��%��0¾��8�������*9� �����Ø��g;�����»���.X<���0¾0���*���)1� ��;��^#
0������ 23=7;��&�.g��)�#���.g��ï�.�*9� 23��;�.���0���� ����Øg��8�������*9� ��;���Ø\] � i�T?k�PSRÁTGc �Dèké `bU Z é ^ ¹

!c�.g������<������ 0ya9��0
ï���Ø�;��>��1�5������=>�(�50���0�ï�)���;9� ��<�=4������0�)��#��9��� =4��� ��0�� Õ�× ��)�� �9� ;���= ¹
©&â�¬E¬E® ¨yBµ¨ ö3L7R?JK�7L��y�?l�N � roRhJMTKWQN»fhLÿl¸fhiOroR»L Õ í�cKJMiON�L P4f?l?õ
Ë&8���ï���� ð�.�� � )1� |�����;��

� ê�
≡

Õ z 1 ÎGÎGÎ Õ z ê Î)z �þ + ≡
Õ z4Î Õ Ê Î Õ ��Î Ê ( z Ê � )

Q ≡
Õ z4Î c0

©&â�¬E¬E® ¨yBaÍ ö3L Õ í�cKJMiON�L P4f?l�N � roR?JMT?WQN»f?LZl¸f?i�roRCL��»é£f?LONAT��hlEô�LÿRÁT?k�NyjQrKòGfGNAkhõ
Ë&8���ï���� ð�.�� T ���+�¶

: N � → N
��� ��0(� Õ�× ��)�� �9� ;�.^0�8��^����g��)����

∈ Λ
��0(���

1 ËGÎGÎGÎ � � : N
ê → N

��� ��0(�
Õ�× ��)1� �@� ;���=70�8��g�����=��

1 ËGÎGÎGÎ�� � ∈ Λ
a90����� �(���� ��0 ¹ : ����Q.

[
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =
¶
(
�

1(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) ËGÎGÎGÎ � � ( À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ))

��� ��0(� Õ(× ��)1� �@� ;�.g0�8��%����
�
≡

Õ z 1 ÎGÎGÎ Õ z ê Î � ( � 1 z 1 · · · z ê ) · · · ( � � z 1 · · · z ê )

©&â�¬E¬E® ¨yBaß ö3L Õ í�cKJMiON�L P4f?l5N � roRhJMTKWQN»fhLÿl(fhiOroR»L»�Cé£fhLZNAT��?l:ô�LÿRÉTocmN?�2W�PSR�T?khl�dVJ��MTGcQô?f�rGc�j?l�RMroR»gVJCcGP�WhlKõ
Ë&8���ï���� ð�.�� $ 0�8���ï���� ð�. ��� ��0(��0�)������» ������8�0�?|1� ï1� ��. ¹ T �(�+I¶

: N
ê
→ N

��� ��0(� Õ�× ��)�� �9� ;�. 0�8��������
∈ Λ

��0�� �
: N
ê +2 → N

��� ��0(� Õ�× ��)�� �9� ;�.X0�8��
����!�
∈ Λ

¹ : �����8�)�<�8����I��0
��)���Ø�;��É�
∈ Λ

8����g��0
��)���|����I�(�� Õ�× ����*9� �9;��g�.g������»�)��.���.
[
(0 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =

¶
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê )[
(
À

+ 1 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =
�
(
[
(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) Ë À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )

û � ï�<�0���� ��0(�,��0/8�0�)�0����#��9����;��g;��%ï�� 0�����0�*�;�<���0x|���Ø1*�./�0e|���Ø1*�.
[
À Ë [ ( À )] a���8����b[

(
À
)

.^�� ;�#^�.�=
������»�)��.���.�=/�������)1� �9;�0�À ¹Us � 0���0 ��°8����Ø�������;��¾0��������0°8�)�<�8����"��0�0�)���� ������;��¾0�8�� �� |���Ø1*���=
[0 Ë ¶ ( À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )]

��0��I��0
��8�0���0���»�������;��:À ?@��)�<�=><���0��4����������# 81<#"¯4 8����%��0
<������9�.��-� ï1� ���.1�0
next ([

À Ë)z ]) = [
À

+ 1 Ë � ( z4Ë À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )]

�§Õ�× ��)���=�8����%��0
<������50����#P�.��P� ï1� ���.1�0X;(8���)����5��0
��� ��0��5�
next ≡

Õ î Î [ þ +(
î 	

1) Ë$� (
î 	

2)(
î 	

1) z 1 · · · z�ê ]

û ��8�0���»���.£��.%��0��»EÀ�?9��)�<�=Q���� 81<#"¯4 ;(8���)����9��0g��8�� ������������@��)�.��@� ;���8��(� 23���0�=���g����Ø�;���)��
c � a�ï�� ��1�

c � next ù = M (next)
�

( ù )
¹¸� 8�����40��%ð��'�9� ��#��9����;���;�� ù ≡ [c0 Ë � z 1 · · · z ê ]

]á8����g8�0�)�� �(�»������h��
[0 Ë ¶ ( À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )]

^7�����g��
c � next ù ��0 ��� ��0(��.°��8�0���»���.£�9. ����

[0 Ë ¶ ( À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )]
��0��»�Àÿ?@��)�<�=Qa

»�)�0/��b|���Ø1*���=
[
À Ë [ ( À )] ¹m¹ 0(���SY 0�����/��b|���Ø1*���=%;(8���)���Ø�;��P��0���ð�0�*�»�*�����;����.^ï���Ø����)�./�9����� �(�2,�90

��)�.��9� ;���8���� 2,���0�=>�� 	
2
¹�� 8�����Q������ ��»
�
��)���=j� ��0
��� ��0��

�
≡

Õ z�Î Õ z 1 ÎSÎGÎGÎ Õ z ê Î)z next [c0 Ë � z 1 · · · z ê ] 	 2
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��)1� �78�)�����+,)�#�������;��>�(��g��0g0�8���ï���� ð�����;��>����9��
���(#�;�0%�.�=>����0���� �����8��(� .���.�=4;(8���)����5��0
��)�� �(����
�(�� Õ�× ����*9� �9;���a9��0gï���Ø�;��&8�)�2}�0P8�2,=>;(8���)����5��0g�'��?9)�0�������@*����1� �������)�0g.%0���0�ï�)���;�#g�(�� Õ�× ����*9� �9;�� ¹
À Ï?¾Cã�@�¬E® ¨yBaÍ/+ À Ï?¾Cã�@9¬E® Ò�±@Ó ½ Ò�®9��Ï�ã�±@Ñ ½ @9¬EÏQÍµ±@Ó�?

(i)
ç LZR�����òGfn�

∈ Λ � dQ�?JK�#f?L4��roRCl&% ∈ Λ
pXNAT�f

�'%
=M % ñ % f?i�roRCL7NAT�R�òGf�JCHºNAk�P�fhi c\TGc � �0ó

(ii)
B#dh�hJK�4fhL4�QroR»l-������ï���0��(�#�=7���0�����)���Øg��.�;���� ���

Y ∈ Λ
pXNAT�fÉô�LZR\HoéCRÁT)R��

∈ Λ

�
(Y
�

) = M Y
�( g�kVéCRCg�W`ô�LZRÉ����òGf	�G 

Y
� f?i�roRCLXNAT)R�òGf�JCHºNAk�P�fhi c\TGc � �&)

Ë&8���ï���� ð�.�� T �(�+
Y ≡

Õ [ Î ( Õ z4Î [ ( z�z )) Õ z�Î [ ( z�z ) ¹ : ����

Y
�
≡ (

Õ [ Î ( Õ z�Î [ ( z�z )) Õ z�Î [ ( z�z )) �
= M (

Õ z4Î � ( z�z )) Õ z�Î � ( z�z )
= M �

((
Õ z�Î � ( z�z )) Õ z4Î � ( z�z ))

= M �
(Y
�

)
} ï�� ��1�

Y
�
→M (

Õ z4Î � ( z�z )) Õ z4Î � ( z�z ) ~

ý ¶9ã(³µ´h¬E® ¨yB&Ç sÉc�òG�Qr?TGc�l Õ í)H?JCc � ø ≡ ø [
[
]
d�c � f�rog?f¥�AcKP���ro�7l��8�4fhL4�7l5fVé£f£jQòGf�JMk(P4f?T�R�îyéAkhT?W�T?kCr2[1 

� dh�hJG�#f?L9� ∈ Λ
pXNAT�f

�
=M ø [

[
:=
�

]

Ë&8���ï���� ð�.�� ��)�<�8����
�

=M ø [
[

:=
�

] = M (
Õ [ Î ø )

�
� 8�����>0�)������5��0
��8(� ��<�ð�����;��Q����G� +,=Q��
�(�0�����)��X��.�;���� �%���� Õ [ Î ø a9ï�.1��0�ï�#

�
≡ * (

Õ [ Î ø )

��0�)�0��#�)�.���.�� : �
+,=7»���+�8���)1� �9;�0
;(8���)����5��0
ï�� 0����8�+3�����I+,=>��ð�#�=Q�
$§��ð1� �9+,��. z = M ø ;(8���)����h��0
���������E+,=78�)���= z a9#
*������ �������)�0¾.X��ð�� ��+3��. z Ê 1 · · · Ê � = M ø ;(8���)����
��0%���������I+,=Q8�)���= z a�ï�.1��0�ï�#g��8�»�)������·� 23�(��

∀ * 1 ËGÎGÎGÎ$* � Ë � * 1 · · · * � =M ø [ z :=
�

][
Ê
1 := * 1] · · · [

Ê �
:= * � ]

Ë�)������5��0
��)�� ������;����
≡ Y (

Õ z Ê 1 ÎGÎGÎ Ê � Î ø )
¹

� =X;9� 0 ��?@0�)�;���*�#�ae;(8���)���Ø�;��X��0°��0��0���������»�������;��¾��)�����=�� ��0(��� 23�(��g*9� 0 ��»����+% Ë,* ∈ Λ� ����Ø������
�'%

=M %����% * =M-* �
( * %.�

)
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©&â�¬E¬E® ¨yBdc ö3L Õ í�cKJMiON�L P4f?l�N � roR?JMT?WQN»f?LZl¸f?i�roRCL��»é£f?LONAT��hlEô�LÿRÁT?kCr0fVéCRo�7LZNATGc�d�c�i·kQNAkhõ
Ë&8���ï���� ð�.�� T ���+x¶

: N
ê +1 → N

��� ��0�� Õ�× ��)�� �9� ;�.P0�8�������/�
∈ Λ

��0��9<��(�+���1��*9� 0%����0-�0�À
1 ËGÎGÎGÎ À ê��8�»�)������MÀ°2,�����¶

(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0

¹ ¼ <�������;�����0
��)�� ������;��>�(���� Õ�× ����*9� �9;��%�.��
[
(
À

1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = � ë Î ¶ ( ë Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) = 0

� )���|�����;��>;9� 0
�9����»�)��.���.10 <�ç�ë 8����P����<'*������50���<���0g0�)�� ��;�.11� ���¾��)1� �9;�0
��� ��0(� Ü #%�����

zero ≡
Õ À Î À (true false) true

: ����

zeroc0 = M true

zeroc � +1 = M false

$�� ï�<�0Q��� ��0(��.C��ð�#�=Q� ¼ 0Qð��'�9� ��#��9����;��,0�8��&���¶
(0 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )

��0�����0Q����<'*�������;��}��&��»����#¶
(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )

¹
Ë,��0�����Q��� ��0(� Ü a���������0Q��8�� �(�)�<�?@����;��}���Àº] ï�.1��0�ï�#C��C8�)�2����À-8����e��0�� ��0�����8��(� �����.��X¶

(
À Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê ) =

0
^ ¹ Ë,�������I��0X����<'*�������;������¶

(
À

+ 1 Ë À 1 ËGÎGÎGÎ À ê )
¹ $§ï�� 0�ï1� ��0��9� 0¾0����#%����gï1� 0�ï������ ����Ø
����<'*������
��8�� ×

��1*���»������0(�I;�<���+ ;9� 0�=>�9����»�)��.���.�= � a�.g��8���� 0
��0X� ��0�����8��(� ���@��
0��������������X�9�(#�;�0

� Ê z 1 · · · z�ê =M if (zero (
�ÁÊ z 1 · · · z�ê )) then

Ê
else � (

þ + Ê ) z 1 · · · z�ê
Ë&8����� ����2,)�.�;�0���������0�����)���Ø���.�;���� ������8�»�)������Q��)���=2� 8������ ��0�����8���� ���C�.��°+,=�»���+ ��ð1� �9+,��. ¹
� )���|�����;����

≡
Õ z 1 · · · z � Î$� c z 1 · · · z �Ma���8�����

�
c �

1
· · ·c � í = M-� c0 c �

1
· · ·c � í

= M
{

c0 Ë 0��!� c0 c �
1
· · ·c � í =M c0� c1 c �

1
· · ·c � í Ë ï�� 0�?@��)����� ��»

= M
{

c1 Ë 0��!� c1 c �
1
· · ·c � í =M c0� c2 c �

1
· · ·c � í Ë ï�� 0�?@��)����� ��»

� ¹ � ¹ �
[
��»�8�����>��0
�(�0�;�0��#��9���5����
����»���� ����

]

À Ï?¾Cã�@�¬E® ¨yBaß 
 é£fhlmcCL7RMroR»gVJCcGPqL��y�?lmN � roR?JMT?WQN»f?LZl¸f?i�roRCL Õ í)c?JMiZN�L P�fhlKõ
Ë&8���ï���� ð�.�� Ë&8��%�0%8�)���.�*���Ø�;�����0g��#�;�;�0��0 ¹

��0�)�0��#�)�.���.�� : �/0����� �(�)���?9����8�� ��.�=%� ����Ø���� ¹�� .1��0�ï�#^��»���� Õ�× ��)�� �9� ;�.^0�)�� ��;�.11� ��#/�9����»�)��.���./��� ��0(�
0���0�ï�)���;9� ��# ¹ : � 0�8����<������9;�0°;(8���)�������0°��8��'�(�0������,��0(�3���� =
;���)�� ��<�=
������0�)��#��9��� = ¹ T ��@�ÿa����(� 8�����a
<��(����;���;9� 0X8���#�)�.X�0�Ø��� ��.^;����0�ð�Øg�+,�v] ;���)1� ��23�h^�0���0�ï�)���;9� ��23�
������0�)��#��9��+,�%��0(�h�+3� Õ�× ��)�� �9� ;�+,�
������0�)��#�����+3� ¹¹ 0��}���}ï�Ø���0�������}?@��)�;�0���� ��;��(��������8���Ø������
��0/��)1� �9�����
;���0���)�� ��#X�)���8��¾�.��g<������(� 0
�.�=^��8�������*9� �@� ;�.�=�������»�)��.���.�= ¹ 	�� 0�»�����.°8�)�����<'*�*9� ��.�aC��� ��0(�"��?@��)�;�0���� ��;���=¾���� þ}À(Á � ô�Æ ��0(�e���
þ}À(Á � ô�Æ × ��8�������*9� �@� ;���= �9����0�)��#������ = ¹ $ � �9��ï�����0�;9� 0 ����+3� 0����23���+,��8�)����9�'*�*9� �9��+,�°���1� �9��Ø����"�.��
8���8��(� ��.���.%��1�9�(�90���0�ï�)���;9� ��<�=>�9����0�)��#������ =Q�0������|������0��5;��e1� =m] ��� ��0��@�%�9+,�����=C�)���8���=���0%��)�� �(���Ø��
����^e��8�������*9� �9� ;���=4������0�)��#��9��� = ¹



¸K�

!c�.�������<������ 0yaQ��0 ï�23������;��^��»�8��(� 0 0�8��������<���;�0��0 0���0�8�����)�� �9� ;����.1�0�= ¹ T �(�+ .�������»�)��.���.
〈· Ë ·〉 : N2 → N

��� ��0��@;9� 0 ¸'×�¸ ��0��@��8(�90���0�ï�)���;9� ��#%0�8���� �����1� ��. ¹K� .1��0�ï�#-��»����0|���Ø1*���=
(
À Ë ë )

?9���@� ��23�
0�)�� ��;�23�78�0�� )������5<���0
;�����0�ï1� ���
��+3ï�� ���
0�)1� ��;��

〈
À Ë ë 〉 ¹]�3 ����.���.�� � )1� ����>;9� 0%�<���(� 0
�9����»�)��.���. ¹

6�8���ï���� ð�.�� s � 0g��»����5À°ï�� 0��»�ð���Q�0É|���Ø1*�.\] z4Ë Ê»^e2,���� z +
Ê

=
À ¹K� .1��0�ï�#

(0 Ë 0)
︸ ︷︷ ︸
+ 4 =0

Ë (0 Ë 1) Ë (1 Ë 0)
︸ ︷︷ ︸

+ 4 =1

Ë (0 Ë 2) Ë (1 Ë 1) Ë (2 Ë 0)
︸ ︷︷ ︸

+ 4 =2

Ë � ¹ � ¹ � ¹

��0��h��)�� �(����.
�9����»�)��.���.¾ï�� »��0�ð�.�= ¹ ^ ¼ 0¾ï�23������;����2,)�0¾���>��»����4��)����
∈ Λ

<���0¾;�����0�ï1� ���¾��+3ï�� ���
#(
�
)
¹ 	��Q��8�0�*�+,*�#g�(�����=7��)�����=Q�

#( 5
õ	ö�÷¨ø�ùqú
︷ ︸︸ ︷
′′ · · · ′) = 〈0 Ë À 〉 Ë ��8���� 5

õ	ö�÷¨ø�ùqú
︷ ︸︸ ︷
′′ · · · ′ ��� ��0(�@.�À

−
���(�#g;����0�����.1�#

#(
ø ù ) = 〈2 Ë 〈#(

ø
) Ë #( ù )〉〉

#(
Õ z�Î ø ) = 〈3 Ë 〈#( z ) Ë #(

ø
)〉〉!"��;(��������|�����;��Q;���ø

p q
��

c#( 6 )
ï�.1��0�ï�#-��Eø

p q
��� ��0(�9�%��)���=m] ����Ø�;���)��
½c¿�À(ÁkÂ�¿y^�8�����0���0�8�0�)�� �(�»g����

Õ�× ����*9� ��;��g����4��+3ï�� ���%����Eø ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·�¨yBµ¨>pÈ@ NAT)�

A ⊆ Λ
õ

� õ
A
fhiOroR»L��Cé£fhLZNATGHbô�LZRÁToc

= M RMr
ø
∈ A Ë ø = M�ù ⇒ ù ∈ A

� õ
A
fhiOroR»LyPXkKíVT�fhT�JML PAP4�QrGcºRMr

A 6= ∅
��R»L
A 6= Λ

� õ
A
fhiOroR»LqRMroR»gVJCcGPqL��SH`RMrmTGcvNyjQrGcoé£c

#A = {#
ø
|
ø
∈ A}

f?i�roRCLqRAroRCgVJCcKP#Lw�AH87
À Ï?¾Cã�@�¬E® ¨yBdc @ NAT)�

A ⊆ Λ
fhiOroR»LMP�kKí�T�f?T¥JML PSP���rGc���RCLq�Cé£fhLZNATGHÁô�LZRxTKkCrLZNyHCTKkhT�R

=M õ ç HCT�f A g?f�rf?i�rVR»LqRMroR»gVJCcGPqL��SH�õ
Ë&8���ï���� ð�.�� � )1� |�����;��

B = {
ø
|
ø=ø

p q ∈ A}
¹ �c»��

A
��� ��0��h0���0�ï�)���;9� ���X�����7��0��

B
��� ��0��h0���0�ï�)���;9� ���

]µ*�� 0�1�ÿ� ^ ¹(� 8��������� ��0(�50���0�8�0�)�0����»��9� ;��X���� Õ(× ����*9� ��;��Xï�.1��0�ï�#g��8�»�)������·�
∈ Λ

23�(��
ø
∈ B ⇔

�xø
p q = M c0ø

6∈ B ⇔
�xø

p q = M c1T �(�+ ø
0 ∈ A

��0��Aø
1 6∈ A

¹ 	^8���)���Ø�;��>��0
��)1� �9����;��9�
∈ Λ

2,����
ø
∈ B ⇔

�eø
p q =M ø 1 6∈ Aø

6∈ B ⇔
�xø

p q = M ø 0 ∈ A

[
8 ¹ � ¹ 8�0(� )�������;��9� z ≡ if zero (

� z ) then
ø

1 else
ø

0]�
∈ B ⇔

�:�
p q = M ø 1 ⇒

�:�
p q 6∈ A ⇒

�
6∈ B�

6∈ B ⇔
�:�

p q = M ø 0 ⇒
�:�

p q ∈ A ⇒
�
∈ B

;8< �� É��xK¬G�\yV��¬5ÔG¬���®��m«��o�Q¡ �ÄÕ��m K��¡ Ø §\Õ��>=Iw} �� K¡# G�� z|���¬K§Q¡ �h¦É¥�G��SÖh G�� o�?�)�o�V¡ �?��¡ �h²���¬K�E�h�o���K�8�)�G�?�É�@?M©¯xK¬G�¬G�×} A�·�� ?¡�®�¨�� ?
= 0

 K��¢
∈

=��Q K¡y� ?
= 1

 G��¢2B
∈

=X©»w} �� ?¡� G�� z|���¬K§Q¡ �?²Q´DC·yo§h«�®��� :§Q���¬¸ 7} �)�G§h 0��¬K��E�F������GFm¤¥�� 
�ÄyV��¬5ÔG¬(w} �� ?¡Q G�� z|���¬K§Q¡ �h¦3�K�)�G�kxK¥�×} xV��®��h�£xK¬G�2§�xK¬G��¬zyo§h4�� ( {xK¬G«� K�\} �h¬K�V§Q4 zÔVªQ¬G�V¡ Ø §Q¡ �h�( K�7¤¥�� G¨# K��¡ Ø §Q¦G¨# G��²V�Q8¡Q�?��¬�ÄyV��¬5ÔG¬3²3¦zÖQ¡�´
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ý ¶9ã(³µ´h¬E® ¨yBqâ/+�åoÂ5æEçÄÃÄÂ ?Iç cvNyjQrGcGé�c
{
ø
∈ Λ|
ø

=M true}
g?f�r5fhiOroR»LqRAroRCgVJCcKP#Lw�AHCõ

ý ¶9ã(³µ´h¬E® ¨yBqå ç cvNyjQrGcGé�c
{
ø
∈ Λ|
ø �¥�#f?L�H2í·��RMrGc�r?L��4W5PMcKJ�ê»W

}
g?fQr0f?i�roRCLqRAroRCgVJCcKP#Lw�AHCõ
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æ ã(³µ´h¬E¶@·¾ßSBqâ �(fE����òGfÉR»d�HCg?f?LZì�k

Π
TKkhlºê£H?JhPMc � éCRCl/àIRCdCHxT�RÁdQR��y�?T�R � d�c»òG�KN»fo�qr [ à 1]

�
1
ËGÎGÎGÎKË [ à � ] � ¿ò?R�RAr?TVLONATocCL �2WQNyc � P�f�P�f3PMc�roRCgQLw�AHºT�JCHCdQc��QroRAr0HKJCc ù T?jod�c � à ñ g�kVé�õ ù ì ó5P�f:fVé£f£jQòGf�JCf?l(P�fhT)RVîyéAkhT��hl

z ì 1�
1
ËGÎGÎGÎKË)z ì ¿� ¿ Toc � R?JK�7L��Sc�j�N � NAT?W�PSRyTocCl èké `bU Z é P�fÉô�L�rGHGP4fQrGcbT?jod��#r� 2�7ltf?ì�Whl?÷ñ c�cKJMLONQPMH�lbò?R�gQi�r�f?L2��RCL:TKkCr`RMr?ToiZNAT¥JCcCê»k\RMr?ToLZNATGc�L �qiZR�g�kVéCRCg�Weô�LÿRe����òGf\H?JCc ù PqLÿR�R»d�HCg?f?LZì�kToc � N � NAT?W�PSRyTocCl è é `>U Z é õ ç LZRUroRe�8�Ac � P�feTKkCrÉR£��JML î7W\RAr?TVLONATocCL �7iÿR ò?R � dQc�òG�GNyc � P4fvH�ToL�RAr zfª� ��RCL

z «q fhiOroR»LXP4f?T�R�îyéAkhT��?lxTGc � N � NAT?W�PSRyTocClEP�f�ThjodQc � lº��RCL0RAr>d 6= e ToHCT�fv��RCL:cCL0g?f?iw��T�f?lP����R»L s ò?Rf?i�rVR»L7gQLZR»ê�cKJCfhTVLw�AcCid (g�kVéCRCg�W��
6= s õ � gQp�d�õ �7õETocG�:f?i�roRCL�cºg?fhi��4TKkhl�N»f5PqLÿR\RhJMiOò)P�kQNAk`T��#rN � PCî#Hoé?�#rP�fhT)R�îyéAkhT�p#rmTGc � RhJK�qLw�Ac�jEN � NATKW�P�R�TGc�l è é `>U Z é õ

� õ/�(f����òGf�RCdCH�g?fhLÿì�k�à � ñ RCdCHbTocvdQR��y�?TGc � dQc�òG�GN»fG�#r [ à ] � óÉRAr?TVLONATocCL �Ac�j)P4fÉT?k0P4f?T�R�îyéAkhT?W z ì� ñ ��R»LRMr?ToLZNAT¥JCHCêy�7l8ó�õ
� õ � r Π1à ��R»L Π2á%RMr?ToLZNATGc�L �Ac�jQr5NAT)R ù ì ��RCL�ø ó ToHCT�fmktRCdCH�g?fhLÿì�k Π1à Π2áà

∧
á RAr?TVLONATocCL �#f?i4NATGc»r

HKJCc
〈 ù ì Ë ø ó 〉 ñ T?jod�c � à ∧ á�ó�õ

� õ � rk Πà
∧
á�RAr?TVLONATocCL �#f?i7NAToc�r ù ì ∧ ó ToHCT�f�kR»d�HCg?f?LZì�k Πà

∧
áà RMr?ToLZNATGc�L �4fhiqNAToc�r 	 1 ø ��R»LXk

Πà
∧
áá RAr?TVLONATocCL �#f?iXNAToc�r 	 2 ø õ
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´ õ � r [ ì ] í
Πá RMr?ToLZNATGc�L �4fhiSNAToc�r�HKJCc�ø ó TGH�T�ftk0RCdCH�g?fhLÿì�k [ ì ] í

Πá êà
→

á
RMr?ToLZNATGc�L �4fhiSNAToc�r3H?JCc Õ z ì� ø ó õ

î õ � r Πá RAr?TVLONATocCL �#f?iÉNATGc»r HKJCc ø ó TGH�T�f Πáà
→

á RMr?ToLZNATGc�L �4fhi�NATGc»r H?JCc Õ z ì ø ó T?jod�c �
(
à
→

á
)
 ñ H�d�c � z P#d�cKJCfhiroR�fhiOroR»L¸Toc d�J�pAToc�r��Qc Nyj)P�î#cGé�c\P�fhT)RVîyéAkhTKWhl8ó�õ � gQp NATKkCrºR»d�H£íg?f?LZì�k¸g?f�r3fG�Aê�cKJMToiZëVc � P�f0��RMr���roR�dhR£���hToc � d�c»òG�KN»fo�qr2��RCL4RAr?TViONATocCL �4RÉNATGc»r0H?JCc��MJMkQN�L PMc�d�c�L c�j)P4f

TKk0P�fhT)RVîyéAkhTKW z ì d�c � g?fQr0f)P7êyRMr?iOë8fhT)R»L4f�é£f�jQòGf�JMkENATGc»r3ø ó õ
$ 0���1� ����(� ��� 0>8�������)1� �90�;��c��� ��0(��� �9��;���)�?5� �9;���=eï�� ��1���9<������0(���.��3Dz8�)�»�ð�.£FE�.�=c0���0�*�+�*�#�=Qa�ï�.1��0�ï�#

0���;9� 0-0�8���ï���� ð�. $ 8�)�����Ø��@����0�8��4�.�� # ;��"�.��>0���0�*�+,*�#�������=eÁkÈ�ò�È'ó%�����e�P0����� �(���� ����=C�.�= $ ��)���=
ù 8�)�����Ø�8�����&0�8�������°0���1� ����(� �����.�= # ��)�� ø ;��¾�.��°0���0�*�+,*�# �����0����� �(���� ������ÁkÈ�ò�È'ó ¹ ¼ 0
8�0�)������@� »�������;��Q�.��-� ����ï�����0�;9� 0X����;9� 0
��0�)�0��(�.�)�� �(1� ��#g8���)1� 8��+3��. ¹

T ���+ ��1�5.g0�8���ï���� ð�. Π2à 0���1� ����(� �����h������-��)�� ù ì ��0��5.
0�8���ï���� ð�. [ ì ] í
Π2á¡������-��)��`ø ó ]á8����g<������

������Ø�����)�.g;����0�����.1�# z ì� ^ ¹ : ����Q�9Ø�;�?9+3��0
;��C�.��40���1� ����(� ��� 0X½"À(ÁÇÁÇÛ ×üû Å�ý Ù Ákò¾.%0�8���ï���� ð�. [ ì ] í
Π1á ôà
→

á
0���1� ����(� �����3������X��)�� Õ z ì� ø ó ��0(��.�0�8���ï���� ð�.

[ ì ] í
Π1á ôà
→

á Π2àá
]á8����/��� ��0���ÁkÈ�ò�È'ó�^70���1� ����(� �����

�(����4��)��
(
Õ z ì� ø ó ) ù ì ]á8����-�9�ZY�0������=7��� ��0���ÃP��g0����� �(���� ���PÃ%ÁkÈ�ò�È'ó\^ ¹ �"� ��0��5��Ø1�������
��0gï���Ø�;�����1�

��4Â�Å�ô�õÇÁ Ù Â�õkÀ�ö �.�=
[ ì ] í
Π1á ôà
→

á Π2àá
8����7��� ��0(��.70�8���ï���� ð�.

Π2

[ ì ]1
Π1á 0����� �(���� ������������Q��)��ø ó [ z ì� := ù ]

8����%��� ��0��@��gÂ�Å�ô�õÇÁ Ù Â�õkÀ�ö ����
(
Õ z ì� ø ó ) ù ì ¹
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æ ã(³µ´h¬E¶@·¾ßSBqå/+a`�Ñ�Ð9±I³�? s�LZR�T?k�JCc�j)P�fETGc � liÿgQL c � l�ThjodQc � l�P�fETGcÉRhJK�qLw�AHºNyjhNATKk�P�R è é `>U Z é P4fRCd?é�c�j?l
T?jod�c � l���RCL�ô�LOrGHKP�f�rGcxThjod£�qrfG��TGH�l\Toc � HCTVL3d�JCc»NMòG�?TGc � P�fÉgCjhcÁR�TGcGPqL��Sc�j?lvThjodQc � l\Toc�r

Nat
��R»L�TGc»r

Bool
�7l�NAT�R�òGf�JC�?l?õ

æ ã(³µ´h¬E¶@·¾ßSBµ¨�Ô +�¯ ã�±I³�? � �4ToHCl�R»d�H TGc � l N � r?W�òGfhLÿl�H?JCc � l Toc � R?JK�7L��Sc�j N � NATKW�P�R�TGc�l èké `bU Z é P�fRCdKé£c�j?l�T?jod�c � l:��RCL2ô�L�rGHGP4fQrGcbT?jod��#r0�8�Ac � P�fÉT)RvR£�AHGé�c � ò?R
� õ

• O
fhiOroR»L7HKJCcCl ñ NAT�R�òGf�J��Gó`ThjodQc � Nat

õ
•
� r��:fhiOroR»L7HKJCcClET?jod�c �

Nat
ToHCT�f�þ3�:f?i�roRCL7H?JCc�lEThjodQc �

Nat
õ

� õ � r 5  ð  �f?i�roRCL2H?JCc�L�P�fvThjodQc � l�RMr?ToiZNATGc�L ��R�d3 �d → (Nat →
dþ��RCL

Nat
ToHCT�fÉ� 5�ð �f?i�roRCLHKJCcClET?jod�c � d�õ

� õ2; ��RCL-< fhiOroR»L ñ NAT)R�òGf�JCcCi ó�H?JCc�L2T?jod�c � Bool
õ

´ õ � r 5  ð  1�0fhiOroR»L7HKJCcCLyP4f�ThjodQc � lmRMr?ToiZNATGc�L ��R!d3 ºd ��RCL Bool
TGH�T�f2= 5�ð �:f?i�roRCL7H?JCc�lEThjodQc � d�õ

$ ï1� 0(� �9��.11� ��#
��.�;�0��@� 0%8����%0�8���ï�� ï����0��I��Y�0����»%8����%<�������;������ ��0�*�»�*����I��� ��0��@.g��ð�#�=Q�
¸�¹ : 0

O
��0(�¯þ���� ��0��I0����� �(���� ��0g��
;�.�ï�<��4��0��5.%������»�)��.���.P����%��8���;�������� ¹

¼�¹ � ��� ��0(�5�%����������#�=70���0�ï�)���;�#�=Q��� 5�ð O = 5 a�� 5�ð ( À + 1) = ð ( � 5�ð À ) À ¹
Ê(¹ : 0�; ��0(�-< ��� ��0(�5���91� ;�<�=70���.������ 0�= ¹
Å�¹ : �>= ��� ��0��}�X��������(�#�=D 6��Ç¹�¹�¹w4ÄÂ1<>83¹�¹�¹_<>:'2z< F7ï�.1��0�ï�#^�/��)�� ��;���=-;��78���)1� 8��23����� =Q��= 5�ð ; = 5��0���= 5�ð < = ð ¹
æ ã(³µ´h¬E¶@·¾ßSBµ¨9¨Á+ Ì3> ®�²1Le²5â·? �0T�R U�W�XYW � dQc � �8�Ac � P�f Whg�k�NATKk�gQLÿ��òGfGNAW`PSR»led�JCc»NMòG�?TGc � P�f�T)RUR��SH�í
é�c � ò?RC÷

� 5�ð O→ M!5� 5�ð ( þ3� )→Mmð ( � 5�ð � ) �
= 5�ð ; →M³5
= 5�ð < →M�ðsºkVéCR»g�W�R � T)�\dQc � f?i�roRCL7R?JMLONAT�f�J��ÉfhiOroR»L�T�RlU�W�XYW � ��RCL7R � T)�\dQc � f?i�roRCL7g?f?ìQLZ�ÉfhiOroR»L�T�R Z �\[�]�U�^ Z ]�`>a

Toc � lKõ � f2î4��NAk�R � T)�mPqdQc?JCc�j)P�f`roRvc?JMiZNyc � P4f�HCd£�7l�N � r?W�ò?�7lET?kCr0�QrKrGcCLÿRbT?khlmRMroRyôQ�2ô�Whl � M õ
À Ï?¾Cã�@�¬E®�ßSBaÍ/+Ã÷�´1¡IÓ�ã�â àh® > ± > ³áàh±�Ð@±AÍÿ@9´A@·?�ç LZR�Toc � l0HKJCc � l:TGc � N � NAT?W�PSRyTocCl�c LZN?�(jGf?L4Toc�òGfGpAJMk�PSR
TKkhlELON?� � JMWhl��RMrGc�r?L��Sc�d�c�i·kQNAkhl{ 3g�kVéCR»g�Wm����òGf�RMroRyôQ�2ô�WºT�f�JhP�R�ToiZë)f?L�dh�Ar?T)RbNAT?kCr�PMc�roRCgQLw��W���RArGc»r?Lw��W
PMcKJQJ�êCWhõ



Ï�Ð ÑMÒhÓ�ÔQÕXÖ5ÔK×hØVÙ�Ú�ÔQÕ�ÛCÜ7Ô�Ó£Ð Ý�Þ3ÝCß�Ð£à2×�á�Ò?ÔQâCÔKÒhÐ Ý�ÞoÛ�ã(á8ä�åVÐ ÑSÚ�å�Ð Õ Ê�É

ú����Y�G� ?����X�_¡����f��� �@�r�BA�¡  Y�DCE ¡��_¡������F�X R¡º��¡
	^8���)���Ø�;��>��0
��)1� �9����;��Q�����=�����*9� ����Ø�=7�9����ï�<���;�����=Q�

8 <�G *9� 0%�.���»�)���.���.�a îk6'2G� *9� 0%�.%ï1� »C|�����ð�.%��0�� Ã�ë98�� *9� 0%�.g��Ø�|�����ð�. ¹2� �5��)1� �9;����I��� ��0��
81<�G

( 5 ) =
=H<>; 5 î 6�2G�

( 54Ë)ð ) =
=I; ðX5 îk6'2G�

( 54Ë)ð ) =
= ð < 5

s � 048�0�)�»�ï���� *�;�0ya îk6'2G�
(
; Ë)z ) �M ; ��0�� îk6'2G�

(
< Ë)z ) �Mmz ¹ �c� ��0(����Ø1�������P��0-ï���Ø�;��C��1�(��0���;��c�����=

��8������(� 8�����=4�9����ï�<���;�����=4� ��0�����8��(� ��Ø����0��E���5��8�� ����;�.1�<�=4� ï�� ���.1���= ¹
s � 0%��0P0���0�8�0�)�0��(�#�������;���������0�)��#��9��� =&8�)�<�8�����8�)�2}�0%��0%0���0�8�0�)�0����#��9����;��&�����=�?9���@� ����Ø�=�0�)1� � ×

;���Ø�= ¹ $ ?@���9� ��#7��8�� ����*�#7��� ��0����4��)���= À
=
þ �

(O)
��070���0�8�0�)�� �(�»7����&?9���@� ���40�)�� ��;��tÀ

∈ N
¹ ]�þ �

(O)��� ��0(�5�
��)���=Éþ
(
þ
(· · · (

þ
︸ ︷︷ ︸� ?9��)�<�= (O) · · ·)

^ ¹
� �@0���0�ï�)���;9� ��<�=4������0�)��#��9��� =4ï�� �������0��I;�����)�� ��;���Ø�=�����-�Ø�8����

z + J = z z +
þqÊ

=
þ
( z +
Ê
)

Ë�������,���,��)1� �9;����,;(8���)���Ø��X��0�;����0�?@��)�����Ø��¾�(����9Ø��(�.�;�0�c���)�.��9� ;���8���� 2,���0�=P����g����������#!� ¹
¼ 0gï�2,�9����;��Q��%8�0�)�»�ï���� *�;�0
*9� 0%�.��78�)����9������. ¹2� )1� |�����;��

�
[ z4Ë Ê ] =

� z ( Õ � Nat Î Õ � ′Nat Î þ � ) Ê
: �����<�������;��
�
[ z4Ë O] �Mmz ��0��
�
[ z4Ë þqÊ ] � M (

Õ � Nat Î Õ � ′Nat Î þ � )( � [ z4Ë Ê ]) Ê �M þ3� [ z�Ë Ê ]8�)�»�*�;�0/8����^��.�;�0�� �����,��1��;(8���)���Ø�;��%��0�����+3)�#��9����;�������X��)��R�
[ z�Ë Ê ] +,=%��)1� �9;��^�.�=-8�)����9������.�=

z +
Ê ¹
) ����.���.�� � )�� �(��&����78�����K1��;��
��0(�9�.����'�������� ��#g������»�)��.���. ¹
: � �9Ø��(�.�;�0¨¼ <�������8�����Ø�;��'*�»���. �'��?9)�0����� ��# ï�����0�����.1�0 ¹ 	^8���)���Ø�;��
��0°��)1� �9����;��
������=%1� =

8�)�+����*�������� =-0���0�ï�)���;9� ��<�=P������0�)��#��9��� =-��0��h8�������<�=48���)1� �9�������)���= ¹ : �^�9Ø��(�.�;�0ic ������ï�<����0��};��7��
0�ð�� +,;�0��� ������Ø����.�;�0��.�=/0�)1� ��;�.1�� ��#�=^�����L�È Ù ô�Å�;��X�����0����������������)���8�� ¹ Ë,����8�����<��9����;��X�.��
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