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4.1 Apìdeixh kat� Λαµπρoπoύλoυ −Rourke[7] . . . . . . . . . . . 68

5



6 PERIEQ�OMENA

4.1.1 To Je¸rhma Markov mÐac kÐnhshc . . . . . . . . . . . . 69

4.1.2 Apìdeixh tou Jewr matoc Markov mÐac kÐnhshc . . . . 73

4.1.3 To statikì mèroc thc apìdeixhc . . . . . . . . . . . . . 75

4.1.4 To kinhtikì mèroc thc apìdeixhc . . . . . . . . . . . . . 77



Kef�laio 1

Eisagwg 

An p�roume mia klwst , k�noume se aut  ènan kìmbo kai sth sunèqeia koll -

soume ta �kra metaxÔ touc, apoktoÔme mia pr¸th prosèggish gi'autì pou

parak�tw ja orÐsoume wc kìmbo.

Orismìc 1. 'Enac kìmboc (knot) K eÐnai h eikìna enìc omoiomorfismoÔ h

tou kÔklou S1 sto q¸ro R3   sth sfaÐra S3. Dhlad  h : S1 → R3   S3,

h(©) = K, ìpou © eÐnai o kÔkloc S1.

Sq ma 1.1: ParadeÐgmata kìmbwn

Se k�poiec peript¸seic eÐnai shmantikì na prosdÐdetai for� se èna kìmbo.

Orismìc 2. 'Enac prosanatolismìc se ènan kìmbo orÐzetai wc h epilog  mÐac

kateÔjunshc me thn opoÐa kinoÔmaste p�nw ston kìmbo. Sthn perÐptwsh aut 

lème ìti o kìmboc eÐnai prosanatolismènoc.

H ènnoia tou kìmbou genikeÔetai wc ex c:
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Orismìc 3. 'Enac krÐkoc (link) L me n sunist¸sec eÐnai h omoiomorfik 

eikìna apì n antÐgrafa tou kÔklou S1 sto R3   sthn S3. Epilègontac ènan

prosanatolismì gia k�je sunist¸sa, mil�me gia prosanatolismènouc krÐkouc.

Sq ma 1.2: ParadeÐgmata krÐkwn

Se ìlh thn ergasÐa lègontac “kìmboi” ja ennooÔme “kìmboi kai krÐkoi”.

H JewrÐa Kìmbwn xekÐnhse sta tèlh tou 19ou ai¸na. Ta prohgoÔmena

qrìnia eÐqan asqolhjeÐ me kìmbouc di�foroi majhmatikoÐ, an�mes� touc kai

o C.F.Gauss. H an�gkh gia th melèth twn kìmbwn pro lje apì th QhmeÐa,

ìpou gÔrw sto 1880 o lìrdoc Kelvin eÐkase ìti ta �toma eÐnai kìmboi mèsa

ston aijèra (mia ousÐa pou pÐsteuan ekeÐnh thn epoq  ìti perib�llei ta p�-

nta). Opìte, taxinom¸ntac touc kìmbouc ja eÐqan taxinomhjeÐ kai ta stoiqeÐa

thc Ôlhc. Dustuq¸c o Kelvin apodeÐqjhke l�joc, efìson lÐgo argìtera

anakalÔfjhke èna pio akribèc montèlo perigraf c twn atìmwn, ètsi oi qhmikoÐ

èqasan to endiafèron touc gia touc kìmbouc gia ta epìmena 100 qrìnia. Se

autì to di�sthma, antijètwc, oi majhmatikoÐ èdeixan meg�lo endiafèron me

apotèlesma thn exèlixh thc Majhmatik c JewrÐac Kìmbwn.

GÔrw sta 1980, oi bioqhmikoÐ anakalÔptoun, me meg�lh èkplhxh, mìria

DNA se morf  (anoiktoÔ) kìmbou. Par�llhla, sto q¸ro thc sunjetik c

qhmeÐac diapist¸netai pwc mporoÔn na suntejoÔn mìria se morf  kìmbou, kai

m�lista o tÔpoc tou kìmbou kajorÐzei kai tic idiìthtec tou morÐou. 'Etsi h

QhmeÐa kai h BiologÐa eÐnai apì touc kl�douc stouc opoÐouc h JewrÐa Kìmbwn

èqei pollèc endiafèrousec efarmogèc.
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H JewrÐa Kìmbwn an kei sthn perioq  twn Majhmatik¸n pou onom�zetai

TopologÐa. TopologÐa eÐnai h melèth twn idiot twn gewmetrik¸n antikeimènwn

pou paramènoun analloÐwtec se elastikoÔc metasqhmatismoÔc. 'Etsi, ènac

kìmboc wc topologikì antikeÐmeno epitrèpetai na kineÐtai sto q¸ro san na

 tan kataskeuasmènoc apì elastikì ulikì kai kìmboi pou diafèroun kat�

tètoiec “elastikèc” kin seic lème ìti eÐnai tou Ðdou tÔpou kai touc onom�zoume

isotopikoÔc.

Orismìc 4. DÔo kìmboiK1, K2 lègontai isotopikoÐ, sumbolÐzoumeK1 ∼ K2,

ìtan up�rqei (prosanatolismènoc) omoiomorfismìc tou q¸rou, h : (S3, K1)→
(S3, K2), tètoioc ¸ste h(K1) = K2. Dhlad  apì ton èna kìmbo na mporoÔme

na katal xoume ston �llo me mÐa suneq  elastik  kÐnhsh sto q¸ro.

EÐnai bolikì touc kìmbouc na touc melet�me mèsw twn diagramm�twn touc.

Aut� eÐnai probolèc touc sto epÐpedo, tètoiec ¸ste na perièqoun mìno pepera-

smèna dipl� shmeÐa me thn plhroforÐa “�nw”   “k�tw”. H met�frash thc

ènnoiac thc isotopÐac gia diagr�mmata dìjhke to 1927 apì ton K. Reidemeister

[11] me treic diakritèc kin seic isotopÐac (bl. Je¸rhma 3). Autì  tan èna

meg�lo b ma gia th melèth twn kìmbwn, tìso diìti touc blèpoume sto epÐpedo

ìso kai diìti h isotopÐa diakritopoi jhke .

'Ena meg�lo anoiktì prìblhma sthn TopologÐa Qamhl¸n Diast�sewn eÐnai

h taxinìmhsh twn kìmbwn, dhlad  h eÔresh ìlwn twn diaforetik¸n tÔpwn

kìmbwn wc proc th sqèsh thc isotopÐac. O fusikìc P.G.Tait, bohjìc tou

lìrdou Kelvin, erg�sthke epÐ 20 qrìnia p�nw se autì to prìblhma kai èftiaxe

èna kat�logo diaforetik¸n kìmbwn mèqri 9 diastaur¸seic.

Gia na d¸soume mia idèa tou pìso dÔskolo eÐnai autì to prìblhma ac xeki-

n soume na kataskeu�zoume ènan kìmbo me 14 diastaur¸seic. Sqedi�zontac

mÐa kampÔlh sto epÐpedo, sthn opoÐa epitrèpontai oi autotomèc, parathroÔme

kat′arq�c ìti den eÐnai eÔkolo na kleÐsoume thn kampÔlh kai to sqèdiì mac
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na èqei akrib¸c 14 diastaur¸seic. 'Epeita, prokeimènou aut  h kampÔlh na

anaparist� kìmbo, ja prèpei na eÐnai safèc poiì tìxo eÐnai p�nw apì to �llo

se k�je diastaÔrwsh. Epeid  k�je diastaÔrwsh èqei dÔo pijanèc katast�seic,

an�loga me thn epilog  mac se k�je mÐa, prokÔptoun 214 kìmboi. Genik� loipìn

èqoume 2n kìmbouc gia n diastaur¸seic (pou sun jwc an�gontai se ligìterec)

kai dÔskola mporoÔme na xeqwrÐsoume poioÐ eÐnai diaforetikoÐ.

Pio qr simo ìmwc gia thn taxinìmhsh eÐnai na èqoume sth di�jes  mac

pollèc analloÐwtec. MÐa analloÐwth kìmbwn I : {kìmboi} → Σ, ìpou to

sÔnolo tim¸n Σ mporeÐ na apoteleÐtai apì sÔmbola, arijmoÔc, polu¸numa

klp, tètoia ¸ste: K1 ∼ K2 ⇒ I(K1) = I(K2). Up�rqoun pollèc klasikèc

kai montèrnec analloÐwtec kìmbwn, tìso gewmetrikèc ìso kai algebrikèc. H

praktik  shmasÐa miac analloÐwthc I gia thn taxinìmhsh twn kìmbwn eÐnai

ìti: An gia èna zeÔgoc kìmbwn K1, K2 èqoume I(K1) 6= I(K2) tìte sÐgoura

oi K1, K2 den eÐnai isotopikoÐ, �ra eÐnai diaforetikoÐ. P�ntwc, akìma den èqei

brejeÐ mia pl rhc analloÐwth kìmbwn.

K�poia �lla topologik� antikeÐmena sunaf  me touc kìmbouc eÐnai oi ko-

tsÐdec.

Orismìc 5. Mia kotsÐda me n klwstèc eÐnai mia omoiomorfik  eikìna n tìxwn

sto eswterikì tou [0, 1] × ε × [0, 1], ìpou ε > 0, tètoia ¸ste to sÔnoro thc

eikìnac na eÐnai n arijmhmèna shmeÐa tou I × ε× {0} kai n antÐstoiqa shmeÐa

tou I × ε × {1}, kai epiplèon, na eÐnai monìtonh, dhlad  na mhn èqei topik�

mègista   el�qista. Ex′orismoÔ, mia kotsÐda èqei ènan fusikì prosanatolismì

(apì p�nw proc ta k�tw), bl. Sq. 1.3 gia èna par�deigma kotsÐdac.

Orismìc 6. To kleÐsimo b̂ miac kotsÐdac b eÐnai h ènwsh me apl� tìxa twn

antÐstoiqwn arijmhmènwn shmeÐwn. To b̂ eÐnai ènac prosanatolismènoc krÐkoc,

bl. Sq. 1.3 gia èna par�deigma.
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Sq ma 1.3: Par�deigma kotsÐdac b kai kleisÐmatoc kotsÐdac b̂

Orismìc 7. 'Axonac miac kleist c kotsÐdac eÐnai mia eujeÐa sto q¸ro wc

proc thn opoÐa ìlec oi klwstèc thc na strèfontai me thn Ðdia for�.

To sÔnolo twn kotsÐdwn me n klwstèc apoteleÐ om�da me pr�xh thn topo-

jèthsh thc mi�c kotsÐdac p�nw sthn �llh, blèpe Sq. 2.6, kai k�je kotsÐda

mporeÐ na dojeÐ san lèxh twn gennhtìrwn, ìpwc apeikonÐzontai sto Sq. 3.31

(Je¸rhma 4). To er¸thma eÐnai e�n isqÔei kai to antÐstrofo, dhlad  e�n

opoiosd pote kìmboc mporeÐ na parastajeÐ apì mÐa kotsÐda. H ap�nthsh sto

er¸thma èqei dojeÐ apì ton J.W. Alexander sto parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1 (Alexander, 1923). K�je prosanatolismènoc kìmboc   krÐkoc

mporeÐ na isotophjeÐ se mi� kleist  kotsÐda.

To Je¸rhma Alexander mac lèei ìti ènac kìmboc mporeÐ na kwdikopoihjeÐ

apì thn algebrik  lèxh miac kotsÐdac. To epìmeno er¸thma eÐnai p¸c sqetÐ-

zontai metaxÔ touc dÔo diaforetikèc kotsÐdec pou antistoiqoÔn se isotopikoÔc

kìmbouc. Autì apant jhke apì ton A.A. Markov mèsw tou epìmenou jewr -

matoc.

Je¸rhma 2 (Markov, 1936). DÔo prosanatolismènoi kìmboi   krÐkoi eÐnai

isotopikoÐ an kai mìnon an opoiesd pote dÔo antÐstoiqec kotsÐdec touc eÐnai

isodÔnamec mèsw twn kin sewn:
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(i) SuzugÐa se k�je Bn : α ∼ σ−1
i ασi

(ii) KÐnhsh Markov : Bn 3 α ∼ ασ±1
n ∈ Bn+1

'Ara, h apeikìnish pou antistoiqeÐ kìmbouc se kl�seic isodunamÐac kotsÐ-

dwn (sÔmfwna me to Je¸rhmaMarkov)eÐnai mia jewrhtik  analloÐwth kìmbwn.

Dustuq¸c mìno jewrhtik  diìti, parìti to probl ma suzugÐac stic om�dec Bn

èqei lujeÐ apì ton Garside, h Ôparxh thc deÔterhc kÐnhshc k�nei to prìblhma

taxinìmhshc exairetik� dÔskolo.

O V.F.R. Jones  tan o pr¸toc pou qrhsimopoÐhse ta jewr mata Alexan-

der kai Markov gia na kataskeu�sei to 1984 mia nèa poluwnumik  analloÐwth

kìmbwn, to polu¸numo Jones, qrhsimopoi¸ntac tic �lgebrec Hecke, pou eÐnai

peperasmenodi�statec �lgebreς-phlÐka twn algebr¸n CBn. Gi′aut  tou thn

ergasÐa tou ape-nem jh to brabeÐo Fields. Met� thn anak�luyh tou polu¸nu-

mou Jones, ta Jewr mata Alexander kai Markov tr�bhxan ek nèou to endi-

afèron twn majhmatik¸n.

To Je¸rhma Alexander èqei apodeiqjeÐ apì touc J.W. Alexander (1923)

[2], J.S. Birman (1976) [4], H.R. Morton (1986) [10], S. Yamada (1987) [15],

P. Vogel (1990) [13] kai S. LampropoÔlou (1990) [6].

To Je¸rhma Markov apodeÐqjhke katarq�c apì touc Markov (1936) [9]

kai Weinberg (1936) [14], en¸ h pr¸th pl rhc apìdeixh dìjhke apì thn Bir-

man (1976) [4], ìlec qrhsimopoi¸ntac ton algìrijmo tou Alexander gia th

metatrop  diagramm�twn se kotsÐdec. O Markov èdwse arqik� to je¸rhma

me treic kin seic isodunamÐac, tic opoÐec sth sunèqeia o Weinberg meÐwse

stic gnwstèc dÔo. 'Allec apodeÐxeic tou Jewr matoc Markov èqoun dojeÐ

apì touc H.R. Morton (1986) [10] qrhsimopoi¸ntac ton dikì tou algìrijmo

“threading” gia metatrop  diagramm�twn se kotsÐdec, S. LampropoÔlou-C.P.

Rourke (1997) [7] qrhsimopoi¸ntac ton algìrijmo tou [6], P. Traczyk (1998)

[12] qrhsimopoi¸ntac ton algìrijmo touVogel kai apì touc J.S. Birman-W.W.

Menasco (2001) [5] qrhsimopoi¸ntac tic idèec tou D. Bennequin (1982) [3].

Sthn ergasÐa aut , parousi�zontai analutik� oi apodeÐxeic tou Jewr ma-
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toc Alexander ìpwc dìjhkan apì touc Alexander, Birman, LampropoÔlou,

Morton, Yamada kai Vogel, kaj¸c kai h apìdeixh kat� LampropoÔlou-Rourke

tou Jewr matocMarkov. Gia thn kalÔterh katanìhsh twn apodeÐxewn parou-

si�zontai sto kef�laio pou akoloujeÐ anagkaÐec ènnoiec kai prot�seic apì th

JewrÐa Kìmbwn.

Tèloc, ja  jela na euqarist sw thn An. Kajhg tria thc Sqol c Efarmo-

smènwn Majhmatik¸n kai Fusik¸n Episthm¸n, LampropoÔlou SofÐa, gia th

dunatìthta pou mou pareÐqe na gnwrÐsw èna meg�lo kai endiafèron pedÐo twn

Majhmatik¸n, th JewrÐa Kìmbwn kai gia thn polÔtimh sumbol  thc se ìlh

th di�rkeia thc ekpìnhshc thc diplwmatik c aut c ergasÐac. EpÐshc, ja epi-

jumoÔsa na euqarist sw touc Kajhghtèc E. Aggelìpoulo kai S. Karan�sio

gia to qrìno pou dièjesan gia thn an�gnwsh thc ergasÐac.
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Kef�laio 2

Basikèc ènnoiec

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme na jewr soume touc kìmbouc kat�

tm mata grammikoÔc.

Orismìc 8. MÐa kÐnhsh D eÐnai mÐa kÐnhsh isotopÐac enìc tm matoc enìc

kìmbou kat� m koc enìc trig¸nou sto q¸ro, h epif�neia tou opoÐou den tèmnei

ton kìmbo.

Sq ma 2.1: KÐnhsh D

EÐnai gnwstì ìti h isotopÐa kìmbwn metafr�zetai, sthn kathgorÐa twn

kat� tm mata grammik¸n kìmbwn, wc mia peperasmènh akoloujÐa apì kin seic

D sto q¸ro.

Touc kìmbouc touc melet�me mèsw twn kanonik¸n touc probol¸n (diagram-

m�twn) sto epÐpedo.

15
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Orismìc 9. Di�gramma enìc kìmbou eÐnai mia probol  tou sto epÐpedo, h

opoÐa perièqei mìno peperasmèno pl joc dipl¸n shmeÐwn pou ja onom�zontai

diastaur¸seic (crossings),me thn epiplèon plhroforÐa “p�nw”   “k�tw” gia

k�je diastaÔrwsh. Dhlad ,

Sq ma 2.2: Kataskeu  diastaÔrwshc

'Ena di�gramma epÐshc den perièqei anwmalÐec tou tÔpou: i) shmeÐa epaf c

ii) ptuq¸seic (shmeÐa anastrof c)   iii) tripl� shmeÐa, ìpwc apeikonÐzontai

sto Sq. 2.3.

Sq ma 2.3: ShmeÐo epaf c, ptÔqwsh, triplì shmeÐo.

Prìtash 1. K�je kìmboc èqei toul�qiston èna di�gramma, dhlad  k�je

probol  mporeÐ na metatrapeÐ se di�gramma.

Apìdeixh. GÔrw apì k�je triplì shmeÐo   shmeÐo epaf c   ptÔqwsh gr�foume

kÔklo me aktÐna εi ¸ste na mhn perièqetai sto dÐsko pou prokÔptei k�poio �l-

lo tm ma tou diagr�mmatoc.

Ta shmeÐa aut� eÐnai peperasmèna sto pl joc. Dialègoume ε > 0 ¸ste na

eÐnai to mikrìtero apì ìla ta εi, ètsi ¸ste h k�je kuklik  perioq  (dÐskoc) na

mhn perièqei �lla tm mata apì to di�gramma pèran twn an¸malwn tmhm�twn.
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AfairoÔme proswrin� touc dÐskouc apì thn probol  kai prosdiorÐzoume

thn el�qisth apìstash δ metaxÔ dÔo shmeÐwn kai jètoume % = min{ε, δ}.
Epikentrwnìmaste se èna apì ta shmeÐa anwmali¸n thc probol c kai diatar�s-

soume thn aktÐna apì to m�ti mac sto shmeÐo kat� κ < %. Tìte �roume aut 

thn pajologÐa qwrÐc na prokalèsoume k�poia �llh. SuneqÐzoume ètsi se ìla

ta shmeÐa anwmali¸n gia na ft�soume se kanonik  probol .

�

To je¸rhma pou akoloujeÐ mac epitrèpei na melet�me thn isotopÐa sto

epÐpedo antÐ gia to q¸ro.

Je¸rhma 3 (Reidemeister, 1935). DÔo kìmboiK1, K2 eÐnai isotopikoÐ an kai

mìno an opoiad pote dÔo diagr�mmat� touc D(K2), D(K2) diafèroun kat� iso-

topÐa epipèdou (R0) kai peperasmèno arijmì kin sewn Reidemeister, RI,RII,RIII:

Sq ma 2.4: Oi kin seic Reidemeister
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Apìdeixh. Jewr¸ntac touc kìmbouc kat� tm mata grammikoÔc, arkeÐ na

exet�soume ìlec tic dunatèc peript¸seic kin sewn D sto q¸ro. Aut  eÐnai

akrib¸c h idèa thc apìdeixhc tou Reidemeister, o opoÐoc katèlhxe stic treic

parak�tw mh tetrimmènec probolèc kin sewn D.

Sq ma 2.5: Kin seic Reidemeister mèsw kin sewn D

�

Ac per�soume t¸ra stic kotsÐdec. 'Opwc gia kìmbouc, ètsi kai gia kotsÐdec

epitrèpontai k�poiec isotopÐec. Se autèc den sumperilamb�netai h RI giatÐ

perièqei mègista kai el�qista gegonìc pou antÐkeitai ston orismì thc kotsÐdac.

Epitrèpontai ìmwc oi RII kai RIII, qwrÐc ìmwc na dhmiourgoÔn orizìntia

tìxa. H basik  isotopÐa gia tic kotsÐdec eÐnai h RIII.

SumbolÐzoume to sÔnolo twn (kl�sewn isotopÐac) kotsÐdwn me n klwstèc

wc Bn. Sto Bn orÐzoume thn pr�xh “ginìmeno” mèsw thc sugkìllhshc ko-
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tsÐdwn ìpwc faÐnetai sto akìloujo sq ma:

Sq ma 2.6: Pr�xh ginìmeno

Je¸rhma 4. H (Bn, •) apoteleÐ om�da.

Apìdeixh. 1. Prosetairistik  idiìthta:

Sq ma 2.7: Prosetairistik  idiìthta

2. Oudètero stoiqeÐo. H tautotik  kotsÐda me n eujeÐec klwstèc apoteleÐ

to oudètero stoiqeÐo, 1. Pr�gmati :
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Sq ma 2.8: Oudètero stoiqeÐo

3. AntÐstrofo stoiqeÐo. Gewmetrik�, eÐnai autì pou antistoiqeÐ sto sum-

metrikì tou a wc proc to epÐpedo x0y .

Sq ma 2.9: AntÐstrofo stoiqeÐo

�

Prìtash 2. K�je kotsÐda mporeÐ na isotophjeÐ se ginìmeno apì orizìntiec

lwrÐdec, ètsi ¸ste h k�je mÐa na perièqei mìno mÐa diastaÔrwsh.

Apìdeixh. Gia treic geitonikèc klwstèc isqÔei apì ton orismì thc kotsÐdac

(lìgw monotonÐac). Gia mh geitonikèc klwstèc diatar�ssoume, an qreiasteÐ.

Dhlad , an dÔo diastaur¸seic brÐskontai sto Ðdio orizìntio Ôyoc prokaloÔme

mia mikr  diataraq  sth mÐa kai th “qamhl¸noume”   thn “aneb�zoume” me
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isotopÐa epipèdou (blèpe Sq. 2.10). Epagwgik�, qwrÐc bl�bh thc genikìthtac,

emfanÐzontai mìno dÔo diastaur¸seic sto Ðdio Ôyoc.

�

Sq ma 2.10: Sqetik� Ôyh dÔo diastaur¸sewn

OrÐzoume thn stoiqei¸dh kotsÐda σi ètsi ¸ste h i klwst  na pern�ei k�tw

apì thn klwst  i + 1 kai oi upìloipec na paramènoun stajerèc (blèpe Sq.

2.11). AntÐstoiqa orÐzetai h σ−1
i .

Sq ma 2.11:

Shmei¸noume ìti h kÐnhshRII an�mesa se kotsÐdec eÐnai apl¸c h gewmetrik 

ermhneÐa tou ìti o genn torac σi èqei antÐstrofo, gegonìc pou to gnwrÐzoume

apì to ìti h Bn eÐnai om�da.

Apì ta parap�nw, k�je kotsÐda sth Bn perigr�fetai wc ginìmeno tètoiwn

stoiqeiwd¸n kotsÐdwn me mÐa diastaÔrwsh kai apoteleÐ mia “lèxh” twn stoiqei-

wd¸n kotsÐdwn σi. P.q. h kotsÐda pou akoloujeÐ gr�fetai wc σ1σ2σ
−1
1 .
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Sq ma 2.12: H kotsÐda σ1σ2σ
−1
1

Apì thn Prìtash 2 ta σi kai σ
−1
i loipìn eÐnai genn torec thc om�dac Bn.

Parathrhseic

1: H Bn èqei �peirh t�xh. Gia par�deigma h B2:

Sq ma 2.13: H B2 èqei �peirh t�xh

En suneqeÐa, h Bk emfuteÔetai kat� fusiologikì trìpo sthn Bk+1 me thn

prosj kh miac klwst c sto tèloc thc Bk. Gia par�deigma:

Sq ma 2.14: EmfÔteush thc Bk sthn Bk+1

'Ara, efìson h B2 èqei �peirh t�xh, k�je Bk ja èqei �peirh t�xh.
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2: H Bn den eÐnai antimetajetik  om�da, efìson den isqÔei en gènei ìti

α · β ∼ β · α

ApodeiknÔetai (Chow) ìti h RIII gia kotsÐdec mazÐ me tic isotopÐec epipè-

dou tou sq matoc 2.10 orÐzoun mia par�stash thc om�dac Bn. Dhlad :

Bn =

〈
σ1, ..., σn−1 σiσj = σjσi, |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

〉
.

H pr¸th sqèsh apeikonÐzetai sto S.q. 2.10.

K�je kotsÐda ∈ Bn ep�gei mÐa met�jesh ∈ Sn akolouj¸ntac k�je klwst .

EpÐshc, gnwrÐzoume ìti mÐa par�stash gia thn Sn eÐnai h akìloujh:

Sn =

〈 sisj = sjsi, |i− j| > 1

s1, ..., sn−1 sisi+1si = si+1siσi+1

s2
i = 1,∀i

〉
,

ìpou si = (i, i + 1) �ra up�rqei fusikìc epimorfismìc Π : Bn → Sn pou

orÐzetai p�nw stouc genn torec: σi 7→ si. O pur nac tou Π, pou sumbolÐzetai

Pn, eÐnai oi kotsÐdec pou ep�goun thn tautotik  met�jesh. Autèc lègontai

gn siec kotsÐdec (pure braids). Profan¸c h Pn eÐnai upoom�da thc Bn kai

m�lista kanonik . Apì ta parap�nw èqoume ìti h Sn eÐnai om�da phlÐko: Sn =

Bn/Pn kai orÐzetai mia braqeÐa, akrib c akoloujÐa (short exact sequence)

om�da me omomorfismoÔc, ìpou h eikìna tou enìc tautÐzetai me ton pur na tou

epìmenou:

1→ Pn → Bn → Sn → 1

H idèa thc apìdeixhc tou Chow eÐnai na broÔme mia par�stash gia thn Pn

kai na qrhsimopoi soume ta parap�nw gia thn eÔresh miac par�stashc thc

Bn. Apodeiknuetai ìti h Pn èqei touc genn torec aij tou Sq. 2.15 oi opoÐoi

ikanopoioÔn tic sqèseic (R1)-(R4):
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Sq ma 2.15: Oi genn torec aij thc om�dac Pn

a−1
ij arsaij =


ars , an i < j < r < s   r < i < j < s (R1)

aisajsa
−1
is , an r = j (R2)

aisajsaisa
−1
js a

−1
is , an r = i < j < s (R3)

aisajsa
−1
is a

−1
js arsajsaisa

−1
js a

−1
is , an i < r < j < s (R4)

Apì autèc tic sqèseic èpetai to “ktènisma” miac gn siac kotsÐdac (Artin's

combing), ìpwc, gia par�deigma, faÐnetai sto parak�tw sq ma.

Sq ma 2.16: To “ktènisma” tou Artin

Opìte, gnwrÐzontac ìti h Sn dra p�nw sthn Pn me met�jesh twn deikt¸n

kai èqontac dedomènec tic parast�seic twn Sn kai Bn, brÐskoume telik� thn
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parap�nw par�stash gia thn Bn = Pn o Sn. H parap�nw dom  thc om�dac

Bn shmaÐnei ìti mia kotsÐda b ∈ Bn mporeÐ na isotophjeÐ sth morf :

Sq ma 2.17:

ìpou Π(σ) ∈ Sn.
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Kef�laio 3

To Je¸rhma Alexander

Sto kef�laio autì parousi�zoume tic diaforetikèc apodeÐxeic tou Jewr matoc

Alexander. K�je apìdeixh prosfèrei kai mia diaforetik  optik  gwnÐa sto

jèma kai odhgeÐ se diaforetik� sunaf  apotelèsmata.

Je¸rhma Alexander. K�je prosanatolismènoc krÐkoc eÐnai isotopikìc

me mia kleist  kotsÐda.

3.1 Apìdeixh 1 kat� Alexander [2]

JewroÔme sÔsthma S apoteloÔmeno apì aplèc kleistèc kampÔlec ston R3,

dhlad  ènan krÐko ston R3. Q�rin aploÔsteushc ja jewr soume k�je sunist¸-

sa tou S kat� tm mata grammik . Ja deÐxoume ìti to sÔsthma S eÐnai isotopikì

me èna pio aplì sÔsthma (krÐko) S ′ me thn ex c idiìthta : Gia k�poio stajerì

�xona sto q¸ro, kaj¸c èna shmeÐo P diatrèqei mia sunist¸sa tou S ′ kat�

mia dedomènh for�, to epÐpedo pou dièrqetai apì ton �xona kai to shmeÐo P

na strèfetai p�nta gÔrw apì thn Ðdia for�. (Dhlad  to S ′ eÐnai mia kleist 

kotsÐda).

EÐnai bolikì na parast soume to S mèsw enìc diagr�mmatìc tou Sπ p�nw

se èna epÐpedo. To prìblhma tìte an�getai sto na metasqhmatÐsoume to Sπ

mèsw epitrept¸n kin sewn se èna di�gramma S ′π, to opoÐo mporeÐ na jewrhjeÐ

27
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wc probol  tou epijumhtoÔ sust matoc S ′, pou ja eÐnai isotopikì me to S.

Ac jewr soume t¸ra èna shmeÐo L sto epÐpedo tou S ¸ste na mhn eÐnai

suggrammikì me k�poio tm ma tou Sπ. To shmeÐo L ja eÐnai to shmeÐo tom c

tou �xona thc telik c kotsÐdac me to epÐpedo tou diagr�mmatoc Sπ. 'Estw

akìma LP to aktinikì di�nusma pou sundèei to L me èna metablhtì shmeÐo

P p�nw sto Sπ. 'Etsi, an to shmeÐo P kinhjeÐ me sugkekrimènh for� p�nw

se mia sunist¸sa tou Sπ, anamènetai na up�rqoun tm mata wc proc ta opoÐa

to LP na strèfetai me jetik  for� kai �lla tm mata wc proc ta opoÐa to

LP strèfetai me arnhtik  for� gÔrw apì to shmeÐo L. To Sπ loipìn, prèpei

na metasqhmatisteÐ (isotophjeÐ) kat�llhla ¸ste na apaleifjoÔn ta tm mata

thc deÔterhc kathgorÐac ètsi ¸ste to LP na kineÐtai p�nta me thn Ðdia for�

gÔrw apì to L. Ac exet�soume loipìn èna tm ma σ thc deÔterhc kathgorÐac.

An eÐnai aparaÐthto mporoÔme na upodiairèsoume to σ se peperasmèno arijmì

upotmhm�twn σi ¸ste k�je σi na perièqei mÐa mìno diastaÔrwsh me to upìloipo

di�gramma Sπ.

'Etsi, an A kai B eÐnai ta �kra enìc upotm matoc σi tou σ mporoÔme na

epilèxoume èna shmeÐo C sto epÐpedo ¸ste to trÐgwno ABC na perièqei to

shmeÐo L, kai sth sunèqeia antikajistoÔme to σi me ta tm mata AC kai CB.

Pio sugkekrimèna, e�n up�rqoun diastaur¸seic sto σi me to upìloipo di�gram-

ma tètoiec ¸ste to σi na pern�ei p�nw (  k�tw) apì k�poio �llo tm ma tou

diagr�mmatoc, ta kainoÔria tm mata AC kai CB ja prèpei epÐshc na pernoÔn

p�nw (  k�tw) apì ta tm mata tou Sπ me ta opoÐa tuqìn na diastaur¸nontai.

An den up�rqei diastaÔrwsh sto σi, ta AC kai CB ja pernoÔn kai ta dÔo

p�nw (  kai ta dÔo k�tw) apì to upìloipo Sπ. O metasqhmatismìc tou Sπ

profan¸c antapokrÐnetai se mia kÐnhsh isotopÐac D. Epiplèon, mèsw autoÔ

tou metasqhmatismoÔ to tm ma σi antikajÐstatai apì ta tm mata AC kai CB

gia ta opoÐa to di�nusma LP peristèfetai gÔrw apì to L me jetik  for�. Me

thn epan�lhyh aut c thc diadikasÐac ìla ta σi ja apaleifjoÔn kai to telikì

apotèlesma ja eÐnai èna di�gramma S ′π to opoÐo ja eÐnai h probol  tou epi-
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jumhtoÔ sust matoc S ′. O �xonac peristrof c tou S ′ ja eÐnai h eujeÐa pou

pern� apì to shmeÐo L kai to kèntro probol c (  aploÔstera, mia eujeÐa pou

pern�ei apì to L kai eÐnai k�jeth sto epÐpedo tou diagr�mmatoc).

�

'Ena par�deigma faÐnetai sto epìmeno sq ma, ìpou èqoume enan kìmbo me

dÔo jetik� tìxa kai dÔo arnhtik�.

Sq ma 3.1: IsotopoÔme to tìxo 22* pern¸ntac to k�tw apì ta �lla qwrÐc na

brÐskoume empìdio, kai isotopoÔme to 11*.

3.2 Apìdeixh 2 kat� Birman [4]

H apìdeixh thc Birman akoloujeÐ th logik  thc apìdeixhc kat� Alexander.

An a1, a2, ..., an eÐnai shmeÐa tou R3, tìte to [a1, a2, ..., an] dhl¸nei thn kurt 

j kh twn shmeÐwn a1, a2, ..., an. O sumbolismìc ab ja qrhsimopoieÐtai epÐshc

gia to [a, b]. O sumbolismìc [a1, a2, ..., an]V shmaÐnei [a1, a2, ..., an]∩V kai to

[a1, a2, ..., an][b1, b2, ..., bn] shmaÐnei [a1, a2, ..., an]∩[a1, a2, ..., an].

Orismìc 10. 'Estw V krÐkoc me èna tm ma ac kai èstw b èna shmeÐo ektìc

tou V   p�nw sto ac. Upojètoume ìti [a, b, c]V=[a, c]. Tìte orÐzoume thn

topologik  kÐnhsh :

EbacV = V−ac + ab + bc
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kai lème ìti h Ebac eÐnai efarmìsimh ston V . H pr�xh Ebac kai h antÐstrof  thc

kaloÔntai stoiqei¸deic pr�xeic   kin seic tÔpou E. E�n to b brÐsketai ektìc

tou V h Ebac eÐnai, apì upìjesh, mia kÐnhsh D. Ousiastik�, afairoÔme apì

to V to tm ma ac kai tou prosjètoume tic �llec dÔo pleurèc tou trig¸nou

[a, b, c]. E�n to b brÐsketai p�nw sto ac h pr�xh Ebac prosjètei ston V mia

nèa koruf  b, en¸ h pr�xh (Ebac)
−1 afaireÐ thn koruf  b. 'Ena par�deigma

tri¸n kin sewn E faÐnetai sto Sq. 3.3.

Ac jewr soume mÐa aujaÐreth all� stajer  gramm  l ston R3 h opoÐa den

tèmnei ton krÐko V . H gramm  aut  ja anafèretai wc �xonac. O V ja lègetai

ìti brÐsketai se genik  jèsh (general position) wc proc ton l an kanèna apì

ta tm mat� tou den eÐnai sunepÐpedo me ton l.

Profan¸c, k�je krÐkoc eÐnai isotopikìc me k�poio krÐko se genik  jèsh.

Pr�gmati, an o krÐkoc V perièqei èna tm ma ac sunepÐpedo me ton �xona

l, dialègoume èna shmeÐo b pou den brÐsketai ston V oÔte sto epÐpedo pou

orÐzoun ta l, ac, all� arket� kont� sto tm ma ac. Tìte to EbacV èqei è-

na ligìtero tm ma sunepÐpedo me ton l. SuneqÐzontac kat'autì ton trìpo

mporoÔme na apaleÐyoume ìla ta tm mata pou eÐnai sunepÐpeda me ton l.

En suneqeÐa, ja orÐsoume ènan eidikì tÔpo krÐkou pou kaleÐtai kleist 

kotsÐda. Arqik� kajorÐzoume èna prosanatolismì gia ton krÐko V , dhlad 

èna prosanatolismì gia k�je sunist¸sa tou. An o V eÐnai se genik  jèsh wc

proc ton �xona l, tìte o V mporeÐ na anaparastajeÐ apì thn probol  tou sto

epÐpedo R2 pou eÐnai k�jeto ston l sto shmeÐo l̂, thn opoÐa epÐshc onom�zoume

V (blèpe Sq. 3.2). T¸ra orÐzoume mia jetik  for� peristrof c gÔrw apì

ton l, pou ja upodhl¸netai sto di�gramma tou krÐkou me èna mikrì bèloc 	

sto shmeÐo l̂. 'Estw ab èna tm ma tou prosanatolismènou V . To ab ja

lème ìti eÐnai jetikì, ab > 0, (antÐstoiqa, ab < 0) an èna aktinikì di�nusma

apì to shmeÐo l̂ sto ab peristrèfetai kat� jetik  (antÐstoiqa arnhtik ) for�

gÔrw apì to l kaj¸c kinoÔmaste apì to a sto b. Parathr ste ìti apì th

stigm  pou o V brÐsketai se genik  jèsh, k�je tm ma tou eÐnai eÐte jetikì
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eÐte arnhtikì. 'Enac prosanatolismènoc krÐkoc ja kaleÐtai kleist  kotsÐda an

ìla ta tm mat� tou èinai jetik�. 'Uyoc enìc krÐkou, h(V ), eÐnai o arijmìc twn

arnhtik¸n tmhm�twn tou kai metr� to pìso apèqei o krÐkoc apì to na gÐnei

kleist  kotsÐda.

'Ena par�deigma twn parap�nw faÐnetai sto Sq ma 3.2. Oi krÐkoi V kai

V ′ anaparistoÔn kai oi dÔo ton kìmbo trefoil. Oi pleurèc cd,de, ef kai fg tou

V eÐnai arnhtikèc, sunep¸c o V èqei Ôyoc 4 kai den èinai kleist  kotsÐda. O

krÐkoc V ′ èqei Ôyoc 0 kai èinai kleist  kotsÐda. 'Ena aktinikì di�nusma apì

to shmeÐo l̂ ston V ′ den stamat� potè na peristrèfetai me jetik  for� gÔrw

apì ton �xona l me b�sh ton prosanatolismì tou V ′.

Sq ma 3.2:

Gia thn apìdeixh tou Jewr matoc Alexander ìloi oi krÐkoi ja jewroÔntai

prosanatolismènoi.

Orismìc 11. Ac jewr soume ta shmeÐa a0, ..., am, b0, ..., bm tètoia ¸ste
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ai−1bi > 0,biai > 0, ai−1ai < 0 kai ai ∈ [a0, am], i = 1, ...,m. Tìte an

m∑
i=1

[ai−1, bi, ai]V = [a0, am]

orÐzoume:

Sb1...bma0...am
V = (

1∏
i=m

Ebiai−1,ai
)(

1∏
i=m−1

Eai
ai−1,am

)V = V − a0an +
n∑
i=1

(ai−1bi + biai)

KaloÔme to Sb1...bma0...am
kÐnhsh tÔpou S. An h Sb1...bma0...am

efarmosteÐ ston V lème

ìti to sÔnolo twn gramm¸n ai−1bi kai biai eÐnai èna sawtooth (dìnti prionioÔ)

sthn pleur� a0an. To apotèlesma thc efarmog c miac pr�xhc tÔpou S eÐnai

na antikatast sei èna arnhtikì tm ma me mia seir� apì jetik� upotm mata

(subedges).

Sto parak�tw Sq ma 3.3 parousi�zetai h perÐptwsh enìc sawtooth gi-

a m = 3 me efarmog  thc pr�xhc Sb1b2b3a0a1a2a3
ston V . To apotèlesma eÐnai

na antikatastajeÐ to arnhtikì tm ma a0a enìc krÐkou apì mia seir� jetik¸n

a0b1 + b1a1 + a1b2 + b2a2 + a2b3 + b3a. Autì epitugq�netai efarmìzontac

arqik� tic pr�xeic Ea2
a1,a

Ea1
a0,a

ston V (apì dexi� proc t'arister�) prokeimè-

nou na upodiairèsoume to arnhtikì tm ma a0a se kat�llhlo arijmì upotmh-

m�twn. 'Epeita, efarmìzontac tic kin seic Eb3a2,a3
,Eb2a1,a2

,Eb1a0,a1
antikajistoÔme

ta kainoÔria arnhtik� tm mata a0a1, a1a2, a2a3 me kat�llhla jetik� tm mata.

Parathr ste ìti an o krÐkoc V eÐqe Ôyoc h, o krÐkoc Sb1...bma0...am
V ja èqei Ôyoc

h− 1, anex�rthta apì ton arijmì m.
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Sq ma 3.3:

L mma 1. 'Estw V ènac krÐkoc se genik  jèsh kai [a0, a] mia arnhtik  pleur�

tou. Tìte mporeÐ na anegerjeÐ èna sawtooth p�nw sthn [a0, a].

ProtoÔ apodeÐxoume to l mma ac doÔme giatÐ sunep�getai thn al jeia tou

Jewr matoc 1. 'Estw V prosanatolismènoc krÐkoc me h(V ) = h. An h = 0,

tìte o V eÐnai  dh kleist  kotsÐda. An h > 0, dialègoume mÐa arnhtik  pleur�

a0a tou V . Apì to L mma 1 mporoÔme na broÔme shmeÐa a0, a1, a2, ..., am = a

kai b1, b2, ..., bm tètoia ¸ste h Sb1...bma0...am
na eÐnai efarmìsimh ston V . 'Etsi o

Sb1...bma0...am
V ja perièqei mia ligìterh arnhtik  pleur� kai ja eÐnai isotopikìc me

ton V . AkoloujeÐ h apìdeixh tou L mmatoc 1 me epagwg  sto h.

Apìdeixh. Jèloume na deÐxoume ìti mporoÔme na anegeÐroume èna sawtooth

sto a0a. An ai−1, ai eÐnai shmeÐa tou a0a tètoia ¸ste ai−1, ai < 0, tìte ta

epÐpeda pou dièrqontai apì ton �xona l kai ta shmeÐa ai−1 kai ai antÐstoiqa

qwrÐzoun ton trisdi�stato q¸ro se tèssereic perioqèc, pou sto Sq ma 3.4

onom�zontai I(ai−1, ai), II(ai−1, ai), III(ai−1, ai) kai IV (ai−1, ai). Parathr -
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ste ìti gia k�je shmeÐo bi pou brÐsketai sthn perioq  I(ai−1, ai) èqoume

ai−1bi > 0,biai > 0.

Sq ma 3.4: EntopÐzontac th “mÔth” tou sawtooth

Arqik� upojètoume pwc h probol  tou tm matoc a0a sthn probol  tou

V den perièqei dipl� shmeÐa, ètsi kanèna shmeÐo tou V den brÐsketai p�nw ( 

k�tw) apì to a0a. Dialègontac shmeÐo b ∈ I(a0, a) arket� makri� p�nw ( 

k�tw) apì to R2 mporoÔme na k�noume th gwnÐa metaxÔ tou epipèdou a0ba kai

tou R2 arket� kont� sto π/2. Sunep¸c mporoÔme na efarmìsoume thn Sb1a0a

ston V gia ìla ta shmeÐa b1 pou brÐskontai p�nw (antÐstoiqa k�tw) apì to b.

Sth genik  perÐptwsh, h probol  tou tm matoc a0a ja perièqei èna pepera-

smèno arijmì dipl¸n shmeÐwn, èstw p1, ..., pr. Tìte mporeÐ na mhn eÐnai dunatìn

na epilegeÐ èna monadikì shmeÐo b1 ¸ste h kÐnhsh Sb1a0a
na efarmìzetai ston

V kai h kataskeu  mac na eÐnai pio polÔplokh. H idèa eÐnai na topojet -

soume pr¸ta muter� “dìntia” gÔrw apì k�je diplì shmeÐo kai na an�goume

thn kataskeu  sthn prohgoÔmenh perÐptwsh.



3.3 Apìdeixh 3 kat� Λαµπρoπoύλoυ [6, 7] 35

JewroÔme ta shmeÐa p1, ..., pr èna k�je for�. 'Estw P1 to epÐpedo pou

perièqei ton �xona l kai pern�ei apì to p1. To P1 ja tèmnetai apì thn probol 

tou V mìno kat� m koc thc eujeÐac p1l̂. 'Ara eÐnai p�nta dunatìn na sundè-

soume ta shmeÐa p1 kai l̂ me mia gramm  p�nw sto P1 h opoÐa ja apofeÔgei ton

V . DÐnontac t¸ra p�qoc se aut  th gramm  mporoÔme na kataskeu�soume èna

trÐgwno me b�sh [a1, a2] ⊂ [a0, a] kai koruf  b2 ∈ I(a1, a2) ¸ste to trÐgwno

[a1, b2, a2]V = [a1, a2]. ParathroÔme ìti h Eb2a1a2
antikajist� thn [a1, a2] me

dÔo jetikèc. H pleur� a0a1 den perièqei diastaur¸seic. 'Etsi efarmìzoume

p�nw thc thn prohgoÔmenh perÐptwsh. Tèloc, epanalamb�noume aut  th dia-

dikasÐa gia ta shmeÐa p2, ..., pr brÐskontac shmeÐa a2i−1, a2i, b2i−1, b2i gia k�je

i = 2, ..., r kai telik� èna shmeÐo b2r+1. Tìte h kÐnhsh Sb1...b2r+1
a0...a2r+1

mporeÐ na

efarmosteÐ ston V .

�

3.3 Apìdeixh 3 kat� Λαµπρoπoύλoυ [6, 7]

Ed¸ orÐzetai �xonac orizìntioc kai par�llhloc pÐsw apì to epÐpedo tou diagr�m-

matoc. 'Ara, dedomènou enìc diagr�mmatoc (prosanatolismènou) kìmbou to

qwrÐzoume se tìxa me for� proc ta p�nw   proc ta k�tw shmadeÔontac ta

topik� mègista kai el�qista. Aut� me for� proc ta k�tw ta krat�me. Aut�

me thn antÐjeth for� ta onom�zoume up-arcs kai ta apaleÐfoume èna-èna wc

ex c:

K�je up-arc ja sunant�ei mia diadoq  apì diastaur¸seic, p�nw   k�tw

  ja eÐnai eleÔjero (free), dhlad  den ja èqei diastaur¸seic. An sunant�ei

diaforetikèc diastaur¸seic to upodiairoÔme peraitèrw me shmeÐa ètsi ¸ste to

k�je upotìxo na èqei mìno èna eÐdoc diastaur¸sewn. Se èna up-arc ja dÐnoume

th s mansh “o” (over) en¸ se èna se èna tìxo (  upotìxo) ja dÐnoume thn

shmansh “u” (under) an pern�ei k�tw apì ìlec tic diastaur¸seic tou.

Apalèifoume èna-èna ta upotìxa wc ex c:
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To kìboume se èna shmeÐo tou (p.q. to �nw shmeÐo) kai trab�me ta dÔo

elèujera �kra, to �nw proc ta p�nw kai to k�tw proc ta k�tw, all� kai ta

dÔo p�nw apì to upìloipo di�gramma an h s mansh tou upotìxou eÐnai “o”  

k�tw apì to upìloipo di�gramma an h s mansh eÐnai “u”. An to upotìxo eÐnai

eleÔjero, epilègoume eÐte “o” eÐte “u” kai efarmìzoume ta prohgoÔmena.

Sq ma 3.5: Apaleif  enìc up-arc

An kat� th di�rkeia thc diadikasÐac braiding sumbeÐ èna “o” na brejeÐ

k�tw apì mÐa kainoÔria klwst , to upodiairoÔme perissìtero. 'Omwc, me mia

kat�llhlh epilog  shmeÐou tom c, aut  h kat�stash mporeÐ na apofeuqjeÐ.

Sq ma 3.6: Par�deigma braiding
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3.4 Apìdeixh 4 kat� Morton [10]

Orismìc 12. 'Estw β kotsÐda. Ja anafèromaste ston krÐko β̂ ∪ Lβ wc to

pl rec kleÐsimo thc kotsÐdac β, ìpou β̂ to kleÐsimo thc kotsÐdac β kai Lβ

mia apl  kleist  kampÔlh sto q¸ro S3 \ β̂, tètoia ¸ste sto q¸ro R3 \ β̂ na

apoteleÐ ton �xona thc β̂. Blèpe Sq ma 3.7 gia èna sugkekrimèno par�deigma.

Sq ma 3.7: Pl rec kleÐsimo kotsÐdac

Orismìc 13. 'Estw K ∪ L prosanatolismènoc krÐkoc me L tetrimmèno. Ja

onom�zw to K∪L braided an up�rqei kotsÐda β tètoia ¸ste to K∪L na eÐnai

isotopikì me to β̂ ∪ Lβ, ìpou h isotopÐa ja antistoiqeÐ to L sto Lβ.

Orismìc 14. Threading kaleÐtai h diadikasÐa kat� thn opoÐa gia èna di�-

gramma prosanatolismènou krÐkou K brÐskoume mia apl  kleist  kampÔlh L

sto S3 \ β̂, ètsi ¸ste o krÐkoc K ∪ L na eÐnai braided.

Sto [10] o Morton apodeiknÔei ìti gia k�je di�gramma prosanatolismè-

nou krÐkou K up�rqei threading. Autì, b�sei tou orismoÔ 12, shmaÐnei ìti

to K mporeÐ na isotophjeÐ se mia kleist  kotsÐda β̂, to opoÐo apodeiknÔei

to Je¸rhma Alexander. Sth sunèqeia ja parousi�soume thn apìdeixh tou

Morton.
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'Estw t¸ra èna prosanatolismèno di�gramma K. Overpass kaleÐtai èna

tìxo tou K, to opoÐo den pern�ei k�tw apì �lla tìxa tou diagr�mmatoc.

AntÐstoiqa, underpass kaleÐtai èna tìxo pou den pern�ei p�nw apì �lla. Mi-

a epilog  apì overpasses (S, F ) gia to di�gramma K ja apoteleÐtai apì ta

sÔnola S, F , ta opoÐa eÐnai dÔo peperasmèna uposÔnola shmeÐwn tou K.

S = {s1, s2, ..., sk}, F = {f1, f2, ..., fk}

Aut� eÐnai ta shmeÐa arq c kai tèlouc twn overpasses pou enall�ssontai sto

K kai to upodiairoÔn se tìxa thc morf c [s, f ], pou eÐnai overpasses, kai se

tìxa thc morf c [f, s], pou eÐnai underpasses.

ParathroÔme ìti mporoÔme na isotop soume to K qwrÐc na all�xoume thn

probol  tou sto epÐpedo tou P , ètsi ¸ste ta overpasses kai ta underpasses

na brÐskontai se dÔo epÐpeda par�llhla sto P (p�nw kai k�tw antÐstoiqa) kai

na sundèontai metaxÔ touc me katakìrufa tìxa, ta opoÐa tèmnoun to epÐpedo

P akrib¸c sta shmeÐa twn S kai F , kai èqoun for� proc ta p�nw   proc ta

k�tw sebìmena ton prosanatolismì tou K.

'Estw, t¸ra, di�gramma K me dedomèna overpasses (S, F ) kai èstw mia

kleist  kampÔlh L sto P h opoÐa diaqwrÐzei ta shmeÐa S apì ta F . Blèpe,

gia par�deigma, Sq. 3.8. Me aut� ta dedomèna èna threading gia to K

kataskeu�zetai wc ex c: QwrÐc bl�bh thc genikìthtac h kampÔlh L diastau-

r¸netai egk�rsia me to K. Sth sunèqeia, akolouj¸ntac ton prosanatolismì

tou K all�zoume tic perioqèc sta shmeÐa diastaÔrwshc tou K me thn L ètsi

¸ste to K na pern�ei p�nw apì thn L ìtan erqìmaste sth diastaÔrwsh apì

thn perioq  pou perièqei ta shmeÐa S, kai k�tw apì thn L ìtan erqìmaste

apì thn perioq  pou èqei ta F . To telikì apotèlesma aut c thc diadikasÐac

eÐnai ènac krÐkoc braided K ∪L, to opoÐo eÐnai threading gia to K. Blèpe to

akìloujo sq ma gia èna par�deigma.
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Sq ma 3.8: Threading

O krÐkoc K ∪ L pou prokÔptei apì thn parap�nw diadikasÐa eÐnai èna

treading gia to K kai �ra eÐnai krÐkoc braided.

Je¸rhma 5. Apì opoiod pote threading se èna di�gramma K prokÔptei ènac

krÐkoc braided.

Apìdeixh. Dialègoume overpasses (S, F ) gia to di�grammaK kai mi� kleist 

kampÔlh L sto epÐpedo P tètoia ¸ste na qwrÐzei ta shmeÐa S apì ta F . Sth

sunèqeia isi¸noume thn kampÔlh L me mia isotopÐa tou P , h opoÐa metafèrei

mazÐ to K, af nontac p�nta apì th mÐa thc pleur� ta shmeÐa tou S kai apì

thn �llh ta shmeÐa tou F . Blèpe, gia par�deigma, Sq. 3.9 (a). Tautìqrona,

to K isotopeÐtai ¸ste ta overpasses kai underpasses na brejoÔn se epipeda

par�llhla tou P , ìpwc perigr�yame parap�nw. Blèpe Sq. 3.9 (g).

All�zontac thn optik  mac gwnÐa mporoÔme na fantastoÔme to P san to

epÐpedo xz kai thn L san ton �xona z (me èna shmeÐo sto �peiro). Qrhsi-

mopoi¸ntac polikèc suntatagmènec wc proc thn L (wc �xona), to epÐpedo P

qwrÐzetai se dÔo hmiepÐpeda pou to èna dÐnetai gia gwnÐa θ = 0 kai perièqei ta

shmeÐa tou F kai to �llo gia θ = π kai perièqei ta shmeÐa tou S.

Sth sunèqeia, prob�lloume ta overpasses tou K apì to �nw par�llhlo

epÐpedo tou P sta hmiepÐpeda θ = −ε kai θ = π+ ε, kai omoÐwc ta underpasses
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apì to k�tw par�llhlo epÐpedo tou P sta hmiepÐpeda θ = ε kai θ = π− ε, gia
kat�llhla mikrì ε > 0. Ta tìxa twn overpasses kai underpasses sundèontai

metaxÔ touc me katakìrufa tìxa pou dièrqontai akrib¸c apì ta shmeÐa twn S

kai F p�nw sto P . San apotèlesma èqoume èna di�gramma isotopikì me to K,

to opoÐo èqei thn Ðdia probol  me to K sto epÐpedo P .

Ektìc apì ta shmeÐa ìpou to K tèmnei ton �xona L h polik  suntetag-

mènh aux�nei monìtona, efìson eÐnai stajer  sta hmiepÐpeda kai aÔxousa sta

katakìrufa tìxa.

'Opwc faÐnetai sto Sq ma 3.9 sta (b) kai (d), sta shmeÐa pou to K tèmnei

ton �xona L k�noume ta exhc: JewroÔme ènan kÔlindro me �xona L kai mikr 

aktÐna d > 0 kai isotopoÔme to K ètsi ¸ste k�je tm ma tou pou apèqei r < d

apì ton L na pern�ei p�nw   k�tw apì ton L se apìstash d me trìpo ¸ste h

polik  suntetagmènh na aux�nei. Ta tm mata pou tèmnoun ton L kai pern�ne

apì thn pleur� twn S sthn pleur� twn F , ja pern�ne p�nw apì ton L (dhlad 

apì th gwnÐa θ = π
2
) en¸ ta tm mata pou pern�ne apì ta F sta S ja pern�ne

k�tw apì ton L.

Sunep¸c to K èqei isotophjeÐ ètsi ¸ste, me ton L wc �xona, h kampÔlh K

na aux�nei monìtona wc proc thn polik  suntetagmènh. Autì mac exasfalÐzei

ìti to K ∪ L eÐnai braided.

�
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Sq ma 3.9: Threading kai probol 
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3.5 Apìdeixh 5 kat� Y amada [15]

O Y amada k�nei mia enallaktik  apìdeixh tou Jewr matocAlexander krat¸-

ntac stajerì ton arijmì sustrof c tou prosanatolismènou diagr�mmatoc

(pou eÐnai to �jroisma twn pros mwn twn diastaur¸sewn) kai ton arijmì twn

kÔklwn Seifert, tou diagr�mmatoc (bl. orismì parak�tw) kat� th diadikasÐa

metatrop c enìc prosanatolismènou krÐkou se kleist  kotsÐda.

3.5.1 OrismoÐ

'Estw D to di�gramma enìc prosanatolismènou krÐkou D. OrÐzoume ton ari-

jmì sustrof c (writhe) tou D wc:

wr(D) =
∑
c

sign(c)

ìpou to c diatrèqei ìlec tic diastaur¸seic tou D kai to prìshmo miac dia-

staÔrwshc, sign(c), orÐzetai ìpwc sto parak�tw sq ma:

Sq ma 3.10: SÔmbash pros mwn diastaur¸sewn

Sth sunèqeia, exomalÔnoume k�je diastaÔrwsh tou D me trìpo sumbatì

me ton prosanatolismì tou, ìpwc faÐnetai sto akìloujo sq ma.

Sq ma 3.11: Exom�lunsh diastaur¸sewn
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San apotèlesma paÐrnoume ènan arijmì apì kleistèc kampÔlec sto epÐpedo, tic

opoÐec onom�zoume kÔklouc Seifert. O arijmìc twn kÔklwn Seifert sumbolÐze-

tai me s(D). To di�gramma pou prokÔptei met� thn exom�lunsh to onom�zoume

eikìna Seifert tou D. Gia par�deigma, sto Sq ma 3.12 deÐqnontai oi kÔkloi

Seifert gia ton kìmbo �gure8.

Sq ma 3.12: Eikìna Seifert tou �gure8

Gia ènan krÐko L, o arijmìc Seifert s(L) orÐzetai wc to el�qisto s(D),

ìpou D diatrèqei ìla ta diagr�mmata tou L.

'Estw t¸ra mia kotsÐda b kai èstw b̂ to di�gramma tou kleisÐmatoc thc b.

To ekjetikì �jroisma (exponent sum) e(b) thc b orÐzetai wc e(b) = wr(b̂),

en¸ to n(b) sumbolÐzei ton arijmì twn klwst¸n thc b. Shmei¸noume ìti to

di�gramma b̂ èqei n(b) kÔklouc Seifert. Gia ènan krÐko L o deÐkthc kotsÐdac

(braid index) b(L) tou L orÐzetai wc to el�qisto n(b) ìpou to b diatrèqei ìlec

tic dunatèc anaparast�seic tou L apì kotsÐdec. Profan¸c, oi arijmoÐ s(L)

kai b(L) eÐnai analloÐwtec isotopÐac gia ton krÐko L.

H apìdeixh tou Yamada sunep�getai epiplèon pwc s(L) ≥ b(L), gia k�je

prosanatolismèno krÐko L. EÐnai profanèc pwc s(L) ≤ b(L) (efìson mia

kotsÐda me n klwstèc ja mac d¸sei n kÔklouc Seifert). 'Etsi paÐrnoume to

akìloujo je¸rhma, to opoÐo parajètoume qwrÐc apìdeixh.

Je¸rhma 6 (Yamada). Gia k�je prosanatolismèno krÐko L, s(L) = b(L).
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Ac proqwr soume t¸ra sthn apìdeixh tou Jewr matoc Alexander kat�

Yamada.

'Estw C kai C ′ prosanatolismènoi kÔkloi p�nw sthn S2. Lème ìti oi C kai

C ′ eÐnai sumbatoÐ, sumbolik� [C]=[C ′] (antÐstoiqa mh sumbatoÐ, sumbolik�

[C]=-[C ′]) an kai mìno an oi C kai C ′, wc sÔnora enìc prosanatolismènou

kuklikoÔ daktulÐou A, èqoun ton Ðdio prosanatolismì (antÐstoiqa antÐjeto

prosanatolismì).

'Estw C1, ...Cn xènoi metaxÔ touc prosanatolismènoi kÔkloi sth sfaÐra

S2. Ston k�je kÔklo antistoiqÐzetai ènac jetikìc akèraioc arijmìc pou sum-

bolÐzetai w(Ci) kai kaleÐtai b�roc tou Ci. 'Estw a1, ..., ar xèna metaxÔ touc

prosanatolismèna apl� tìxa sthn S2 tètoia ¸ste gia k�je ai na isqÔei ìti an

x ∈ (Ci ∩ aj) ∪ ∂aj, tìte mia perioq  tou x eÐnai diaforomorfik  me mÐa apì

tic peript¸seic tou parak�tw sq matoc:

Sq ma 3.13:

Tìte lème pwc to {C1, ..., Cn; a1, ..., ar} eÐnai èna sÔsthma weighted kÔklwn

Seifert. 'Ena par�deigma eikonÐzetai sto Sq ma 3.14.
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Sq ma 3.14:

'Estw S to sÔnolo ìlwn twn weighted kÔklwn Seifert kai èstw S =

{C1, ..., Cn; a1, ..., ar} èna stoiqeÐo tou S. Tìte apì to S mporoÔme na kataskeu-

�soume èna di�gramma kìmbou (sthn pragmatikìthta, �peira) me ton ex c

trìpo: Arqik� antikajistoÔme k�je Ci me mia aujaÐreth kleist  kotsÐda me

w(Ci) klwstèc. 'Epeita antikajistoÔme k�je ai me mia aujaÐreth kotsÐda me

[w(Ci1) + ...+w(Cim)] klwstèc, ¸ste ta �kra twn klwst¸n aut¸n na en¸no-

ntai me k�je klwst  apì tic Cik kotsÐdec, ìpou Ci1 , ..., Cim eÐnai oi kÔkloi

tou S pou tèmnontai me to aj. Gia par�deigma, sto Sq ma 3.15 eikonÐzetai

èna di�gramma pou kataskeu�same apì to sÔsthma tou Sq matoc 3.14. An

èna di�gramma kìmbou D prokÔptei apì èna sÔsthma S mèsw thc mejìdou pou

perigr�yame, ja lème ìti to D par�getai apì to S.
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Sq ma 3.15:

Wc D(S) orÐzetai to sÔnolo ìlwn twn diagramm�twn krÐkwn pou par�gontai

apì to S. Gia k�je akèraio t, wc D(S, t) = {D ∈ D(S) | wr(D) = t}. Wc
L(S, t) (antÐstoiqa L(S)) orÐzetai to sÔnolo ìlwn twn prosanatolismènwn

krÐkwn pou anaparist¸ntai apì èna di�gramma sto D(S, t) (antÐstoiqa D(S)).

EÔkola apodeiknÔetai pwc gia k�je prosanatolismèno di�gramma krÐkou

D, up�rqei èna sÔsthma S ∈ S tètoio ¸ste D ∈ D(S). Pr�gmati, dialègoume

sÔsthma S = {C1, ..., Cn; a1, ..., ar}, ìpou C1, ..., Cn eÐnai oi kÔkloi Seifert tou

D, ta tìxa a1, .., ar topojetoÔntai se k�je diastaÔrwsh tou diagr�mmatoc kai

w(Ci) = 1 gia k�je i. Profan¸c to sÔsthma S anakataskeu�zei to arqikì

di�gramma D.

'Estw t¸ra S = {C1, ..., Cn; a1, ..., ar} ∈ S. OrÐzoume to sunolikì b�roc

(total weight ) w(S) tou S wc w(S) = w(C1) + ...+ w(Cn)

Gia k�je jetikì akèraio p, èstw Sp = {S ∈ S | w(S) = p} kai èstw

Tp = {C; } ∈ Sp, èna sÔsthma me ènan monì kÔklo b�rouc p. Tìte, to

D(Tp) eÐnai to sÔnolo twn diagramm�twn twn kleist¸n kotsÐdwn me p klwstèc.



3.5 Apìdeixh 5 kat� Y amada [15] 47

KaloÔme to Tp tetrimmèno sÔsthma me sunolikì b�roc p.

3.5.2 Pr�xeic OmadopoÐhshc

Ja orÐsoume dÔo pr�xeic sto sÔnolo S pou kaloÔntai pr�xeic omadopoÐhshc

(bunching operations) tÔpou I kai tÔpou II wc ex c:

TÔpou I : 'Estw S = {C1, ..., Cn; a1, ..., ar} èna stoiqeÐo tou S. An up�rqoun

dÔo sumbatoÐ kÔkloi Ci kai Cj tètoia ¸ste Int(A)
⋂

({C1 ∪ ... ∪ Cn} = ∅)

ìpou A eÐnai o kuklikìc daktÔlioc me sÔnoro touc Ci kai Cj sthn S2, tìte

orÐzoume èna nèo sÔsthma S ′ wc akoloÔjwc: 'Estw C ènac aujaÐretoc kÔkloc

kai f : A → C mÐa suneq c apeikìnish tètoia ¸ste oi periorismoÐ f |Ci
kai

f |Cj
na eÐnai omoiomorfismoÐ. An A ∩ ak 6= ∅, tìte f(Ci ∩ ak) 6= f(Cj ∩ al).

'Etsi paÐrnoume to sÔsthma S ′ = S ∪C \ {Ci ∪Cj}. (Ousiastik� h f eÐnai mÐa

aktinwt  taÔtish ìlwn twn shmeÐwn tou A pou èqoun thn Ðdia eikìna). Lème

ìti to S ′ proèrqetai apì to S mèsw thc efarmog c thc pr�xhc omadopoÐhshc

tÔpou I sta Ci kai Cj. Blèpe Sq. 3.16.

Sq ma 3.16: Pr�xh omadopoÐhshc tÔpou I

TÔpou II : An up�rqoun dÔo mh sumbatoÐ kÔkloi Ci kai Cj tou S kai mÐ-

a lwrÐda b sthn S2 tètoia ¸ste b ∩ S = ∂b ∩ (Ci ∪ Cj) = di ∪ dj kai b ∩
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{a1 ∪ ... ∪ ar} = ∅, ìpou di kai dj eÐnai upotìxa twn Ci kai Cj antÐstoiqa, tìte

paÐrnoume to sÔsthma S ′ = {C1, ..., Či, ..., Čj, ..., Cn, C; a1, ..., ar}, ìpou Či kai
Čj shmaÐnei th diagraf  aut¸n twn kÔklwn, C = (Ci∪Cj ∪ ∂b)−Int(di∪dj),
kai ìpou o prosanatolismìc tou C kajorÐzetai apì autì twn Ci kai Cj kat�

fusikì trìpo. Tèloc, w(C) = w(Ci) +w(Cj). Lème ìti to S ′ proèrqetai apì

to S mèsw thc efarmog c thc pr�xhc omadopoÐhshc tÔpou II stouc Ci kai Cj.

Blèpe Sq. 3.17.

Sq ma 3.17: Pr�xh omadopoÐhshc tÔpou II

Shmei¸noume ìti oi pr�xeic omadopoÐhshc elatt¸noun ton arijmì twn kÔ-

klwn enìc sust matoc.

L mma 2. 'Estw S kai S ′ stoiqeÐa tou S. An to S ′ proèrqetai apì to S

mèsw thc efarmog c miac pr�xhc omadopoÐhshc tÔpou I   tÔpou II , tìte

w(S) = w(S ′) kai L(S, t) ⊂ L(S ′, t), gia k�je akèraio t.

Apìdeixh. Apì ton orismì twn pr�xewn omadopoÐhshc eÐnai profanèc

ìti w(S) = w(S ′). Gia thn pr�xh tÔpou I , eÔkola apodeiknÔetai ìti D(S, t) ⊂
D(S ′, t). Pr�gmati, se perioqèc ìpou to S ′ perièqei opoiad pote kotsÐda

me wi + wj klwstèc, stic antÐstoiqec perioqèc to S perièqei kotsÐdec me wi

klwstèc dÐpla se kotsÐdec me wj klwstèc. Sunep¸c, L(S, t) ⊂ L(S ′, t). Gia

thn pr�xh tÔpou II, èstw Ci kai Cj oi kÔkloi tou S stouc opoÐouc efarmìzetai

h pr�xh tÔpou II. 'Estw b, di, dj orismèna ìpwc parap�nw kai èstw Nk mia
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kanonik  perioq  tou Ck. Gia Nk ∩ {C1 ∪ ... ∪ Cn} = Ck k = i, j, èstw C+
i to

tm ma tou ∂Ni pou tèmnei to b. 'Estw b1 mÐa lept  lwrÐda pou en¸nei to Ci

me to C−j kai mÐa piì paqi� lwrÐda b2 pou en¸nei ta C+
i kai Cj ìpwc faÐnetai

sto Sq ma 3.18.

Sq ma 3.18:

Tèloc, èstw:

C ′i = {Ci ∪ C−j ∪ ∂b1} − Int{(Ci ∪ C−j ) ∩ ∂b1},

C ′j = {Cj ∪ C+
i ∪ ∂b2} − Int{(Cj ∪ C+

i ) ∩ ∂b2},

d′i = Ci ∩ b1, d′j = Cj ∩ b2, ei = C ′i − Ci kai ej = C ′j − Cj.

Tìte, paÐrnoume to sÔsthma S ′′ = {C1, ..., Či, ..., Čj, ..., Cn, C
′
i, C

′
j; a1, ..., ar},

ìpou oi prosanatolismoÐ twn C ′i kai C
′
j kajorÐzontai apì autoÔc twn Ci kai

Cj me fusikì trìpo kai w(C ′i) = w(Ci),w(C ′j) = w(Cj). Blèpe Sq. 3.19.
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Sq ma 3.19:

Gia k�je stoiqeÐo D tou D(S, t) mèsw miac kanonik c isotopÐac mporoÔme

na p�roume èna stoiqeÐo D′ tou D(S ′′, t) wc ex c:

JewroÔme ìti ta d′i kai d′j antikajist¸ntai apì tetrimmènec kotsÐdec ìtan

par�goume to D apì to S. 'Estw τi kai τj autèc oi tetrimmènec kotsÐdec.

Blèpe Sq. 3.20.

Sq ma 3.20:

Sth sunèqeia tent¸noume to τj sto τ ′j kai to topojetoÔme epÐ tou ej kai

antÐstoiqa tent¸noume to τi sto τ ′i kai to topojetoÔme epÐ tou ei. Blèpe
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Sq ma 3.21. Jètoume t¸ra e wc to ei (ej antÐstoiqa).

Sq ma 3.21:

An èna tìxo a tou S tm sei to e, tìte h kotsÐda β pou topojeteÐtai sto

a all�zei mèsw thc akìloujhc apeikìnishc ϕ:

ϕ : Bp+q → Bp+q+r,


σk 7→ σk an 1 ≤ k ≤ p− 1

σp 7→ ρ−1σpρ ìpou ρ =
∏p+r

l=p+1 σl

σk 7→ σk+r an p+ 1 ≤ k ≤ p+ q − 1)

(Sq ma 3.22), ìpou σi eÐnai oi genn torec thc om�dac twn kotsÐdwn,

p =
∑

C∩a′ 6=∅
C∈S

w(C), q =
∑

C∩a′′ 6=∅
C∈S

w(C),

ìpou a′ (antÐstoiqa a′′) oi sunist¸sec tou a−e pou perièqoun ta shmeÐa arq c
(antÐstoiqa tèlouc) tou prosanatolismènou tìxou a kai r = n(τ).
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Sq ma 3.22: σp 7→ ρ−1σpρ

To S ′ prokÔptei apì to S ′′ mèsw thc pr�xhc tÔpou I, �ra D′ ∈ D(S ′, t).

ParathroÔme, tèloc, ìti h ϕ krat�ei stajerì to ekjetikì �jroisma twn

kotsÐdwn. Sunep¸c wr(D) = wr(D′). Ed¸ telei¸nei h apìdeixh tou l m-

matoc.

�

To epìmeno l mma lèei ìti opoiod pote prosanatolismèno di�gramma mporeÐ

na isotophjeÐ se kleist  kotsÐda me pr�xeic omadopoi shc.

L mma 3. 'Estw S èna mh tetrimmèno sÔsthma. Tìte up�rqei èna zeÔgoc

kÔklwn tou S sto opoÐo h pr�xh omadopoi shc tÔpou I   tÔpou II mporeÐ na

efarmosteÐ.

Apìdeixh. 'Estw S = {C1, ..., Cn; a1, ..., ar}. Kìboume th sfaÐra S2 kat�

m koc twn C1, ..., Cn tìte up�rqei tm ma P to opoÐo den eÐnai dÐskoc epeid 

to S eÐnai mh tetrimmèno. Sthn perÐptwsh ìpou to P eÐnai kuklikìc daktÔlioc

(Ci ∪ Cj = ∂P ), an oi Ci, Cj eÐnai sumbatoÐ, tìte ja mporeÐ na efarmosteÐ h

pr�xh tÔpou I. An eÐnai mh sumbatoÐ, ja mporeÐ na efarmosteÐ h pr�xh tÔpou

II.

Sthn perÐptwsh ìpou to P den eÐnai kuklikìc daktÔlioc, kìboume to P

kat� m koc twn a1, ..., ar. MporoÔme na jewr soume ìti k�je tm ma eÐnai
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dÐskoc, epeid  an den eÐnai, mporoÔme na prosjèsoume prosanatolismèna tìxa

sto S kai na to kìyoume se dÐskouc. Tìte up�rqei èna komm�ti Q tètoio ¸ste

to pl joc twn tìxwn tou ∂Q∩(C1∪ ... ∪ Cn) na eÐnai = 4 epeid  to P den eÐnai

oÔte kuklikìc daktÔlioc oÔte dÐskoc. To pl joc twn tìxwn tou ∂Q ∩ (C1 ∪
... ∪ Cn) eÐnai p�nta �rtio ki autì giatÐ se mia perioq  Qi o arijmìc twn aj sto

∂Qi eÐnai �rtioc kai k�je dÔo geitonik� ak, al èqoun antÐjeto prosanatolismì,

diaforetik� ja up rqe aj pou ja sunèdee mh sumbatoÔc kÔklouc, �topo. 'Ara

kai ta sumplhrwmatik� komm�tia tou ∂Qi ja eÐnai �rtiou pl jouc.

'Estw ∂Q∩(C1∪ ... ∪ Cn) = E1∪ ... ∪ Em, ìpou ta tìxa E1, ..., Em brÐsko-

ntai sto ∂Q me aut  th seir�, m = 4 kai m �rtioc. 'Estw Ej ⊂ Ci. Tìte oi

Cij kai Cij+1
eÐnai sumbatoÐ (1 ≤ j ≤ m− 1), sunep¸c oi Cij kai Cij+2

eÐnai

mh sumbatoÐ (1 ≤ j ≤ m− 2). Isqurizìmaste ìti Ci1 6= Ci3   Ci2 6= Ci4 . Ac

upojèsoume pwc Ci1 = Ci3 kai Ci2 = Ci4 kai èstw Dj o dÐskoc me sÔnoro

ton Cj pou den perièqei to Q (j = 1, 2). Tìte to Q ∪ D1 ∪D2 perièqei mÐa

epif�neia gènouc èna (dhlad  tìro). 'Atopo, efìson eÐmaste sthn epif�neia

thc sfaÐrac.

Sunep¸c h pr�xh tÔpou II mporeÐ na efarmosteÐ se èna apì ta zeÔgh

(Ci1 , Ci3) kai (Ci2 , Ci4).

Ed¸ oloklhr¸netai h apìdeixh tou l mmatoc 3 kai kat� sunèpeia h apìdeixh

tou Jewr matoc 1.

�

3.6 Apìdeixh 6 kat� V ogel [13]

H apìdeixh tou Vogel eÐnai sthn Ðdia logik  me thn apìdeixh tou Yamada. Se

sqèsh me thn kataskeu  tou Yamada, h diadikasÐa pou akoloujeÐ o Vogel eÐnai

pio oikonomik  kai eÔqrhsth, kaj¸c qrhsimopoieÐ mìno mÐa stoiqei¸dh pr�xh

h opoÐa diathreÐ stajerì ton arijmì twn kÔklwn Seifert kai prosjètei mìno
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dÔo diastaur¸seic sta diagr�mmata (mèsw miac kÐnhshc Reidemeister tÔpou

II) kai mporeÐ eÔkola na programmatisteÐ se upologist .

3.6.1 Perigraf  thc stoiqei¸douc pr�xhc

'Estw L prosanatolismènoc krÐkoc sto R3 kai D èna di�gramma tou L. Jew-

r¸ntac toD san èna gr�fhma sto epÐpedo, oi diastaur¸seic (tou L) ja eÐnai oi

korufèc tou D kai ta tìxa (tou L) an�mesa stic diastaur¸seic, oi pleurèc tou

D. 'Estw f mÐa èdra touD, dhlad  mia sunist¸sa tou topologikoÔ sumplhr¸-

matoc tou D sto epÐpedo kai èstw α, β dÔo pleurèc tou D pou perièqontai

sto ∂f . Upojètoume ìti to (f, α, β) ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec:

(i) ta α kai β perièqontai se diaforetikoÔc kÔklouc Seifert.

(ii) ta α kai β èqoun ton Ðdio prosanatolismì wc proc opoiod pote prosana-

tolismì tou ∂f .

Mia tètoia tri�da (f, α, β) kaleÐtai apodekt  (admissible) kai èqei thn

akìloujh morf .

Se mia tètoia tri�da mporeÐ na efarmosteÐ h stoiqei¸dhc pr�xh T (f, α, β),

h opoÐa metasqhmatÐzei to D mèsw miac kÐnhshc Reidemeister II, ìpwc faÐnetai

sto akìloujo sq ma.

Je¸rhma 7. Up�rqei apeikìnish χ apì to sÔnolo twn kl�sewn isotopÐac

twn diagramm�twn krÐkwn sto N me tic akìloujec idiìthtec:

(i) An D di�gramma prosanatolismènou krÐkou me n kÔklouc Seifert, tìte:
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2n+ 1 ≤ χ(D) ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2

Epilèon, an to D eÐnai sunektikì, tìte to χ(D) den eÐnai mikrìtero tou 3n.

(ii) An D′ eÐnai to apotèlesma thc efarmog c thc pr�xhc T sto di�gramma

tou D, tìte:

χ(D) < χ(D′)

(iii) An to D eÐnai sunektikì di�gramma me n kÔklouc Seifert ètsi ¸ste:

χ(D) <
(n+ 1)(n+ 2)

2

tìte mÐa stoiqei¸dhc pr�xh T mporei na efarmosteÐ sto D.

(iv) An D eÐnai èna sunektikì di�gramma me n kÔklouc Seifert, tìte to D

eÐnai isotopikì sth sfaÐra me to kleÐsimo miac kotsÐdac an kai mìnon an:

χ(D) =
(n+ 1)(n+ 2)

2

Parat rhsh 1. 'Estw D sunektikì di�gramma enìc krÐkou L. B�sei tou

parap�nw jewr matoc, gia na metasqhmatÐsoume to D prokeimènou na p�roume

mia kleist  kotsÐda, arkeÐ na efarmìzoume mia stoiqei¸dh pr�xh T (f, α, β)

k�je for� pou brÐskoume mia apodekt  tri�da (f, α, β). 'Otan aut  h diadikasÐa

stamat sei, to apotèlesma ja eÐnai mia kleist  kotsÐda. An to D èqei n

kÔklouc Seifert kai p diastaur¸seic, o arijmìc twn stoiqeiwd¸n pr�xewn pou

prèpei na k�noume eÐnai to polÔ:

(n+ 1)(n+ 2)

2
− 3n =

(n− 1)(n− 2)

2

kai ja èqoume san apotèlesma mia lèxh pou an kei sthn om�da Bn, m kouc to

polÔ p+ (n− 1)(n− 2). An to χ(D) eÐnai megalÔtero apì 3n, o arijmìc twn

stoiqeiwd¸n pr�xewn pou ja qreiastoÔn eÐnai mikrìteroc.
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3.6.2 Kataskeu  thc apeikìnishc q

'Estw D to di�gramma enìc krÐkou L. Oi prosanatolismènoi kÔkloi Seifert

tou D qwrÐzoun to epÐpedo se pollèc sunist¸sec tic opoÐec apokaloÔme è-

drec thc eikìnac Seifert tou S. K�je prosanatolismènoc kÔkloc Seifert C

eÐnai sÔnoro dÔo edr¸n, miac èdrac f0 sta arister� tou (wc proc ton prosana-

tolismì tou) kai miac èdrac f1 sta dexi� tou. B�sei aut¸n kataskeu�zoume

èna prosanatolismèno gr�fhma Γ wc ex c: K�je koruf  tou Γ antistoiqeÐ

se mia èdra tou S kai k�je kÔkloc Seifert C anaparist� mÐa pleur� apì thn

koruf  pou antistoiqeÐ sto f0 proc thn koruf  pou antistoiqeÐ sto f1. 'Etsi,

to gr�fhma Γ eÐnai èna dèndro.

Sq ma 3.23:

'Ena prosanatolismèno dèndro isomorfikì me mÐa upodiaÐresh enìc prosana-

tolismènou diast matoc ja kaleÐtai alusÐda. MÐa alusÐda èqei k pleurèc

(k ≥ 0) kai k + 1 korufèc. OrÐzoume wc χ(Γ) ton arijmì twn alusÐdwn

pou perièqontai sto Γ kai jètoume χ(D) = χ(Γ).

3.6.3 Idiìthtec thc apeikìnishc q

An èna di�gramma D èqei n kÔklouc Seifert, h eikìna Seifert S ja èqei n

kÔklouc kai to dèndro Γ n pleurèc kai n + 1 korufèc. Sunep¸c to Γ ja

perièqei 2n + 1 alusÐdec m kouc mikrìterou tou 2 (ìpou to m koc alusÐdac
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orÐzetai wc o arijmìc twn pleur¸n thc) kai èqoume :

2n+ 1 ≤ χ(D)

T¸ra jewroÔme to D sunektikì. Tìte to sÔnoro k�je èdrac tou D eÐnai

sunektikì. 'Estw F mia èdra thc eikìnac S pou den eÐnai dÐskoc. To sÔnoro

tou F eÐnai mh sunektikì kai to F den eÐnai èdra tou D. Sunep¸c to F ja eÐnai

to sunektikì �jroisma toul�qiston dÔo edr¸n tou D kai k�pou sto di�gramma

ja up�rqei h akìloujh eikìna:

Sq ma 3.24:

'Ara ja up�rqoun dÔo kÔkloi me antÐjeto prosanatolismì sto sÔnoro tou

F . Epiplèon, h eikìna S èqei aut  thn idiìthta gia k�je èdra me mh-sunektikì

sÔnoro. Autì shmaÐnei pwc to Γ ikanopoieÐ thn idiìthta:

(P ) - K�je koruf  tou Γ pou den eÐnai apomonwmènh ja perièqetai sto eswterikì

miac alusÐdac.

L mma 4. An èna dèndro Γ me n pleurèc (n ≥ 1) ikanopoieÐ thn idiìthta

(P ), tìte isqÔei ìti:

χ(Γ) ≥ 3n

Apìdeixh. (Me epagwg  sto n). H anisìthta eÐnai profan c gia n = 1,

diìti tìte χ(Γ) = 3. 'Estw n ≥ 2 kai Γ1 to dèndro pou paÐrnoume apì to Γ

an afairèsoume apì autì tic eleÔjerec pleurèc tou kai tic memonwmènec tou

korufèc. Upojètoume ìti to Γ1 den eÐnai shmeÐo. Tìte ja èqei mÐa eleÔjerh

pleur� σ me korufèc a, b kai èstw a h memonwmènh koruf . Upojètoume

pwc h s èqei prosanatolismì apì to a proc to b (eid�lwc antistrèfoume ton
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prosanatolismì tou Γ). Se aut  thn kat�stash to Γ èqei p pleurèc me telik 

koruf  to a (p ≥ 0) kai q + 1 pleurèc me arqik  koruf  to a (q ≥ 0).

Dedomènou ìti to Γ ikanopoieÐ thn idiìthta (P ) èqoume:

q 6= 0⇒ p 6= 0

'Estw, t¸ra, Γ′ to dèndro pou paÐrnoume apì to Γ afair¸ntac tou tic

eleÔjerec pleurèc pou perièqoun to a. Diapist¸netai eÔkola ìti to Γ′ èqei

n−p−q pleurèc kai ikanopoieÐ thn idiìthta (P ). Epiplèon, to Γ èqei akrib¸c

p + q korufèc kai p + q pleurèc pou den perilamb�nontai sto Γ′ kai p(q + 1)

alusÐdec m kouc 2 pou dièrqontai apì to a. Epomènwc èqoume

χ(Γ) ≥ χ(Γ′) + 2(p+ q) + p(q + 1) ≥ 3(n− p− q) + 3p+ 2q + pq ⇒

⇒ χ(Γ) ≥ 3n+ (p− 1)q ≥ 3n

Shmei¸noume ìti h anisìthta χ(Γ′) ≥ 3(n − p − q) prokÔptei apì thn

upìjesh epagwg c.

An to gr�fhma Γ1 apoteleÐtai apì mÐa koruf  a, to Γ èqei p pleurèc me

telik  koruf  to a kai q pleurèc me arqik  koruf  to a. Epeid  to Γ ikanopoieÐ

thn idiìthta (P ), ta p kai q eÐnai jetik�. 'Etsi èqoume:

χ(Γ) = p+ q + 1︸ ︷︷ ︸
korufèc

+ p+ q + pq︸ ︷︷ ︸
pleurèc

= 3n+ (p− 1)(q − 1) ≥ 3n

�

3.6.4 H apeikìnish q kai h pr�xh T

L mma 5. 'Estw (f, α, β) mia apodekt  tri�da enìc diagr�mmatoc D, èstw

Γ to proerqìmeno dèndro apì to D kai σ, τ oi pleurèc tou Γ pou antistoiqoÔn

stouc kÔklouc Seifert pou perièqoun ta α, β antÐstoiqa. 'Estw u h koruf  tou



3.6 Apìdeixh 6 kat� V ogel [13] 59

Γ pou antistoiqeÐ sthn èdra thc eikìnac Seifert S pou perièqei to f . OrÐzoume

D′ to di�gramma pou paÐrnoume apì to D mèsw thc pr�xhc T (f, α, β) kai Γ′

to dèndro pou antistoiqeÐ sto D′.

Tìte oi σ kai τ èqoun kai oi dÔo to u san arqik    san telik  koruf 

kai to Γ′ to paÐrnoume apì to Γ tautÐzontac tic σ kai τ kai prosjètontac mia

kainoÔria eleÔjerh pleur� θ tètoia ¸ste:

- An σ kai τ èqoun to u san arqik  koruf  sto Γ, h arqik  koruf  tou θ

na eÐnai h telik  twn σ,τ .

- An σ kai τ èqoun to u san telik  koruf  sto Γ, h telik  koruf  tou θ

na eÐnai h arqik  twn σ,τ .

Parat rhsh 2. Aut  h stoiqei¸dhc pr�xh sto Γ exart�tai mìno apì tic σ

kai τ kai mporeÐ na oristeÐ se k�je dèndro. H mìno proôpìjesh gia tic σ kai

τ eÐnai h akìloujh:

σ ∩ τ 6= ∅ kai σ ∪ τ den eÐnai alusÐda.

Mia tètoia pr�xh mporeÐ na oristeÐ wc T (σ, τ).

Apìdeixh. 'Estw (f, α, β) mÐa apodekt  tri�da tou D. Antistrèfontac ton

prosanatolismì tou D kai tou Γ, an eÐnai anagkaÐo, mporoÔme na upojèsoume

ìti oi prosanatolismoÐ twn α kai β eÐnai sumbatoÐ me ton prosanatolismì tou

∂f . 'Etsi, o metasqhmatismìc T (f, α, β) èqei wc ex c:

Sq ma 3.25:

O metasqhmatismìc T (f, α, β) tropopoieÐ thn eikìna Seifert S me ton ex c

trìpo:
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Sq ma 3.26:

Efìson ta α kai β den brÐskontai stouc Ðdiouc kÔklouc Seifert A kai B,

h nèa eikìna Seifert S ′ èqei ton Ðdio arijmì sunistws¸n. Epiplèon oi kÔkloi

A kai B kai oi èdrec 2 kai 3 gÐnontai o Ðdioc kÔkloc kai h Ðdia èdra. Wstìso,

dhmiourgeÐtai ènac kainoÔrioc kÔkloc C kai mia kainoÔria èdra 4. O antÐstoiqoc

metasqhmatismìc gia to dèndro Γ eÐnai ìpwc faÐnetai sto akìloujo sq ma.

Sq ma 3.27: H pr�xh T (f, α, β) sta dèndra

Sto Sq ma 3.27 ta X, Y kai Z eÐnai upodèntra tou Γ kai oi u ,x, y kai

z eÐnai korufèc pou antistoiqoÔn stic èdrec 1, 2, 3 kai 4. To dèndro Γ eÐnai

h ènwsh twn X, Y , Z, σ kai τ kai to dèndro Γ′ eÐnai h ènwsh twn X, Y ,

Z, σ = τ kai θ. 'Etsi, èqoume kataskeu�sei ton isodÔnamo metasqhmatismì

T (σ, τ) sto Γ.

�

L mma 6. An èna dèndro Γ′ proèrqetai apì èna dèndro Γ mèsw tou metasqh-

matismoÔ T (σ, τ), tìte χ(Γ′) > χ(Γ).
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Apìdeixh. QrhsimopoioÔme touc prohgoÔmenouc sumbolismoÔc, ìpou to u

eÐnai koin  koruf  twn σ kai τ kai oi x kai y eÐnai oi �llec korufèc twn σ

kai τ (sto Γ). H epiplèon pleur� sto Γ′ eÐnai h θ me z thn apomonwmènh

thc koruf . Oi eikìnec twn x kai σ mèsw thc apeikìnishc ϕ : Γ → Γ′ ja

sumbolÐzontai x′ kai σ′ antÐstoiqa. 'Estw C kai C ′ ta sÔnola twn alusÐdwn

pou perièqontai sta Γ kai Γ′. Wc sun jwc, mporoÔme na upojèsoume ìti to u

eÐnai h arqik  koruf  twn σ kai τ . 'Eqoume loipìn mia apeikìnish ψ apì to C

sto C ′ pou orÐzetai wc ex c:

ψ(U) =

 ϕ(U) ∪ θ an y h telik  koruf  tou U

ϕ(U) diaforetik�.

EÐnai eÔkolo na doÔme pwc h ψ eÐnai èna-proς-èna kai pwc to {z} den an kei
sthn eikìna tou ψ. Gi′autì, to χ(Γ′) eÐnai megalÔtero tou χ(Γ).

�

Parat rhsh 3. An upojèsoume pwc ta dèntra Y kai Z den èqoun pleurèc

me telik  koruf  x   y, tìte χ(Γ′) = χ(Γ) + 1. Sugkekrimèna, autì sumbaÐnei

an to Γ ikanopoieÐ thn idiìthta:

(R1)-K�je upodèndro tou Γ me mìno dÔo apomonwmènec korufèc eÐnai ènwsh

mÐac   dÔo alusÐdwn.

Epiplèon, an to Γ ikanopoieÐ thn (R1), tìte thn ikanopoieÐ kai to Γ′.

Pìrisma 1. An Γ dèndro me n pleurèc tìte:

χ(Γ) ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2

H isìthta isqÔei an kai mìno an to Γ eÐnai alusÐda.

Apìdeixh. An to Γ den eÐnai alusÐda tìte ja mporeÐ na efarmosteÐ se autì

mÐa stoiqei¸dhc pr�xh T (σ, τ). 'Etsi paÐrnoume mia akoloujÐa Γp apì dèndra,

tètoia ¸ste Γ0 = Γ kai k�je Γp+1 prokÔptei apì to Γp mèsw miac stoiqei¸douc
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pr�xhc T . Aut  h diadikasÐa stamat� sto p-stì epÐpedo an to Γp eÐnai alusÐda.

'Ara:

χ(Γ) < χ(Γp) =
(n+ 1)(n+ 2)

2

me isìthta an to Γ eÐnai alusÐda.

3.6.5 Apìdeixh tou (iii) tou Jewr matoc 7.

'Estw D to di�gramma enìc krÐkou L. To di�gramma jewreÐtai sunektikì me

n kÔklouc Seifert. An χ(D) < (n+1)(n+2)
2

, tìte to antÐstoiqo dèndro Γ den

eÐnai alusÐda kai èqei dÔo pleurèc σ kai τ me mÐa arqik    telik  koruf  u.

IsodÔnama, h eikìna Seifert S èqei mia èdra F kai dÔo kÔklouc Seifert sto ∂F

me prosanatolismoÔc pou sumfwnoÔn me ton epag¸meno prosanatolismì tou

sunìrou ∂F .

'Estw C ènac kÔkloc Seifert sto ∂F . Autìc o kÔkloc ja lègetai jetikìc

(  arnhtikìc) an o prosanatolismìc tou eÐnai sumbatìc (  mh sumbatìc) me ton

prosanatolismì tou ∂F . OrÐzoume p (antÐstoiqa q) ton arijmì twn jetik¸n

(antÐstoiqa arnhtik¸n) kÔklwn Seifert sto ∂F . Apì upìjesh, eÐte to p  

to q ja eÐnai megalÔtero tou 1. All�zontac ton prosanatolismì tou D, an

qreiasteÐ, mporoÔme na upojèsoume pwc p > 1 .

'Estw x mia diastaÔrwsh tou D. OrÐzoume wc γx èna eujÔgrammo tm ma

kont� sth diastaÔrwsh, pou en¸nei touc dÔo kÔklouc Seifert, ìpwc faÐnetai

sto akìloujo sq ma:

Sq ma 3.28:
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Aut� ta eujÔgramma tm mata eÐnai ìla xèna metaxÔ touc kai kajèna en¸nei

se mia èdra tou S dÔo kÔklouc Seifert me antÐjetouc prosanatolismoÔc. 'Estw

K to sÔnolo twn eujÔgrammwn tmhm�twn γx pou perièqei mia èdra F . E�n

kìyoume to F kat� m koc aut¸n twn tmhm�twn paÐrnoume ènan upìqwro F̂

tou F me pollèc sunist¸sec, pou k�je mÐa antistoiqeÐ se mÐa èdra tou D.

Upojètoume pwc gia k�je tètoia èdra f den up�rqei apodekt  tri�da

(f, α, β). Autì shmaÐnei pwc k�je sunist¸sa f tou F̂ sunant� akrib¸c èna

jetikì kai ènan arnhtikì kÔklo Seifert sto ∂F . 'Estw f+ o jetikìc kÔkloc

Seifert pou sunant� h f . An dÔo sunist¸sec f kai f ′ tèmnontai, oi antÐstoiqoi

kÔkloi Seifert f+ kai f ′+ eÐnai o Ðdioc kÔkloc. Gi'autì h apeikìnish f 7→ f+

eÐnai topik� stajer , sunep¸c stajer . Autì shmaÐnei pwc to ∂F èqei mìno

èna jetikì kÔklo Seifert, gegonìc pou èrqetai se antÐjesh me thn upìjesh

pwc p > 1.

Gi'autì, mÐa apodekt  tri�da up�rqei kai mia stoiqei¸dhc pr�xh T mporeÐ

na efarmosteÐ sto D.

3.6.6 Apìdeixh tou (iv) tou Jewr matoc 7.

An χ(D) = (n+1)(n+2)
2

to dèndro Γ eÐnai alusÐda kai h eikìna Seifert S eÐnai, wc

proc mia isotopÐa sth sfaÐra, h ènwsh n kÔklwn me Ðdio prosanatolismì kai

koinì kèntro. Me mÐa deÔterh isotopÐa mporoÔme epÐshc na upojèsoume pwc

k�je tm ma γx perièqetai se mia aktÐna. T¸ra, k�je pleur� tou diagr�mmatoc

D eÐnai k�jeth se k�je aktÐna kai to D eÐnai to kleÐsimo miac kotsÐdac.

Ed¸ oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc 7. �

Parat rhsh 4. O arijmìc twn stoiqeiwd¸n pr�xewn T pou qrei�zontai

gia na metatrapeÐ to di�gramma tou D se kleist  kotsÐda exart�tai apì thn

akoloujÐa twn apodekt¸n tri�dwn. To Ðdio isqÔei kai gia èna dèndro. 'Ena
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�llo prìblhma eÐnai to gegonìc pwc den mporeÐ k�je stoiqei¸dhc pr�xh sto

dèndro Γ na anaqjeÐ se mia stoiqei¸dh pr�xh sto di�gramma D. To mìno

apotèlesma pou mporoÔme na epalhjeÔsoume eÐnai pwc gia k�je stoiqei¸dh

pr�xh T (σ, τ) sto Γ up�rqei mia stoiqei¸dhc pr�xh T (σ′, τ ′) pou antistoiqeÐ

sthn Ðdia koruf  tou Γ kai me ton Ðdio prosanatolismì twn pleur¸n tou Γ

ìpwc sthn T (σ, τ), h opoÐa an�getai se mÐa stoiqei¸dh pr�xh T (f, α, β) sto

D.

MÐa ediafèrousa perÐptwsh eÐnai h akìloujh: Upojètoume pwc to antÐ-

stoiqo dèndro Γ enìc diagr�mmatoc krÐkou D ikanopoieÐ thn idiìthta (R1).

Tìte k�je metasqhmatismìc T par�gei èna nèo di�gramma me tic akìloujec

idiìthtec:

- To antÐstoiqo dèndro Γ′ tou D′ ikanopoieÐ thn idiìthta (R1)

- χ(D′) = χ(D) + 1

Epomènwc, an to D èqei n kÔklouc Seifert, o arijmìc twn metasqhmatism¸n

pou qrei�zetai prokeimènou na gÐnei kleist  kotsÐda eÐnai akrib¸c (n+1)(n+2)
2

−
χ(D). 'Ena par�deigma enìc tètoiou diagr�mmatoc eÐnai to akìloujo.

Sq ma 3.29:

O arijmìc twn diastaur¸sewn eÐnai n = 2p kai o arijmìc twn kÔklwn Seifert

eÐnai 2p. H eikìna Seifert eÐnai h ex c:

Sq ma 3.30:
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me p jetikoÔc kai p arnhtikoÔc kÔklouc. To gr�fhma Γ eÐnai to parak�tw:

Sq ma 3.31:

O arijmìc χ(Γ) eÐnai akrib¸c 1 + 4p + p2. Tìte, met� apì akrib¸c p2 − p

stoiqei¸deic metasqhmatismoÔc, paÐrnoume mia kleist  kotsÐda me 2p2 = n2/2

diastaur¸seic.
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Kef�laio 4

To Je¸rhma Markov

Sto prohgoÔmeno kef�laio eÐdame p¸c na metatrèpoume ènan prosanatoli-

smèno kìmbo se kotsÐda (me isotopikì kleÐsimo). To er¸thma t¸ra eÐnai:

An dÔo kìmboi eÐnai isotopikoÐ, p¸c sqetÐzontai metaxÔ touc dÔo antÐstoiqec

kotsÐdec touc; H ap�nthsh dìjhke apì ton Markov to 1936 me mia sqèsh

isodunamÐac an�mesa se kotsÐdec, pou qrhsimopoioÔse arqik� treic algebrikèc

kin seic, oi opoÐec sth sunèqeia periorÐsthkan se dÔo apì ton Weinberg.

Je¸rhma 2.(Markov,Weinberg, 1936) DÔo prosanatolismènoi kìmboi ( 

krÐkoi) eÐnai isotopikoÐ an kai mìno an opoiesd pote dÔo antÐstoiqec kotsÐdec

touc eÐnai isodÔnamec mèsw sqèsewn stic om�dec Bn kai mèsw twn kin sewn

(i) SuzugÐa se k�je Bn : α ∼ σ−1
i ασi

(ii) KÐnhsh Markov : Bn 3 α ∼ ασ±1
n ∈ Bn+1

To Je¸rhma Markov epitrèpei thn kataskeu  analloÐwtwn isotopÐac kìm-

bwn, qrhsimopoi¸ntac tic om�dec twn kotsÐdwn kai algebrik� ergaleÐa.

67
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4.1 Apìdeixh kat� Λαµπρoπoύλoυ−Rourke[7]

Sto parìn kef�laio jewroÔme gia ta diagr�mmata tic paradoqèc thc apìdeixhc

Alexander kat� LampropoÔlou, dhlad  ìti eÐnai upodiairemèna se upotìxa over

  under.

Orismìc 15. (H kÐnhsh L). 'Estw èna D di�gramma kìmbou   kotsÐdac

kai èstw P èna shmeÐo tou D tètoio ¸ste na mhn brÐsketai eujugrammismèno

katakìrufa me k�poia diastaÔrwsh   me ta �kra k�poiac klwst c tou D   me

k�poia �llh koruf  to D. Tìte mporoÔme na k�noume thn akìloujh pr�xh:

Kìboume to di�gramma sto P , k�mptoume me kin seic isotopÐac ta dÔo nèa

�kra pou prokÔptoun kai ta tent¸noume se dÔo antÐstoiqec klwstèc tou D

(sthn katakìrufo tou P ), ètsi ¸ste oi kainoÔriec klwstèc na eÐnai prosana-

tolismènec proc ta k�tw kai na pern�ne kai oi dÔo p�nw apì to upìloipo

di�gramma   kai oi dÔo k�tw (blèpe Sq mata 4.1 kai 3.5). 'Etsi up�rqoun dÔo

tÔpoi kÐnhshc L, h p�nw (over), Lo, kai h k�tw (under), Lu. Gia afhrhmèna

paradeÐgmata blèpe Sq ma 4.1.

Sq ma 4.1: L-moves

Profan¸c an en¸soume tic antÐstoiqec klwstèc miac kÐnhshc L me èna aplì

tìxo, to di�gramma pou prokÔptei eÐnai isotopikì me to arqikì di�gramma D

(kìmbou   kotsÐdac).
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4.1.1 To Je¸rhma Markov mÐac kÐnhshc

Gia thn apìdeixh tou Jewr matoc Markov ja apodeiqjeÐ to parak�tw isodÔ-

namo.

Je¸rhma 8 (Je¸rhmaMarkov mÐac kÐnhshc [7]). DÔo kìmboi eÐnai isotopikoÐ

an kai mìno an dÔo opoiesd pote kotsÐdec touc diafèroun kat� kin seic L.

Me to l mma pou akoloujeÐ apodeiknÔetai h isodunamÐa twn Jewrhm�twn

2 kai 8.

L mma 7. H isodunamÐa sto
⋃n
i=1 Bn pou ep�getai apì to Je¸rhma Markov

eÐnai h Ðdia me aut  pou ep�getai apì to Je¸rhma Markov mÐac kÐnhshc.

Apìdeixh. Kat` arq�c parathroÔme ìti me mÐa polÔ mikr  isotopÐa kotsÐdwn,

mia kÐnhsh L se mia kotsÐda mporeÐ na p�rei thn akìloujh morf , thn opoÐa

ja qrhsimopoioÔme eleÔjera san kÐnhsh L, kat� thn opoÐa eis�getai topik�

mia nèa diastaÔrwsh sthn telik  kotsÐda, blèpe Sq ma 4.2.

Sq ma 4.2:

Gia thn mÐa kateÔjunsh thc apìdeixhc, mÐa kÐnhsh L mporeÐ na paraqjeÐ

apì suzugÐa kotsÐdwn kai mÐa kÐnhsh Markov, ìpwc faÐnetai sto parak�tw

sq ma.
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Sq ma 4.3:

Pr�gmati me apaloif  twn p�nw kai k�tw apì thn kotsÐda diastaur¸sewn

(logw suzugÐac) paÐrnoume thn ex c isodÔnamh kotsÐda:

Sq ma 4.4:

All� apì (i) èqoume: α1α2 ∼ α2α1, diìti α1α2 ∼ α2(α1α2)α
−1
2
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Sq ma 4.5:

Shmei¸noume ìti h teleutaÐa eikìna tou Sq matoc 4.3 mac dÐnei thn parak�tw

algebrik  èkfrash gia tic kin seic Lo kai Lu antÐstoiqa.

α = α1α2
Lo∼ σ−1

i · · ·σ−1
n α̃1σ

−1
i−1 · · ·σ−1

n−1σ
±1
n σn−1 · · · σiα̃2σn · · · σi,

α = α1α2
Lu∼ σi · · · σnα̃1σi−1 · · ·σn−1σ

±1
n σ−1

n−1 · · ·σ−1
i α̃2σ

−1
n · · ·σ−1

i ,

ìpou α1, α2 ∈ Bn kai α̃1, α̃2 ∈ Bn+1.

AntÐstrofa, ja deiqjeÐ ìti oi kin seic (i),(ii) tou Jewr matoc Markov

mporoÔn na paraqjoÔn apì kin seic L.

Gia thn (i) èqoume:
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Sq ma 4.6:

H kÐnhsh (ii), tèloc, eÐnai mia eidik  perÐptwsh kÐnhshc L:

Sq ma 4.7:

Ed¸ oloklhr¸netai h apìdeixh tou l mmatoc 7.

�
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4.1.2 Apìdeixh tou Jewr matocMarkov mÐac kÐnhshc

Ac jumhjoÔme t¸ra th stoiqei¸dh kÐnhsh braiding se èna di�gramma, ìpwc

perigr�fetai sthn par�grafo 3.3 kai apeikonÐzetai sto Sq ma 3.5. SÔmfwna

me ton orismì twn kin sewn L h apaleif  enìc up-arc mporeÐ na pragmatopoi-

hjeÐ me mia kÐnhsh Ðdiou tÔpou.

Orismìc 16. 'Estw QP up-arc sto opoÐo efarmìzetai kÐnhsh L. To or-

jog¸nio trÐgwno, me upoteÐnousa to QP , p�nw sto opoÐo olisjaÐnei h kai-

noÔria k�tw klwst , kaleÐtai trÐgwno olÐsjhshc T (P ). Lème ìti to trÐgwno

olÐsjhshc eÐnai tÔpou over   under sÔmfwna me thn tampèla tou up-arc.

DÔo trÐgwna olÐsjhshc lègontai geitonik� an brÐskontai sto Ðdio tìxo kai

èqoun mÐa koin  koruf . 'Ena par�deigma faÐnetai parak�tw.

Sq ma 4.8: Geitonik� trÐgwna

Sunj kh trig¸nwn : Se èna di�gramma kìmbou mh geitonik� trÐgwna

epitrèpetai na tèmnontai mìno an eÐnai antÐjetou tÔpou (dhlad  to èna over

kai to �llo under). Gia par�deigma:

Sq ma 4.9: H sunj kh trÐgwnwn



74 To Je¸rhma Markov

H sunj kh trig¸nwn mporeÐ na ikanopoieÐtai p�nta. Pr�gmati, sthn perÐptw-

sh pou parabi�zetai, upodiairoÔme to èna tìxo se mikrìtera upotìxa, mèqri

ta mikrìtera trÐgwna olÐsjhshc pou dhmiourgoÔntai na mhn thn parabi�zoun,

ìpwc eikonÐzetai akoloÔjwc.

Sq ma 4.10:

Gia thn apìdeixh tou Jewr matoc Markov mÐac kÐnhshc ja prèpei na deÐxoume

ta ex c:

a) Diaforetikèc epilogèc sto braiding enìc diagr�mmatoc dÐnoun L-isodÔnamec

kotsÐdec (statikì mèroc).

b) Kin seicD (kin seic Reidemeister) sto di�gramma ep�goun L-isodÔnamec

kotsÐdec (kinhtikì mèroc).

Lìgw tou ìti, oi kin seicD mporoÔn na jewrhjoÔn entel¸c topikèc se èna

di�gramma, mporoÔme na upojèsoume ìti èqoume k�nei to braiding se ìla ta

up-arcs tou diagr�mmatoc ektìc apì ekeÐno pou mac endiafèrei k�je for�.

Ja deÐxoume ìti oi telikèc kotsÐdec exart¸ntai (wc proc L-isodunamÐa) apì

tic epilogèc pou èqoume kat� to braiding, dhlad  apì thn epilog  twn shmeÐwn

upodiaÐreshc sto arqikì di�gramma kai apì epilogèc s manshc gia eleÔjera

up-arcs. Ex�llou h sunj kh trig¸nou mac exasfalÐzei ìti h apaloif  twn

up-arcs den exart�tai apì th seir� touc.
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4.1.3 To statikì mèroc thc apìdeixhc

L mma 8. An prosjèsoume se èna up-arc α èna shmeÐo upodiaÐreshc P kai

onom�soume ta dÔo kainoÔria up-arcs α1 kai α2, oi telikèc kotsÐdec eÐnai L-

isodÔnamec (me Ðdiec tampèlec).

Sq ma 4.11:

Apìdeixh. JewroÔme ìti to α eÐnai “o” (antÐstoiqh eÐnai h apìdeixh gia

“u”). ApaleÐfoume to α me mia kÐnhsh Lo (blèpe Sq ma 4.11). Sth sunè-

qeia, p�nw sto orizìntio komm�ti klwst c pou dhmiourgeÐtai epilègoume mia

mikr  perioq  N ′ gÔrw apì thn katakìrufh probol  P ′ tou P (blèpe Sq ma

4.11). Me isotopÐa epipèdou glistr�me thn perioq  N ′ proc ta k�tw, ètsi

¸ste na dhmiourghjeÐ èna tìxo upì gwnÐa kai efarmìzoume mia kÐnhsh Lo sto

P ′. Tèloc, me isotopÐa epipèdou se kat�llhlo tm ma thc kainoÔriac klwst c

paÐrnoume mia kotsÐda pou eÐnai to apotèlesma braiding tou arqikoÔ diagr�m-

matoc, pou ìmwc perilamb�nei to shmeÐo upodiaÐreshc P (blèpe Sq ma 4.11).

�
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L mma 9. Apì thn apaloif  enìc eleÔjerou up-arc sto di�gramma, gia to

opoÐo èqoume thn epilog  s manshc “o”   “u”, prokÔptoun L-isodÔnamec ko-

tsÐdec anex�rthta apì th s mansh pou ja epilèxoume.

Apìdeixh. Arqik�, gia lìgouc aplopoÐhshc upojètoume pwc to trÐgwno

olÐsjhshc tou up-arc den brÐsketai p�nw   k�tw apì k�poio �llo tìxo tou

arqikoÔ diagr�mmatoc. EpÐshc, jewroÔme pwc to up-arc èqei th s mansh “o”

kai to apaleÐfoume me mia Lo.

Sq ma 4.12:

'Epeita, sto sqedìn orizìntio tm ma thc kainoÔriac klwst c epilègoume mia

kat�llhla mikr  perioq  N ′ enìc shmeÐou P ′, probol  miac perioq c N tou

arqikoÔ up-arc, tètoia ¸ste na mhn up�rqei k�poia endi�mesh klwst  metaxÔ

twn k�jetwn eujei¸n pou dièrqontai apì ta P kai P ′ (blèpe Sq ma 4.12). Sth

sunèqeia, efarmìzoume mÐa kÐnhsh Lu sto P ′. To gegonìc ìti to arqikì up-arc

eÐnai eleÔjero kai arket� mikrì sunep�getai pwc mìno katakìrufec klwstèc
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mporoÔn na per�soun p�nw   k�tw apì to trÐgwno olÐsjhs c tou. Gi′autì,

efìson toN eÐnai kat�llhla mikrì, den up�rqei tìxo pou na diastaur¸netai me

to AB kai na to anagk�zei na gÐnei under. 'Etsi, me isotopÐa epipèdou kotsÐdwn

uy¸noume to A tìso, ¸ste na eÐmaste se jèsh na apaleÐyoume mia kÐnhsh Lo

(blèpe Sq ma 4.12). Met� thn apaloif  aut , h kotsÐda pou prokÔptei mporeÐ

na jewrhjeÐ wc apotèlesma thc efarmog c mia Lu sto arqikì di�gramma me to

eleÔjero tìxo me s mansh “u” antÐ gia “o”. Gia na oloklhrwjeÐ h apìdeixh

tou l mmatoc, èstw ìti to trÐgwno olÐsjhshc tou arqikoÔ up-arc pern�ei

p�nw   k�tw apì �lla tìxa tou diagr�mmatoc. Se aut  thn perÐptwsh to

upodiairoÔme, qrhsimopoi¸ntac to L mma 8, èwc ìtou ta trÐgwna olÐsjhshc na

mhn tèmnontai me tìxa kai dÐnoume sta kainoÔria tìxa th s mansh tou arqikoÔ.

Tèloc, efarmìzoume thn piì p�nw diadikasÐa se k�je mikrìtero up-arc kai

qrhsimopoi¸ntac to L mma 8 apaleÐfoume ìla ta shmeÐa upodiaÐreshc, ìpwc

faÐnetai sto parak�tw Sq ma 4.13.

�

Sq ma 4.13:

4.1.4 To kinhtikì mèroc thc apìdeixhc

T¸ra ja melet soume thn epÐdrash stic telikèc kotsÐdec twn kin sewn D

sto di�gramma. Ja xekin soume apì tic kin seic D epipèdou. MÐa kÐnhsh D

mporeÐ na jewrhjeÐ san mÐa suneq c oikogèneia diagramm�twn (blèpe Sq ma

4.14). Apì thn topikìthta twn kin sewn D mporoÔme na upojèsoume ìti den
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parabi�zetai h sunj kh trig¸nwn. EpÐshc, lìgw summetrÐac ja elègxoume

tic kin seic D pou brÐskontai sto pr¸to tètarto tou epipèdou, p�nw apì

thn pleur� AB tou sq matoc 4.14 kai qwrÐc bl�bh thc genikìthtac to AB

ja eÐnai up-arc. 'Etsi ja elègxoume dÔo peript¸seic. Sthn pr¸th, to shmeÐo

upodiaÐreshc brÐsketai entìc thc perioq c pou orÐzoun oi katakìrufec eujeÐec

pou dièrqontai apì ta A,B kai sth deÔterh, ektìc aut c.

• (i) Eswterikì shmeÐo upodiaÐreshc.

'Estw h suneq c oikogèneia trig¸nwn me pleur� AB gia ta opoÐa h kainoÔria

koruf  brÐsketai sthn katakìrufh eujeÐa pou dièrqetai apì èna eswterikì

shmeÐo P tou AB (blèpe akìloujo sq ma).

Sq ma 4.14:

MÐa nèa koruf  den mporeÐ na brÐsketai sthn Ðdia orizìntia eujeÐa me to

B. 'Etsi an to P ′B eÐnai mÐa kainoÔria pleur� k�tw apì thn orizìntia eujeÐa

tou B, isqÔei h L-isodunamÐa stic antÐstoiqec kotsÐdec. Autì faÐnetai eÔkola

an eis�goume mia koruf  sto shmeÐo P tou AB kai efarmìsoume to L mma 8.

Blèpe dÔo pr¸tec eikìnec tou Sq. 4.15.
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Sq ma 4.15:

An to P ′′B brÐsketai p�nw apì thn orizìntia eujeÐa tou B, efarmìzoume

mia kÐnhsh L sto shmeÐo B kai deÐqnoume pwc h kotsÐda pou paÐrnoume eÐnai

Ðdia me thn kotsÐda pou ja paÐrname an eÐqame upodiairèsei to AB sto shmeÐo

P (blèpe Sq ma 4.15). H L ja eÐnai “o”   “u” antÐstoiqa me th s mansh tou

AB.

Sthn perÐptwsh ìpou to AB eÐnai down-arc, met� thn upodiaÐresh ta kai-

noÔria tìxa ja èqoun antÐjeth for� apì aut  pou èqoume jewr sei sto Sq ma

4.15. Se aut  thn perÐptwsh, upodiair¸ntac to AB kai k�nontac mia kÐnhsh

L katal goume sthn kotsÐda tou �llou mèrouc thc kÐnhshc D.

• (ii) Exwterikì shmeÐo upodiaÐreshc.

Apì ed¸ kai sto ex c, me ton sumbolismì (APB) ja dhl¸noume thn kotsÐda

pou paÐrnoume efarmìzontac braiding sta tìxa AP kai PB.

JewroÔme t¸ra th suneq  oikogèneia trig¸nwn me pleur� AB me ìlec tic

kainoÔriec korufèc na brÐskontai èxw apì thn katakìrufh z¸nh pou orÐzoun

ta A kai B, ìpwc faÐnetai sto Sq ma 4.16. Lìgw summetrÐac, ja exet�soume

mìno thn perÐptwsh pou h kÐnhsh D gÐnetai dexi� tou shmeÐou B. 'Opwc

prohgoumènwc, an P ′ eÐnai mia kainoÔria koruf , ¸ste P ′B na brÐsketai k�tw

apì thn orizìntia eujeÐa tou B, tìte h kotsÐda (AP ′B) diafèrei apì thn

(APB) kat� thn efarmog  miac kÐnhshc L sto shmeÐo B. An P ′′ eÐnai mia nèa

koruf  ¸ste to P ′′A na brÐsketai k�tw apì thn orizìntia eujeÐa tou A, tìte



80 To Je¸rhma Markov

h kotsÐda (AP ′′B) eÐnai Ðdia me thn (AP ′B). 'Omoia, sthn perÐptwsh pou h

nèa koruf  brÐsketai p�nw apì thn orizìntia eujeÐa tou B.

Sq ma 4.16:

Tèloc, ja elègxoume tic kin seic Reidemeister. Gia thn RI, parousi�-

zoume, gia par�deigma, sto Sq ma 4.17, ìti h kotsÐda pou paÐrnoume met� thn

efarmog  thc kÐnhshc RI eÐnai L-isodÔnamh me aut  pou paÐrnoume prin thn

efarmog  thc kÐnhshc, mèsw isotopÐac kotsÐdwn kai mÐac kÐnhshc Lo.

Sq ma 4.17:

Gia thn kÐnhsh RII oloklhr¸noume to braiding sto aristerì di�gramma

tou Sq. 4.18 kai parathroÔme ìti, qrhsimopoi¸ntac isotopÐa kotsÐdwn, ìpwc

deÐqnoun ta bel�kia sth mesaÐa eikìna, mporoÔme na afairèsoume mia kÐnhsh

Lu. Tìte, katal goume sthn kotsÐda pou ja paÐrname apì to braiding tou
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dexioÔ diagr�mmatoc sto Sq. 4.18, me s mansh “u” gia to up-arc ìpwc faÐnetai

sto Sq ma 4.18.

Sq ma 4.18:

Tèloc, ja elègxoume thn kÐnhsh RIII. An kai ta trÐa tìxa eÐnai down-arcs,

tìte h kÐnhsh eÐnai mÐa isotopÐa kotsÐdwn. An to teleÐwc p�nw   to teleÐwc

k�tw tìxo eÐnai up-arc, tìte h kÐnhsh RIII eÐnai aìrath se epÐpedo kotsÐdwn.

Mènei na exet�soume thn perÐptwsh pou ta dÔo exwterik� tìxa eÐnai down-

arcs kai to endi�meso eÐnai up-arc. All� me thn isotopÐa pou parousi�zetai

sto Sq ma 4.19 (mia RII) briskìmaste sthn perÐptwsh miac RIII me ìla ta

tìxa na eÐnai down-arcs. Telik�, me mia kÐnhsh RII katal goume sthn dexi�

pleur� thc kÐnhshc RIII, blèpe Sq ma 4.19.

Sq ma 4.19:

Ed¸ oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr matoc Markov miac kÐnhshc, to

opoÐo, ìpwc deÐxame, eÐnai isodÔnamo me to klasikì Je¸rhma Markov.

�



82 To Je¸rhma Markov

'Allec apodeÐxeic tou Jewr matocMarkov èqoun dojeÐ apì touc H.R. Mor-

ton (1986) [10] qrhsimopoi¸ntac ton dikì tou algìrijmo “threading” gia meta-

trop  diagramm�twn se kotsÐdec, P. Traczyk (1998) [12] qrhsimopoi¸ntac ton

algìrijmo tou Vogel kai apì touc J.S. Birman-W.W. Menasco (2001) [5]

qrhsimopoi¸ntac tic idèec tou D. Bennequin (1982) [3].
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