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Περίληψη-Ευχαριστίες 
 

           Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετώνται οι πρώτοι αριθμοί. Πιο 
συγκεκριμένα στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται μια μικρή ιστορική αναδρομή στην οποία 
φαίνεται ο ορισμός των πρώτων αριθμών, ως τους αριθμούς που έχουν μοναδικούς 
διαιρέτες την μονάδα και τον εαυτό τους, οι κυριότερες χρήσεις τους καθώς και το πότε 
ξεκίνησε η ενασχόληση των μαθηματικών με αυτούς και γιατί παρουσιάζουν τόσο 
ενδιαφέρον. 
           Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται αναλυτικά οι μεγάλοι μαθηματικοί που 
μελέτησαν τους πρώτους αριθμούς και παρατίθενται τα σημαντικότερα Θεωρήματα, οι 
σημαντικότερες αποδείξεις αυτών και οι σημαντικότερες παρατηρήσεις που έχουν γίνει ως 
προς αυτούς από την αρχαιότητα μέχρι τα νεότερα χρόνια. Συγκεκριμένα αποδεικνύεται ότι 
οι πρώτοι αριθμοί είναι άπειροι, διατυπώνεται και αποδεικνύεται το Θεμελιώδες Θεώρημα 
της Αριθμητικής, ορίζονται και μελετώνται οι πρώτοι αριθμοί του Fermat και οι αριθμοί 
Mersenne. 
          Στο τρίτο κεφάλαιο μελετάται η προσπάθεια εύρεσης ενός τύπου που να μπορεί να 
παράγει όλους τους πρώτους αριθμούς. Μέσα από την προσπάθεια αυτή υπήρξαν 
σημαντικές ανακαλύψεις και συμπεράσματα τα οποία και καταγράφονται. 
         Στο τέταρτο κεφάλαιο  αναφέρονται κάποια προβλήματα σχετικά με τους πρώτους 
αριθμούς, τα οποία είναι άλυτα ως τις μέρες μας. Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται σε δύο από αυτά 
που έχουν απασχολήσει περισσότερο τους μαθηματικούς. 
       Τέλος, στο πέμπτο κεφάλαιο, περιγράφεται σύντομα η ομορφιά που διέπει την Θεωρία 
Αριθμών η οποία είναι και ο λόγος που οι επιστήμονες ενασχολήθηκαν και θα συνεχίσουν 
να ασχολούνται με την μελέτη της. 
       Κλείνοντας θα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαίτερα την επιβλέπουσα αυτής της 
διπλωματικής εργασίας κ. Σοφία Λαμπροπούλου, Αναπληρώτρια Καθηγήτρια του Ε.Μ.Π., 
για την καθοδήγηση, τις συμβουλές, την υπομονή και το χρόνο που μου προσέφερε και να 
τονίσω πως χωρίς την συμβολή της δεν θα ήταν δυνατή η άρτια ολοκλήρωση αυτής της 
εργασίας. Επίσης θέλω να ευχαριστήσω και τα μέλη της τριμελούς εξεταστικής επιτροπής: 
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Abstract 
 
          The subject of this diploma thesis is prime numbers. Specifically, in the first chapter 
we present a brief history in which we study the definition of prime numbers, which are the 
numbers that can only be divided by one and themselves, their main uses, when they started 
to concern the mathematicians and why they are so interesting. 
          In the second chapter, we present all the great mathematicians who studied the prime 
numbers and we refer to the most important Theorems, the most important proofs and the 
most important observations made, from antiquity to modern times. Analytically, it is shown 
that the prime numbers are infinite, the Fundamental Theorem of Arithmetic is stated and 
proved and Fermat numbers and Mersenne numbers are defined and studied. 
          In the third chapter, we study the attempt of the mathematicians to find a formula that 
produces all prime numbers. Through this effort there have been significant discoveries and 
conclusions which are recorded. 
          In the fourth chapter, some problems about prime numbers, which are unsolved until 
today, are presented. Particular emphasis is given to two of them which have occupied most 
mathematicians. 
          Finally, in the fifth chapter we briefly describe the beauty of number theory which is 
why scientists have studied it in the past and will continue to study forever.
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1   

Εισαγωγή 

1.1 Οι πρώτοι αριθμοί μέσα στην Ιστορία 

       Υπάρχουν πολλοί άνθρωποι που αφιέρωσαν όλη τους την ζωή μελετώντας 

Μαθηματικά. Σε κάποιους αυτό φαίνεται περίεργο όμως αυτοί οι άνθρωποι δεν 

διαφέρουν σε τίποτα από κάποιους άλλους που αφιέρωσαν όλη τους την ζωή στο να 

συνθέτουν μουσική. Τα Μαθηματικά κρύβουν μία μαγεία μεγάλη, που όμως δεν 

γίνεται αισθητή στους περισσότερους. Ένας μαθηματικός προσπαθεί να λύσει ένα 

πρόβλημα και μέσα από αυτή την διεργασία προκύπτουν και άλλα προβλήματα και 

ερωτήματα που πρέπει να λυθούν και να απαντηθούν. Αυτό το αιώνιο παιχνίδι είναι 

που προκαλεί το μυαλό των Μαθηματικών. Είναι η δίψα για να βρουν την λύση 

καθώς και η δίψα για την δόξα που θα αποκτήσουν, μιας και το όνομά τους θα 

χαραχτεί στην ιστορία αν καταφέρουν να απαντήσουν σε ένα από τα πολλά 

αναπάντητα προβλήματα που υπάρχουν μέσα στους αιώνες. 

    Μία μεγάλη Μαθηματική ενότητα που απασχολεί τους Μαθηματικούς και που έχει 

δημιουργήσει πολλά ερωτηματικά σχεδόν από την απαρχή της Ιστορίας των 

Μαθηματικών είναι αυτή των πρώτων αριθμών. 
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‘‘… ο μοναδικός σκοπός της επιστήμης είναι η δόξα του ανθρωπίνου πνεύματος, και, 

κατ’ αυτή την έννοια, ένα πρόβλημα της Θεωρίας Αριθμών έχει την ίδια αξία με ένα 

ερώτημα σχετικά με το σύστημα του κόσμου.’’ 

                                                                Jacobi  
                                        Επιστολή προς τον Legendre, 2 Ιουλίου 1830 

                                       Collected Works of Jacobi, τόμ. 1, σελ. 454 
 

(εμπνευσμένο από το ‘‘Η γοητεία των Μαθηματικών’’, Serge Lang, πανεπιστήμιο 

Yale, εκδόσεις Κάτοπτρο) 

 

Ορισμός 1: Ένας ακέραιος αριθμός μεγαλύτερος του ένα λέγεται πρώτος αριθμός, αν 

οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του (παράγοντες) είναι το ένα και ο ίδιος ο αριθμός. Για 

παράδειγμα, οι πρώτοι πρώτοι αριθμοί είναι οι 2, 3, 5, 7, 11, 13...  

    Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής δείχνει ότι οι πρώτοι αριθμοί είναι οι 

δομικοί λίθοι των θετικών ακεραίων: κάθε θετικός ακέραιος μπορεί να αναλυθεί κατά 

μοναδικό τρόπο ως γινόμενο πρώτων παραγόντων. Ο αριθμός 1 είναι μία ειδική 

περίπτωση γιατί δεν θεωρείται ούτε πρώτος ούτε σύνθετος [Wells 1986, p. 31]. 

Παρόλο που ο αριθμός 1 συνηθιζόταν να θεωρείται πρώτος [Goldbach 1742; Lehmer 

1909, 1914; Hardy and Wright 1979, p. 11; Gardner 1984, pp. 86-87; Sloane and 

Plouffe 1995, p. 33; Hardy 1999, p. 46], χρειάζεται ειδική μεταχείριση σε τόσους 

πολλούς ορισμούς και εφαρμογές που αφορούν τους πρώτους αριθμούς μεγαλύτερους 

ή ίσους από το 2, που συνήθως τοποθετείται σε μια κατηγορία από μόνος του. Ένας 

καλός λόγος για να μην καλούμε το 1 πρώτο αριθμό είναι γιατί αν ο 1 ήταν πρώτος 

τότε το Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής θα έπρεπε να τροποποιηθεί γιατί η 

φράση ‘κατά μοναδικό τρόπο’ θα ήταν λάθος αφού για κάθε αριθμό: ݊ ൌ 1݊. Ένας 

άλλος λόγος ελαφρώς λιγότερο διαφωτιστικός αλλά μαθηματικά ορθός σημειώνεται 

από τον Tietze [Tietze, 1965, p. 2], ο οποίος δηλώνει: «Γιατί ο αριθμός 1 να αποτελεί 

εξαίρεση; Αυτό είναι ένα ερώτημα το οποίο συχνά θέτουν τα σχολιαρόπαιδα, αφού 

όμως είναι θέμα ορισμού δεν είναι αμφισβητήσιμο.» Όπως πιο απλά επισημαίνει ο 

Derbyshire [Derbyshire, 2004, p. 33], «Το 2 πληρεί τις προϋποθέσεις του (ως πρώτος) 

με ισορροπία. Το 1 όχι.» 

     Οι πρώτοι αριθμοί έχουν πολλαπλές χρήσεις. Μελετήθηκαν για πρώτη φορά 

επειδή πολλές από τις ιδιότητες των αριθμών είναι στενά συνδεδεμένες με την 

ανάλυσή τους σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. Εκτός από την απλή εσωτερική τους 
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ομορφιά, οι πρώτοι αριθμοί είναι πλέον κλειδί για την επανάσταση του Internet, 

επειδή χρησιμοποιούνται για μια μεγάλη ποικιλία μεθόδων κρυπτογράφησης που 

είναι χρήσιμες για την ασφάλεια των συναλλαγών μέσω αυτού. Οι επιστήμονες της 

NASA μάλιστα αποφάσισαν πως είναι ένα καλό σημάδι της νοημοσύνης μας και 

έχουν συμπεριλάβει μια σύντομη λίστα των πρώτων αριθμών στις ‘πλάκες’ που 

έστειλαν στο διάστημα με το διαστημόπλοιο Voyager.  

Το ενδιαφέρον για τους πρώτους αριθμούς όμως ξεκινάει από την αρχαιότητα. Πριν 

πάνω από 200 χρόνια. 

Οι αρχαίοι Έλληνες απέδειξαν (περίπου το 300 π. Χ. ) ότι υπάρχουν ‘άπειρα πολλοί’ 

πρώτοι και ότι έχουν ακανόνιστα διαστήματα (μπορούν να υπάρξουν αυθαίρετα 

μεγάλα κενά μεταξύ των διαδοχικών πρώτων αριθμών). Από την άλλη μεριά, τον 19ο 

αιώνα δείχτηκε ότι ο αριθμός των πρώτων μικρότερων ή ίσων με ݊ τείνει στο ௡
୪୭୥ ௡

 

(καθώς το ݊ γίνεται πολύ μεγάλο). Έτσι μια πρόχειρη εκτίμηση για τον ݊-οστό πρώτο 

είναι ݊log ݊.  

Το κόσκινο του Ερατοσθένη είναι ακόμη και σήμερα ένας από τους πιο αποδοτικούς 

τρόπους όλων των μικρών πρώτων αριθμών (για παράδειγμα, αυτών που είναι 

μικρότεροι του 1.000.000.000.000). Ωστόσο οι περισσότεροι από τους μεγαλύτερους 

πρώτους βρίσκονται χρησιμοποιώντας ειδικές περιπτώσεις του Θεωρήματος 

Lagrange από την θεωρία ομάδων. 

Ένας από τους μεγαλύτερους μαθηματικούς όλων των εποχών, ο Carl Friedrich Gauss 

έγραψε:  

«Το πρόβλημα του να διαχωρίσεις τους πρώτους αριθμούς από τους σύνθετους, 

καθώς και να αναλύσεις τους τελευταίους σε γινόμενο πρώτων παραγόντων είναι 

γνωστό ως το πιο σημαντικό και χρήσιμο στην Θεωρία Αριθμών. Έχει απασχολήσει 

την δημιουργία και την σοφία πολλών αρχαίων και σύγχρονων γεωμετρών σε τέτοιο 

βαθμό που θα ήταν περιττό να συζητήσω το θέμα εις βάθος… Επιπλέον η 

αξιοπρέπεια της ίδιας της επιστήμης φαίνεται να απαιτεί να εξερευνηθεί κάθε πιθανό 

μέσο για την επίλυση ενός προβλήματος τόσο κομψού και τόσο φημισμένου.» [Carl 

Friedrich Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, 1801] 

Το 1984 ο Samuel Yates όρισε ως τιτανικό πρώτο κάθε πρώτο με τουλάχιστον 1000 

ψηφία. Όταν εισήγαγε αυτόν τον όρο υπήρχαν γνωστοί μόνο 110 τέτοιοι πρώτοι. 
Σήμερα υπάρχουν πάνω από 1000 φορές περισσότεροι. Και καθώς οι υπολογιστές και 
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η κρυπτογραφία δίνουν συνεχώς νέα έμφαση στην αναζήτηση για ακόμα 

μεγαλύτερους πρώτους, αυτός ο αριθμός θα συνεχίσει να μεγαλώνει. Σε λίγο χρόνο 

αναμένεται να δούμε τον πρώτο πρώτο αριθμό με δέκα εκατομμύρια ψηφία. 
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2  

Αναλυτική Ιστορική Αναδρομή  
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε αναλυτικά πότε ξεκίνησε η ενασχόληση του 

ανθρώπου με τους πρώτους αριθμούς και πώς εξελίχτηκε μέσα στους αιώνες. 

5 
 



 

2.1 Παλαιολιθική Εποχή 

Δεν είναι σαφές πότε ακριβώς οι άνθρωποι πρωτοξεκίνησαν να μελετάνε τα μυστήρια 

των πρώτων αριθμών. Το οστό Ishango, το οποίο βρέθηκε στο ομώνυμο χωριό στα 

σύνορα Ουγκάντας και Ζαΐρ το 1960, φυλάσσεται στο Βασιλικό Ινστιτούτο Φυσικών 

Επιστημών στις Βρυξέλλες και χρονολογείται στην Παλαιολιθική Εποχή, πριν από το 

10000 π.Χ., δείχνει ότι οι άνθρωποι ίσως γνώριζαν τους πρώτους αριθμούς χιλιάδες 

χρόνια πριν. Είναι ένα οστό που φέρει χαραγμένους στην μία του πλευρά μόνο 

πρώτους αριθμούς (11, 13, 17, 19), (βλ. Εικόνα 1). Δεν είναι γνωστή η χρησιμότητα 

αυτού αλλά και παρόμοιων οστών που έχουν ανακαλυφτεί. Πολλοί το θεωρούν απλά 

μια σύμπτωση καθώς αυτοί οι αριθμοί θα μπορούσαν να είναι οι ακέραιοι περιττοί 

προσθετέοι του συνόλου 60. 

 

Εικόνα 1: Οστό Ishango 

2.2 Αιγύπτιοι-Βαβυλώνιοι 
 Τα στοιχεία είναι πιο πειστικά για τους αρχαίους Αιγύπτιους με την ιδιαίτερη 

έμφασή τους στα μοναδιαία κλάσματα (ή αλλιώς Αιγυπτιακά κλάσματα). Ο 

μαθηματικός πάπυρος του Rhynd, που χρονολογείται 4000 χρόνια πριν, ασχολείται με 

το να εκφράσει τον αριθμό ݊ (όπου ݊ περιττός ακέραιος και 4 ൏ ݊ ൏ 102) ως 

άθροισμα μοναδιαίων κλασμάτων. Είναι πολύ πιο δύσκολο να φτιάξουμε αυτό το 

άθροισμα αν ο ݊ είναι πρώτος. 

Ενώ είναι οι Αιγύπτιοι αυτοί που παίρνουν τα εύσημα του πρώτου συστήματος 

αριθμών (το οποίο χρησιμοποιήθηκε και ήταν λειτουργικό) και των βασικών 

μαθηματικών, σίγουρα ένα μεγάλο ποσοστό για τα σύγχρονα μαθηματικά πρέπει να 

αποδοθεί στους αρχαίους λαούς της περιοχής της Μεσοποταμίας (που βρίσκεται 

περίπου όπου το σημερινό Ιράκ, δηλαδή τους Βαβυλώνιους). Ξεκινώντας ήδη από 
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την περίοδο των Σουμέριων (3000-2400 π.Χ.) , η οποία φαίνεται να είναι παράλληλη 

με την περίοδο εισαγωγής των μαθηματικών στο παλιό βασίλειο της Αιγύπτου, 

υπάρχουν ενδείξεις ότι αυτοί οι πρώιμοι αρχαίοι πολιτισμοί της Μεσοποταμίας είχαν 

αναπτύξει ένα σύστημα 60-δικό (δηλαδή ένα σύστημα αρίθμησης με βάση το 60, που 

ακόμα χρησιμοποιείται στην μέτρηση του χρόνου αλλά και στην γεωμετρία του 

κύκλου). Ενώ τα αποδεικτικά στοιχεία για πραγματικά μαθηματικά έργα στην αρχαία 

Αίγυπτο είναι σπάνια, είναι αξιοσημείωτο το γεγονός ότι τα παραδείγματα των 

Βαβυλώνιων μαθηματικών είναι πάρα πολλά. Υπάρχουν εκατοντάδες πήλινα δισκία, 

ειδικά από την παλαιά περίοδο (2100-1600 π.Χ.), όπου οι αρχαιολόγοι έχουν βρει 

παραδείγματα κάποιων αρκετά προηγμένων μαθηματικών. Δισκία από αυτήν την 

περίοδο περιλαμβάνουν παραδείγματα πινάκων πολλαπλασιασμού, συστημάτων 

μέτρησης, πρώτων αριθμών, τετραγωνικών τύπων, γεωμετρίας, τριγωνομετρίας και 

πολλών άλλων. Είχαν ακόμη και πίνακες με Πυθαγόρειες τριάδες δηλαδή τριάδες 

αριθμών που ικανοποιούν το Πυθαγόρειο Θεώρημα. Το σύστημα των μαθηματικών 

που αναπτύχθηκε από τους Βαβυλώνιους ήταν και διαφορετικό και πολύ κοντά στην 

πραγματικότητα, και ήταν βασισμένο σχεδόν αποκλειστικά σε ένα σύστημα 

κλασμάτων. 

 

2.3 Αρχαίοι Έλληνες 
Είναι οι αρχαίοι Έλληνες όμως που παίρνουν τα εύσημα ότι εκείνοι πρώτοι 

ασχολήθηκαν με τους πρώτους αριθμούς όπως αυτοί πραγματικά είναι. Οι 

μαθηματικοί της σχολής του Πυθαγόρα (500-300 π.Χ.) ενδιαφέρθηκαν για τις 

μυστικιστικές και αριθμητικές ιδιότητες των αριθμών. Καταλάβαιναν την ιδέα των 

πρώτων και ενδιαφέρονταν για τους τέλειους και τους φιλικούς αριθμούς. 

 Ορισμός 2:Τέλειος αριθμός ονομάζεται ο αριθμός που το άθροισμα των διαιρετών 

του ισούται με τον ίδιο τον αριθμό. Για παράδειγμα ο αριθμός 6 έχει διαιρέτες του 

τους 1,2,3 και 1+2+3=6. Όμοια το 28 έχει διαιρέτες 1,2,4,7,14 και 1+2+4+7+14=28. 

Ορισμός 3: Ένα ζεύγος φιλικών αριθμών είναι ένα ζεύγος αριθμών που οι διαιρέτες 

του ενός έχουν ως άθροισμα τον άλλο και αντίστροφα (όπως οι 220 και 284).  

Έως ότου γραφούν τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη στα 300 π.Χ, αρκετά σημαντικά 

αποτελέσματα για τους πρώτους είχαν ήδη αποδειχτεί. 
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2.3.1 Ευκλείδης 
Το πιο σημαντικό έργο στην ιστορία των ελληνικών μαθηματικών είναι αναμφίβολα 

τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. Παρά τη μεγάλη του φήμη, ελάχιστα είναι γνωστά για 

την ζωή του Ευκλείδη, ούτε καν ο τόπος γέννησής του. Τα Στοιχεία αποτελούνται 

από 13 βιβλία και καλύπτουν την Στοιχειώδη Επιπεδομετρία, την Θεωρία Αριθμών, 

την Θεωρία των Ασύμμετρων και την Στερεομετρία. Στο βιβλίο IX των Στοιχείων 

βρίσκουμε την περίφημη απόδειξη, η οποία, με σύγχρονη ορολογία δηλώνει ότι 

υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί. Στην πραγματικότητα, ο Ευκλείδης σκόπιμα 

αποφεύγει την αναφορά στο άπειρο. Δηλώνει ότι «οι πρώτοι αριθμοί είναι 

περισσότεροι από οποιοδήποτε  δεδομένο πλήθος πρώτων αριθμών» και προχωρεί 

στην απόδειξη αυτού του θεωρήματος για μόνο τρεις δεδομένους πρώτους. Η 

απαραίτητη επέκταση στους υπόλοιπους πρώτους αριθμούς θεωρείται αυτονόητη. 

Στο ίδιο βιβλίο ο Ευκλείδης φτάνει πολύ κοντά και στην απόδειξη του Θεμελιώδους 

Θεωρήματος της Αριθμητικής. Τα Στοιχεία υπήρξαν το πιο σημαντικό εγχειρίδιο 

όλων των εποχών. Αντιγράφτηκε και ξαναντιγράφτηκε με σχόλια πάνω σε 

προηγούμενα σχόλια, μεταφράστηκε και προσαρμόστηκε στις ανάγκες και στην 

κουλτούρα διάφορων πολιτισμών. Είναι σχεδόν αδύνατον να ανασυστήσει κανείς το 

αρχικό έργο του Ευκλείδη, καθώς ολοκληρωμένα αντίγραφα έχουμε μόνο μετά τον 9ο 

αιώνα μ.Χ.  

 
     Εικόνα 2: Ευκλείδης 

Θεώρημα 1 (Ευκλείδης 400 π.Χ.): Το σύνολο των πρώτων αριθμώ ε ιρο. ν ίναι άπε

1η Απόδειξη (Ευκλείδης):  Για κάθε πεπερασμένο σύνολο ሼ݌ଵ, … ,  ௥ሽ πρώτων݌

αριθμών θεωρούμε τον αριθμό ݊ ൌ ଶ݌ଵ݌ … ௥݌ ൅ 1. Αυτός ο αριθμός ݊ έχει έναν 

πρώτο διαιρέτη ݌. Αλλά ο ݌ δεν είναι κανένας από τους ݌௜, αλλιώς ο ݌ θα ήταν 

διαιρέτης του ݊ και του γινομένου ݌ଵ݌ଶ … ݊ ௥, και έτσι επίσης της διαφοράς݌ െ
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ଶ݌ଵ݌ … ,ଵ݌௥=1, το οποίο είναι αδύνατον. Έτσι, το πεπερασμένο σύνολο ሼ݌ … ,  ௥ሽ δεν݌

μπορεί να είναι η συλλογή όλων των πρώτων αριθμών. □ 

Μέχρι σήμερα έχουν βρεθεί και άλλες πέντε αποδείξεις για το Θεώρημα 1, οι οποίες 

είναι οι παρακάτω. [Martin Aigner, Günter M. Ziegler: Proofs from the book. 

Εκδόσεις: Springer, Third Edition, p. 3, 2000.] Στο 3ο κεφάλαιο παραθέτουμε μία 

ακόμη απόδειξη του θεωρήματος αυτού από τον Euler (παρόμοια με την 3η απόδειξη 

εδώ από τον ίδιο) και η οποία μας βοηθάει να προχωρήσουμε σε κάποια 

συμπεράσματα. 

Ορισμός 4: Οι αριθμοί της μορφής ܨ௡ ൌ 2ଶ೙ ൅ 1 όπου ݊ ൌ 0,1,2, … ονομάζονται 

αριθμοί του Fermat. 

2η Απόδειξη (Christian Goldbach, 1730, σε γράμμα του προς τον Leonhard Euler): 

Θα δείξουμε ότι οποιοιδήποτε δύο αριθμοί του Fermat είναι πρώτοι προς αλλήλους, 

ως εκ τούτου θα πρέπει να υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί. Για τον σκοπό αυτό 

επαληθεύουμε τον αναδρομικ πο ό τύ

ෑ ௞ܨ

௡ିଵ

௞ୀ଴

ൌ ௡ܨ െ 2   ሺ݊ ൒ 1ሻ, 

από τον οποίο ο ισχυρισμός μας προκύπτει άμεσα. Πράγματι, αν ο m είναι διαιρέτης 

των ܨ௞ ܨ ߡߙߢ௡ ሺߢ ߙߡߛάߧߡߧߨ ݇ ൏ ݊ሻ, τότε ο m διαιρεί το 2, και γι’ αυτό m=1 ή 2. Αλλά 

είναι αδύνατον m=2 αφού όλοι οι αριθμοί του Fermat είναι περιττοί. Για να 

αποδείξουμε τον αναδρομικό τύπο χρησιμοποιούμε επαγωγή στο ݊. Για ݊ ൌ 1 έχουμε 

଴ܨ 3 και ܨ 2 ൌ 3. Με επαγωγή καταλήγουμε ൌ ଵ െ

ෑ ௞ܨ

௡

௞ୀ଴

ൌ ൭ෑ ௞ܨ

௡ିଵ

௞ୀ଴

൱ ௡ܨ ൌ ሺܨ௡ െ 2ሻܨ௡ ൌ ൫2ଶ೙ െ 1൯൫2ଶ೙ ൅ 1൯ ൌ 2ଶ೙ െ 1 ൌ ௡ାଵܨ െ 2. 

 □ 

Ορισμός 5: Ορίζουμε την συνάρτηση ߨ: Թ ՜ Գ ως:  ߨሺݔሻ ؔ #ሼ݌ ൑ :ݔ ݌ א Զሽ τον 

αριθμό των πρώτων αριθμών που είναι μικρότεροι ή ίσοι από τον πραγματικό αριθμό 

 .ݔ

3η Απόδειξη (Leonhard Euler): Αριθμούμε τους πρώτους αριθμούς 

Զ ൌ ሼ݌ଵ, ,ଶ݌ ,ଷ݌ … ሽ σε αύξουσα σειρά. Θεωρούμε τον φυσικό λογάριθμο 

log ݔ ൌ න
1
ݐ .ݐ݀

௫

ଵ
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Τώρα συγκρίνουμε την περιοχή κάτω από την γραφική παράσταση της ݂ሺݐሻ ൌ ଵ
௧
 με 

μία ανώτερη συνάρτηση βαθμίδας (upper step function). Έτσι, για ݊ ൑ ݔ ൏ ݊ ൅ 1 

έχουμε 

log ݔ ൑ 1 ൅
1
2 ൅

1
3 ൅ ڮ ൅

1
݊ െ 1 ൅

1
݊ ൑ ෍

1
݉, 

όπου το άθροισμα επεκτείνεται σε όλους τους ݉ א Գ που έχουν μόνο πρώτους 

διαιρέτες ݌ ൑  Αφού κάθε τέτοιος αριθμός ݉ μπορεί να γραφεί με μοναδικό τρόπο .ݔ

ως γινόμενο της μορφής ∏ ௞೛௣ஸ௫݌ , βλέπουμε πως το τελευταίο άθροισμα είναι ίσο με 

ෑሺ෍
1

௞௞ஹ଴݌

ሻ
௣אԶ
௣ஸ௫

. 

Το εσωτερικό άθροισμα είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο ଵ
௣
, ως εκ τούτου 

log ݔ ൑ ෑ
1

1 െ 1
Զא௣݌

௣ஸ௫

ൌ ෑ
݌

݌ െ 1
௣אԶ
௣ஸ௫

ൌ ෑ
௞݌

௞݌ െ 1

గሺ௫ሻ

௞ୀଵ

. 

Προφανώς ݌௞ ൒ ݇ ൅ 1 κα  έτσι ι 

௞݌

௞݌ െ 1 ൌ 1 ൅
1

௞݌ െ 1 ൑ 1 ൅
1
݇ ൌ

݇ ൅ 1
݇ , 

και άρα 

log ݔ ൑ ෑ
݇ ൅ 1

݇

గሺ௫ሻ

௞ୀଵ

ൌ ሻݔሺߨ ൅ 1. 

Η log  ,ሻ είναι φραγμένηݔሺߨ δεν είναι φραγμένη, άρα καταλήγουμε στο ότι ούτε η ݔ

και έτσι συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί. □ 

4η Απόδειξη (Harry Furstenberg, 1955): Θεωρούμε την ακόλουθη τοπολογία στο 

σύνολο Ժ των ακεραίων αριθμών. Για ܽ, א ܾ Ժ, ܾ ൐ 0, θέτουμε  

௔ܰ,௕ ൌ ሼܽ ൅ ܾ݊ ׷ ݊ א Ժሽ. 

Κάθε σύνολο ௔ܰ,௕, είναι μια άπειρη αριθμητική πρόοδος που εκτείνεται και στους 

θετικούς και στους αρνητικούς αριθμούς. Καλούμε ένα σύνολο ܱ ك Ժ ανοικτό αν 

είτε το ܱείναι κενό, ή αν για κάθε ܽ א ܱ υπάρχει κάποιο ܾ ൐ 0 με ௔ܰ,௕ ك ܱ. 

Προφανώς η ένωση των ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο. Αν ଵܱ, ܱଶ είναι 

ανοικτά και ܽ א ଵܱ ת ܱଶ με ௔ܰ,௕భ ك ଵܱ και ௔ܰ,௕మ ك ܱଶ, τότε ܽ א ௔ܰ,௕భ௕మ ك ଵܱ ת ܱଶ. 

Έτσι καταλήγουμε ότι κάθε πεπερασμένη τομή ανοικτών συνόλων είναι ανοικτή. 
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Έτσι αυτή η οικογένεια ανοικτών συνόλων επάγει μια καλώς ορισμένη τοπολογία στο 

Ժ. 

Εδώ σημειώνουμε δύο δεδομένα:  

(Α) Ένα μη κενό ανοικτό σύνολο είναι άπειρο.  

(Β) Κάθε σύνολο ௔ܰ,௕ είναι κλειστό. 

Πράγματι, το (Α) έπεται από τον ορισμό. Γι  (Β) παρατηρούμε ότι  α το

௔ܰ,௕ ൌ  Ժ\ ራ ௔ܰା௜,௕

௕ିଵ

௜ୀଵ

 

το οποίο αποδεικνύει ότι το ௔ܰ,௕ είναι συμπλήρωμα ενός ανοικτού συνόλου και άρα 

κλειστό. 

Αφού τώρα, κάθε αριθμός ݊ ് 1, െ1 έχει έναν πρώτο διαιρέτη ݌ και άρα περιέχεται 

στο ଴ܰ,௣, καταλήγουμε ότι 

Ժ\ሼ1, െ1ሽ ൌ ራ ଴ܰ,௣.
௣אԶ

 

Τώρα αν το Զ ήταν πεπερασμένο, τότε η ڂ ଴ܰ,௣௣אԶ  θα ήταν μία πεπερασμένη ένωση 

κλειστών συνόλων (από το (Β)) και άρα κλειστό. Συνεπώς, το σύνολο {1,-1} θα ήταν 

ανοικτό κατά παράβαση του (Α). □ 

5η Απόδειξη (Paul Erdos, ~1950): Αυτή η απόδειξη δεν δείχνει μόνο ότι υπάρχουν 

άπειροι πρώτοι αριθμοί, αλλά επίσης ότι η σειρά ∑ ଵ
௣௣אԶ  αποκλίνει. Η πρώτη απόδειξη 

αυτού του σημαντικού αποτελέσματος δόθηκε από τον Euler, αλλά αυτή η απόδειξη 

από τον Erd s π γματικά πολύ όμορφη. o  είναι ρα

Θεωρούμε ݌ଵ, ,ଶ݌ ,ଷ݌ … την ακολουθία των πρώτων αριθμών σε αύξουσα σειρά και 

υποθέτουμε ότι η ∑ ଵ
௣௣אԶ  συγκλίνει. Τότε θα πρέπει να υπάρχει ένας φυσικός αριθμός 

݇ τέτοιος ώστε ∑ ଵ
௣೔

௜ஹ௞ାଵ ൏ ଵ
ଶ
. Καλούμε τους ݌ଵ, … ,  ௞ ‘μικρούς’ πρώτους και τους݌

,௞ାଵ݌ ,௞ାଶ݌ … ‘μεγάλους’ πρώτους. Για έναν αυθαίρετο φυσικό αριθμό ܰ επομένως 

βρίσκουμε  

෍
ܰ
௜௜ஹ௞ାଵ݌

൏
ܰ
2    ሺ1ሻ 

Θεωρούμε ௕ܰ τον αριθμό των θετικών ακεραίων ݊ ൑ ܰ οι οποίοι διαιρούνται από 

τουλάχιστον ένα ‘μεγάλο’ πρώτο, και ௦ܰ τον αριθμό των θετικών ακεραίων ݊ ൑ ܰ οι 

11 
 



 

οποίοι έχουν μόνο ‘μικρούς’ πρώτους διαιρέτες. Εξ ορισμού ௕ܰ ൅ ௦ܰ θα πρέπει να 

είναι ίσο με ܰ. Πρόκειται να δείξου  π λληλο ܰ  με ως για κατά

௕ܰ ൅ ௦ܰ ൏ ܰ, 

 το οποίο θα είναι η επιθυμητή μας αντίφαση. Για να εκτιμήσουμε το ௕ܰ 

σημειώνουμε ότι το ακέραιο μέρος ቔே
௣೔

ቕ μετράει τους θετικούς ακεραίους ݊ ൑ ܰ που 

είναι πολλαπλάσια του ݌௜. Άρ πα α ό την (1) βρίσκουμε 

௕ܰ ൑ ෍ ඌ
ܰ
௜݌

ඐ 
௜ஹ௞ାଵ

൏
ܰ
2   ሺ2ሻ 

Ας δούμε τώρα το ௦ܰ. Γράφουμε κάθε ݊ ൑ ܰ που έχει μόνο ‘μικρούς’ πρώτους 

διαιρέτες στην μορφή ݊ ൌ ܽ௡ܾ௡
ଶ, όπου ܽ௡ είναι το ελεύθερο από τετράγωνα μέρος. 

Κάθε ܽ௡ είναι έτσι ένα γινόμενο από διαφορετικούς μικρούς πρώτους, και 

καταλήγουμε στο ότι υπάρχουν ακριβώς 2௞ διαφορετικά μέρη ελεύθερα τετραγώνων. 

Επιπλέον, καθώς ܾ௡ ൑ √݊ ൑ √ܰ, βρίσκουμε ότι υπάρχουν το πολύ √ܰ διαφορετικά 

κομμάτια στο τετράγωνο, και έτσι 

௦ܰ ൑ 2௞√ܰ. 

Αφού η (2) ισχύει για κάθε ܰ, μένει να βρούμε έναν αριθμό ܰ με 2௞√ܰ ൑ ே
ଶ
 ή 

2௞ାଵ ൑ √ܰ, και γι’ αυτό ο ܰ ൌ 2ଶ௞ାଶ είναι κατάλληλος. □ 

Για την 6η απόδειξη  χρειαζόμαστε το Θεώρημα Lagrange και γι’ αυτό το 

διατυπώνουμε εδώ. 

Θεώρημα 2 (Θεώρημα Lagrange): Αν ܩ είναι μία πεπερασμένη ομάδα και ܷ μία 

υποομάδα του, τότε το |ܷ| διαιρεί το |ܩ|. 

6η Απόδειξη (Αγνώστου): Υποθέτουμε ότι το Զ είναι πεπερασμένο και ο ݌ είναι ο 

μεγαλύτερος πρώτος. Θεωρούμε τους αριθμούς 2௣ െ 1 (Mersenne αριθμοί, βλ. 

§2.5.2) και θα δείξουμε ότι κάθε πρώτος διαιρέτης ݍ των 2௣ െ 1 είναι μεγαλύτερος 

του ݌ , το οποίο παράγει το επιθυμητό μας αποτέλεσμα. Άρα έχουμε ότι 2௣ ؠ

1ሺ݉ݍ ݀݋ሻ. Αφού ο ݌ είναι πρώτος, το στοιχείο 2 είναι τάξης ݌ στην 

πολλαπλασιαστική ομάδα Ժ௤ ך ሼ0ሽ του σώματος Ժ௤. Αυτή η ομάδα έχει ݍ െ 1 

στοιχεία. Από το Θεώρημα Lagrange έχουμε ότι η τάξη κάθε στοιχείου διαιρεί την 

τάξη της ομάδας και έτσι εδώ ݌ פ ݍ െ 1 άρα ݌ ൏  .ݍ
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Θεώρημα 3 (Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής):Κάθε φυσικός αριθμός 

݊ ് 0 εκφράζεται μονοσήμαντα ως γινόμενο πρώτων αριθμών, όχι κατ’ ανάγκη 

διαφόρων μεταξ Η σειρά των παραγόντων δεν λαμβάνεται υπόψη. ύ τους. 

Απόδειξη: Για ݊ ൌ 1 η πρόταση είναι προφανώς αληθής, αν ορισθεί σαν γινόμενο 0  

παραγό  φυσικός αριθμός 1. ντων ο

Έστω ݊ ൐ 1. Υποθέτουμε ότι η πρόταση είναι αληθής για όλους τους φυσικούς 

αριθμούς τους μικρότερους του ݊ και διάφορους του 0 και θα αποδείξουμε ότι ισχύει 

και για τον ݊. Έστω, προς τούτο, ݌ଵ ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του ݊ και έστω 

݊ ൌ ݉ ଵ݉. Επειδή είναι݌ ൏ ݊, από υπόθεση επαγωγής ο ݉ εκφράζεται μονοσήμαντα 

ως γινόμενο πρώτων αριθμών. Έστω 

݉ ൌ ଷ݌ଶ݌ …  .௥݌

Λαμβάνουμε λοιπόν μια ανάλυση: 

݊ ൌ ଵ݉݌ ൌ ଶ݌ଵ݌ …  ௥݌

του ݊ σε γινόμενο πρώτων αριθμών. 

Αποδεικνύουμε τώρα ότι η ανάλυση ݊ ൌ ଵ݉݌ ൌ ଶ݌ଵ݌ …  .௥ είναι μονοσήμαντη݌

Έστω 

݊ ൌ ଶݍଵݍ …  ௦ݍ

μια άλλη ανάλυση του ݊ διαφορετική από την προηγούμενη. Μεταξύ των 

,ଵݍ ,ଶݍ … , ݊ ଵ, διότι ισχύει݌ ௦ δεν περιέχεται οݍ ൌ   ଵ݉ και η ανάλυση του݌

݉ ൌ ଷ݌ଶ݌ …  ଵ είναι ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης݌ ௥ είναι μονοσήμαντη. Επειδή ο݌

του ݊, προκύπτει ݌ଵ ൏  :ଵ. Θέτουμεݍ

ଷݍଶݍ … ௦ݍ ൌ ݈ 

και θεωρούμε τον αριθμό 

݊଴ ൌ ݊ െ ଵ݈݌ ൌ

Προφανώς οι αριθμοί ݊଴, ݉ െ ݈, ଵݍ െ ,ଵ݌ ݈ είναι φυσικοί αριθμοί διάφοροι του 0 και 

μικρότεροι του ݊. Άρα ισχύει για αυτούς η μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο 

πρώτων αριθμών. Από την σχέση ݊଴ ൌ ଵሺ݉݌ െ ݈ሻ προκύπτει ότι στην ανάλυση του 

݊଴ παρουσιάζεται ο ݌ଵ. Από την σχέση ݌ଵሺ݉ െ ݈ሻ ൌ ሺݍଵ െ  ଵ݌ ଵሻ݈ προκύπτει ότι ο݌

θα παρουσιάζεται στην ανάλυση του ݈ ή του ݍଵ െ ଵ݌ ଵ. Επειδή όμως݌ ് ,௜ݍ ݅ ൌ

2,3, … ,  ଵ δεν παρουσιάζεται στην ανάλυση του ݈. Άρα θα πρέπει݌ προκύπτει ότι ο ,ݏ

൜݌ଵሺ݉ െ ݈ሻ
ሺݍଵ െ  ଵሻ݈݌
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να ισχύει ݌ଵ פ ଵݍ െ ଵ݌ ଵ. Συνεπώς και݌ פ ଵݍ െ ଵ݌ ൅ ଵ݌ ଵ, άρα݌ פ  ଵ, το οποίο είναιݍ

άτοπο. 

Άρα η ανάλυση του ݊ σε γινόμενο πρώτων παραγόντων είναι μονοσήμαντη. □ 

 

 

2.3.2  Ερατοσθένης 
Το 200 π.Χ. περίπου ο Έλληνας Ερατοσθένης, γεννημένος στην Λιβύη, επινόησε 

έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό των πρώτων αριθμών που ονομάζεται ‘κόσκινο 

του Ερατοσθένη’. Το ‘κόσκινο του Ερατοσθένη’, σε τροποποιημένη μορφή, είναι 

χρήσιμο ακόμα και σήμερα στην έρευνα της Θεωρίας Αριθμών. Το κόσκινο 

εμφανίζεται στο βιβλίο του Νικομήδη (280-210 π.Χ.) ‘Εισαγωγή στην Αριθμητική’. 

 

 
 Εικόνα 3: Ερατοσθένης 

Σύμφωνα με τον αλγόριθμο αυτό, γράφουμε διαδοχικά τους ακέραιους αριθμούς από 

το 2 ως τον μεγαλύτερο αριθμό ݊ που επιθυμούμε να συμπεριλάβουμε στον πίνακα. 

Διαγράφουμε όλους τους αριθμούς τους μεγαλύτερους από 2 που διαιρούνται με το 2 

(δηλαδή κάθε δεύτερο αριθμό). Βρίσκουμε τον μικρότερο εναπομείναντα αριθμό 

μεγαλύτερο του 2, δηλαδή τον 3. Διαγράφουμε όλους τους αριθμούς τους 

μεγαλύτερους από 3 που διαιρούνται με το 3 (δηλαδή κάθε τρίτο αριθμό). Βρίσκουμε 

τον μικρότερο εναπομείναντα αριθμό μεγαλύτερο του 3, δηλαδή τον 5. Διαγράφουμε 

όλους τους αριθμούς τους μεγαλύτερους από 5 που διαιρούνται με το 5 (δηλαδή κάθε 

πέμπτο αριθμό)…Συνεχίζουμε μέχρι να έχουμε διαγράψει όλους τους αριθμούς που 

διαιρούνται με උ√݊ඏ. Οι αριθμοί που απέμειναν είναι πρώτοι. Αυτή η διαδικασία 

παρουσιάζεται στον παρακάτω πίνακα που περιέχει τους φυσικούς ως το 50, και ως 

εκ τούτου διαγράφει τους σύνθετους αριθμούς που διαιρούνται ως το උ√50ඏ ൌ 7. Αν 

η διαδικασία συνεχιστεί ως τον ݊, τότε ο αριθμός των διαγραφέντων δίνει τον αριθμό 

των διακριτών πρώτων παραγόντων του κάθε αριθμού.  
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Πίνακας 1: Το κόσκινο του Ερατοσθένη για τους φυσικούς ως το 50. 

 

 

2.4 Ρωμαίοι- Άραβες 
Με τη ρωμαϊκή κατάκτηση των Ελλήνων, ένα μεγάλο μέρος της γραπτής ελληνικής 

γνώσης μεταφράστηκε στα Λατινικά, ή τουλάχιστον διατηρήθηκε. Καθώς οι Έλληνες 

δίδασκαν στους Ρωμαίους τις γνώσεις τους, διέσωσαν την ελληνική μαθηματική 

γνώση, αλλά δεν έκαναν καμία περαιτέρω πρόοδο στη μελέτη των καθαρών 

μαθηματικών, όπως είναι οι πρώτοι αριθμοί. 

Οι Άραβες μαθηματικοί του Μεσαίωνα μελέτησαν το έργο των αρχαίων Ελλήνων 

μαθηματικών, αλλά με το επιπρόσθετο πλεονέκτημα ενός αριθμητικού συστήματος 

πιο δεκτικού σε υπολογιστική εργασία. Ο Thabit ibn Qurra, για παράδειγμα, απέδειξε 

τον 10ο αιώνα τη σχέση ανάμεσα στους διαδοχικούς πρώτους Thabit αριθμούς (όπως 

ορίζονται παρακάτω) και τους φιλικούς αριθμούς. 

Ορισμός 6: Πρώτοι Thabit αριθμοί ονομάζονται οι αριθμοί της μορφής ݌௡ ൌ

3 ൈ 2௡ െ 1 και ονομάστηκαν έτσι από τον Thabit ibn Qurra που ήταν ο πρώτος που 

τους μελέτησε. 

(Αργότερα μελετήθηκαν και από τον Fermat το 1636, από τον Descartes το 1638 και 

τέλος γενικεύτηκε από τον Euler [Borho 1972]) 
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Θεώρημα 4 (Thabit): Για ݊ ൐ 1,  θεωρούμε ݌௡ ൌ 3 ൈ 2௡ െ 1 και ݍ௡ ൌ 9 ൈ 2ଶ௡ିଵ. Αν 

,௡ିଵ݌ ܽ  ௡ είναι πρώτοι αριθμοί, τότε οιݍ ߡߙߢ ௡݌ ൌ 2௡݌௡ିଵ݌௡ και  ܾ ൌ 2௡ݍ௡  είναι 



 

φιλικοί αριθμοί. (Σημείωση: Το άθροισμα των διαιρετών του ܽ είναι μεγαλύτερο του 

ܽ ενώ το άθροισμα των διαιρετών του  ܾ είναι μικρότερο του ܾ.) 

 
Εικόνα 4:  Thabit ibn Qurra 

Υπάρχει έπειτα μεγάλο κενό στην ιστορία των πρώτων αριθμών ιδιαίτερα στα χρόνια 

του Μεσαίωνα. 

2.5 Νεότερα χρόνια 

2.5.1 Pierre de Fermat 

Οι επόμενες σημαντικές εξελίξεις έγιναν από τον Fermat (1601-1665) στις αρχές του 

17ου αιώνα. Απέδειξε μία εικασία του Albert Girard ότι κάθε πρώτος αριθμός της 

μορφής 4݊ ൅ 1 μπορεί να γραφτεί με έναν μοναδικό τρόπο ως το άθροισμα δύο 

τετραγώνων και μπορούσε να δείξει πώς κάθε αριθμός μπορεί να γραφτεί ως 

άθροισμα δύο τετραγώνων. Επινόησε μια νέα μέθοδο παραγοντοποίησης μεγάλων 

αριθμών την οποία απέδειξε παραγοντοποιώντας τον αριθμό 

2027651281 = 44021 × 46061. Απέδειξε αυτό που είναι γνωστό ως το ‘μικρό 

Θεώρημα του Fermat’ (για να ξεχωρίζει από αυτό που είναι γνωστό ως το ‘μεγάλο 

Θεώρημα του Fermat’).  

Ορισμός 7: Έστω ένας φυσικός αριθμός ݉. Ορίζουμε στο σύνολο Ժ των ακέραιων 

αριθμών τη σχέση 

ܽ ؠ ݉ ݀݋݉ ܾ ฻ ݉ פ ܽ െ ܾ 

 Η σχέση αυτή την οποία διαβάζουμε ܽ ισότιμο του ܾ πληρεί τις τρεις 

χαρακτηριστικ  σ ς ισοδυναμίας. ές ιδιότητες μιας σχέ η

i.  ܽ ؠ ݉ ݀݋݉ ܽ ܽ׊ א Ժ 

ii. ฺ  ܽ ؠ ݉ ݀݋݉ ܾ ܾ ؠ ݉ ݀݋݉ ܽ

iii. ܽ ؠ ,݉ ݀݋݉ ܾ ܾ ؠ ݉ ݀݋݉ ܿ ฺ ܽ ؠ  ݉ ݀݋݉ ܿ
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Θεώρημα 5 (μικρό Θεώρημα του Fermat ): Έστω  πρώτος αριθμός. Τότε για κάθε 

ακέραιο  έχουμε . 

Αυτό αποδεικνύει μόνο τη μισή ‘Κινέζικη Εικασία’ (η οποία χρονολογείται περίπου 

2000 χρόνια νωρίτερα), δηλαδή το ότι ένας ακέραιος  είναι πρώτος αν και μόνο αν ο 

αριθμός  διαιρείται από τον . Η άλλη  μισή εικασία είναι λάθος, αφού για 

παράδειγμα ο  διαιρείται από το 341 παρόλο που ο 341=31×11 είναι 

σύνθετος. Το ‘μικρό Θεώρημα του Fermat’ είναι η βάση για πολλά άλλα 

αποτελέσματα στην Θεωρία Αριθμών και είναι επίσης η βάση μεθόδων για να 

ελέγχουμε αν ένας αριθμός είναι πρώτος, που χρησιμοποιείται ακόμα και σήμερα 

στους ηλεκτρονικούς υπολογιστές.  

 

Εικόνα 5: Pierre de Fermat 

Πρώτοι Αριθμοί του Fermat 

 Μελετάμε τώρα τους αριθμούς της μορφής . Για να είναι ο αριθμός 

 πρώτος, πρέπει ο  να είναι δύναμη του 2, διότι αν είναι   με  

περιττό, τότε από την σχέση  

προκύπτει ότι ο  δεν είναι πρώτος αριθμός. Οι πρώτοι αριθμοί της μορφής 

 καλούνται πρώτοι αριθμοί του Fermat, διότι έχουν μελετηθεί πρώτα 

από αυτόν. Για  λαμβάνουμε αντίστοιχα τους πρώτους αριθμούς 3, 5, 

17, 257, 65.537. 

Εικασία του Fermat: Για όλους τους φυσικούς αριθμούς , οι αριθμοί  είναι 

πρώτοι. 

Η εικασία αυτή του Fermat δεν είναι αληθής, όπως διαπιστώνουμε εξετάζοντας την 

περίπτωση . 
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Απόδειξη κατά της εικασίας του Fermat: 

Έ : χουμε

641 ൌ 5 ൈ 2଻ ൅ 1 ฻ 5 ൈ 2଻ ൌ 641 െ 1 ֜ 5ସ ൈ 2ଶ଼ ൌ ሺ641 െ 1ሻସ ൌ ݐ ൈ 641 ൅ 1,

ݐ ߧߡߧߨάߢ ߙߡߛ א Ժ. 

Επίσης 

641 ൌ 2ସ ൅ 5ସ ฻ 5ସ ൌ 641 െ 2ସ. 

Άρα λαμβάνουμε 

ሺ641 െ 2ସሻ ൈ 2ଶ଼ ൌ ݐ ൈ 641 ൅ 1 ฻ 

െ2ଷଶ ൌ ሺݐ െ 2ଶ଼ሻ ൈ 641 ൅ 1 ൌ ݏ ൈ 641 ൅ 1 ฻ 

2ଷଶ ൅ 1 ൌ ሺെݏሻ ൈ 641 

Άρα 

641 פ 2ଶఱ ൅ 1 

□ 

Την παραπάνω απέδειξε ο Euler (1707-1783) καταρρίπτοντας την  θεωρία του 

Fermat. 

Επίσης διάφοροι συγγραφείς διαπίστωσαν ότι οι αριθμοί 2ଶ೙ ൅ 1 δεν είναι πρώτοι για 

݊ ൌ 6, 7, 8, 9, 11, 12, 15, 18, 23, 36, 38, 73. Ακόμη δεν είναι γνωστό αν υπάρχουν 

άπειροι αριθμοί Fermat. Επιπλέον, ούτε ένας καινούριος πρώτος αριθμός του Fermat 

διαφορετικός από αυτούς που έχουν περιγραφεί παραπάνω δεν έχει βρεθεί ακόμη. 

Παραδόξως, οι πρώτοι αριθμοί του Fermat σχετίζονται με την γεωμετρία. Ο διάσημος 

Γερμανός μαθηματικός Carl Friedrich Gauss απέδειξε ότι: 

Θεώρημα 6 (Gauss): Ένα κανονικό ν-γωνο, όπου ν πρώτος αριθμός, μπορεί να 

κατασκευαστεί με κανόνα και διαβήτη αν  και μόνο αν ο ν είναι  πρώτος αριθμός του 

Fermat! 

 Ένα γενικότερο εξαγόμενο είναι το παρακάτω:  

Θεώρημα 7: Ένα κανονικό m-γωνο μπορεί να κατασκευαστεί με κανόνα και διαβήτη 

αν και μόνο αν  ݉ ൌ 2௦ ൈ ଶ݌ଵ݌ … ,ଵ݌ ௟, όπου݌ ,ଶ݌ … ,  ௟ είναι πρώτοι αριθμοί του݌

Fermat διαφορετικοί μεταξύ τους. 

Ένα άλλο Θεώρημα που διατύπωσε ο Fermat, αλλά δεν απέδειξε και προβλημάτισε 

τους μετέπειτα μαθηματικούς είναι αυτό πάνω στο άθροισμα δύο τετραγώνων. Ο 
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G.H.Hardy γράφει ότι αυτό το Θεώρημα του Fermat δίκαια έχει χαρακτηριστεί ως 

ένα από τα καλύτερα στην Θεωρία Αριθμών.  

Θεώρημα 8 (Fermat, 1640):Ένας περιττός πρώτος αριθμός ݌ μπορεί να γραφτεί ως 

݌ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ

όπου ݔ, ݌ ακέραιοι αν και μόνο αν ݕ ؠ  .4 ݀݋݉ 1

Έχουν δημοσιευθεί πάνω από 50 αποδείξεις γι’ αυτό το Θεώρημα από πολύ μεγάλους 

μαθηματικούς όπως: Euler, Lagrange, Dedekind, Heath-Brown, και άλλους. 

Παραθέτονται παρακάτω οι πιο σημαντικές. 

 

1η Απόδειξη (Euler, 1747-1749): 

Αυτή η απόδειξη αποτελείται από 5 βήματα. Τα 4 πρώτα περιλαμβάνονται σε γράμμα 

του Euler προς τον Goldbach το 1747 ενώ το 5ο σε ένα άλλο γράμμα το 1749 γιατί 

στο πρώτο γράμμα ήταν ασαφές. 

1. Το γινόμενο δύο αριθμών καθένας από τους οποίους είναι άθροισμα δύο 

τετραγώνων, είναι και αυτός επίσης άθροισμα δύο τετραγώνων. Αυτό είναι απλή 

αναδιατύπωση της c   ταυτότητας Brahmagupta-Fibonac i:

ሺܽଶ ൅ ܾଶሻሺݔଶ ൅ ଶሻݕ ൌ ሺܽݔ ൅ ሻଶݕܾ ൅ ሺܽݕ െ  ሻଶݔܾ

 2. Αν ένας αριθμός ο οποίος είναι άθροισμα δύο τετραγώνων διαιρείται από έναν 

πρώτο αριθμό που είναι άθροισμα δύο τετραγώνων, τότε το πηλίκο είναι άθροισμα 

δύο τετραγώνων. 

Πράγματι, υποθέτουμε για παράδειγμα ότι ܽଶ ൅ ܾଶ διαιρείται από ݌ଶ ൅  ଶ που είναιݍ

πρώτος αριθμός. Τότε ο ݌ଶ ൅  ଶ διαιρεί τονݍ

ሺܾ݌ െ ܾ݌ሻሺݍܽ ൅ ሻݍܽ ൌ ଶܾଶ݌ െ ܽଶݍଶ ൌ ଶሺܽଶ݌ ൅ ܾଶሻ െ ܽଶሺ݌ଶ ൅  ଶሻݍ

Αφού ο ݌ଶ ൅  ଶ είναι πρώτος, διαιρεί έναν από τους δύο παράγοντες. Υποθέτουμε ότιݍ

διαιρεί τον ܾ݌ െ  Εφόσον .ݍܽ

ሺܽଶ ൅ ܾଶሻሺ݌ଶ ൅ ଶሻݍ ൌ ሺܽ݌ ൅ ሻଶݍܾ ൅ ሺܽݍ െ  ሻଶ݌ܾ

(ταυτότητα Brahmagupta-Fibonacci) έπεται ότι ο ݌ଶ ൅  ଶ πρέπει να διαιρεί τονݍ

ሺܽ݌ ൅ ଶ݌ ሻ. Μάλιστα, εφόσονݍܾ ൅  ଶ πρώτος, έπεται ότι η παραπάνω ισότηταݍ

μπορεί να διαιρεθεί από το τετράγωνο του ݌ଶ ൅  ଶ. Διαιρώντας την έκφραση με τονݍ

ሺ݌ଶ ൅  :ଶሻଶ προκύπτειݍ

ܽଶ ൅ ܾଶ

ଶ݌ ൅ ଶݍ ൌ ൬
݌ܽ ൅ ܾܽ
ଶ݌ ൅ ଶݍ ൰

ଶ

൅ ൬
ݍܽ െ ݌ܾ
ଶ݌ ൅ ଶݍ ൰

ଶ

 



 

και έτσι εκφράζεται το πηλίκο ως άθροισμα δύο τετραγώνων όπως ισχυριστήκαμε. 

Αν ݌ଶ ൅ ܾ݌ ଶ διαιρεί τονݍ ൅  καταλήγουμε σε ένα παρόμοιο συμπέρασμα ݍܽ

χρησιμοποιώντας g aτην ταυτότητα Brahma upta-Fibon cci: 

ሺܽଶ ൅ ܾଶሻሺݍଶ ൅ ଶሻ݌ ൌ ሺܽݍ ൅ ሻଶ݌ܾ ൅ ሺܽ݌ െ  ሻଶݍܾ

3. Αν ένας αριθμός ο οποίος μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα δύο τετραγώνων, 

διαιρείται από έναν αριθμό που δεν είναι άθροισμα δύο τετραγώνων, τότε το πηλίκο 

έχει έναν παράγοντα ο οποίος εν είναι άθρο μ ο τετραγώνων.  δ ισ α δύ

Πράγματι, υποθέτουμε ότι ο ݔ διαιρεί τον ܽଶ ൅ ܾଶ και ότι το πηλίκο αναλυμένο σε 

γινόμενο πρώτων παραγόντων είναι ݌ଵ݌ଶ … ௡. Τότε ܽଶ݌ ൅ ܾଶ ൌ ଶ݌ଵ݌ݔ …  ௡. Αν όλοι݌

οι παράγοντες ݌௜ μπορούν να γραφτούν ως αθροίσματα δύο τετραγώνων, τότε 

μπορούμε να διαιρέσουμε τέλεια τον ܽଶ ൅ ܾଶ με τους ݌ଵ, ,ଶ݌ … και εφαρμόζοντας το 

προηγούμενο βήμα διαδοχικά για τους ݌ݔଵ݌ଶ … ,௡݌ ଶ݌ଵ݌ݔ … ,௡ିଵ݌ … ,  ଵ݌ݔ

συμπεραίνουμε ότι κάθε πηλίκο είναι άθροισμα δύο τετραγώνων. Αυτό μέχρι να 

φτάσουμε στον ݔ, καταλήγοντας ότι ο ݔ θα πρέπει να είναι άθροισμα δύο 

τετραγώνων, άτοπο. Έτσι, αν ο ݔ δεν είναι άθροισμα δύο τετραγώνων, τότε 

τουλάχιστον ένας από τους πρώτους ݌௜ δεν είναι άθροισμα δύο τετραγώνων. 

4. Αν ܽ και ܾ είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε κάθε παράγοντας του ܽଶ ൅ ܾଶ είναι 

άθροισμα δύο τετραγώνων. 

Πράγματι, θεωρούμε ݔ έναν παράγοντα του ܽଶ ൅ ܾଶ. Μπορούμε να γράψουμε 

ܽ ൌ ݔ݉ േ ܿ, ܾ ൌ ݔ݊ േ ݀ όπου ܿ, ݀ είναι το πολύ το μισό του ݔ κατά απόλυτη τιμή. 

Αυτό δίνει: ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ݉ଶݔଶ േ ܿݔ2݉ ൅ ܿଶ ൅ ݊ଶݔଶ േ ݀ݔ2݊ ൅ ݀ଶ ൌ ݔܣ ൅ ሺܿଶ ൅ ݀ଶሻ. 

Άρα ο ܿଶ ൅ ݀ଶ πρέπει να διαιρείται από τον ݔ, έστω ܿଶ ൅ ݀ଶ ൌ  Αν ܿ και ݀ δεν .ݔݕ

είναι πρώτοι μεταξύ τους, τότε ο ΜΚΔ τους δεν διαιρεί τον ݔ (αν το έκανε, τότε θα 

διαιρούσε τους ܽ και ܾ που έχουμε υποθέσει ότι είναι πρώτοι μεταξύ τους). Οπότε, ο 

ΜΚΔ στο τετράγωνο διαιρεί τον ݕ (καθώς διαιρεί τον ܿଶ ൅ ݀ଶ), δίνοντάς μας μια 

έκφραση της μορφής ݁ଶ ൅ ݂ଶ ൌ  όχι ݖ για ݁ και ݂ πρώτους μεταξύ τους, και με ݔݖ

μεγαλύτερο από το  φ μισό του ݔ, ε όσον 

ݔݖ ൌ ݁ଶ ൅ ݂ଶ ൑ ܿଶ ൅ ݀ଶ ൑ ሺ
ݔ
2ሻଶ ൅ ሺ

ݔ
2ሻଶ ൌ

1
2  ଶݔ

Αν ܿ και ݀ είναι πρώτοι μεταξύ τους, τότε μπορούμε να τους χρησιμοποιήσουμε 

κατευθείαν αντί να τους μετατρέψουμε σε ݁ και ݂. Αν ο ݔ δεν είναι άθροισμα δύο 

τετραγώνων τότε, από το 3ο βήμα, πρέπει να υπάρχει ένας παράγοντας του ݖ ο οποίος 
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δεν είναι άθροισμα δύο τετραγώνων, έστω ݓ. Αυτό μας δίνει άπειρη κάθοδο, 

πηγαίνοντας από τον ݔ σε ένα μικρότερο αριθμό ݓ, που και οι δύο δεν είναι 

αθροίσματα δύο τετραγώνων αλλά διαιρούν ένα άθροισμα δύο τετραγώνων. Αφού η 

άπειρη κάθοδος είναι αδύνατη, καταλήγουμε ότι ο ݔ μπορεί να εκφραστεί ως 

άθροισμα δύο τετραγώνων,  χυριστήκαμε. όπως ισ

5.Κά ς μορ  είναι άθροι  ώνων. θε πρώτος τη φής 4݊ ൅ 1 σμα δύο τετραγ

Αν ݌ ൌ 4݊ ൅ 1 τότε ሺ݌, ሻݔ ൌ 1 για κάθε ݔ ൌ 1,2,3, … ,  ௡ και, από το Μικρόݔ

Θεώρημα του Fermat, καθένας από τους αριθμούς 1, 2ସ௡, 3ସ௡, … , ሺ4݊ሻସ௡ είναι 

ισότιμος με 1 ݉݌ ݀݋. Οι διαφορές 2ସ௡ െ 1, 3ସ௡ െ 2ସ௡, … , ሺ4݊ሻସ௡ െ ሺ4݊ െ 1ሻସ௡ 

διαιρούνται ως εκ τούτου από τον ݌. Κάθε μία από αυτές τις διαφορές μπορεί να 

παραγοντοποιηθεί ως 

ܽସ௡ െ ܾସ௡ ൌ ሺܽଶ௡ ൅ ܾଶ௡ሻሺܽଶ௡ െ ܾଶ௡ሻ 

Εφόσον ο ݌ είναι πρώτος, πρέπει να διαιρεί έναν από τους δύο παράγοντες. Αν σε 

οποιαδήποτε από τις 4݊ െ 1 περιπτώσεις ο ݌ διαιρεί τον πρώτο παράγοντα, τότε από 

το προηγούμενο βήμα καταλήγουμε ότι ο ݌ είναι ο ίδιος άθροισμα δύο τετραγώνων 

(εφόσον οι ܽ και ܾ διαφέρουν κατά 1, θα είναι πρώτοι μεταξύ τους). Έτσι είναι 

αρκετό να δείξουμε ότι ο ݌ δεν μπορεί πάντα να διαιρεί τον δεύτερο παράγοντα. Αν 

διαιρεί όλες τις 4݊ െ 1 διαφορές, 2ଶ௡ െ 1, 3ଶ௡ െ 2ଶ௡, … , ሺ4݊ሻଶ௡ െ ሺ4݊ െ 1ሻଶ௡, τότε 

θα διαιρεί όλες τις 4݊ െ 2 διαφορές των διαδοχικών όρων, όλες τις 4݊ െ 3 διαφορές 

των διαφορών και ούτω καθεξής. Εφόσον οι ݇-οστές διαφορές της ακολουθίας  

1௞, 2௞, 3௞, … είναι όλες ίσες με ݇!, οι 2݊-οστές διαφορές θα είναι όλες σταθερές και 

ίσες με 2݊!, οι οποίες σίγουρα δεν διαιρούνται από τον ݌. Ως εκ τούτου ο ݌ δεν 

μπορεί να διαιρέσει όλους τους δεύτερους παράγοντες, το οποίο αποδεικνύει ότι ο ݌ 

είναι όντως το άθροισμα δύο αριθμών στο τετράγωνο □. 

Άλλη μία ενδιαφέρουσα απόδειξη για το ίδιο Θεώρημα του Fermat είναι αυτή του 

Don Bernard Zagier(1951) που ονομάζεται ‘απόδειξη μιας πρότασης’ γιατί είναι 

μικρή μα και στοιχειώδης. Η απόδειξη αυτή είναι η απλούστευση μιας παλαιότερης 

από τον Heath-Brown, η οποία με την σειρά της ήταν εμπνευσμένη από μία απόδειξη 

του  Liouville. 

2η Α gier, περίπου το  1990):πόδειξη (Za  
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Αν ݌ ൌ 4݇ ൅ 1 είναι πρώτος τότε το σύνολο ܵ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ א Գଷ: ଶݔ ൅ ݖݕ4 ൌ  ሽ݌

είναι πεπερασμένο και έχει δύο ενελίξεις (involution), μία προφανή ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ՜



 

ሺݔ, ,ݕ  ως ݌ ሻ της οποίας τα σταθερά σημεία αντιστοιχούν στις αναπαραστάσεις τουݖ

άθροισμα δύο αριθμών στο τετράγωνο και μία πιο περίπλοκη 

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ฽ ቐ
ሺݔ ൅ ,ݖ2 ,ݖ ݕ െ ݔ െ ݔ      ߥߙ         ,ሻݖ ൏ ݕ െ ݖ

ሺ2ݕ െ ,ݔ ,ݕ ݔ െ ݕ ൅ ,ሻݖ ݕ ߥߙ െ ݖ ൏ ݔ ൏ ݕ2
ሺݔ െ ,ݕ2 ݔ െ ݕ ൅ ,ݖ ݔ           ߥߙ         ,ሻݕ ൐ ݕ2

 

η οποία έχει ακριβώς ένα σταθερό σημείο, το ሺ1,1, ݇ሻ. Ωστόσο ο αριθμός των 

σταθερών σημείων μιας ενός πεπερασμένου συνόλου ܵ έχει την ίδια πληθικότητα με 

τον πληθικό αριθμό του συνόλου ܵ, έτσι αυτός ο αριθμός είναι περιττός και για την 

πρώτη ενέλιξη επίσης, αποδεικνύοντας ότι ο ݌ είναι άθροισμα δύο αριθμών στο 

τετράγωνο □. 

         2.5.2 Marin Mersenne 

Ο Fermat αλληλογραφούσε με άλλους μαθηματικούς της εποχής του και ιδιαίτερα με 

τον καλόγερο Marin Mersenne (1588-1648). Ο Mersenne, ο οποίος μόλις το 1647 είχε 

φτιάξει μια λίστα με όλους τους ακέραιους πρώτους αριθμούς ݊ μικρότερους ή ίσους 

του 257, πίστευε πως ο τύπος ݌ ൌ 2௡ െ 1 παράγει πρώτους αριθμούς. Ωστόσο δεν 

έδωσε καμία απόδειξη και αργότερα η εικασία του αποδείχτηκε εν μέρει εσφαλμένη. 

Προς τιμήν του όμως οι αριθμοί αυτού του τύπου ονομάζονται ‘αριθμοί Mersenne’ 

και συμβολίζονται ܯ௡, γιατί πρώτος εκείνος τους μελέτησε. 

Προφανώς ο τύπος του Mersenne δεν δίνει πάντα ως αποτέλεσμα πρώτους αριθμούς. 

Για παράδειγμα, αν ο ݊ είναι σύνθετος τότε ݊ ൌ ݈݇, όπου ݇ ൐ 1 και ݈ ൐ 1, τότε ο ݌ 

διαιρείται από τους 2௞ െ 1 και 2௟ െ 1. Αλλά ακόμα και αν ο ݊ είναι πρώτος αριθμός 

μπορεί να έχουμε ως αποτέλεσμα σύνθετο αριθμό, για παράδειγμα για ݊ ൌ 11: 

2ଵଵ െ 1 ൌ 2047 ൌ 23 ൈ 89. 

 

Εικόνα 6: Marin Mersenne 
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Αυτό βέβαια δεν παρατηρήθηκε παρά το 1536. Για πολλά χρόνια αριθμοί αυτού του 

τύπου έδιναν τους πιο μεγάλους πρώτους αριθμούς που γνωρίζουμε. Ο αριθμός 

ଵଽܯ ൌ 2ଵଽ െ 1 ൌ 524287 αποδείχτηκε ότι είναι πρώτος από τον Pietro Cataldi 



 

(1548-1626) και αυτός ήταν ο πιο μεγάλος γνωστός πρώτος αριθμός για 200 χρόνια 

ώσπου ο Euler απέδειξε ότι ο  είναι πρώτος. Αυτό έθεσε ένα καινούριο ρεκόρ για 

άλλον έναν αιώνα ώσπου ο Édouard Lucas (1842-1891) έδειξε ότι ο  (που είναι 

ένας αριθμός με 39 ψηφία) είναι πρώτος και κράτησε το ρεκόρ ως τα χρόνια των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών. Το 1952 οι ‘αριθμοί Mersenne’  

και   αποδείχθηκαν ότι είναι πρώτοι από την Raphael Mitchel Robinson (1911-

1995) με την χρήση ενός πρώιμου υπολογιστή και η ηλεκτρονική εποχή είχε αρχίσει. 

Μέχρι το 2005 είχαν βρεθεί 42 πρώτοι αριθμοί Mersenne. Ο μεγαλύτερος ήταν ο 

 ο οποίος έχει 7816230 ψηφία. Ο μεγαλύτερος πρώτος αριθμός ως τις 15 

Σεπτεμβρίου 2008, ήταν ο  ο οποίος έχει 12978189 ψηφία. (Mersenne 

Organization 2008) 

                     

  Εικόνα 7:  Pietro Cataldi                  Εικόνα 8: Edouard Lucas                      Εικόνα9: Mitchel Robinson 

Οι ‘αριθμοί Mersenne’ έχουν ενδιαφέρον εξ’ αιτίας της σχέσης τους με τους τέλειους 

αριθμούς (βλ. Ορισμό 2). Ο ίδιος ο Ευκλείδης, στο βιβλίο του τα ‘Στοιχεία’ που 

αναφέραμε προηγουμένως, απέδειξε το γεγονός ότι αν ένας πρώτος αριθμός  είναι 

του τύπου , τότε ο αριθμός  είναι τέλειος. Για παράδειγμα οι 

αριθμοί: 

 

είναι πρώτοι και συνεπώς οι αριθμοί 

 

 

είναι τέλειοι. Αρκετούς αιώνες αργότερα, ο Leonhard Euler (1707-1783) ότι όλοι οι 

άρτιοι τέλειοι αριθμοί είναι του τύπου που εισήγαγε ο Ευκλείδης. Έτσι το ζήτημα του 

αν υπάρχουν πεπερασμένοι άρτιοι τέλειοι ακέραιοι μπορεί να περιοριστεί στο ζήτημα 
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του αν υπάρχουν πεπερασμένοι άρτιοι ‘αριθμοί Mersenne’. Ακόμη δεν έχει βρεθεί 

λύση σε αυτό το πρόβλημα. 

 

 

Παρακάτω παρατίθενται κάποιοι σχετικοί πίνακες και διαγράμματα. 

Ρεκόρ πρώτων αριθμών πριν την εποχή  των ηλεκτρονικών υπολογιστών 

Αριθμός  Ψηφία  Χρονιά  Μαθηματικός  Μέθοδος 

2ଵ଻ െ 1  6  1588  Cataldi  δοκιμαστικές 

διαιρέσεις 

2ଵଽ െ 1  6  1588  Cataldi  δοκιμαστικές 

διαιρέσεις 

2ଷଵ െ 1  10  1772  Euler  δοκιμαστικές 

διαιρέσεις 

ሺ2ହଽ െ 1ሻ/179951 13  1867  Landry  δοκιμαστικές 

διαιρέσεις 

2ଵଶ଻ െ 1  39  1876  Lucas  ακολουθίες 

Lucas 

ሺ2ଵସ଼ ൅ 1ሻ/17  44  1951  Ferrier  Θεώρημα  του 

Proth (1878) 

Πίνακας 2 
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Ρεκόρ πρώτων αριθμών την εποχή των ηλεκτρονικών υπολογιστών 

Αριθμός  Ψηφία  Χρονιά  Η/Υ  Μαθηματικός 

180ሺܯଵଶ଻ሻଶ

൅ 1 

79  1951  EDSAC1  Miller&Wheeler 

 ହଶଵܯ 157  1952  SWAC  Robinson(Jan30) 

 ଺଴଻ܯ 183  1952  SWAC  Robinson(Jan30) 

 ଵଶ଻ଽܯ 386  1952  SWAC  Robinson(June25) 

 ଶଶ଴ଷܯ 664  1952  SWAC  Robinson (Oct 7) 

 ଶଶ଼ଵܯ 687  1952  SWAC  Robinson (Oct 9) 
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 ଷଶଵ଻ܯ 969  1957  BESK  Riesel 

 ସସଶଷܯ 1332  1961  IBM7090  Hurwitz 

 ଽ଺଼ଽܯ 2917  1963  ILLIAC 2  Gillies 

 ଽଽସଵܯ 2993  1963  ILLIAC 2  Gillies 

 ଵଵଶଵଷܯ 3376  1963  ILLIAC 2  Gillies 

 ଵଽଽଷ଻ܯ 6002  1971  IBM360/91  Tuckerman 

 ଶଵ଻଴ଵܯ 6533  1978  CDC Cyber 174  Noll & Nickel 

 ଶଷଶ଴ଽܯ 6987  1979  CDC Cyber 174  Noll 

 ସସସଽ଻ܯ 13395  1979  Cray 1  Nelson&Slowinski 

 ଺ଶସଷ଼ܯ 25962  1982  Cray 1  Slowinski 

 ଵଷଶ଴ସଽܯ 39751  1983  Cray X‐MP  Slowinski 

 ଶଵ଺଴ଽଵܯ 65050  1985  Cray X‐MP/24  Slowinski 

391581

ൈ 2 ଺ଵଽଷ െ 1 ଶଵ

65087  1989  Amdahl 1200  Amdahl Six 

 ଻ହ଺଼ଷଽܯ 227832  1992  Cray‐2  Slowinski & Gage 

 ହଽସଷଷ଼ܯ 258716  1994  Cray C90  Slowinski & Gage 

 ଵଶହ଻଻଼଻ܯ 378632  1996  Cray T94  Slowinski & Gage 

 ଵଷଽ଼ଶ଺ଽܯ 420921  1996  Pentium(90Mhz)  Armengaud,Woltman

 ଶଽ଻଺ଶଶଵܯ 895932  1997  Pentium(100Mhz)  Spence, Woltman 

 ଷ଴ଶଵଷ଻଻ܯ 909526  1998  Pentium(200Mhz)  Clarkson,Woltman, 

Kurowski 

 ଺ଽ଻ଶହଽଷܯ 2098960  1999  Pentium(350Mhz)  Hajratwala,Woltman, 

Kurowski 

 ଵଷସ଺଺ଽଵ଻ܯ 4053946  2001  AMDT‐Bird(800 

Mhz) 

Cameron,Woltman, 

Kurowski 

 ଶ଴ଽଽ଺଴ଵଵܯ 6320430  2003  Pentium (2 GHz)  Shafer,Woltman, 

Kurowski 

 ଶସ଴ଷ଺ହ଼ଷܯ 7235733  2004  Pentium4(2.4GHz)  Findley,Woltman, 

http://primes.utm.edu/bios/page.php?lastname=Hurwitz


 

Kurowski 

 ଶହଽ଺ସଽହଵܯ 7816230  2005  Pentium4(2.4GHz)  Nowak,Woltman, 

Kurowski 

 ଷ଴ସ଴ଶସହ଻ܯ 9152052  2005  Pentium  4(2GHz 

upgraded to3GHz) 

Cooper,Boone, 

Woltman, Kurowski 

 ଷଶହ଼ଶ଺ହ଻ܯ 9808358  2006  Pentium 4 (3 GHz)  Cooper,Boone, 

Woltman, Kurowski 

 ସଷଵଵଵ଺଴ଽܯ 12978189  2008  Intel  Core  2Duo 

E6600CPU(2.4GHz) 

E_Smith,Woltman, 

Kurowski 

Πίνακας 3 

 
Διάγραμμα 1:  οι  αριθμοί  των ψηφίων  γνωστών  πρώτων αριθμών μετά  την  ανακάλυψη  του  ηλεκτρονικού 

υπολογιστή 
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3   

Τύποι παραγωγής Πρώτων Αριθμών  
Ο Euler έχει δηλώσει: «Οι μαθηματικοί έχουν προσπαθήσει μάταια μέχρι σήμερα να 

ανακαλύψουν κάποια τάξη στην ακολουθία των πρώτων αριθμών, και έχουμε λόγους 

να πιστεύουμε πως αυτό είναι ένα μυστήριο στο οποίο ο ανθρώπινος νους δεν 

πρόκειται να διεισδύσει ποτέ.» [Havil 2003, p. 163]. Σε μία διάλεξη του το 1975 ο D. 

Zagier σχολίασε: «Υπάρχουν δύο δεδομένα για την κατανομή των πρώτων αριθμών 

για τα οποία ελπίζω να σας πείσω τόσο πολύ που θα μείνουν για πάντα χαραγμένα 

στις καρδιές σας. Το πρώτο είναι ότι παρόλο τον απλό ορισμό και ρόλο τους ως 

δομικοί λίθοι των φυσικών αριθμών, οι πρώτοι αριθμοί μεγαλώνουν σαν τα ζιζάνια 

μεταξύ των φυσικών αριθμών, δείχνοντας να μην υπακούουν σε κανέναν άλλο νόμο 

από εκείνον της τύχης, και κανένας δεν μπορεί να προβλέψει που θα βλαστήσει ο 

επόμενος. Το δεύτερο είναι ακόμα πιο εκπληκτικό, γιατί δηλώνει ακριβώς το 

αντίθετο: ότι οι πρώτοι αριθμοί παρουσιάζουν εκπληκτική κανονικότητα, ότι 

υπάρχουν νόμοι που καθορίζουν την συμπεριφορά τους και ότι υπακούουν σε αυτούς 

τους νόμους σχεδόν με στρατιωτική ακρίβεια.» [Havil 2003, p. 171]. 

Οι πρώτοι αριθμοί λοιπόν είναι διάσπαρτοι άτακτα ανάμεσα στους ακεραίους και έτσι 

δεν είναι προς έκπληξη που μέσα από τους αιώνες οι μαθηματικοί έχουν προσπαθήσει  

σκληρά να βρουν μία ‘φόρμουλα πρώτων αριθμών’, δηλαδή μία μέθοδο που θα 

παράγει όλους τους πρώτους αριθμούς. Κάποιος μπορεί να επινοήσει μια τέτοια 

φόρμουλα με πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Ως εκ τούτου, είναι πολύ σημαντικό 

να διευκρινίσουμε τι είναι πραγματικά επιθυμητό. 

Προφανώς,  μια πολύ απλή φόρμουλα πρώτων αριθμών είναι της μορφής 
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݌  ൌ  ௡ ሺ1ሻ݌

όπου ݌௡ δηλώνει τον ݊-οστό πρώτο αριθμό. Γιατί δεν μας ικανοποιεί όμως μια τέτοια 

φόρμουλα; Η δυσκολία του ζητήματος είναι ότι ο υπολογισμός του δεξιού μέλους της 

(1) είναι, εν γένει, πολύ δύσκολος, για παράδειγμα αν προσπαθήσουμε να βρούμε 

μόνοι μας τον ݌ଵଽ଻ହ! Αλλά θα θέλαμε να βρούμε μία παρόμοια φόρμουλα που να 

χαρακτηρίζεται από την πιο απλή μέθοδο υπολογισμού του δεξιού μέλους της 

(παρόλα αυτά, όπως θα διαπιστώσουμε και παρακάτω, η απλότητα υπολογισμού δεν 

είναι καθόλου προφανής έννοια). 

Κατ’ αρχάς μπορούμε να απαλλαγούμε από την ανάγκη της ρητής εξάρτησης του 

δεξιού μέλους από το ݊ και να προσπαθήσουμε να βρούμε φόρμουλες που δίνουν 

πρώτους αριθμούς όχι απαραίτητα με αύξουσα σειρά μεγέθους. Μπορούμε να 

περιοριστούμε επιπλέον σε μία φόρμουλα που αποδίδει άπειρο αριθμό πρώτων 

αριθμών και όχι όλους τους πρώτους. Τέλος, μπορεί να δεχτούμε πως μια τέτοια 

φόρμουλα ίσως αποδώσει και μερικούς σύνθετους αριθμούς επίσης. Επισημαίνουμε 

ότι φαινομενικά απλές φόρμουλες μπορεί να αποδειχθούν ότι δεν είναι καλύτερες από 

την (1). 

Οι πρώτοι αριθμοί μπορούν να παραχθούν με την διαδικασία του κοσκινίσματος όπως 

είδαμε με το κόσκινο του Ερατοσθένη. Το κόσκινο του Ερατοσθένη μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί στην δημιουργία συνάρτησης υπολογισμού των πρώτων αριθμών: 

ሻݔሺߨ ൌ ൯ݔ√൫ߨ ൅ 1 ൅ ݔ െ ඌ
1
2 ඐݔ െ ඌ

1
3 ඐݔ െ ඌ

1
5 ඐݔ െ ڮ ൅ ቔ

ݔ
2 ൈ 3ቕ ൅ ቔ

ݔ
2 ൈ 5ቕ ൅ ቔ

ݔ
3 … 5ቕ

൅ ڮ െ ቔ
ݔ

2 ൈ 3 ൈ 5ቕ ൅  ڮ

η οποία είναι ουσιαστικά μια εφαρμογή της ‘αρχής ένταξης-αποκλεισμού’. 

 [Havil 2003, pp. 171-172]. 

Παρόλο που υπάρχουν πολλές και θαυμάσιες φόρμουλες υπολογισμού πρώτων 

αριθμών (π.χ. φόρμουλες που είτε παράγουν πρώτους αριθμούς για κάθε τιμή μιας 

μεταβλητής ή δίνουν τον ݊ο πρώτο αριθμό ως συνάρτηση του ݊), έχουν αναλυθεί σε 

τέτοιο βαθμό που έχουν ελάχιστη πρακτική αξία. 
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3.1 Η συνάρτηση ࣊ሺ࢞ሻ 

Η συνάρτηση που δίνει το πλήθος των πρώτων αριθμών των μικρότερων ή ίσων ενός 

αριθμού ݔ συμβολίζεται ߨሺݔሻ. Έχουμε λοιπόν την συνάρτηση Թା ד ݔ  ՜ ሻݔሺߨ א Գ, 

όπου  Թା παριστάνει το σύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών. Έτσι π.χ. 

ሺ1ሻߨ ൌ 0, ሺ2ሻߨ ൌ 1, ሺ3ሻߨ ൌ 2, ሺ20ሻߨ ൌ 8, ௡ሻ݌ሺߨ ൌ ݊, όπου ݌௡ παριστάνει τον ݊-

οστό πρώτο αριθμό. Έχουμε ήδη δει έξι διαφορετικές αποδείξεις ότι υπάρχουν 

άπειροι πρώτοι αριθμοί (Θεώρημα 1) δηλαδή ότι ισχύει lim௫՜ାஶ ሻݔሺߨ ൌ ൅∞. Θα 

παραθέσουμε εδώ άλλη μία απόδειξη του θεωρήματος αυτού από τον Euler από την 

οποία προκύπτουν όμως σημαντικά συμπεράσματα για τους πρώτους αριθμούς και 

την συνάρτηση ߨሺݔሻ. 

 

 

7η Απόδειξη (Θεωρήματος 1) eonhard Euler):(L  

Υποθέτουμε ότι το σύνολο ܲ των πρώτων αριθμών είναι πεπερασμένο και θα 

οδηγηθούμε σε άτοπο. Έστω 

ܲ ൌ ሼ݌ଵ, ,ଶ݌ … ,  .௦ሽ݌

Για κάθε πρώτο αριθμό ݌ ισχύει: 

1

1 െ 1
݌

ൌ ෍
1

௡݌

ஶ

௡ୀ଴

. 

Έχουμε συνεπώς: 

1

1 െ 1
ଵ݌

ൈ
1

1 െ 1
ଶ݌

ൈ … ൈ
1

1 െ 1
௦݌

ൌ ൭෍
1

ଵ݌
௡

ஶ

௡ୀ଴

൱ ൭෍
1

ଶ݌
௡

ஶ

௡ୀ଴

൱ … ൭෍
1

௦݌
௡

ஶ

௡ୀ଴

൱

ൌ ෍
1

ଵ݌
௡భ݌ଶ

௡మ … ௦݌
௡ೞ

ஶ

௡భ,௡ …,௡ೞୀ଴

ൌ ෍
1
݊

మ,

. 
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Στο τελευταίο άθροισμα το ݊ διατρέχει όλους τους φυσικούς αριθμούς, οι οποίοι 

εκφράζονται σαν γινόμενα των πρώτων αριθμών ݌ଵ, ,ଶ݌ … ,  ௦, και καθένα ακριβώς݌

μία φορά. Επειδή δε κάθε φυσικός αριθμός, διάφορος του 0, έχει μία μονοσήμαντη 

ανάλυση σε γινόμενο πρώτων αριθμών, προκύπτει ότι στο άθροισμα 

෍
1
݊ 



 

το ݊ διατρέχει όλους τους διάφορους από το 0 φυσικούς αριθμούς, ήτοι 

ෑ
1
௜݌

௦

௜ୀଵ

ൌ ෍
1
݊

ஶ

௡ୀଵ

ൌ ൅∞,  

το οποίο είναι άτοπο, δεδομένου ότι ο πραγματικός αριθμός 

ෑ
1
௜݌

௦

௜ୀଵ

 

είναι διάφορος του ൅∞.□ 

Από την απόδειξη του Euler πρ κύο πτει 

ෑ
1

1 െ 1
௣݌

ൌ ൅∞ ֜ ෑ ൬1 െ
1
൰݌

௣

ൌ 0. 

෍
1
݌

௣

ൌ ൅∞. 

Επίσης ισχύει ότι 

Με την βοήθεια των σχέσεων αυτών αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρημα. 

 

Θεώρημα 9:     Ισχύει: 

݈݅݉
՜ାஶ

ሻݔሺߨ
ݔ ൌ 0. 

௫

Απόδειξη: Έστω ݌ଵ, ,ଶ݌ … ,  πρώτοι πρώτοι αριθμοί. Θεωρούμε έναν θετικό ݏ ௦ οι݌

πραγματικό αριθμό ݔ και το σύνολο 

ܣ ൌ ሼ1,2, , ሾݔሿሽ. …

όπου ሾݔሿ παριστάνει το ακέραιο μέρος του ݔ, δηλαδή τον μέγιστο ακέραιο αριθμό, ο 

οποίος είναι μικρότερος ή ίσος του ݔ. Στο σύνολο ܣ διαγράφουμε τα πολλαπλάσια 

των ݌ଵ, ,ଶ݌ … , ,௦ାଵ݌ ௦, οπότε θα μείνουν ο 1, οι πρώτοι αριθμοί݌ ,௦ାଶ݌ … και τα 

γινόμενα δυνάμεων αυτών. Το πλήθος των πολλαπλάσιων του ݌௜ στο ܣ είναι ቂ ௫
௣೔

ቃ, 

διότι από την σχέση 

ݔ ൌ ݕ௜݌ ൅ ,ݎ 0 أ ݎ ൏  ௜݌
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προκύπτει ቂ ௫
௣೔

ቃ ൌ είναι ൤ ܣ ௝ στο݌௜݌ Επίσης το πλήθος των πολλαπλάσιων του .ݕ ௫
௣೔௣ೕ

൨, 

του ݌௜݌௝݌௞ είναι ൤ ௫
௣೔௣ೕ௣ೖ

൨ κ.ο.κ. Μετά τη διαγραφή των πολλαπλασίων των 

,ଵ݌ ,ଶ݌ … , ௦ θ݌ σύνολο  α μένουν στο  ܣ:

ሾݔሿ െ ෍ ൤
ݔ
௜݌

൨
௟أ௜أ௦

൅ ෍ ቈ
ݔ

௝݌௜݌
቉

௟أ௜ழ௝أ௦

െ ڮ ൅ ሺെ1ሻ௦ ൤
ݔ

ଶ݌ଵ݌ … ௦݌
൨ 

αριθμοί. Συνεπώς προκύπτει 

ሻݔሺߨ أ ݏ െ 1 ൅ ሾݔሿ െ ෍ ൤
ݔ

௜݌ ൨
௟أ௜أ௦

൅ ڮ ൅ ሺെ1ሻ௦ ൤
ݔ

ଶ݌ଵ݌ … ௦݌
൨. 

 Το أ εξηγείται από το γεγονός ότι στο ܣ εκτός των πρώτων αριθμών ݌௦ାଵ, ,௦ାଶ݌ … 

υπάρχουν και τα γινόμενα δυνάμεων αυτών. 

Αν στην παραπάνω σχέση απαλείψουμε τις τετραγωνικές αγκύλες, δηλαδή αν τα 

ακέραια μέρη των αριθμών τα αντικαταστήσουμε με τους ίδιους τους αριθμούς, το 

συνολικό σφάλμα θα είν το θμό αι μικρότερο ή το πολύ ίσο με ν αρι

1 ൅ ቀ
ݏ
1ቁ ൅ ڮ ൅ ቀ

ݏ
ቁݏ ൌ ሺ1 ൅ 1ሻ௦ ൌ 2௦. 

Άρα λα ομβάν υμε 

ሻݔሺߨ ൏ ݏ ൅ 2௦ ൅ ݔ െ ෍
ݔ
௦أ௜أ௜௟݌

൅ ෍
ݔ

௦أ௜ழ௝أ௝௟݌௜݌

െ ڮ ൅ ሺെ1ሻ௦ ݔ
,ଵ݌ ,ଶ݌ … , ௦݌

ൌ ݏ ൅ 2௦ ൅ ݔ ൬1 െ
1
ଵ݌

൰ ൬1 െ
1
ଶ݌

൰ … ൬1 െ
1
௦݌

൰. 

Επειδή ισχύει 

ෑ ൬1 െ
1
൰݌

௣

ൌ 0 

προκύπτει ότι για κάθε ߝ ൐ 0 υπάρχει φυσικός αριθμός ݏ଴ ൌ  ሻ, τέτοιος ώστε γιαߝ଴ሺݏ

κάθε ݏ ؤ  ଴ να ισχύειݏ

ሻݔሺߨ ൏ ݏ ൅ 2௦ ൅  .ߝݔ

Εκλέγουμε ένα ݔ଴, για το οποίο να ισχύει 

଴ݏ ൅ 2௦బ أ  ,଴ݔߝ

οπότε για κάθε ݔ ൐ ଴ θα έχݔ  ουμε

ሻݔሺߨ ൏ ଴ݏ ൅ 2௦బ ൅ ߝݔ ൏  ,ߝݔ2
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ሻݔሺߨ
ݔ ൏ ߝ׊     ߝ2 ൐ 0. 

δηλαδή 

Άρα προκύπτει 

lim
௫՜ାஶ

ሻݔሺߨ
ݔ ൌ 0. 

 

      □ 

Τώρα μπορούμε να αποδείξουμε και το παρακάτω θεώρημα. 

 

Θεώρημα 10: Η πιθανότητα να είναι ένας φυσικός αριθμός πρώτος υπάρχει και είναι 

ίση με το μηδέν. 

Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουμε ότι 

lim
௫՜ାஶ

ሻݔሺߨ
ሾݔሿ ൌ 0. 

ሾݔሿ أ ݔ ൏ ሾݔሿ ൅ 1 

Από την σχέση 

προκύπτει ότι για ݔ ؤ 1 

1 أ
ݔ

ሾݔሿ ൏ 1 ൅
1

ሾݔሿ 

και από την σχέση αυτή φαίνεται αμέσως ότι 

lim
௫՜ାஶ

ݔ
ሾݔሿ ൌ 1. 

lim
௫՜ାஶ

ሻݔሺߨ
ݔ ൌ 0, lim

௫՜ାஶ

ݔ
ሾݔሿ ൌ 1 

Από τις σχέσεις  

lim
௫՜ାஶ

ሻݔሺߨ
ሾݔሿ ൌ 0. 

λαμβάνουμε  

□ 
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Παρατίθεται παρακάτω ένας συνοπτικός πίνακας της συνάρτησης ߨሺݔሻ εν συγκρίσει 

με την  ௫
୪୭ ௫ሻ୥ሺ

, όπου logሺݔሻ ο φυσικός λογάριθμος του ݔ  .

 ࢞  ሻ࢞ሺ࣊
࢞

 ሻ࢞ሺ܏ܗܔ /ሻ࢞ሺ࣊
࢞

 ሻ࢞ሺ܏ܗܔ

૚૙  4  4,3  0,93 

૚૙૛  25  21,7  1,15 

૚૙૜  168  144,8  1,16 

૚૙૝  1229  1086  1,13 

૚૙૞  9592  8686  1,10 

૚૙૟  78498  72382  1,08 

૚૙ૠ  664579  620420  1,07 

૚૙ૡ  5761455  5428681  1,06 

૚૙  ૢ 50847534  48254942  1,05 

૚૙૚૙  455052511  434294482  1,048 

Πίνακας 4 

 

 

3.2 Το Θεώρημα Πρώτων Αριθμών 

Ο Adrien-Marie Legendre (1752-1833) αλλά και ο Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 

ήταν οι πρώτοι που έκαναν εκτενείς υπολογισμούς της πυκνότητας των πρώτων 

αριθμών. Ο Gauss (ο οποίος ήταν μια ‘μανιώδης αριθμομηχανή’) είχε πει σε έναν 

φίλο του ότι όποτε είχε 15 λεπτά ελεύθερου χρόνου θα τα σπαταλούσε στο να 

υπολογίζει πρώτους αριθμούς ανά χιλιάδα. Μέχρι το τέλος της ζωής του εκτιμάται ότι 

είχε υπολογίσει όλους τους πρώτους αριθμούς ως το 3.000.000! 

 

Εικόνα 10: Carl Friedrich Gauss 
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Και ο Legendre και ο Gauss μελετώντας πίνακες σαν τον παραπάνω κατέληξαν στο 

συμπέρασμα ότι για μεγάλο ݔ, η πυκνότητα των πρώτων αριθμών κοντά στο ݔ είναι 

περίπου ௫
୪୭୥ሺ௫ሻ

. Ο Legendre έδωσε και μια εκτίμηση για το ߨሺݔሻ: 

ሻݔሺߨ ൌ
ݔ

ሺlogሺݔሻ െ 1,08366ሻ, 

ενώ η εκτίμηση του Gauss είν ριθμικού ολοκληρώματος: αι από την άποψη του λογα

ሻݔሺߨ ൌ න ሺ1 െ logሺݐሻሻ
௫

ଶ
 .ݐ݀

Η πρόταση ότι η πυκνότητα των πρώτων αριθμών είναι ௫
୪୭୥ሺ௫ሻ

 είναι γνωστή ως  

θεώρημα των πρώτων αριθμών. Πριν όμως το διατυπώσουμε με βάση τα σημερινά 

δεδομένα αναφέρουμε τον παρακάτω ορισμό. 

Ορισμός 8: Δύο συναρτήσεις ݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻ καλούνται ασυμπτωτικά ίσες και 

συμβολίζεται αυτό ݂ሺݔሻ~݃ሺݔሻ αν ισχύει 

lim
௫՜ାஶ

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ ൌ 1. 

Θεώρημα 11(Θεώρημα των πρώτω ):ν αριθμών   ι ότι: Ισχύε

~ሻݔሺߨ
ݔ

 .ሻݔሺ݃݋݈

Το θεώρημα πρώτων αριθμών είναι ισοδύναμο με το παρακάτω θεώρημα 

݊~௡݌  ,ሺ݊ሻ݃݋݈

Θεώρημα 12: Ισχύει ότι: 

όπου ݌௡ παριστάνει τον ݊-οστό πρώτο αριθμό. 
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 Προσπάθειες για να αποδειχθεί αυτό το θεώρημα έγιναν καθ’ όλη την διάρκεια του 

19ου αιώνα με αξιοσημείωτη πρόοδο αυτή των Pafnuty Chebyshev (1821-1894) και 

Bernhard Riemann (1826-1866). Ο Chebyshev το 1851 έκανε ένα σημαντικό βήμα 

αποδεικνύοντας ότι αν η αναλογία ߨሺݔሻ
௫

୪୭୥ሺ௫ሻ
൘  έτεινε σε όριο, τότε αυτό το όριο 

πρέπει να ήταν το 1. Ωστόσο δεν κατάφερε να αποδείξει ότι η αναλογία τείνει σε 

όριο. Ο τελευταίος συνέδεσε το θεώρημα με κάτι που είναι γνωστό ως ‘η Υπόθεση 

του Riemann’: ένα αποτέλεσμα για τα μηδενικά στο μιγαδικό επίπεδο της ‘Riemann-

ζήτα-συνάρτησης’: ߞሺݏሻ ൌ ∑ ଵ
௡ೞ

ஶ
௡ୀଵ  όπου ݏ ൐ 1 και ݏ א Թ , και που είναι ως τις μέρες 

μας αναπόδειχτο. Ο Riemann θεώρησε μιγαδική την μεταβλητή ݏ και περιέγραψε μια 



 

έξυπνη μέθοδο για να συνδέσει την κατανομή των πρώτων αριθμών με τις ιδιότητες 

της συνάρτησης ߞሺݏሻ. Τα μαθηματικά που χρειαζόντουσαν όμως δεν είχαν 

αναπτυχθεί ακόμα και έτσι ο Riemann δεν κατάφερε να διευθετήσει τελείως το 

πρόβλημα πριν από τον θάνατό του. 

          

Εικόνα 11:Pafnuty Chebyshev   Εικόνα 12: Bernhard Riemann 

Τελικά το θεώρημα των πρώτων αριθμών αποδείχτηκε από τους μαθηματικούς 

J.Hadamard (1865-1963) και De Vallee Poussin (1866-1962) που το απέδειξαν 

ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον, αλλά σχεδόν ταυτόχρονα το 1896 

χρησιμοποιώντας μέσα της μιγαδικής ανάλυσης (τα οποία εισήγαγε ο Riemann). 

Αργότερα, το 1948, οι μαθηματικοί P.Erdos (1913-1996) και A.Selberg (1917-2007) 

κατόρθωσαν να αποδείξουν το θεώρημα αυτό με στοιχειώδη μέσα, δηλαδή χωρίς 

μέσα της μιγαδικής ανάλυσης. 

                   

Εικόνα 13: J.Hadamard     Εικόνα 14: De Vallee Poussin              Εικόνα 15: P.Erdos    Εικόνα 16: A.Selberg 

3.3 Θεώρημα Bertrand 
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Έχουμε δει ότι η ακολουθία των πρώτων αριθμών είναι άπειρη. Για να δούμε ότι το 

μέγεθος των κενών μεταξύ δύο πρώτων αριθμών δεν είναι φραγμένο, θέτουμε 

ܰ ؔ 2 ൈ 3 ൈ 5 ൈ … ൈ  το γινόμενο όλων των πρώτων αριθμών που είναι μικρότεροι ݌

ενός ݇ ൅ 2 και σημειώνουμε ότι κανένας από τους αριθμούς ݇, 



 

ܰ ൅ 2, ܰ ൅ 3 ݇, ܰ ൅ ሺ݇ ൅ 1ሻ , ܰ ൅ 4, … , ܰ ൅

δεν είναι πρώτος, εφόσον για 2 ൑ ݅ ൑ ݇ ൅ 1 γνωρίζουμε πως ο ݅ έχει πρώτο 

παράγοντα ο οποίος είναι μικρότερος από ݇ ൅ 2, και αυτός ο παράγοντας επίσης 

διαιρεί τον ܰ, άρα επίσης διαιρεί τον ܰ ൅ ݅. Με αυτή την συνταγή, βρίσκουμε για 

παράδειγμα, ότι για ݇ ൌ 10 (ܰ ൌ 2 ൈ 3 ൈ 5 ൈ 7 ൈ 11 ൌ 2310), κανένας από τους 

δέκα αριθμούς 

2312,2313,2314, … ,2321 

δεν είναι πρώτος. 

Υπάρχουν όμως και μεγαλύτερα φράγματα στα κενά μεταξύ των πρώτων αριθμών. 

Διάσημη είναι η δήλωση ότι: «Το κενό μέχρι τον επόμενο πρώτο αριθμό δεν μπορεί 

να είναι μεγαλύτερο από τον αριθμό με τον οποίο ξεκινάμε την έρευνά μας.» Αυτό 

είναι γνωστό ως Θεώρημα Bertrand, αφού εικάστηκε και επαληθεύτηκε εμπειρικά για 

݊ ൏ 3000000 από τον Γάλλο μαθηματικό Joseph Bertrand (1822-1900). Το θεώρημα 

αυτό αποδείχτηκε για κάθε ݊, πρώτη φορά από τον Pafnuty Chebyshev το 1850 και 

έτσι καλείται επίσης και Θεώρημα Bertrand-Chebyshev.  Ο ιδιοφυής Ινδός 

μαθηματικός Ramanujan (1887-1920) χρησιμοποιώντας ιδιότητες της Γ-συνάρτησης 

ሺ݊ሻ߁ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ!,  για να δώσει μία πιο απλή απόδειξη. Τέλος ο ߫ߧߡߙߩέߢߙ ό߫ߢߡ߬ߝߠ ݊

P.Erdos το 1932, όταν ήταν μόλις 19 χρονών, δημοσίευσε μία ακόμα πιο απλή 

απόδειξη χρησιμοποιώντας την συνάρτηση-θ-Chebyshev ߠሺݔሻ ൌ ∑ lnሺ݌ሻ ௫
௣ୀଶ , όπου 

݌ ൑  .πρώτος αριθμός και διωνυμικούς συντελεστές ,ݔ

Θεώρημα 13 (Θεώρημα Bertrand): Για κάθε ݊ ൒ 1, υπάρχει κάποιος πρώτος 

αριθμός ݌ με ݊ ൏ ݌ ൑ 2݊. 

 
Εικόνα 17: Joseph Bertrand 
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3.4 Θεώρημα Wilson  

Εκείνη την εποχή (τον 18ο αιώνα) ανακοινώθηκε ένα άλλο πολύ σημαντικό θεώρημα 

που είναι γνωστό ως ‘Θεώρημα Wilson’. Ονομάστηκε έτσι από τον Άγγλο 

μαθηματικό John Wilson, ο οποίος ήταν ο πρώτος που το δημοσίευσε μαζί με τον 

καθηγητή του Edward Waring το 1770 αλλά δεν μπορούσε και να το αποδείξει. Ο 

πρώτος που το απέδειξε ήταν ο Joseph Louis Lagrange (1736-1813) το 1771. 

Υπάρχουν ενδείξεις ότι το θεώρημα αυτό ήταν γνωστό και στον Gottfried Wilhelm 

Leibniz (1646-1716) έναν αιώνα νωρίτερα, αλλά ποτέ δεν το δημοσίευσε. Αντίθετα 

με το ‘μικρό Θεώρημα του Fermat’, το ‘Θεώρημα Wilson’ είναι αναγκαίο και ικανό 

για να δείξει ότι ένας αριθμός είναι πρώτος. 

Θεώρημα 14 (Θεώρημα Wilson) (John Wilson,1770): Ένας φυσικός αριθμός ݌ ൐ 1 

είναι πρώτος αριθμός αν και μόνο αν  

ሺ݌ െ 1ሻ! ؠ െ1݉݌ ݀݋. 

1η Απόδειξη: Το αποτέλεσμα είναι τετριμμένο για ݌ ൌ 2, οπότε υποθέτουμε ότι ο ݌ 

είναι περιττός πρώτος. Δεδομένου ότι οι κλάσεις υπολοίπων (݉݌ ݀݋) αποτελούν ένα 

σώμα, κάθε μη μηδενική κλάση ܽ έχει μοναδικό πολλαπλασιαστικό αντίστροφο ܽିଵ. 

Από το Θεώρημα Lagrange συνεπάγεται ότι οι μόνες τιμές του ܽ για τις οποίες 

ܽ ؠ ܽିଵ݉݌ ݀݋ είναι οι ܽ ؠ േ1݉݌ ݀݋ (επειδή ο ݌ είναι πρώτος και η εξίσωση 

ܽଶ ؠ 1 μπορεί να έχει το πολύ δύο ρίζες ݉݌ ݀݋). Ως εκ τούτου με την εξαίρεση του 

േ1 οι παράγοντες του ሺ݌ െ 1ሻ! μπορούν να οργανωθούν σε άνισα ζευγάρια, που το 

γινόμενο κάθε ζευγα αι ؠ ριού είν □ .݌ ݀݋1݉

Για παράδειγμ α για ൌ݌ 11: 

10! ൌ 1ሺ10ሻሺ2 ൈ 6ሻሺ3 ൈ 4ሻሺ5 ൈ 9ሻሺ7 െ1݉11 ݀݋ ൈ 8ሻ ؠ

2η Απόδειξη: Το αποτέλεσμα είναι τετριμμένο για ݌ ൌ 2, οπότε υποθέτουμε ότι ο ݌ 

είναι περιττός πρώτος. Θεωρούμε το πολυώνυμο 

݃ሺݔ ݔ െ 1ሻሺݔ െ 2ሻ … ൫ݔ െ ሺ݌ െሻ ൌ ሺ 1ሻ൯. 

όπου ο βαθμός του είναι ݌ െ 1, ο πρώτος του όρος είναι ο ݔሺ௣ିଵሻ και ο σταθερός του 

όρος ο ሺ݌ െ 1ሻ!. Οι ݌ െ 1 ρίζες του είναι οι 1,2, … , ݌ െ 1.  

݄ሺݔሻ ൌ ሺ௣ିଵሻݔ െ 1 

Τώρα θεωρούμε το πολυώνυμο 
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όπου το ݄ έχει επίσης βαθμό ݌ െ 1 και πρώτο όρο ݔሺ௣ିଵሻ. Επίσης το ‘Μικρό 

Θεώρημα του Fermat’ , μας λέει ότι το ݄ሺݔሻ έχει επίσης τις ίδιες ݌ െ 1 ρίζες 

1,2, … , ݌ െ 1.  

Τέλος θεωρούμε 

݂ሺݔሻ ൌ ݃

Όπου το ݂ έχει βαθμό το πολύ ݌ െ 2, αφού οι πρώτοι όροι διαγράφονται, και ݉݌ ݀݋ 

έχει επίσης τις ίδιες ݌ െ 1 ρίζες 1,2, … , ݌ െ 1. Αλλά το Θεώρημα Lagrange λέει πως 

δεν μπορεί να έχει περισσότερες από ݌ െ 2 ρίζες. Έτσι το ݂ πρέπει να είναι 

ταυτόσημο με 0݉݌ ݀݋, το ίδιο και ο σταθερός του όρος: ሺ݌ െ 1 ؠ  □ .݌ ݀݋0݉

ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ. 

ሻ! ൅ 1

Απόδειξη του αντιστρόφου: Έσ  αριθμό ݌ ൐ 1 ισχύει τω ότι για τον φυσικό

ሺ݌ െ 1ሻ! ؠ െ1݉݌ ݀݋ 

και ότι ο ݌ δεν είναι πρώτος αριθμός. Υπάρχει ένας πρώτος διαιρέτης ݍ του ݌. Επειδή 

ݍ ൏ ݍ θα ισχύει ,݌ פ ሺ݌ െ 1ሻ!. Άρα θα πρέπει να ισχύει ݍ פ 1, το οποίο είναι άτοπο. □ 

 

Το Θεώρημα Wilson είναι άχρηστο ως έλεγχος πρώτων αριθμών, δεδομένου ότι ο 

υπολογισμός του  ሺ݌ െ 1ሻ!  είναι δύσκολος και είναι γνωστοί ݌ για μεγάλο ݌ ݀݋݉

πολύ πιο εύκολοι έλεγχοι πρώτων αριθμών. Ακόμα και αυτός των δοκιμαστικών 

διαιρέσεων θεωρείται πιο αποδοτικός. 

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα Wilson για έναν περιττό πρώτο αριθμό ݌ ൌ 2݉ ൅ 1, 

μπορούμε να αναδιατάξου  με το αριστερό μέλος της ισότητας

1 ൈ 2 ൈ … ൈ ሺ݌ െ 1ሻ ؠ െ1݉݌ ݀݋ 

 πάρουμε την ισότητα 

1ሺ݌ െ 1ሻ2ሺ݌ െ 2ሻ … ݉ሺ݌ െ ݉ሻ ؠ 1ሺെ1ሻ2ሺെ2ሻ … ݉ሺെ݉ሻ ؠ െ1݉݌ ݀݋. 

και να

Αυτή γίνεται 

ෑ ݆ଶ
௠

௝ୀଵ

ؠ ሺെ1ሻ௠ାଵ݉݌ ݀݋. 

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την τελευταία ισότητα για να αποδείξουμε ένα 

μέρος ενός διάσημου θεωρήματος:  

Θεώρημα 15: Για κάθε πρώτο αριθμό ݌ τέτοιο ώστε ݌ ؠ  ο αριθμός -1 είναι 4 ݀݋݉ 1

ένα τετραγωνικό υπόλοιπο 
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Πράγματι υποθέτοντας ότι ݌ ൌ 4݇ ൅ 1 για κάποιο ακέραιο ݇, παίρνουμε ότι ݉ ൌ 2݇ 

και καταλήγουμε στο σ μπέρασμ ότι υ α 

ሺෑ ݆
ଶ௞

௝ୀଵ

ሻଶ ൌ ෑ ݆ଶ
ଶ௞

௝ୀଵ

ؠ ሺെ1ሻଶ௞ାଵ ൌ െ1݉݌ ݀݋. 

Το Θεώρημα Wilson έχει χρησιμοποιηθεί και για την κατασκευή τύπων παραγωγής 

πρώτων αριθμών, αλλά ήταν πολύ αργοί για να έχουν πρακτική αξία. 

Το σημαντικότερο στο Θεώρημα Wilson είναι ότι ισχύει και το αντίστροφό του.  

Ένα πόρισμα του Θεωρήματος Wilson λέει ότι: ένας πρώτος αριθμός ݌ είναι της 

μορφής 4݇ ൅ 1 αν και μόνο αν 

ሾሺ2݇ሻ!ሿଶ ؠ െ1 ݉݌ ݀݋. 

Μερικοί από τους πρώτους πρώτους αριθμούς της μορφής 4݇ ൅ 1 είναι 

݌ ൌ 5,13,17,29,3 17,4 … που αντιστοιχούν στο 

݇ ൌ 1,3,4,7,9,10,13,15,18,22,24,25,27,28,34  ,37, …

Η γενίκευση του Gauss του ‘Θεωρήματος Wilson’ θεωρεί ܲሺ݊ሻ το γινόμενο των 

ακεραίων που είναι μικρότεροι ή ίσοι και πρώτοι με έναν ακέραιο ݊. Για ݊ ൌ 1,2, … 

οι πρώτες μεταβλητές είναι 1,1,2,3,24,5,720,105,2240,189,… Έπειτα ορίζοντας 

ܲሺ݊ሻ ൌ ෑ ݇
௡

௞ୀଵ
ሺ௞,௡ሻୀଵ

 

δίνει την αντιστοιχία 

ܲሺ݊ሻ ൌ ൞

݊ ߙߡߛ                      , 1݀݋݉ 0 ൌ 1
െ1 ݉݊݀݋, ݊ ߙߡߛ ൌ 4, ௔݌௔ ,2݌

 ߧώ߬ߩߨ ό߬߬ߡߩߝߨ ݌ ߡߙߢ                         
݀݋݉ 1 άߢߡ߬ߝߩ 

. 

ߧ߮ߙߡߜ                ,݊

 Όταν ݊ ൌ 2 αυτή μετατρέπεται σε ܲሺ2ሻ ൌ  που είναι ισοδύναμη με την 2݀݋1݉

ܲ ൌ െ1 ݉2݀݋. Μερικές πρώτες τιμές της ܲሺ݊ሻ ݉݊݀݋ είναι:  

0,-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,-1,-1,-1,… . 
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3.5 Πολυώνυμα και πρώτοι αριθμοί 

Ο Legendre έδειξε ότι δεν υπάρχει ρητή αλγεβρική συνάρτηση που να δίνει πάντα 

πρώτους αριθμούς. Το 1752, ο Christian Goldbach (1690-1764) απέδειξε το 

παρακάτω: 

Θεώρημα 16 (Christian Goldbach,1752): Δεν υπάρχει μη σταθερό πολυώνυμο με 

ακέραιους συντελεστές που να μπορεί να δώσει πρώτους αριθμούς για όλες τις ακέραιες 

τιμές της μεταβλητής. 

Απόδειξη: Έστω μη σταθερό πολυώνυμο ܲሺݔሻ με ακέραιους συντελεστές που δίνει 

πρώτους αριθμούς για κάθε ακέραιη τιμή της μεταβλητής ݔ. Πρέπει να ισχύει 

ܲሺ1ሻ ؠ  ݌ ݀݋݉ 0

όπου ݌ πρώτος αριθμός. Έτσι για κάθε ακέραιο αριθμό ݇ ισχύει:  

ሻ݌ ؠ ሺ1ܲ ݌ ݀݋݉ 0 ൅ ݇

που αυτό θα σήμαινε ότι ο ܲሺ1 ൅  ݌ ሻ δεν είναι πρώτος γιατί διαιρείται από τον݌݇

εκτός εάν για άπειρες τιμές του ݇, ܲሺ1ሻ ൌ ܲሺ1 ൅  ሻ πράγμα που θα σήμαινε πως το݌݇

πολυώνυμό μας είναι σταθερό. Άτοπο. □ 

 Το πιο γνωστό πολυώνυμο που παράγει (ενδεχομένως κατά απόλυτη τιμή) μόνο 

πρώτους αριθμούς είναι το ݊ଶ ൅ ݊ ൅ 41 και το βρήκε ο Euler. Αυτό το πολυώνυμο 

δίνει διακριτούς πρώτους αριθμούς για 40 συνεχόμενους ακεραίους, από ݊ ൌ 0 έως 

݊ ൌ39 (και το πολυώνυμο ݊ଶ െ ݊ ൅ 41 που βρήκε ο Legendre το 1798, δίνει τους 

ίδιους 40 πρώτους αριθμούς από ݊ ൌ 1 έως ݊ ൌ40, και οι αριθμοί αυτοί 

ονομάστηκαν ‘Euler αριθμοί’ από τους Flannery S. και Flannery D.). Μετατρέποντας 

το πολυώνυμο αυτό σε 

݊ଶ െ 79݊ ൅ 1601 ൌ ሺ݊ െ 40ሻଶ ൅ ሺ݊ െ 40ሻ ൅ 41 

λαμβάνονται πρώτοι αριθμοί για 80 συνεχόμενους ακεραίους, που αντιστοιχούν 

στους 40 πρώτους αριθμούς που λαμβάνουμε από το πολυώνυμο του Euler 

παίρνοντας δύο φορές τον καθένα. [Hardy and Wright 1979, p. 18] Αν η ݌ሺݔሻ παράγει 

πρώτους αριθμούς για 0 ൑ ݔ ൑ ݊, τότε και η ݌ሺ݊ െ  .ሻ κάνει το ίδιοݔ

Ο παρακάτω πίνακας δίνει κάποια χαμηλού βαθμού πολυώνυμα που παράγουν μόνο 

πρώτους αριθμούς για τις πρώτες λίγες μη αρνητικές τιμές της μεταβλητής.  [Mollin 

and Williams 1990]. Πολυώνυμα που έχουν παραχθεί από άλλα με αντικαταστάσεις, 

όπως πχ αυτά των Legendre και Hardy και Wright δεν συμπεριλαμβάνονται. 
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πολυώνυμο  πρώτοι 

αριθμοί 

από  0 

έως ࢔ 

διαφορετικοί 

μεταξύ  τους 

πρώτοι 

αριθμοί 

αναφορές 

૚
૝

൫࢔૞ െ ૚૜૜࢔૝ ൅ ૟ૠ૛ૢ࢔૜ െ

૚૞ૡ૜ૠૢ࢔૛ ൅ ૚ૠ૛૙૛ૢ૝࢔ െ

૟ૡ ૜ ૟૛૜ ૚ ሻ  

56 57 Dress and Landreau 

(2002), Gupta 

(2006) 

૚
૜૟

൫࢔૟ െ ૚૛૟࢔૞ െ

૚૞૜૙૟૟࢔૜ ൅ ૚ૢૡૠૠૡ૟࢔૛ െ

൅ ૟ሻ  ૚૜૙૞૞૜૚૟࢔ ૜૝ૠ૝ૠ૛૜

54 55 Wroblewski and 

Meyrignac (2006) 

૝࢔ െ ૢૠ࢔૜ ൅ ૜૛ૢ૝࢔૛ െ

૝૞૝૞ૡ࢔ ൅ ૛૚૜૞ૡૢ  

49 49 Beyleveld (2006) 

૞࢔ െ ૝࢔ૢૢ ൅ ૜૞ૡૡ࢔૜ െ

૞૟ૡ૛૛࢔૛ ൅ ૜૝ૡ૛ૠ૛࢔ െ

૛ૡ૟૜ૢૠ  

46 47 Wroblewski and 

Meyrignac (2006) 

െ૟૟࢔૜ ൅ ૜ૡ૝૞࢔૛ െ ૟૙ૡૢૠ࢔

൅ ૛૞૚ૡ૜૚ 

45 46 Kazmenko and 

Trofimov (2006) 

૜૟࢔૛ െ ૡ૚૙࢔ ൅ ૛ૠ૞૜  44 45 Fung and 

Ruby(A050268) 

૜࢔૜ െ ૚ૡ૜࢔૛ ൅ ૜૜૚ૡ࢔

െ ૚ૡૠ૞ૠ 

46 43 S. M. Ruiz (pers. 

comm., Nov. 20, 

2005) 

૝ૠ࢔૛ െ ૚ૠ૙૚࢔ ൅ ૚૙૚ૡ૚  42 43 Fung and 

Ruby(A050267) 

૚૙૜࢔૛ െ ૝ૠ૙ૠ࢔ ൅ ૞૙૜ૡ૜  42 43 Speiser (pers. 

comm., Jun. 14, 

2005) 
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૛࢔ െ ࢔ ൅ ૝૚  40 40 Euler(A005846) 

૝૛࢔૜ ൅ ૛ૠ૙࢔૛ െ ૛૟૝૜૟࢔

൅ ૛૞૙ૠ૙૜ 

39 40 Wroblewski and 

Meyrignac 

૝૜࢔૛ െ ૞૜ૠ࢔ ൅ ૛ૢૠ૚  34 35 J. Brox (pers. 

comm., Mar. 27, 

2006) 

ૡ࢔૛ െ ૝ૡૡ࢔ ൅ ૠ૛૝૜  61 31 F. Gobbo (pers. 

comm., Dec. 27, 

2005) 

૟࢔૛ െ ૜૝૛࢔ ൅ ૝ૢ૙૜  57 29 J. Brox (pers. 

comm., Mar. 27, 

2006) 

૛࢔૛ ൅ ૛ૢ  28 29 Legendre (1798)

( A007641) 

ૠ࢔૛ െ ૜ૠ૚࢔ ൅ ૝ૡૠ૚  23 24 F. Gobbo (pers. 

comm., Dec. 26, 

2005) 

૝࢔ ൅ ૛ૢ࢔૛ ൅ ૚૙૚  19 20 E. Pegg, Jr. (pers. 

comm., Jun. 14, 

2005) 

૜࢔૛ ൅ ૜ૢ࢔ ൅ ૜ૠ  17 18 A. Bruno (pers. 

comm., Jun. 12, 

2009) 

࢔ ൅ ࢔ ൅ ૚ૠ ૛ 15 16 Legendre(A007635)

૝࢔ ૢ ૛ ൅ ૝࢔ ൅ ૞ 13 14 Honaker(A048988) 

૛࢔૛ ൅ ૚૚  10 11 (A050265) 

૜࢔ ൅ ૛࢔ ൅ ૚ૠ  10 11 (A050266) 

Πίνακας 5 

Ένα ιδιαίτερα φτωχό πολυώνυμο είναι το ݊଺ ൅ 1091 το οποίο δεν δίνει πρώτους 

αριθμούς για ݊ ൌ 1, … ,3095 αλλά δίνει για ݊ ൌ 3906,4620,5166,5376,5460, … 

[Sloane's A066386; Shanks 1971, 1993; Wells 1997, p. 151]. Άλλα πολυώνυμα 
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τέτοιου τύπου συμπεριλαμβάνουν τα ݊଺ ൅ 29450922310244534, ο οποίο 

ανακαλύφτηκε από τον Phil Carmody το 2006 (Rivera) και δίνει πρώτους για  

݊ ൌ 63693,64785,70455,90993,100107, … και του ݔଵଶ ൅ 488669 το οποίο δίνει 

πρώτους για ݔ ൌ 616980,764400,933660, …. 

Ο Le Lionnais (1901-1984) το 1983 βάφτισε τους αριθμούς ݌ τέτοιους ώστε το 

πολυώνυμο Euler: 

݊ଶ ൅ ݊ ൅ ݌

να δίνει πρώτους αριθμούς για ݊ ൌ 0,1, … , ݌ െ 2 ως ‘τυχερούς αριθμούς Euler’. Ο 

Rabinowitz το 1913 έδειξε ότι για έναν πρώτο ݌ ൐ 0 το πολυώνυμο του Euler 

παράγει πρώτους για ݊ א ሾ0, ݌ െ 2ሿ (αποκλείοντας την ασήμαντη περίπτωση του 

݌ ൌ 3) αν και μόνο αν το πεδίο Է൫ඥ1 െ ݌4

 

൯ έχει κλάση ݄ ൌ 1 [Rabinowitz 1913, Le 

Lionnais 1983, Conway and Guy 1996]. Όπως διαπιστώθηκε από τον Stark το 1967 

υπάρχουν μόνο 9 αριθμοί – ݀ τέτοια ώστε ݄൫– ݀൯ ൌ 1 και από αυτά μόνο οι 

7,11,19,43,67 και 163 είναι της απαιτούμενης μορφής. Ως εκ τούτου  οι μόνοι 

‘τυχεροί αριθμοί Euler’ είναι οι 2,3,5,11,17 και 41 [Le Lionnais 1983, Sloane's 

A014556] και δεν υπάρχει καλύτερο πολυώνυμο που να παράγει πρώτους αριθμούς 

από αυτό του Euler. Η σύνδεση μεταξύ των αριθμών 163 και 43 και τα κύρια 

πολυώνυμα που έχουν αναφερθεί παραπάνω μπορεί να παρατηρηθεί γράφοντας: 

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 41 ൌ ሺݔ ൅
1
2ሻଶ ൅

163
4 , 

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 11 ൌ ሺݔ ൅
1
2ሻଶ ൅

43
4 , 

κλπ… 

Ο Euler επίσης θεώρησε τετραγωνικά πολυώνυμα της μορφής 

ଶݔ2 ൅  ݌

και έδειξε ότι δίνουν πρώτους για ݔ א ሾ0, ݌ െ 1ሿ για πρώτο αριθμό ݌ ൐ 0 αν και μόνο 

αν Է൫ඥെ2݌൯ είναι τάξης 2, που επιτρέπει μόνο τους ݌ ൌ  .29 ߡߙߢ 3,5,11

 Οι Baker και Stark το 1971 έδειξαν ότι δεν υπάρχουν τέτοια πεδία για ݌ ൐ 29. 

Παρόμοια αποτελέσματα έχουν βρεθεί και για πολυώνυμα της μορφής 

ଶݔ݌ ൅ ݔ݌ ൅ ݊ 

[Hendy 1974]. 
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Το παρακάτω διάγραμμα απεικονίζει τον αριθμό των πρώτων αριθμών που 

παράγονται από τετραγωνικά πολυώνυμα της μορφής ݔଶ ൅ ݔܽ ൅ ܾ από το -200 ως το 

200. 

 
Διάγραμμα 2 

 

3.6  Leonhard Euler 

Η δουλειά του Leonhard Euler (1707-1783) είχε μεγάλη επίδραση γενικά στην 

θεωρία αριθμών και συγκεκριμένα στους πρώτους αριθμούς. Επέκτεινε το ‘μικρό 

Θεώρημα του Fermat’ και εισήγαγε την ‘φ-συνάρτηση Euler’. Όπως έχουμε αναφέρει 

παραπάνω παραγοντοποίησε τον 5ο αριθμό του Fermat 2ଷଶ ൅ 1, βρήκε 60 ζευγάρια 

φιλικών αριθμών (βλ. Ορισμό 3) και διατύπωσε (αλλά δεν κατάφερε να αποδείξει) 

αυτό που ονομάζεται ‘Law of Quadratic Reciprocity’. Ήταν ο πρώτος που κατάλαβε 

ότι η θεωρία αριθμών μπορεί να μελετηθεί χρησιμοποιώντας τα εργαλεία της 

ανάλυσης και εφαρμόζοντάς τα ίδρυσε την Αναλυτική Θεωρία Αριθμών. Απέδειξε 

ότι δεν είναι μόνο η αρμονική σειρά ∑ ଵ
௡
 αποκλίνουσα, αλλά και η σειρά  

1
2 ൅

1
3 ൅

1
7 ൅

1
11 ൅  ڮ

που σχηματίζονται από το άθροισμα των αντίστροφων των πρώτων αριθμών είναι 

αποκλίνουσα. 
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 Εικόνα 18: Leonhard Euler 

Ως το 1772 ο Euler είχε χρησιμοποιήσει έξυπνες αιτιολογίες και δοκιμαστικές 

διαιρέσεις για να αποδείξει ότι ο 2ଷଵ െ 1 ൌ 2147483647 είναι πρώτος. Η 

πραγματική ημερομηνία πρέπει να ήταν μεταξύ της 28ης Οκτωβρίου 1752, όταν ο 

Euler έστειλε ένα γράμμα στον Goldbach λέγοντας του πως ήταν αβέβαιος γι’ αυτό το 

νούμερο (παρόλο που το είχε νωρίτερα συμπεριλάβει στην λίστα του ως πρώτο 

αριθμό) και 1772 όταν δημοσιεύτηκε ένα γράμμα από τον Euler στον Bernoulli που 

έλεγε ότι απέδειξε πως ο 2ଷଵ െ 1 είναι πρώτος δείχνοντας πως όλοι οι πρώτοι 

διαιρέτες του πρέπει να είναι είτε της μορφής 248n ൅ 1 ή της μορφής 248n ൅ 63 και 

στην συνέχεια διαιρώντας με όλους αυτούς τους πρώτους που είναι μικρότεροι του 

46339. [Dickson19 pp18-19] 

3.7 Johann Lejeune Dirichlet και αριθμητικοί πρόοδοι 

Όπως είδαμε, μερικά πολυώνυμα αναπαριστούν άπειρους πρώτους αριθμούς. Για 

παράδειγμα, καθώς το ݔ τρέχει μέσα από τους ακεραίους 0, 1, 2, 3, … το γραμμικό 

πολυώνυμο  2ݔ ൅ 1 δίνει όλους τους περιττούς αριθμούς άρα δίνει άπειρους πρώτους. 

Επίσης καθένα από τα πολυώνυμα 4ݔ ൅ 1 και 4ݔ ൅ 3 παράγει άπειρους πρώτους 

αριθμούς. Σε ένα διάσημο βιβλίο με κάποια απομνημονεύματα που εκδόθηκε το 

1837, ο Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) απέδειξε ότι αν ܽ και ܾ 

είναι θετικοί ακέραιοι που είναι πρώτοι μεταξύ τους, το πολυώνυμο  ܽݔ ൅ ܾ  δίνει 

άπειρους πρώτους αριθμούς καθώς το ݔ διατρέχει όλους τους θετικούς ακεραίους. 

Αυτό το συμπέρασμα είναι πλέον γνωστό ως το Θεώρημα του Dirichlet στην ύπαρξη 

των πρώτων αριθμών σε μια δεδομένη αριθμητική πρόοδο. 

Για να αποδείξει αυτό το θεώρημα ο Dirichlet πήγε έξω από την σφαίρα των 

ακεραίων αριθμών και εισήγαγε εργαλεία της ανάλυσης όπως το όριο και η συνέχεια. 

Κάνοντας το αυτό έβαλε τις βάσεις, όπως και ο Euler, για ένα καινούριο κλάδο των 

μαθηματικών που ονομάζεται Αναλυτική Θεωρία Αριθμών, στην οποία ιδέες και 
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μέθοδοι της πραγματικής και της μιγαδικής ανάλυσης χρησιμοποιούνται για να 

αντιμετωπιστούν προβλήματα με τους ακεραίους. 

Δεν ήταν γνωστό αν υπάρχει 2ου βαθμού πολυώνυμο ܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿ με ܽ ് 0 το οποίο 

παράγει άπειρους πρώτους αριθμούς. Ωστόσο ο Dirichlet χρησιμοποίησε τις δυνατές 

αναλυτικές του μεθόδους για να αποδείξει ότι αν οι ܽ, 2ܾ και ܿ είναι πρώτοι μεταξύ 

τους το πολυώνυμο 2ου βαθμού, δύο μεταβλητών ܽݔଶ ൅ ݕݔ2ܾ ൅ ,ݔ ଶ καθώς ταݕܿ  ݕ

διατρέχουν τους θετικούς ακεραίους. 

 

     Εικόνα 19: Dirichlet 

Σημειώνεται τέλος ότι το Θεώρημα του Dirichlet δεν απαιτεί οι πρώτοι αριθμοί σε μια 

αριθμητική ακολουθία να είναι συνεχόμενοι. Είναι επίσης γνωστό ότι υπάρχουν 

αυθαίρετα μεγάλες πεπερασμένες αριθμητικές ακολουθίες που αποτελούνται μόνο 

από πρώτους αριθμούς, κάτι το οποίο αποδείχτηκε το 2004 από τους Ben Green και 

Terence Tao και είναι γνωστό ως Θεώρημα Green- Tao. Με άλλα λόγια το θεώρημα 

τους λέει πως υπάρχουν αριθμητικές πρόοδοι πρώτων αριθμών, με ݇ όρους, όπου ݇ 

μπορεί να είναι οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός. Το θεώρημα αυτό όμως ήταν 

θεώρημα ύπαρξης και δεν έδειχνε πως βρίσκουμε τέτοιες αριθμητικές προόδους. 

Στις 17 Μαΐου 2008, οι Wróblewski και Raanan Chermoni βρήκαν την πρώτη γνωστή 

αριθμητική πρόοδο 25 πρώτων αριθμών. 

.054.912.382.631 ൅ 366.384 ൈ 223.092.870 ൈ ݊ 6.171

όπου ݊ ൌ 0,1, … ,24. 

Στις 12 Απριλίου 2010, ο Benoãt Perichon με λογισμικό των Wróblewski και Geoff 

Reynolds, σε ένα ερευνητικό πρόγραμμα κατανομής των πρώτων αριθμών βρήκε την 

πρώτη γνωστή αριθμητική πρόοδο 26 πρώτων αριθμών. 

746.595.714.191 ൅ 23.681.770 ൈ 223.092.870 ൈ ݊ 43.142.

όπου ݊ ൌ 0,1, … ,25. 
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3.8 Τύποι παραγωγής πρώτων που χρησιμοποιούν την 

συνάρτηση ‘ακέραιο μέρος’ (floor function) 

Το 1947 ο William H. Mills δημοσίευσε το παρακάτω αποτέλεσμα: 

Θεώρημα 17: Υπάρχει πραγματικός αριθμός ߣ τέτοιος ώστε για όλα τα ݊ ൌ 1,2, … ο 

αριθμός 

උߣଷ೙ඏ 

είναι πρώτος. (όπου ۂߙہ το ακέραιο μέρος του ߙ). 

Ο ߣ ονομάζεται σταθερά Mills. Η χρησιμότητά της είναι άγνωστη, αλλά αν ισχύει η 

υπόθεση Riemann, είναι περίπου 1,3063778838630806904686144926... Οι πρώτοι 

αριθμοί που παράγονται από αυτή την σταθερά ονομάζονται ‘πρώτοι αριθμοί Mills’ 

και αν η υπόθεση Riemann είναι αληθής η ακολουθία ξεκινάει: 2, 11, 1361, 

2521008887... 

Αν  ο ܽሺ݅ሻ δηλώνει τον ݅-οστό πρώτο αριθμό της ακολουθίας, τότε ο ܽሺ݅ሻ μπορεί να 

υπολογιστεί ως ο μικρότερος πρώτος αριθμός μεγαλύτερος από τον ܽሺ݅ െ 1ሻଷ. Για να 

εξασφαλίσουμε ότι η στρογγυλοποίηση του ߣଷ೙, για ݊ ൌ 1,2, … παράγει την 

ακολουθία των πρώτων, πρέπει να ισχύει η υπόθεση ܽሺ݅ሻ ൏  ሺܽሺ݅ െ 1ሻ ൅ 1ሻଷ. Τα 

αποτελέσματα των Hoheisel-Ingham (μαθηματικοί που μελέτησαν τα κενά των 

πρώτων αριθμών γύρω στο 1930) εγγυώνται ότι υπάρχει ένας πρώτος αριθμός μεταξύ 

δύο οποιωνδήποτε αρκετά μεγάλων αριθμών στον κύβο, το οποίο είναι επαρκές για 

να αποδείξουμε αυτή την ισότητα αν ξεκινήσουμε από έναν αρκετά μεγάλο πρώτο 

αριθμό ܽሺ1ሻ. Η Yπόθεση Riemann συνεπάγεται ότι υπάρχει ένας πρώτος αριθμός 

ανάμεσα σε οποιουσδήποτε δύο διαδοχικούς αριθμούς στον κύβο, επιτρέποντάς μας 

να αφαιρέσουμε αυτή την αρκετά μεγάλη προϋπόθεση και η ακολουθία των ‘πρώτων 

αριθμών Mills’ να ξεκινάει με ܽሺ1ሻ ൌ 2. 

Μέχρι τώρα ο μεγαλύτερος ‘πρώτος αριθμός Mills’ (υπό την Yπόθεση Riemann) 

είναι ο 

ሺሺሺሺሺሺሺሺሺ2ଷ ൅ 3ሻଷ ൅ 30ሻଷ ൅ 6ሻଷ ൅ 80ሻଷ ൅ 12ሻଷ ൅ 450ሻଷ ൅ 894ሻଷ ൅ 3636ሻଷ

൅ 70756ሻଷ ൅ 97220 

που έχει 20562 ψηφία. 
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Με τον υπολογισμό της ακολουθίας των ‘πρώτων αριθμών Mills’ μπορεί κανείς να 

προσεγγίσει την σταθερά Mills ως: 

ߣ ൎ ሺ݊ሻߙ
ଵ

ଷ೙. 

Οι Caldwell & Cheng [Caldwell & Cheng 2005] χρησιμοποίησαν αυτή την μέθοδο 

για να υπολογίσουν σχεδόν 7000 ψηφία της σταθεράς Mills με την παραδοχή ότι 

ισχύει η υπόθεση Riemann. 

Ο τύπος αυτός παράγει πρώτους αριθμούς αλλά δεν τους παράγει όλους κι έτσι δεν 

έχει καμία πρακτική αξία, γιατί γνωρίζουμε πολύ λίγα πράγματα γι’ αυτή την 

σταθερά (δεν γνωρίζουμε ούτε αν είναι ρητός αριθμός [Finch 2003]) και δεν υπάρχει 

γνωστός τρόπος υπολογισμού της χωρίς να έχουμε βρει πρώτα πρώτους αριθμούς. 

Ακολούθησε μια σειρά από τύπους τέτοιου είδους. Όμως όλα αυτά τα αποτελέσματα 

κατείχαν μια παρόμοια ιδιότητα: ο ορισμός τους ήταν καλός, αλλά η απόδειξή τους 

απογοητευτική. Άλλα δύο τέτοια γνωστά θεωρήματα είναι τα παρακάτω: 

Θεώρημα 18 (E. M. Wright): Υπάρχει πραγματικός αριθμός ߤ τέτοιος ώστε κάθε 

αριθμός της μορφής 

ඍ2ଶ..
.మ

ഋ

එ 

είναι πρώτος αριθμός. 

Θεώρημα 19 (E. M. Wright 1951, Ribenboim 1996): Υπάρχει πραγματικός αριθμός 

߱ ൎ 1,9287800 τέτοιος ώστε για όλα τα ݊ ൌ 1,2, … ο αριθμός 
 ۂ2߱݊ہ

είναι πρώτος αριθμός  .

Τόσο ο αριθμός උߣଷ೙ඏ όσο και ο αριθμός ۂ2߱݊ہ για ݊ ൌ 4 μεγαλώνουν τόσο ραγδαία 

που χρειάζεται να γνωρίζουμε με εξαιρετική ακρίβεια την τιμή των σταθερών ߣ και ߱ 

ώστε να επιτευχθεί το σωστό αποτέλεσμα και τα αποτελέσματα για ݊ ൒ 5 τα 

αποτελέσματα είναι ουσιαστικά μη υπολογίσιμα. 

Το βασικό μειονέκτημα αυτών των τύπων είναι ότι αποτυγχάνουν να αποδώσουν μία 

μέθοδο για να παίρνουμε καινούριους πρώτους αριθμούς, αφού για να υπολογίσουμε 

έναν πρώτο αριθμό πρέπει να γνωρίζουμε τις σταθερές ߤ ,ߣ και ߱ με επαρκή 

ακρίβεια. Εξάλλου αυτοί οι τύποι δεν ρίχνουν καθόλου φως στις ιδιότητες των 

πρώτων αριθμών. 
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Άλλος ένας σημαντικός τύπος  που επίσης χρησιμοποιεί την συνάρτηση ‘ακέραιο 

μέρος’ δημοσιεύτηκε το 1964 από τον Willans και έχει ως εξής: 

Έχουμε ݌௡ τον ݊-οστό πρώτο αριθμό και ۂݔہ την συνάρτηση ακέραιο μέρος. Από το 

Θεώρημα Wilson έχουμε: ሺ௫ିଵሻ!ାଵ
௫

 ακέραιο για ݔ ൌ 1 ή ߩߨώ߬ߤߠߡߩߙ ߫ߧό߫, αλλά 

κλάσμα για ݔ  ൌ .߫ߧ߬ߝߠߥύߪ Θεωρούμε την συνάρτηση 

ܨ ቞cosଶ ߨ
ሺݔ െ 1ሻ! ൅ 1

ݔ
ሺݔሻ ൌ ቟ ൌ ൜1, ݔ ߙߡߛ ൌ 1, ή ߩߨώ߬߫ߧ 

ߛ     ,0 ݔ ߙߡ  ߫ߧ߬ߝߠߥύߪ ൌ

Έπεται ότι αν ߨሺ݉ሻ δηλώνει τον αριθμό των πρώτων ൑ ݉, τότε 

ሺ݉ሻߨ ൌ െ1 ൅ ෍ .ሻݔሺܨ
௠

௫ୀ

 
ଵ

Θεωρούμε ޿௡ሺߙሻ ൌ ඌ ට ௡
ଵାఈ

೙ ඐ για ݊ ൌ 1,2, … και ߙ ൌ 0,1,2, …. Αυτή η συνάρτηση έχει 

τις ιδιότητες ޿௡ሺߙሻ ൌ 1, ߙ ߙߡߛ ൏ ݊ και ޿௡ሺߙሻ ൌ 0, ߙ ߙߡߛ ൒ ݊ (γιατί αν ߙ ൏ ݊ τότε 

1 ൑ ௡
ଵାఈ

൑ ݊ και έτσι 1 ൑ ට ௡
ଵାఈ

೙ ൑ √݊೙ ൏ 2 και αν ߙ ൒ ݊ τότε 0 ൏ ௡
ଵାఈ

൏ 1 και έτσι 

0 ൏ ට ௡
ଵାఈ

೙ ൏ 1). 

Ως εκ τούτου παίρνουμε τον τύπο: 

௡݌ ൌ 1 ൅ ෍ ሺ݉ሻሻߨ௡ሺ޿
௺

௠ୀଵ

 

όπου ߋ κάθε αρκούντως μεγάλος ακέραιος (ߋ ൌ 2௡ αρκεί αφού ݌௡ ൑ 2௡ για όλα τα 

݊). 

Ο τύπος πλήρως γραμμένος είναι:  

௡݌ ൌ 1 ൅ ෍ ඎ √݊೙ ൭෍ ቞cosଶ ߨ
ሺݔ െ 1ሻ! ൅ 1

ݔ ቟
௠

௫ୀଵ

 ൱
ିଵ

௡

ඒ
ଶ೙

௠ୀଵ

 

Για παράδειγμα 

ହ݌ ൌ 1 ൅ ሺ1ሻሻߨହሺ޿ ൅ ሺ2ሻሻߨହሺ޿ ൅ ڮ ൅ ሺ10ሻሻߨହሺ޿ ൅ ሺ11ሻሻߨହሺ޿ ൅ ڮ ൅ ሺ32ሻሻߨହሺ޿

ൌ 1 ൅ ହሺ0ሻ޿ ൅ ହሺ1ሻ޿ ൅ ڮ ൅ ହሺ4ሻ޿ ൅ ହሺ5ሻ޿ ൅ ڮ ൅ ହሺ11ሻ޿

ൌ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൅ ڮ ൅ 1 ൅ 0 ൅ ڮ ൅ 0 ൌ 11 

[Willans 1964; Havil 2003, pp. 168-169]. 



 

Με το πέρασμα των χρόνων πολλοί σπουδαίοι μαθηματικοί βρήκαν αρκετούς τύπους 

που παράγουν πρώτους αριθμούς. Ενδεικτικά αναφέρουμε τους: Ernvall (1975), 

Regimbal (1975), Μάκη Παπαδημητρίου(1975), Ruiz (2004), Rowland (2008) που 

δημοσίευσαν πιο πρόσφατα μερικούς από τους πιο σημαντικούς τύπους. Ωστόσο, θα 

πρέπει και πάλι να τονιστεί ότι αυτοί οι τύποι είναι εξαιρετικά αναποτελεσματικοί και 

σε πολλές (αν όχι όλες) τις περιπτώσεις, εκτελώντας απλώς ένα κοσκίνισμα θα 

παίρναμε πρώτους αριθμούς πολύ πιο γρήγορα και αποτελεσματικά. 
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4  

Μερικά ακόμη άλυτα προβλήματα πρώτων 

αριθμών 
Υπάρχουν ακόμα πολλά αναπάντητα ερωτήματα (μερικά από τα οποία  

χρονολογούνται εκατοντάδες χρόνια πριν) σχετικά με τους πρώτους αριθμούς. 

Μερικά άλυτα προβλήματα παρατίθενται παρακάτω: 

1. Υπάρχει ζυγός αριθμός >2 που να μην εκφράζεται ως άθροισμα δύο περιττών 

πρώτων αριθμών; (εικασία του Goldbach)  

2. Υπάρχουν άπειροι δίδυμοι πρώτοι αριθμοί; (δύο πρώτοι αριθμοί ݌,  ݍ

καλούνται δίδυμοι πρώτοι αν ݍ ൌ ݌ ൅ 2) 

3. Υπάρχει ζυγός αριθμός >2 που να μην εκφράζεται ως διαφορά δύο πρώτων 

αριθμών; 

4. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι ‘αριθμοί Mersenne’; 

5. Υπάρχουν άπειροι ‘πρώτοι αριθμοί του Fermat’; 

6. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί της μορφής ݔଶ ൅ 1, όπου ݔ ακέραιος; 

(είναι γνωστό ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής ݔଶ ൅ ଶݕ ൅ 1 και της 

μορφής ݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൅ 1) 

7. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής ݔଶ ൅ ݇ (݇ γνωστό); 

8. Υπάρχει πάντα τουλάχιστον ένας πρώτος αριθμός μεταξύ των ݊ଶ και ሺ݊ ൅ 1ሻଶ 

για κάθε ακέραιο ݊ ൒ 1; (το γεγονός ότι υπάρχει πάντα πρώτος αριθμός 

μεταξύ των ݊ και 2݊ καλείται εικασία του Bertrand και έχει αποδειχτεί από 

τον Chebyshev) 
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9. Υπάρχει πάντα τουλάχιστον ένας πρώτος αριθμός μεταξύ των ݊ଶ και ݊ଶ ൅ ݊ 

για κάθε ακέραιο ݊ ൐ 1; 

10. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι των οποίων όλα τα ψηφία να είναι 1; (για 

παράδειγμα δύο τέτοιοι πρώτοι είναι οι: 11 και 

11.111.111.111.111.111.111.111) 

11. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι της μορφής ݊# ൅ 1 και ݊# െ 1; (όπου ݊# το 

γινόμενο όλων των πρώτων αριθμών ൑ ݊ ) 

12. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί της μορφής ݊! ൅ 1 και ݊! െ 1; 

13. Περιέχει η ακολουθία Fibonacci (της οποίας κάθε όρος προκύπτει από το 

άθροισμα των δύο προηγούμενων : 1,1,2,3,5,8,13,…) άπειρους πρώτους 

αριθμούς; 

14. Υπάρχει αριθμητική πρόοδος με διαδοχικούς πρώτους αριθμούς για κάθε 

πεπερασμένο μήκος αυτής; (για παράδειγμα η: 251,257,263,269 έχει μήκος 4 

και το μεγαλύτερο γνωστό παράδειγμα έχει μήκος 10) 

15. Υπάρχουν άπειρα σύνολα τριών διαδοχικών πρώτων αριθμών σε αριθμητική 

πρόοδο; (ισχύει γι ούς πρώτους αριθμούςα μη διαδοχικ ) 

16. Το πολυώνυμο ݊ଶ െ ݊ ൅ 41 δίνει πρώτους για 0 ൑ ݊ ൑ 40. Υπάρχουν 

άπειροι τέτοιοι πρώτοι αριθμοί; Το ίδιο ερώτημα ισχύει και για ݊ଶ െ 79݊ ൅

1601 που δίνει πρώτους για 0 ൑ ݊ ൑ 79. 

 

4.1 Η εικασία του Goldbach  

Ένα από τα παλαιότερα αλλά και δημοφιλέστερα άλυτα προβλήματα της θεωρίας 

αριθμών είναι αυτό που είναι γνωστό ως η ‘εικασία του Goldbach’. Ο Christian 

Goldbach (1690-1764) ήταν ένας μεγάλος Γερμανός μαθηματικός που συχνά 

αλληλογραφούσε με άλλους μαθηματικούς της εποχής του για τις μαθηματικές του 

ανησυχίες. Στις 7 Ιουνίου 1742, έγραψε ένα γράμμα στον Leonhard Euler στο οποίο 

διατύπωσε την εξής εικασία:  

«Κάθε ακέραιος που μπορεί να γραφτεί ως το άθροισμα δύο πρώτων αριθμών, μπορεί 

να γραφτεί επίσης ως άθροισμα όσων πρώτων αριθμών θέλει κανείς έως ότου όλοι οι 

όροι να είναι μονάδες.» 

Πρότεινε έπειτα μια δεύτερη υπόθεση στο περιθώριο της επιστολής του: 
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«Κάθε ακέραιος μεγαλύτερος του 2 μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τριών πρώτων 

αριθμών.» 

Θεώρησε βέβαια το 1 ως πρώτο αριθμό, μια παραδοχή που αργότερα 

εγκαταλείφτηκε. Οι δύο αυτές εικασίες πλέον θεωρούνται ισοδύναμες αλλά αυτό δεν 

φαίνεται να ήταν ζήτημα τότε. Ο Euler απάντησε με γράμμα του στις 30 Ιουνίου 1742 

και θύμισε στον Goldbach μια παλαιότερη συζήτηση τους στην οποία ο Goldbach 

είχε θέσει την αρχική εικασία του που ήταν: 

«Κάθε άρτιος ακέραιος μεγαλύτερος του 2 μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα δύο 

πρώτων αριθμών.» 

Στο ίδιο γράμμα ο Euler δήλωσε ότι: «Κάθε άρτιος ακέραιος είναι άθροισμα δύο 

πρώτων. Το θεωρώ ένα απόλυτα σίγουρο και ολοκληρωμένο θεώρημα αν και δεν 

μπορω να το αποδείξω.» 

 
                                              Το γράμμα από τον Goldbach προς τον Euler 

Η σημερινή διατύπωση της ‘εικασίας του Goldbach’ είναι η εξής: 

‘Κάθε άρτιος ακέραιος μεγαλύτερος του 2 μπορεί να εκφραστεί ως το άθροισμα δύο 

πρώτων αριθμών’ 

Και σε αναλυ μορφήτική : 

݊׊ א Գ, ൫ሺ݊ ൐ 2ሻ ר ሺ݊ ά߫ߧߡ߬ߩሻ൯ ฺ ሺ݌׌, ݍ א Զ: ݊ ൌ ݌ ൅  ሻݍ
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Για μικρούς άρτιους αριθμούς επαληθεύεται εύκολα η ισχύς της εικασίας του 

Goldbach, π.χ 6=3+3,  8=5+3, 10=7+3=5+5, 12=7+5, 14=11+3, … 

Δεν είναι όμως γνωστό αν η εικασία ισχύει για όλους τους άρτιους αριθμούς τους 

μεγαλύτερους του 4. 

                        

          Πώς γράφονται οι αριθμοί 4‐28 ως άθροισμα             Ο αριθμός των τρόπων που ένας άρτιος αριθμός  

                           δύο πρώτων αριθμών.                                       μπορεί να παρασταθεί ως το άθροισμα 2 πρώτων. 

Στην θεωρία αριθμών όμως ακόμα και η επαλήθευση μερικών χιλιάδων περιπτώσεων 

δεν είναι αρκετή απόδειξη για να πείσει τους μαθηματικούς πως κάτι πιθανόν είναι 

αληθινό. Για παράδειγμα, όλοι οι περιττοί πρώτοι αριθμοί χωρίζονται σε δύο 

κατηγορίες, αυτούς της μορφής  και αυτούς της μορφής . Θέτουμε 

 όλους τους πρώτους  της μορφής  και  της μορφής . 

Είναι γνωστό ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί και των δύο τύπων. Από 

υπολογισμούς βρέθηκε ότι  για όλα τα . Όμως το 1957 ο 

βρετανός μαθηματικός J.Leech(1926-1992) βρήκε ότι για  έχουμε 

 και , άρα εδώ η ανίσωση ισχύει αντίστροφα. Το 1914 ο 

επίσης Βρετανός μαθηματικός J.Littlewood (1885-1977) είχε αποδείξει πως η 

ανίσωση αυτή αντιστρέφεται δεξιά-αριστερά απείρως συχνά. Αυτό σημαίνει ότι 

υπάρχουν άπειρα  για τα οποία  καθώς επίσης και άπειρα  για τα 

οποία . Οι εικασίες για τους πρώτους αριθμούς λοιπόν μπορεί να είναι 

εσφαλμένες ακόμα και αν επαληθεύονται υπολογιστικά για χιλιάδες περιπτώσεις! 

Με υπολογισμούς η εικασία του Goldbach έχει επαληθευτεί για ως και πολύ 

μεγάλους αριθμούς. Το 1938 ο Nils Pipping επαλήθευσε την εικασία με κόπο για 

 Με την έλευση των υπολογιστών πολλοί περισσότεροι αριθμοί έχουν 

ελεγχθεί. Ο T. Oliveira e Silva εκτελεί μια κατανεμημένη έρευνα που έχει 

επαληθεύσει την εικασία για . 
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Οι υπολογισμοί φαίνονται αναλυτικότερα στον παρακάτω πίνακα και τα παρακάτω 

διαγράμματα: 

έλεγχ ൑ ݊ ος για ڮ πηγή 

1 ൈ 10ସ  Desboves 1885 

1 ൈ 10ହ  Pipping 1938 

1 ൈ 10  ଼ Stein and Stein 1965 

2 ൈ 10ଵ଴  Granville et al. 1989 

4 ൈ 10ଵଵ  Sinisalo 1993 

1 ൈ 10ଵସ  Deshouillers et al. 1998 

4 ൈ 10ଵସ  Richstein 1999, 2001 

2 ൈ 10ଵ଺  Oliveira e Silva (Mar. 24, 2003) 

6 ൈ 10ଵ଺  Oliveira e Silva (Oct. 3, 2003) 

2 ൈ 10ଵ଻  Oliveira e Silva (Feb. 5, 2005) 

3 ൈ 10ଵ  ଻ Oliveira e Silva (Dec. 30, 2005) 

12 ൈ 10ଵ଻  Oliveira e Silva (Jul. 14, 2008) 
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Επειδή λοιπόν οι υπολογισμοί δεν αποτελούν απόδειξη, οι μαθηματικοί 

χρησιμοποιούν και έναν άλλο τρόπο για να συλλέξουν στοιχεία για την αλήθεια μιας 

εικασίας. Αυτό γίνεται αποδεικνύοντας άλλα θεωρήματα παρόμοια με την εικασία. 

Για παράδειγμα το 1930 ο Ρώσος μαθηματικός Schnirelmann (1905-1938) έδειξε ότι 

υπάρχει αριθμός  τέτοιος ώστε κάθε αριθμός  από κάποιο σημείο και έπειτα 

ισούται με το άθροισμα  ή λιγότερων πρώτων αριθμών. 

 

(για αρκούντως μεγάλο ). 

Αν γνωρίζαμε πως  για όλους τους άρτιους , αυτό θα αποδείκνυε την εικασία 

του Goldbach για όλους τους μεγάλους . Το 1956 ο κινέζος μαθηματικός Yin Wen-

Lin απέδειξε ότι . Αυτό σημαίνει πως κάθε αριθμός  από κάποιο σημείο και 

έπειτα ισούται με το άθροισμα  ή λιγότερων πρώτων αριθμών. Το πιο γνωστό και 

πιο πρόσφατο αποτέλεσμα,βασισμένο στο θεώρημα του Schnirelmann οφείλεται στον 

Ramaré Olivier, ο οποίος το 1995 έδειξε ότι κάθε ζυγός αριθμός  είναι στην 

πραγματικότητα το άθροισμα των κατά πολύ έξι πρώτων αριθμών. Η απόδειξη του 
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Schnirelmann θεωρείται ένα γιγάντιο βήμα προς την απόδειξη της εικασίας του 

Goldbach. Ήταν η μοναδική πραγματική πρόοδος που έγινε για 200 χρόνια. 

Μία πολύ κοντινότερη προσέγγιση της λύσης της εικασίας του Goldbach έγινε το 

1937 από έναν άλλο Ρώσο μαθηματικό I. M. Vinogradoff (1891-1983) που απέδειξε 

ότι από κάποιο σημείο και έπειτα κάθε περιττός αριθμός ισούται με το άθροισμα 

τριών πρώτων αριθμών. 

݊ ൌ ଵ݌ ൅ ଶ݌ ൅ , ଷ݌ ሺ݊ ߬߬ߡߩߝߨό߫,  ሻ߫ߧߣάߛߝߤ ߫߱߬ߥύߧߢߩߙ ݊

Μέχρι και σήμερα αυτό είναι το πιο δυνατό στοιχείο υπέρ της εικασίας του Goldbach. 

Είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι το θεώρημα του Vinogradoff είναι συνέπεια της 

εικασίας του Goldbach. Δηλαδή αν η εικασία του Goldbach είναι αληθής είναι 

εύκολο να συμπεράνουμε το θεώρημα του Vinogradoff. Το μεγάλο κατόρθωμα του 

Vinogradoff ήταν ότι κατάφερε να αποδείξει το θεώρημά του χωρίς να 

χρησιμοποιήσει την εικασία του Goldbach. Δυστυχώς κανένας δεν έχει καταφέρει να 

το δουλέψει από την άλλη μεριά και να αποδείξει την εικασία του Goldbach από το 

θεώρημα του Vinogradoff. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του Vinogradoff, οι 

μαθηματικοί Chudakov (1904-1986), Van der Corput (1890-1975), και Estermann 

(1902-1991) έδειξαν ότι σχεδόν όλοι οι άρτιοι αριθμοί μπορούν να γραφτούν ως το 

άθροισμα δύο πρώτων αριθμών. 

Άλλο ένα στοιχείο υπέρ της εικασίας του Goldbach βρέθηκε το 1948 από τον Ούγγρο 

μαθηματικό Alfred Renyi (1921-1970) που απέδειξε ότι υπάρχει αριθμός ܯ τέτοιος 

ώστε κάθε αρκούντως μεγάλος άρτιος αριθμός ݊ μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα ενός 

πρώτου αριθμού και ενός άλλου αριθμού που έχει το πολύ ܯ διαφορετικούς πρώτους 

παράγοντες. 

݊ ൌ ݌ ൅  ,ܣ

,߫ߝ߬ߥߧߛάߩߙߨ ߫߭ߧώ߬ߩߨ ύ߫ߧߢߡ߬ߝߩߧ߮ߙߡߜ ߭ߣߧߨ ߧ߬ ߡߝέ߯ ܣ  ,ό߫߬߬ߡߩߝߨ ݊  .߫ߧߣάߛߝߤ ߫߱߬ߥύߧߢߩߙ ݊

Αν γνωρίζαμε ότι ܯ ൌ 1, τότε η εικασία του Goldbach θα ήταν αληθής για όλους 

τους αρκούντως μεγάλους ݊. Το 1965 οι A. A. Buhstab και A. I. Vinogradov 

απέδειξαν ότι ܯ ൑ 3 και το 1966 ο Chen Jingrun (1933-1996) απέδειξε 

χρησιμοποιώντας τις μεθόδους της θεωρίας του κοσκινίσματος ότι ܯ ൑ 2. 

Το 1975 οι Hugh Montgomery και Robert Charles Vaughan έδειξαν ότι οι 

περισσότεροι άρτιοι εκφράζονται ως το άθροισμα δύο πρώτων αριθμών. 

Ακριβέστερα, έδειξαν ότι υπάρχουν θετικές σταθερές ܿ και ܥ τέτοιες ώστε για όλους 
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τους αρκούντως μεγάλους αριθμούς ݊, κάθε άρτιος αριθμός μικρότερος του ݊ είναι 

άθροισμα δύο πρώτων αριθμών με το πολύ ݊ܥଵି௖ εξαιρέσεις. Συγκεκριμένα το 

σύνολο των άρτιων ακεραίων που δεν είναι άθροισμα δύο πρώτων αριθμών έχει 

πυκνότητα 0. 

Όπως και με πολλές άλλες διάσημες εικασίες στα μαθηματικά, υπάρχουν μια σειρά 

από δήθεν αποδείξεις της εικασίας του Goldbach, αλλά καμία δεν είναι αποδεκτή από 

την μαθηματική κοινότητα. 

4.2 Δίδυμοι πρώτοι αριθμοί  
Ορισμός 9: Δίδυμοι πρώτοι αριθμοί καλούνται οι πρώτοι αριθμοί της μορφής 

ሺ݌, ݌ ൅ 2ሻ. 

Ο όρος δίδυμοι πρώτοι επινοήθηκε από τον Γερμανό μαθηματικό Paul Stäckel (1862-

1919) [Tietze 1965, p. 19]. Μερικοί από τους πρώτους δίδυμους πρώτους αριθμούς 

είναι οι:  

ሺ3,5ሻ, ሺ5,7ሻ, ሺ11,13ሻ, ሺ17,19ሻ, ሺ29,31ሻ, ሺ41,43ሻ, ሺ59,61ሻ, ሺ71,73ሻ, ሺ101,103ሻ, ሺ107,109ሻ, … 

[Sloane's A001359, A006512]. 

Οι δίδυμοι πρώτοι απέχουν όσο το δυνατών λιγότερο γίνεται να απέχουν οι πρώτοι 

αριθμοί. Κάθε τρίτος περιττός αριθμός είναι πολλαπλάσιο του 3 και γι’ αυτό δεν 

υπάρχουν τρεις διαδοχικοί περιττοί αριθμοί που να είναι πρώτοι εκτός και αν ο ένας 

από αυτούς είναι ο 3. Ως εκ τούτου, ο 5 είναι ο μοναδικός πρώτος που βρίσκεται σε 

δύο ζεύγη δίδυμων πρώτων αριθμών. Εκτός από το πρώτο ζεύγος δίδυμων πρώτων 

αριθμών, ο αριθμός ανάμεσα σε κάθε ζεύγος δίδυμων πρώτων είναι πολλαπλάσιο του 

6. Άρα όλοι οι δίδυμοι πρώτοι αριθμοί εκτός του ζεύγους ሺ3,5ሻ είναι της μορφής 

6݊ േ 1. 

Το ερώτημα αν υπάρχουν άπειροι δίδυμοι πρώτοι αριθμοί υπήρξε ένα ακόμα από τα 

μεγάλα ανοικτά ζητήματα στην θεωρία αριθμών για πολλά χρόνια. Η εικασία των 

δίδυμων πρώτων αριθμών λέει ότι: Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί ݌ τέτοιοι ώστε 

ο ݌ ൅ 2 να είναι επίσης πρώτος αριθμός. Το 1849 ο Γάλλος μαθηματικός Alphonse de 

Polignac (1817-1890) έκανε την πιο γενική εικασία ότι για κάθε φυσικό αριθμό ݇ 

υπάρχουν άπειρα ζευγάρια ݌ και ݌Ԣ τέτοια ώστε ݌ᇱ െ ݌ ൌ 2݇. Η περίπτωση που 

݇ ൌ 1 είναι η εικασία των δίδυμων πρώτων αριθμών. Μία δυνατότερη μορφή της 

εικασίας των δίδυμων πρώτων αριθμών είναι η εικασία των μαθηματικών Hardy–
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Littlewood που απαιτεί έναν νόμο κατανομής των δίδυμων πρώτων αριθμών 

παρόμοιο με το θεώρημα των πρώτων αριθμών. 

Ένα σημαντικό αποτέλεσμα για τους πρώτους αριθμούς ήταν το Θεώρημα Brun 

(1919) από τον Νορβηγό μαθηματικό Viggo Brun (1885-1978). 

Θεώρημα 20 (Θεώρημα Brun): Ο αριθμός που προκύπτει από την πρόσθεση των 

αντίστροφων των αριθ περιττών δίδυμων πρώτων μών, 

ܤ ൌ ൬
1
3 ൅

1
5൰ ൅ ൬

1
5 ൅

1
7൰ ൅ ൬

1
11 ൅

1
13൰ ൅ ൬

1
17 ൅

1
19൰ ൅  ,ڮ

συγκλίνει σε έναν συγκεκριμένο αριθμό (ο αριθμός αυτός έχει ονομαστεί σταθερά 

του Brun) που εκφράζει την σπανιότητα των δίδυμων πρώτων, ακόμα και αν 

υπάρχουν ά ε  από αυτούς. [Ribenboim 1996, p. 201] π ιροι

Θεωρούμε ߨଶሺ݊ሻ τον αριθμό των δίδυμων πρώτων ݌ και ݌ ൅ 2 τέτοιο ώστε ݌ ൑ ݊. 

Δεν είναι γνωστό αν υπάρχουν άπειροι τέτοιοι πρώτοι αριθμοί [Wells 1986, p. 41; 

Shanks 1993], αλλά φαίνεται σχεδόν βέβαιο ότι είναι αλήθεια [Hardy and Wright 

1979, p. 5]. 

Ο Brun απέδειξε ότι υπάρχει υπολογίσιμη σταθερά ݔ଴ τέτοια ώστε αν ݔ ൒  ଴, τότεݔ

ሻݔଶሺߨ ൏ ଵ଴଴௫
ሺ୪୬ ఞሻమ [Ribenboim 1996, p. 261]. 

Έχει δειχτεί ότι: 

ሻݔଶሺߨ ൏ ܿ ෑሾ1 െ
1

ሺ݌ െ 1ሻଶሿ
௣வଶ

ݔ
ሺln ሻଶݔ ሾ1 ൅ ܱሺ

ln ln ݔ
ln ݔ ሻሿ 

το οποίο γράφεται πιο συ ο κν πτι ά: 

ሻݔଶሺߨ ൏ ଶߎܿ
ݔ

ሺln ሻଶݔ ሾ1 ൅ ܱሺ
ln ln ݔ

ln ݔ ሻሿ 

όπου ߎଶ σταθερά γνωστή ως σταθερά των δίδυμων πρώτων αριθμών και ܿ μία άλλη 

σταθερά. 

Οι Hardy και Littlewood (1923) είπαν ότι ܿ ൌ 2 [Ribenboim 1996, p. 262] και ότι 

ଶߎሻ~2ݔଶሺߨ ׬ ௗ௫
୪୬ ௫

௫
ଶ . Αυτή η εικασία λέγεται η δυνατή εικασία των δίδυμων πρώτων. 

Στις 15 Ιανουαρίου 2007, δύο ξεχωριστά υπολογιστικά προγράμματα, το Twin Prime 

Search και το PrimeGrid βρήκαν το μεγαλύτερο γνωστό ζεύγος δίδυμων πρώτων 

αριθμών: 2003663613 ൈ 2ଵଽହ଴଴଴ േ 1 με 58711 ψηφία ο καθένας. Ανακαλύφτηκαν 

από τον Γάλλο Eric Vautier. Στις 6 Αυγούστου 2009 τα δύο αυτά προγράμματα 
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ανακοίνωσαν ότι ένα νέο ρεκόρ δίδυμων πρώτων αριθμών είχε βρεθεί: 

65516468355 ൈ 2ଷଷଷଷଷଷ േ 1 με 100355 ψηφία. Στις 25 Δεκέμβρη του 2011  το 

πρόγραμμα PrimeGrid ανακοίνωσε ότι ένα ακόμη ρεκόρ δίδυμων πρώτων είχε 

βρεθεί: 3756801695685 ൈ 2଺଺଺଺଺ଽ േ 1 με 200700 ψηφία. Και η αναζήτηση 

συνεχίζεται. 
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5  

Επίλογος 
Ο επαγγελματίας μαθηματικός έλκεται από την Θεωρία Αριθμών, εξαιτίας του 

τρόπου με τον οποίο μπορούν να χρησιμοποιηθούν όλα τα όπλα των σύγχρονων 

μαθηματικών για να αντιμετωπιστούν τα προβλήματά της. Στην πραγματικότητα, 

πολλά σημαντικά παρακλάδια των μαθηματικών έχουν την ρίζα τους στην Θεωρία 

Αριθμών. Για παράδειγμα οι πρώτες προσπάθειες για να αποδειχτεί το θεώρημα των 

πρώτων αριθμών, παρακίνησαν την ανάπτυξη της θεωρίας των μιγαδικών 

συναρτήσεων. Οι προσπάθειες για να αποδειχτεί πως μία Διοφαντική εξίσωση 

௡ݔ ൅ ௡ݕ ൌ ݊ ௡ δεν έχει μη τετριμμένη λύση γιαݖ ൒ 3 (εικασία του Fermat), 

οδήγησαν στην ανάπτυξη της αλγεβρικής θεωρίας αριθμών, μιας από τις πιο ενεργές 

περιοχές της έρευνας των μοντέρνων μαθηματικών. Παρόλο που η εικασία του 

Fermat είναι αμφιλεγόμενη, αυτό φαίνεται ασήμαντο εν συγκρίσει με την συντριπτική 

ποσότητα πολύτιμων μαθηματικών που έχουν δημιουργηθεί ως αποτέλεσμα ερευνών 

γι’ αυτή την εικασία. 

Υπάρχουν εκατοντάδες άλυτα προβλήματα στην θεωρία αριθμών. Καινούρια 

προβλήματα προκύπτουν γρηγορότερα απ’ ότι λύνονται τα παλιότερα πολλά από τα 

οποία μένουν άλυτα για αιώνες. Όπως ο μαθηματικός Sierpinski (1882-1969) είπε 

κάποτε: «…η πρόοδος της γνώσης μας ως προς τους αριθμούς εξελίσσεται  όχι μόνο 

από αυτά που ήδη γνωρίζουμε για αυτούς, αλλά από το ότι συνειδητοποιούμε τι 

ακόμη δεν γνωρίζουμε γι’ αυτούς.»  
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