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ÊåöÜëáéï 0

Ôá áðáñáßôçôá

Ç äõóðéóôßá ðïõ Ý÷ïõí ïé Ìáèçìáôéêïß óå èåùñÞìáôá ðïõ Ýñ÷ïíôáé óå ðëÞñç

áíôßèåóç ìå ôéò äéáéóèçôéêÝò ìáò áíôéëÞøåéò åìöáíßæåôáé áðü ôçí áðáñ÷Þ ôùí

Ìáèçìáôéêþí. Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò ðßóôåõáí üôé ç Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá

åßíáé ç ìüíç ãåùìåôñßá ðïõ áíáðáñéóôÜ ðéóôÜ ôï óýìðáí ôï ïðïßï æïýìå,

öáíôáóôåßôå ðüóï ðáñÜäïîï öáéíüôáí üôé ç Üñíçóç ôïõ ðÝìðôïõ áîéþìáôïò

ïäçãåß óå óõíåðåßò èåùñßåò. Ç óõíïëïèåùñßá åßíáé Üëëïò Ýíáò ôïìÝáò ôùí

ìáèçìáôéêþí üðïõ ôá äéáéóèçôéêÜ ðáñÜäïîá ü÷é ìüíï õðÜñ÷ïõí áëëÜ ôñÝöïõí

ôç èåùñßá ìå ðïëý éó÷õñÜ èåùñÞìáôá. Ç Ýííïéá ôçò éóïðëçèéêüôçôáò üðùò ôçí

üñéóå ï Cantor áìÝóùò Ýäùóå ìéá ðñüôáóç ðïõ Þôáí ôüóï ðïëý ìáêñõÜ áðü ôçí

åðïðôåßá ìáò ðïõ áêüìá êáé óÞìåñá åíôõðùóéÜæåé ôïõò íåáñïýò åñáóéôÝ÷íåò

êáé ìç Ìáèçìáôéêïýò...

Ôï óýíïëï ôùí Üñôéùí áñéèìþí åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí.

ÁðëÜ õðÝñï÷ï äåí óõìöùíåßôå? Öáíôáóôåßôå ëïéðüí íá óáò Ýëåãå êÜðïéïò

üôé ìðïñåßôå íá óáò äþóïõí ìßá ìðÜëá ðïäïóöáßñïõ íá ôçí êüøåôå óå êïììÜôéá

êáé íá ôá êïëëÞóåôå Ýôóé þóôå íá Ý÷åôå äýï ìðÜëåò óáí ôçí ðñþôç!!!Áäýíáôï.

Ôá ÌáèçìáôéêÜ ìáò åðéöõëÜóóïõí ðïëëÝò åêðëÞîåéò, ðáñÜäïîá, óßãïõñá Ýíá

áðü ôá ðéï åíôõðùóéáêÜ åßíáé ôï ðáñÜäïîï ôùí Banach êáé Tarski.
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ÊÜèå óõìðáãÞò óöáßñá óôïí IR åßíáé äõíáôüí íá ôçí äéáìåñßóïõìå óå

ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò êïììÜôéá (óýíïëá) êáé íá ôá áíáêáôáóêåõÜóïõìå

Ýôóé þóôå íá ðÜñïõìå äýï óõìðáãåßò óöáßñåò ßóéïõ ìåãÝèïõò ìå ôçí ðñþôç.

Óôï ðñþôï êåöÜëáéï èá áíáöÝñïõìå ôá âáóéêÜ åñãáëåßá ðïõ èá ìáò ÷ñç-

óéìåýóïõí óôç êáôáíüçóç ôïõ "ðáñáäüîïõ" (èåùñÞìáôïò) ôùí Banach êáé

Tarski. Èá åðéêåíôñùèïýìå ðåñéóóüôåñï óôç êáôáíüçóç êáé ìåëÝôç ôçò Ýí-

íïéáò ôçò åëåýèåñçò ïìÜäá êáé ôùí éäéïôÞôùí ôùí åëåýèåñùí ïìÜäùí. Ïé

åëåýèåñåò ïìÜäåò äéáäñáìáôßæïõí èåìåëéáêü ñüëï óôéò âáóéêÝò áðïäåßîåéò ðïõ

èá ìåëåôÞóïõìå óôá åðüìåíá êáöÜëáéá.

0.1 ÄñÜäç ïìÜäáò

Ïñéóìüò 0.1. (ÄñÜóç ïìÜäáò)¸óôù × Ýíá óýíïëï êáé G ìéá ïìÜäá.

ÄñÜóç ôçò G ðÜíù óôï × ëÝìå ìéá áðåéêüíéóç ∗ : G × X → X ôÝôïéá

þóôå:

(a) ∗(e; x) = x ãéá êÜèå x ∈ X èá ãñÜöïõìå ex = x Þ e · x = x áíôß ãéá

∗(e; x) = x

(b) ∗(g1g2; x) = ∗(g1; ∗(g2; x)) èá ãñÜöïõìå g1g2x = g1(g2x).

Tüôå èá ëÝìå üôé ôï X åßíáé Ýíá G-óýíïëï.

¸óôù × Ýíá G-óýíïëï . ¸óôù x ∈ X êáé g ∈ G ôüôå èåùñïýìå ôá

óýíïëá:

Xg = {x ∈ X | gx = x} êáé Gx = {g ∈ G | gx = x}.

Èåþñçìá 0.1. ¢í × åßíáé Ýíá G-óýíïëï ôüôå ôï Gx åßíáé õðïïìÜäá ôçò G

ãéá êÜèå x ∈ X , ç ïðïßá ëÝãåôáé õðïïìÜäá éóïôñïðßáò ôïõ x.

Èåþñçìá 0.2. ¸óôù × Ýíá G-óýíïëï .¢í x1; x2 ∈ X ïñßæïõìå x1 ∼ x2 áí

êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé g ∈ G ìå gx1 = x2.H ∼ åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò .
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Ãíùñßæïõìå üôé êÜèå ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óå Ýíá óýíïëï × äçìéïõñãåß ìéá

äéáìÝñéóç ôïõ × óå îÝíá áíá äýï õðïóýíïëá ôïõ , Ýôóé Ýñ÷åôáé öõóéïëïãéêÜ

ï åðüìåíïò ïñéóìüò.

Ïñéóìüò 0.2. (Ôñï÷éÜ) ¸óôù × Ýíá G-óýíïëï . ÊÜèå õðïóýíïëï ôçò

äéáìÝñéóçò ðïõ ïñßæåé ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ïñßóáìå ðéï ðÜíù ëÝãåôáé

ôñï÷éÜ óôï × õðü ôçí G. ¢í x ∈ X , ôüôå ôï õðïóýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ôï x

ëÝãåôáé ôñï÷éÜ ôïõ x êáé óõìâïëßæåôáé ìå Gx .

0.2 Åëåýèåñåò ÏìÜäåò

Ïñéóìüò 0.3. Áí × åßíáé õðïóýíïëï ìéáò ïìÜäáò F ôüôå ç F åßíáé åëåýèåñç

ïìÜäá ìå âÜóç ôï × Üí ãéá êÜèå ïìÜäá G êáé êÜèå óõíÜñôçóç f ìå f : X →

G õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ö ìå ö : F → G ìå f(x) = ö(x) ãéá

êÜèå x ∈ X.

Ï ïñéóìüò áõôüò ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò äåí âïçèÜåé êáé ðïëý óôï íá êá-

ôáíïÞóïõìå ôé åßíáé ìéá åëåýèåñç ïìÜäá, áëëÜ üðùò üëïé ïé ïñéóìïß óôá Ìá-

èçìáôéêÜ Ýôóé êáé áõôüò äåí Þñèå ïõñáíïêáôÝâáôïò. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá

ãéáôé ïñßóáìå Ýôóé ôçí åëåýèåñç ïìÜäá.

Äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò åëåýèåñçò ïìÜäáò áëëÜ äåí Ý÷ïõìå åîáóöáëßóåé

ôçí ýðáñîç ôïõëÜ÷éóôïí ìéáò ïìÜäáò ðïõ íá éêáíïðïéåß ôéò ðñïõðïèÝóåéò ôïõ

ïñéóìïý. Èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá åëåýèåñç ïìÜäá ùò åîÞò ¸óôù × Ýíá

ìç-êåíü óýíïëï êáé Ýóôù Ýíá óýíïëï ×−1 (ôï áíôßãñáöï ôïõ ×) Ýôóé þóôå

× ∩X−1 = ∅ êáé X =c X
−1 äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç

áðü ôï × óôï ×−1 ìå x 7→ x−1.

Ïñßæïõìå ôï áëöÜâçôï óôï × íá Ýéíáé ôï óýíïëï ×∪X−1. ¢í n åßíáé Ýíáò

èåôéêüò áêÝñáéïò ïñßæïõìå ùò ëÝîç óôï × ìÞêïõò n > 1 ìéá óõíÜñôçóç áðü
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w : {1; 2; :::; n} → X ∪ X−1. Ãéá ëüãïõò åõêïëßáò èá ãñÜöïõìå ôç ôõ÷ïýóá

ëÝîç w ìÞêïõò n ùò åîÞò :

w = xe11 ::::x
en
n üðïõ xi ∈ X; ei ∈ {−1; 1} êáé w(i) = xeii .

Ôï ìÞêïò n ìéáò ëÝîçò w èá óõìâïëßæåôáé ìå |w|. Ç êåíÞ ëÝîç ìå 1

(åßíáé åíá íÝï óýìâïëï, äåí áíÞêåé óôï × ) êáé ôï ìÞêïò ôçò êåíÞò ëÝîçò

åßíáé 0. ÊÜèå ëÝîç áíáðáñéóôÜôáé ìïíáäéêÜ áðü ìéá óõìâïëïóåéñÜ êáé áõôü

Ýîáóöáëßæåôáé áðü ôçí éóüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí. ÔÝëïò áí u = xe11 :::x
en
n êáé

v = yl11 :::y
lm
m äýï ëÝîåéò ç ðáñÜèåóç ôïõò åßíáé ç ëÝîç uv = xe11 :::x

en
n y

l1
1 :::y

lm
m

Ç âáóéêÞ éäÝá ôçò êáôáóêåõÞò ìéáò åëåýèåñçò ïìÜäáò F ìå âÜóç ôï ×

åßíáé áñêåôÜ áðëÞ. Ôá óôïé÷åßá ôçò F åßíáé ïé ëÝîåéò óôï × ìå äéìåëÞ ðñÜîç

ôçí ðáñÜèåóç ëÝîåùí êáé ôáõôïôéêü óôïé÷åßï ôçí êåíÞ ëÝîç 1. ¼ìùò ðáñïõ-

óéÜæåôáé Ýíá ðñüâëçìá , åìåßò èá èÝëáìå xx−1 = 1 áëëá äåí åßíáé Ýôóé äéüôé ç

ëÝîç xx−1 Ý÷åé ìÞêïò 2 åíþ ç ëÝîç 1 Ý÷åé ìÞêïò 0. Ôï ðñüâëçìá èá ìðïñïýóå

íá ëõèåß áí èÝôáìå ôçí F ùò ôï óýíïëï ôùí áíÜãùãùí ëÝîåùí, üìùò êáé åäù

ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ðñüâëçìá ãéáôß ð.÷. áí u; v åßíáé áíÜãùãåò ëÝîåéò ç uv äåí

åßíáé êáô'áíÜãêç áíÜãùãç. ÔåëéêÜ ôï ðñüâëçìá ôçò åðéëïãÞò ôïõ óõíüëïõ

F ðïõ èá éêáíïðïéåß ôéò ðñïõðïèÝóåéò ëýíåôáé áí èÝóïõìå ùò F åíá óýíïëï

ðïõ ôá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé êëÜóóåéò éóïäõíáìßáò õðïóýíïëá ôïõ óõíüëïõ üëùí

ôùí ëÝîåùí ôïõ × .

Ïé ðáñáêÜôù ïñéóìïß åßíáé ðïëý óçìáíôéêïß ãéá ôçí êáôáíüçóç ôïõ ôñüðïõ

êáôáóêåõÞò ôçò æçôïýìåíçò åëåýèåñçò ïìÜäáò.

Ïñéóìüò 0.4. ¸óôù Á;Â ëÝîåéò óôï × ,w = AB êáé w′ = Aaa−1B. Ïñß-

æïõìå ôïõò óôïé÷åéþäåéò ôåëåóôÝò ôçò ðáñåìâïëÞò êáé ôçò äéáãñáöÞò óôï

óýíïëï ôùí ëÝîåùí ôïõ × þò åîÞò: Ãéá êÜèå a ∈ X ∩ X−1 o ôåëåóôÞò

ðáñåìâïëÞò Ða åßíáé Ða(w = AB) = Aaa−1B êáé ï ôåëåóôÞò äéáãñáöÞò

Da(w
′) = AB. Èá ãñÜöïõìå w → w′ áí ç ëÝîç w′ ðñïêýðôåé áðü ôçí w

ìÝóù åíüò óôïé÷åéþäç ôåëåóôÞ.
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Ôþñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï ôùí ëÝ-

îåùí þò åîÞò:

u ∼ v ⇔ïñ ∃u = w1; w2; :::; wn = v ëÝîåéò ôÝôïéåò þóôå :

u = w1 → w2 → :::→ wn = v (áêïëïõèßá ìåôÜâáóçò)

Èá óõìâïëßæïõìå ôç êëÜóç ôïõ w ìå [w]

Ôï ðáñáêÜôù ëÞììá åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò åëåýèåñçò

ïìÜäáò.

ËÞììá 0.1. ¸óôù × Ýíá óýíïëï êáé W (X) ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí ôïõ ×

(Üí ôï × = ∅ ôüôå W (X) = {∅})

1. ÕðÜñ÷åé ôï ôáõôïôéêü óôïé÷åßï óôï W (X) , ìå äéìåëÞ ðñÜîç ôçí ðá-

ñÜèåóç ôùí ëÝîåùí.

2. ¢í u ∼ v êáé u′ ∼ v′ ôüôå uu′ ∼ vv′

3. ¢í G ïìÜäá êáé f : X → G ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò f̃ :

W (X) → G ï ïðïßïò åðåêôåßíåé ôçí f Ýôóé þóôå áí u ∼ u′ ôüôå f̃(u) =

f̃(u′) óôçí G.

Áðüäåéîç. Ôá 1)êáé 2) åßíáé Üìåóåò óõíÝðåéåò ôùí ïñéóìþí ç áðüäåéîç ôïõ

3) åßíáé ðïõ ðáñïõóéÜæåé åíäéáöÝñïí. ¢í w = xe11 :::x
en
n ôüôå ïñßæïõìå

f̃(w) = f(x1)
e1f(x2)

e2 :::f(xn)
en

Ç f̃ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç ëüãù ôçò ìïíáäéêÞò ãñáöÞò ôçò w. To ïôéç f̃ åßíáé

ïìïìïñöéóìüò ðñïêýðôåé åýêïëá áðü ôïí ïñéóìü ôçò. ¸óôù w ∼ w′. Èá

áðïäåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèßáò w → :::→ w′ oôé f̃(w) =

w̃′. ¸óôù w ∼ w′ ìå ôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèßáò ìåôÜâáóçò íá åßíá 1 êáé Ýóôù

ïôé ï ôåëåóôÞò (ìåôÜâáóçò) ôçò äéáãñáöÞò w = Aaa−1 → w′ = AB äçëáäÞ

Da(w) = w′. H f̃ åßíáé ïìïìïñöéóìüò Üñá
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f̃(Aaa−1B) = f̃(A)f̃(a)f̃(a−1)f̃(B)

üìùò

f̃(A)f̃(a)f̃(a−1)f̃(B) = f̃(A)f̃(B)

áöïý åßíáé óôïé÷åßá ôçò G, Üñá áöïý f ïìïìïñöéóìüò Ý÷ïõìå

f̃(Aaa−1B) = f̃(AB)

Áíôßóôïé÷á åðé÷åéñÞìáôá ÷ñéóçìïðïéïýìå êáé ãéá ôïí ôåëåóôÞ ðáñåìâïëÞò êáé

ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá.

Ðñüôáóç 0.1. ÊÜèå ëÝîç w ∈ W (X) åßíáé éóïäýíáìç ìå ìßá áíÜãùãç ëÝîç,

ç ïðïßá åßíáé ìïíáäéêÞ äçëáäÞ Üí w ∼ u, w ∼ v êáé u; v åßíáé áíÜãùãåò ôüôå

u = v.

Èåþñçìá 0.3. ¸óôù × Ýíá óýíïëï ôüôå ôï óýíïëï F üëùí ôùí êëÜóåùí

éóïäõíáìßáò ôïõ W (X) åßíáé åëåýèåñç ïìÜäá åðß ôïõ × ìå äéìåëÞ ðñÜîç

[u][v] = [uv] êáé êÜèå óôïé÷åßï ôçò F Ý÷åé êáíïíéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ ∀[u] ∈ F

õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ áíÜãùãç ëÝîç w Ýôóé þóôå [u] = [w].

Áðüäåéîç. ¶í ôï × = ∅, ôüôå W (X∅) = {1} Üñá êáé F = {1}. H F åßíáé

ôåôñéììÝíá ìéá åëåýèåñç ïìÜäá. ¸óôù ïôé ôï × 6= ∅,óôï ËÞììá 0.1 äåßîáìå

ç ðáñÜèåóç ëÝîåùí åßíáé óÝâåôáé ôçí ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼w Üñá ç äéìåëÞò

ðñÜîç ðïõ ïñßóáìå ãéá êÜèå [u]; [v] ∈ F [u][v] = [uv] åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç (ùò

óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí). Ç äéìåëÞò ðñÜîç óôç F åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ



0.2. ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÏÌÁÄÅÓ 7

ëüãù ôçò ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò ôçò ðáñÜèåóçò ëÝîåùí óôç W (X):

[u]([w][v]) = [u][wn]

= [u(wn)]

= [(uw)n]

= [uw][n]

= ([u][w])[n]

Ôï óýíïëï F åßíáé ïìÜäá äéüôé:

Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï õðÜñ÷åé êáé åßíáé ç êëÜóç [xx−1] = [1] ìå x ∈ W (X)

êáé ôï áíôßóôñïöï óôïé÷åßï ãéá ôï [w] åßíáé ôï [w−1]

Ôï æçôïýìåíï ôþñá åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ç F åßíáé åëåýèåñç ïìÜäá. ¶í

[w] ∈ F , ôüôå:

[w] = [xe11 :::x
en
n ] = [xe11 ]:::[xenn ]

öáßíåôáé ëïéðüí üôé ç F ðáñÜãåôáé áðü ôï × ôáõôßæïíôáò ïõóéáóôéêÜ ôï êÜèå

x ìå ôï [x]). Áðü ðñüôáóç 0.1 Ýðåôáé üôé ãéá êÜèå [w] õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ

áíÜãùãç ëÝîç u ôÝôïéá þóôå [w] = [u]. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç F åßíáé

åëåýèåñç ïìÜäá ìå âÜóç ôï X, Ýóôù f : X → G óõíÜñôçóç áðü ôï × óå ìßá

G ïìÜäá. Ïñßæïõìå ö : F → G þò åîÞò:

ö : [xe11 ][xe22 ]:::[xenn ] 7→ f(x1)
e1f(x2)

e2 :::f(xn)
en

üðïõ xe11 x
e2
2 :::x

en
n åßíáé áíÜãùãç. Ôï ãåãïíüò üôé ç ö åßíéá êëÜ ïñéóìÝíç

Ýðåôáé áðü ôï üôé êÜèå ëÝîç Ý÷åé ìïíáäéêÞ áíÜãùãç éóïäýíáìç Ýêöñáóç. Óôï

ËÞììá 0.1 ïñßóáìå ôçí f̃ êáé Ýéíáé ðñïöáíÝò üôé,

ö([w]) = f̃(w)

Ôï ìüíï ðïõ ìáò áðïìÝíåé íá äåßîïõìå åßíáé ïôé ç ö åßíáé ïìïìïñöéóìüò

(ìÜëéóôá ï ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ðïõ åðåêôåßíåé ôçí f äéüôé ôï × ðáñÜãåé
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ôçí F ). ¸óôù [u]; [v] ∈ F üðïõ u; v áíÜãùãåò ëÝîåéò, êáé Ýóôù uv ∼w w

üðïõ w êáé áõôÞ áíÜãùãç,

ö([u][v]) = ö([w]) = f̃(w),

ãéáôß ç w åßíáé áíÜãùãç, êáé

ö([u])ö([v]) = f̃(u)f̃(v),

ãéáôß ïé u; v åßíáé áíÜãùãåò. ÔÝëïò,

f̃(u)f̃(v) = f̃(w); Ëììá0:1(3)

ö([u][v]) = ö([u])ö([v])

Áðïäåßîáìå üôé ãéá êÜèå óýíïëï × õðÜñ÷åé ìéá åëåýèåñç ïìÜäá ìå âÜóç

ôï × .

Ôþñá ìðïñïýìå íá äþóïõìå Ýíá éóïäýíáìï ïñéóìï ôùí åëåýèåñùí ïìÜäùí

ìå ôïí ïñéóìü 0.3

Ïñéóìüò 0.5. Ìéá ïìÜäá F ïíïìÜæåôáé åëåýèåñç ðÜíù áðü Ýíá õðïóýíïëï

S S ⊆ G \ {1} áí êÜèå óôïé÷åßï g ∈ G \ {1} Ý÷åé ìïíáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç

g = x1x2:::xn

ìå xi ∈< ei > \{1}, ei ∈ S ãéá êÜèå i ∈ {1; :::; n} êáé ei 6= ej ãéá i 6= j êáé

i; j ∈ {1; :::; n}.

¸óôù É Ýíá óýíïëï ( óýíïëï äåéêôþí åäþ) êáé {Gi}i∈I ìéá ïéêïãÝíåéá

ïìÜäùí ôüôå ôï óýíïëï G =
∏
Gi , ðïõ åßíáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí Gi,

ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ïéêïãÝíåéåò (óõíüëùí) {xi}i∈I ìå xi ∈ Gi∀i ∈ I. Ìðïñïýìå

íá ïñßóïõìå äïìÞ ïìÜäáò óôï óýíïëï G ìå äéìåëÞ ðñÜîç ôïí "ðïë/ìü" êáôá

óõíôåôáãíÝíç äçëáäÞ áí a = {xi}i∈I êáé b = {yi}i∈I äýï óôïé÷åßá ôçò G ôüôå
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ab = {xiyi}i∈I êáé ðñïöáíþò ãéá êÜèå óôïé÷åßï {xi}i∈I ôçò G ôï áíôßóôñïöï

åßíáé ôï {x−1
i }i∈I . Ï ïñéóìüò ôïõ ãéíïìÝíïõ äýï ïìÜäùí åðåêôåßíåôáé êáé óôéò

åëåýèåñåò ïìÜäåò, ï ïñéóìüò ï ïðïßïò äéáöÝñåé áðü ôïí ïñéóìü ãéíïìÝíïõ äýï

ïìÜäùí.

Ïñéóìüò 0.6. ¸óôù G êáéH ïìÜäåò,ìéá ïìÜäá F ëÝãåôáé ôï åëåýèåñï ãé-

íüìåíï ôùí G;H Üí õðÜñ÷ïõí ïìïìïñöéóìïß f1 : G → F êáé f2 : H → F ïé

ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôçí åîÞò ðñüôáóç : Ãéá êÜèå ïìÜäá Í êáé ïìïìïñöéóìïýò

g1 : G → N êáé g2 : H → N õðÜñ÷åé Ýíáò êáé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò

h : F → N ôÝôïéïò þóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá åßíáé ìåôáèåôéêü.

G
g1 //

f1
��

N

F

h
>>~~~~~~~
H

g2

OO

f2oo

Ï ïñéóìüò áõôüò äåí åîáóöáëßæåé ïýôå ôçí ìïíáäéêüôçôá ïýôå ôçí ýðáñîç

ôçò ïìÜäáò(åëåýèåñï ãéíüìåíï). Ìå ôïí üñï ìïíáäéêüôçôá åííïïýìå üôé áí

äýï ïìÜäåò Ì;Í åßíáé ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï äýï ïìÜäùí G1 êáé G2, ôüôå

ïé Ì;Í åßíáé éóüìïñöåò. Ç ìïíáäéêüôçôá áëëá êáé ç ýðáñîç áðïäåéêíýï-

íôáé óôá åðüìåíá äýï èåùñÞìáôá, ìÜëéóôá óôï èåþñçìá ýðáñîçò ðáñïõóéÜæåé

ìåãÜëï åíäéáöÝñïí ç ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò ôïõ åëåýèåñïõ ãéíïìÝíïõ, åðßóçò

äßíåôáé ìéá îåêÜèáñç åéêüíá ãéá ôç äïìÞ ôçò ïìÜäáò áõôÞò. Óôçí áðüäåéîç

ôçò ìïíáäéêüôçôáò èá ÷ñåéáóôïýìå ôï ðáñáêÜôù ËÞììá

ËÞììá 0.2. ¸óôù Á;Â äýï óýíïëá êáé f; g óõíáñôÞóåéò ìå f : A→ B êáé

g : B → A ôÝôïéåò þóôå f ◦ g = IdB êáé g ◦ f = IdA ôüôå ïé f; g åßíáé

áìöéìïíïóÞìáíôåò áðåéêïíßóåéò.

Áðüäåéîç. ¸óôù â1 6= â2 ∈ B, áðü õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé â1 = f ◦ g(â1) 6=

f ◦g(â2) = â2 =⇒ g(â1) 6= g(â2) Üñá ç g åßíáé 1−1. Áíôßóôïé÷á áðïäåéêíýåôáé
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üôé ç f åßíáé 1−1. ¸óôù á ∈ A⇒ á = g ◦f(á) = g(f(á)) = g(â) ãéá êÜðïéï

â ∈ B, Üñá ç g åßíáé åðß. Áíôßóôïé÷á ãéá f

Èåþñçìá 0.4. Ìïíáäéêüôçôáò¸óôù F êáé Ê ïìÜäåò åëåýèåñá ãéíüìåíá

ôùí G;H. Ôüôå ïé F êáé Ê åßíáé éóïìïñöéêÝò.

Áðüäåéîç. ¸óôù G;H ïìÜäåò êáé F;K äýï ïìÜäåò, þóôå ç êÜèåìéá åßíáé

åëåýèñï ãéíüìåíï ôùí G;H, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü 0.6 õðÜñ÷ïõí f1; f2 ïìïìïñ-

öéóìïß ðïõ éêáíïðïéïýí ôï áßôçìá þóôå ç F íá åßíáé ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï

ôùí G;H êáé áíôßóôïé÷á õðÜñ÷ïõí ïìïìïñöïóìïß k1; k2 ðïõ éêáíïðïéïýí ôï

áßôçìá þóôå ç Ê íá åßíáé êáé áõôÞ åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí G;H. Áðü õðüèåóç

õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêïß f êáé k ïìïñöéóìïß ôÝôïéïé þóôå ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜì-

ìáôá íá åßíáé ìåôáèåôéêÜ

G
k1 //

f1
��

Ê

F

f
>>~~~~~~~
H

k2

OO

f2oo

G
f1 //

k1

��

F

K

k
>>}}}}}}}}
H

f2

OO

k2oo

×ñçóéìïðïéüíôáò ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá áñêåß íá äåßîïõìå üôé k◦f = IdF

êáé f ◦ k = IdK . Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ãåãïíüò üôé ç

F åßíáé åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí G;H Üñá êáé ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé

ìåôáèåôéêü
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G
f1 //

f1
��

F

F

h
>>~~~~~~~
H

f2

OO

f2oo

áðü ôï ôåëåõôáßï äéÜãñáììá Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç ôÝ-

ôïéá þóôå h◦fi = fi ãéá i = 1; 2 êáé ôá äýï ðñïçãïýìåíá k◦f ◦fi = k◦ki = fi

Üñá h = k ◦ f . Áíôéêáèéóôþíôáò óôï ôñßôï ó÷åäéÜãñáììá ôçí IdF ôï

äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü ìéáò êáé IdF ◦ fi = fi ãéá i = 1; 2 êáé áðü ìïíáäé-

êüôçôá ôïõ ïìïìïñöéóìïý Ýðåôáé üôé k ◦ f = IdF . Aíôßóôïé÷á áðïäåéêíýïõìå

üôé f ◦ k = IdK .

Èåþñçìá 0.5. ¾ðáñîçòÃéá êÜèå æåýãïò ïìÜäùí G;H õðÜñ÷åé ôï åëåýèåñï

ãéíüìåíï ôïõò F .

Áðüäåéîç. Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé G∩H = set(áëëéþò áíôéêáèéóôïýìå

ôçí G ìå ìßá éóïìïñöéêÞ G′ ôÝôïéá þóôå G′ ∩H = ∅). ¸óôù U = G∪H êáé

S ôï óýíïëï üëùí ôùí ëÝîåùí ôoõ U , äçëáäÞ üëåò ïé ðåðåñáóìÝíò áêïëïõèßåò

ôçò ìïñöÞò

g = g1g2:::gn

üðïõ gi ∈ G∪H ãéá êÜèå i ∈ {1; 2; :::; n}. Ç êåíÞ ëÝîç () èá ôç óõìâïëßæïõìå

êáé åäþ ìå 1, óôç ðåñßðôùóç ðïý ôï n = 0. To ãéíüìåíï äýï ëÝîåùí gh ïñßæåôáé

ùò ç ðáñÜèåóç ëÝîåùí ìå ôï ôáõôïôéêü óôïé÷åßï íá åßíáé ç êåíÞ ëÝîç êáé ôï

áíôßóôñïöï óôïé÷åßï ãéá ìéá ëÝîç g = g1g2:::gn íá åßíáé ç g−1 = g−1
1 g−1

2 :::g−1
n

ìå 1−1 = 1. Ïñßæïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼ óôï óýíïëï S þò åîÞò: äýï

ëÝîåéò èá åßíáé éóïäýíáìåò g ∼ h áíí ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ôçí h áðü ôç g

áí õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá óôïé÷åéùäþí ôåëåóôþí Ô1; Ô2; :::; Ôn Ýôóé

þóôå Ôn ◦ ::: ◦ T2 ◦ T1(g) = h. Oé óôïé÷åéþäçò áõôïß ôåëåóôÝò åßíáé:
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1. ï ôåëåóôÞò ôçò äéáãñáöÞò Äá ãéá êÜðïéï á ∈ G ∪H, äçëáäÞ áí ç ëÝîç

åßíáé ôçò ìïñöÞò g1:::gk−1gkgk+1gk+2:::gn êáé gk+1 = g−1
k ôüôå

Ägk(g) = g1:::gk−1gk+2:::gn.

2. o ôåëåóôÞò ôçò ðáñåìâïëÞò Ðá ãéá êÜðïéï á ∈ G∪H, äçëáäÞ áí ç ëÝîç

åßíáé ôçò ìïñöÞò g1:::gkgk+1:::gn ôüôå Ð
k+1
á (g) = g1:::gkáá

−1gk+1:::gn (ôï

k + 1 äçëþíåé óå ðïéá èÝóç ðáñåìâÜëåôáé*ãéáôß ï÷é óôïí ðñïçãïõìåíï)

3. ï ôåëåóôÞò óõóôïëÞò Óab, áí g ëÝîç ôçò ìïñöÞò g = g1:::gm−1abgm+2:::gn

ìå a êáé b ∈ L ( L = G Þ L = H ) êáé áâ = c, ôüôå Óab(g) =

g1:::gm−1cgm+2:::gn.

4. o ôåëåóôÞò åðÝêôáóçò Åc , áí g ëÝîç ôçò ìïñöÞò g = g1:::gm−1cgm+2:::gn

êáé ab = c ìå a êáé b ∈ L ( L = G Þ L = H ), ôüôå Óab(g) =

g1:::gm−1abgm+2:::gn.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï S. ¸óôù C ôï

óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò óôï S, èá óõìâïëßæïõìå ìå [g] ôç êëÜóç

ôïõ g. ¼ðùò êáé ðñéí (*åëåýèåñåò ïìÜäåò) åßíáé ôåôñéììÝíï íá äåßîïõìå üôé

áí g ∼ g′ êáé h ∼ h′ ôüôå gh ∼ g′h′ êáé g−1 ∼ h−1. Ôï ãåãïíüò áõôü ìáò

ïäçãåß íá ïñßóïõìå ôç ðñïöáíÞ äéìåëÞ ðñÜîç óôï C

[g][h] = [gh] êáé [g]−1 = [g−1]

ìå ôáõôïôéêü óôïé÷åßï e = [1]. Ôï åðüìåíï ìáò âÞìá åßíáé íá äåßîïõìå üôé ïé

ïìïìïñöéóìïß iG êáé iH ðïõ ïñßæïíôáé þò åîÞò

iG : G→ C ìå iG(x) = [x]

êáé

iÇ : Ç → C ìå iÇ(x) = [x]

éêáíïðïéïýí ôï áßôçìá ôïõ ïñéóìïý ôïõ åëåýèåñïõ ãéíïìÝíïõ. ¸óôù.......
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0.3 Óôïé÷åßá áðü Èåùñßá ÌÝôñïõ

Ïñéóìüò 0.7. ó-¢ëãåâñá Ìßá ïéêïãÝíéá C õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ ×

ëÝãåôáé ó-Üëãåâñá óôï × áí éêáíïðïéåß ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. × ∈ C

2. Üí A ∈ C ôüôå X \ A ∈ C

3. Üí Án ∈ C ãéá êÜèå n ∈ IN , ôüôå
⋂∞

n=1An ∈ C

Ïñéóìüò 0.8. ¸óôù × Ýíá óýíïëï êáé C ìéá ó-Üëãåâñá óôï × . Ìéá óõ-

íÜñôçóç ì

ì : C → [0;+∞)

ëÝãåôáé áñéèìÞóéìá ðñïóèåôéêü Þ ó-ðñïóèåôéêü ìÝôñï Üí éêáíïðïéåß ôéò åîÞò

éäéüôçôåò:

1. ì(∅) = 0, êáé

2. ì(
⋃∞

n=1An) =
∑∞

n=1An

ÐáñÜäåéãìá 0.1. ¸óôù × Ýíá óýíïëï êáé Á ìéá ó-Üëãåâñá óôï × ôüôå ç

óõíÜñôçóç ì ïñéóìÝíç

ì(Õ ) =

 n áí ôï Õ Ý÷åé áêñéâþò n óôïé÷åßá

∞ Üí ôï Õ åßíáé Üðåéñï

åßíáé áñéèìÞóéìá áèñïéóôéêü ìÝôñï.

0.4 Áîßùìá ÅðéëïãÞò

ºóùò ôï ðéï áìöéëåãïìÝíï áîßùìá ðïõ ðñüôåéíå ï Zermelo åßíáé ôï Áîßùìá

ôçò åðéëïãÞò.
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ÊåöÜëáéï 1

G-paradoxical and Groups

Ìåëåôþíôáò ôï ðáñÜäïîï ôùí Banach-Tarski ðáñïõóéÜæïíôáé óôïí ìåëåôçôÞ

ðïëëÝò êáé åõ÷Üñéóôåò åêðëÞîåéò ïé ïðïßåò äßíïõí ôñïöÞ ãéá ðïëëÝò óõæçôÞ-

óåéò. Ìßá áðü ôéò ðéï óçìáíôéêÝò åßíáé ç ÷ñÞóç áëãåâñéêþí êáé ãåùìåôñéêþí

ìåèüäùíãéá ôçí êáôáóêåõÞ ðáñÜäïîùí óå êáôáóôÜóåéò ðïõ öáßíåôáé áäýíáôï.

Óå áõôï ôï êåöÜëáéï èá äïýìå ðþò ìå êáèáñÜ áëãåâñéêÝò ìåèüäïõò áðïäåé-

êíýïõìå ôçí ìç-ýðáñîç óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí.

1.1 G-paradoxical actions

Ïñéóìüò 1.1. ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñÜ óå Ýíá óýíïëï X êáé E ⊆ X . Ôï Å

ëÝãåôáé G−paradoxical åÜí õðÜñ÷ïõí îÝíá áíá äýï õðïóýíïëá Á1; :::Án; Â1; :::; Âm

ôïõ E êáé g1; :::; gn; h1; :::; hm ðïõ áíÞêïõí óôç G ôÝôïéá þóôå :

E =
⋃n

i=1 giAi =
⋃m

j=1 hjBj

Ìéëþíôáò ãåíéêÜ, ôï óýíïëï Å Ý÷åé äýï îÝíá õðïóýíïëá (
⋃
Ai;

⋃
Bj)

ôÝôïéá þóôå ôï êáèÝíá ìðïñïýìå íá ôï "áíáäéáôÜîïõìå" ìÝóù ôçò G êáé íá

êáëýøïõìå üëï ôï Å. ¢í ôï Å åßíáé G− paradoxical +++

15
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ÐáñÜäåéãìá 1.1. ÊÜèå êõêëéêÞ ïìÜäá G åßíáé paradoxical

ÐáñÜäåéãìá 1.2. Ïé Üñôéïé öõóéêïß åßíáé Ö-paradoxical üðïõ Ö = {f |f :

IN → IN 1-1 êáé åðß } ¸óôù Á ôï óýíïëï ôùí Üñôéùí öõóéêþí êáé Á1 =

{n|n ∈ IN&n = 0mod4} , Á2 = {n|n ∈ IN&n = 2mod4} äýï õðïóýíïëá

ôïõ Á ôÝôïéá þóôå Á1 ∪ A2 = A êáé Á1 ∩ A2 = ∅ , áí Ð åßíáé ôï óýíïëï

ôùí ðåñéôôþí öõóéêþí ôüôå áöïý |Á1| = |Á| êáé |Á2 ∪ Ð | = |Ð | õðÜñ÷ïõí

áìöéìïíïóÞìáíôåò óõíáñôÞóåéò f1; f2 ìå f1 : A1 → A êáé f2 : A2 ∪ Ð → Ð .

Ïñßæïõìå f : IN → IN :

f(n) =

 f1(n) ãéá n ∈ A1

f2(n) ãéá n ∈ A2 ∪ Ð

äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé ìéá 1-1 êáé åðß óõíÜñ-

ôçóç áðï ôï IN óôï IN ìå f [A1] = A.Éóïäýíáìá , ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá

óõíÜñôçóç g 1-1 êáé åðß ôÝôïéá þóôå g[A2] = A êáé íá êáôáëÞîïõìå óôï

A = f [A1] = g[A2]

ÐáñÜäåéãìá 1.3. ÊÜèå Üðåéñï õðïóýíïëï ôïõ IN åßíáé Ö-paradoxical

Èåþñçìá 1.1. Ôá åðüìåíá åßíáé éóïäýíáìá :

(a) |X| = 2|X|

(b) Ôï × åßíáé F -paradoxical üðïõ F ç F = {f |f : IN → IN 1-1 êáé åðß }

(c) Ôï × åßíáé Üðåéñï (Þ êåíü)

Áðüäåéîç: (a)⇒(b) ¸óôù óõíáñôÞóåéò f : X → A êáé g : X → B 1-1 êáé

åðß ìå A ∪ B = X êáé A ∩ B = ∅, ç ýðáñîç ôùí Á;Â åßíáé óõíÝðåéá ôïõ (a)

[¸óôù × óýíïëï ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé |× | = 2|× | ôüôå : ¢í ×0 = ××{0} êáé
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×1 = ××{1} ôüôå ×0∩X1 = ∅ |×0| = |×1| = |× | êáé |×0∪×1| = 2|× | = |× |

, áðï Èåþñçìá Scr�oder-Bernstein õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç h : ×0 ∪ ×1 � × 1-1

êáé åðß ïðüôå èÝôïíôáò Á = h[X0] B = h[X1] åîáóöáëßæïõìå ôçí ýðáñîç ôùí

Á;Â .]

1.2 examples of paradoxical actions

Èåþñçìá 1.2. Ìéá åëåýèåñç ïìÜäá F ìå rankF = 2 åßíáé F-paradoxical

üðïõ ç F äñÜ ìå ôïí áñéóôåñü ðïëëáðëáóéáóìü.

Áðüäåéîç. ¸óôù ó; ô ïé åëåýèåñïé ãåííÞôïñåò ôçò F . ¢í óõìâïëßóïõìå ìå

W (e) = {w ∈ F |(∃ó′ ∈ F )w = óF} ôüôå F = {1} ∪ W (ó) ∪ W (ó−1) ∪

W (ô) ∪ W (ô−1) ç ôïìÞ áíá äýï áõôþí ñùí óõíüëùí åßíáé êåíÞ êáé F =

∪W (ó) ∪ W (ó−1) êáé F = ∪W (ô) ∪ W (ô−1) Äéáðéóôþíïõìå ðïëý åýêïëá

üôé áí w ∈ W (ó−1) ôüôå ó−1 ∈ W (ó−1) äçëáäÞ w ∈ óW (ó−1) êáé 1 ∈

óW (s−1).

Ïñéóìüò 1.2. ÈÁ äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ Semigroup. ¸óôù Ýíá óýíïëï S

êáé ◦ : S × S −→ S ìéá äéìåëÞò ðñÜîç óôï óýíïëï S êáé ç ◦ åßíáé ðñïóåôáé-

ñéóôéêÞ ôüôå ôï óýíïëï Ý÷åé ôç äïìÞ Semigroup.

Èåþñçìá 1.3. ¸óôù S ìßá åëåýèåñç çìéïìÜäá(Semigroup) ìå ãåííÞôïñåò

ó êáé ô.H S ðåñéÝ÷åé äýï îÝíá óýíïëá Á êáé Â ôÝôïéá þóôå ôS = A êáé

óS = B. Áõôü óõíåðÜãåôáé ïôé êÜèå ïìÜäá F ðïõ ðåñéÝ÷åé ìßá åëåýèåñç

çìéïìÜäá ìå rank = 2 , ðåñéÝ÷åé êáé Ýíá ìç-êåíü paradoxical óýíïëï.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå Á = {w ∈ F |w = óñ} êáé Â = {w ∈ F |w = ôñ} .

¢í ôï S åßíáé "åìöõôåõìÝíï" (äçëáäÞ õðÜñ÷åé Ç 6 G ôÝôïéá þóôå H ' S -

éóïìïñöéêÜ) ôüôå ôï S åßíáé paradoxical ìéáò êáé S = ô−1Á = ó−1Â.
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1.3 geometrical paradoxes

Èåþñçìá 1.4. (AC) S1 åßíáé áñéèìÞóéìá SO2-paradoxcal . ¢í G åßíáé ç

ïìÜäá ìåôáöïñþí ðïõ äñÜ óôï , ôüôå ôï åßíáé áñéèìÞóéìá G-paradoxical.

Áðüäåéîç. ¸óôù ôï óýíïëï RSO2 = {eiö2ð | ö ∈ QI} ôï ïðïßï áðïôåëåß

õðïïìÜäá ôçò SO2. Ç äñÜóç ôçò õðïïìÜäáò RSO2 óôï S1 äéáìåñßæåé ôï S1

óå ôñï÷éÝò (õðåñáñéèìÞóéìï ôï ðëÞèïò ôñï÷éþí) RSO2x ìå x ∈ S1. ¸óôù

Ì Ýíá (choice set ) õðïóýíïëï ôïõ S1 ôï ïðïßï ðåñßå÷åé Ýíá áíôéðñüóùðï

áðï êÜèå RSO2x ôñï÷éÜ, ôï Ì Ý÷åé õðåñáñéèìÞóéìï ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá. Ç

RSO2 þò óýíïëï åßíáé áñéèìÞóéìï ùò ðñïò ôçí ðëçèéêüôçôá, ïðüôå ìðïñþ

íá áðáñéèìÞóù ôá óôïé÷åßá ôçò. ¸óôù {ñ1; :::; ñn; :::} ìéá áñßèìçóç ôùí óôïé-

÷åßùí ôçò RSO2, ìå âÜóç áõôÞ ôçí áñßèìçóç äçìéïõñãþ ôá åîÞò óýíïëá:

Ì1 = ñ1Ì; :::;Ìn = ñnM . Äéáðéóôþíïõìå ïôé ç óõëëïãÞ {Ìi}i∈IN áðïôå-

ëåß ìéá äéáìÝñéóç ôïõ S1 ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýïõí üôé ãéá êÜèå i 6= j Ý÷ïõìå

Mi ∩Mj = ∅, S1 =
⋃
Mi. Ôï åðüìåíï âÞìá óôç áðüäåéîç åßíáé íá äïýìå

ïôé Ìi = ñiñ
−1
j Mj∀i; j, ôüôå ðáßñíïíôáò ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí Ìi ìå Üñôéïõò

äåßêôåò Ì2;Ì4; ::: åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé S1 =
⋃
g i

2
giMi. Áíôß-

óôïé÷á éó÷ýåé S1 =
⋃
g i+1

2
giMi ìå i = 2n − 1 êáé n ≥ 1 Üñá ôï S1 åßíáé

RSO2-paradoxical. ÁõôÞ ç êáôáóêåõÞ åýêïëá ìåôáöÝñåôáé óôï äéÜóôçìá [0,1)

÷ñçóéìïðïéüíôáò ....

Ðüñéóìá 1.1. (AC)Äåí õðÜñ÷åé áñéèìÞóéìá áèñïéóôéêü ìÝôñï áííáëïßùôï

áðï ôéò óôñïöÝò , óõíïëéêïý ìÝôñïõ 1 ïñéóìÝíï óå üëá ôá õðïóýíïëá ôïõ S1.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ïôé Ýíá ôÝôïéï ìÝôñï ,Ýóôù ì , õðÜñ÷åé ,ôüôå áí

èÝóïõìå Á =
⋃
{Ìi|i = 2n + 1; n ≥ 0} êáé B =

⋃
{Ìi|i = 2n; n ≥ 1} üðïõ

Ìi ôá óýíïëá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò ôüôå :

1 = ì(S1) = ì(Á) + ì(Â) = ì(S1) + ì(S1) = 2 Üôïðï
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Ðüñéóìá 1.2. AC

(a) ÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ [0,1) ôï ïðïßï åßíáé ìç-Lebesque ìåôñÞóéìï .

(b) Äåí õðÜñ÷åé áñéèìÞóéìá áèñïéóôéêü ìÝôñï áííáëïßùôï áðï ôéò ìåôáöïñÝò

ïñéóìÝíï óå üëá ôá õðïóýíïëá ôïõ IRn ôï ïðïßï êáíïíéêïðïéåß ôï [0; 1]n.

Áðüäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå ïôé Ýíá ôÝôïéï ìÝôñï äåí õðÜñ÷åé ãéá ôïí IR1 ,

äéüôé ãéá êÜèå ôÝôïéï ìÝôñï ìn óôïí IRn ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá ìÝôñï ì

óôïí IR1 ôÝôïéï þóôå : ì(Á) = ìn(Á× [0; 1]n−1).

ÁëëÜ ãéá ôï ìÝôñï ì óôïí IR1 ï ðåñéïñéóìüò ôïõ óôï [0; 1) èá ðáñÝìåíå

áíáëëïßùôïò êÜôù áðï ôç äñÜóç ôçò G , üðïõ ôá óôïé÷åßá ôçò G åßíáé ïé

ìåôáöïñÝò êáôá mod1.

Sierpinski-Mazurkiewicz-Paradox

1.4 Equidecomposability

Ðñßí äåßîïõìå üìùò ôï Sierpinski-Mazurkiewicz-Paradox èá ðáñïõóéÜóïõìå

Ýíá Üëëï èåþñçìá. Èá áðïäååßîïõìå üôé ï "óðáóìÝíïò" êýêëïò S1 \ {pt}

ìðïñåß íá äéáìåñéóôåß óå äýï óýíïëá ôÝôïéá þóôå ìðïñïýìå íá ôá reassembled

to form a complete circle.

Ïñéóìüò 1.3. ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñÜ óôï óýíïëï × êáé Á;Â ⊆ × . Ôá Á, Â

ëÝãïíôáé G-equidecomposable Üí ôá Á êáé Â õðÜñ÷ïõí äéáìåñßóåéò Á1; :::; Án

êáé Â1; :::; Bn Ýôóé þóôå ôï Ái íá Ýéíáé congruent ìå ôï Âi, äçëáäÞ íá õðÜñ÷åé

åíá gi ∈ G ôÝôïéï þóôå giAi = Bi.

Èá ãñÜöïõìå Á ∼G B.
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Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç g̃A→ B, ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

g(x) =



g1x ãéá x ∈ A1

: :

: :

: :

gnx ãéá x ∈ An

(1.1)

åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç. Áíôßóôñïöá Üí õðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞ-

ìáíôç áðåéêüíéóç ôçò ìïñöÞò (1.1) ôüôå Á ∼G B.

Áõôü ïõóéáóôéêÜ óçìáßíåé üôé ìðïñïýìå íá äéáìåñßóïõìå ôï óýíïëï Á óå

ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò õðïóýíïëá êáé íá ôá reassembled to form B ìÝóù ôçò

G-äñÜóçò.

Èåþñçìá 1.5. Ç Equidecomposability åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï äõíáìï-

óýíïëï ôïõ × , P (X).

Áðüäåéîç. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ∼G åßíáé ó÷Ýóç áõôïðáèÞò êáé óõììåôñéêÞ.

Ãéá íá äåßîïõìå ôçí ìåôáâáôéêüôçôá ôçò∼G, ÝóôùA;B;C ⊆ X êáéÁ1; Á2; :::; Án

ìéá äéáìÝñéóç ôïõ Á ,B1; B2; :::; Bn ìéá äéáìÝñéóç ôïõ Â êáé g1; g2; :::; gn ∈ G

Ýôóé þóôå Á ∼G B êáé Â ′1; Â
′
2; :::; Â

′
m ìéá (ü÷é áíáãêáóôéêÜ äéáöïñåôéêÞ áðü

ôçí ðñïçãïýìåíç) äéáìÝñéóç ôïõ Â , C1; C2; :::; C3 ìéá äéáìÝñéóç ôïõ C êáé

h1; h2; :::; hm ∈ G Ýôóé þóôå Â ∼G C.

Ãéá üëá ôá i ∈ {1; 2; :::; n} êáé j ∈ {1; 2; :::;m} ïñßæïõìå

Bij = Bi ∩B′
j

YðïèÝôïõìå üôé êáíÝíá áðü ôá Âij äåí åßíáé êåíü. Ôüôå ç ïéêïãÝíåéá óõíüëùí

{Âij}ij∈n×m åßíáé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ Â. Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå ôá óýíïëá

Aij = g−1Bij êáé Cij = hjBij
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ðïõ ïé áíôßóôïé÷åò ïéêïãÝíåéò óõíüëùí {Áij}ij∈n×m {Cij}ij∈n×m åßíáé äéáìå-

ñßóåéò ôïõ Á êáé C áíôßóôïé÷á êáé

Cij = hjgiAij

Üñá Á ∼G C. ¢í êÜðïéá áðü ôá Âij åßíáé êåíÜ ôá áãíïïýìå êáé äïõ-

ëåýïõìå ðáñüìïéá,ìüíï ðïõ ôï óýíïëï äåéêôþí ij äåí åßíáé ôï ðëÞèïò mn

áëëÜ ëéãüôåñá.

Ôï åðüìåíá äýï èåùñÞìáôá äåß÷íïõí ôç ó÷Ýóç ìåôáîý G-paradoxicality

êáé Equicomposability.

Èåþñçìá 1.6. ¸óôù Å ⊆ × , ôï Å åßíáé G-paradoxical áíí õðÜñ÷ïõí Á,Â

óýíïëá ìå Á;B ⊆ E, A ∩B = ∅ ôÝôïéá þóôå Á ∼G E êáé Â ∼G E.

Áðüäåéîç. ¢í Á ∼G E êáé Â ∼G E ìå Á;B ⊆ E, A∩B = ∅ åßíáé ôåôñéììÝíï

íá äåßîïõìå ïôé ôï Å åßíáé G-paradoxical. Ãéá ôï áíôßóôñïöï Ýóôù Å ⊆ X

ôï ïðïßï åßíáé G-paradoxical, ôüôå õðÜñ÷ïõí õðïóýíïëá ôïõ Å,îÝíá áíá äýï,

Á1; Á2; :::; Án; B1; B2; :::; Bm êáé g1; g2; :::; gn; h1; h2; :::; hm ∈ G Ýôóé þóôå

E =
⋃n

i=1 giAi =
⋃m

j=1 hjBj.

ÅðåéäÞ äåí îÝñïõìå áí ôá óýíïëá Ýéíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò ïñßæïõìå

Á′1 = Á1

Á′k = Ak \ g−1
k (

⋃k−1
i=1 giAi)

ãéá k = 1; 2; :::; n. Ïé ïéêïãÝíåéá {Á′k}k∈[1;n] åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí

îÝíùí áíá äýï , äçëáäÞ Ái 6= Aj ãéá i 6= j, êáé ï ôåëåóôÞò ôçò Ýíùóçò

óôçí ïéêïãÝíåéá {gkÁ′k}k∈[1;n]äßíåé ôï Å,
⋃
{gkÁ′k}k∈[1;n] = E. ¢ñá Å ∼G⋃n

i=1A
′
i = A′. Áíôßóôïé÷á ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá ïéêïãÝíåéá {Â ′k}k∈[1;n]

ìå Å ∼G

⋃n
i=1B

′
i = B′. Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç èá ðñÝðåé íá
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äåßîïõìå üôé A′ ∩ B′ = ∅ üìùò Á′ ⊆
⋃n

i=1Ai êáé B
′ ⋃n

i=1Ai, Üñá éó÷ýåé üôé ç

ôïìÞ ôïõò åßíáé êåíÞ.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá äåß÷íåé ôçí óõíïëïèåùñçôéêÞ ó÷Ýóç ôùí äýï êëÜóåùí

éäéïôÞôùí.

Èåþñçìá 1.7. Ç Paradoxicality åßíáé ìéá êëÜóç éäéïôÞôáò ðïõ óÝâåôáé ôçí

equidecomposability, äçëáäÞ Üí Á ∼G B êáé ôï Á åßíáé paradoxical ôüôå åßíáé

êáé ôï Â.

Áðüäåéîç. ¸óôùG ïìÜäá ðïõ äñÜ óôï óýíïëï× êáéÁ,Â åßíáé G-equidecomposable

õðïóýíïëá ôïõ × êáé ôï Á åßíáé G− paradoxical. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé

êáé ôï Â åßíáé G − paradoxical. Ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá (1.6),

Ýóôù Æ;Õ ⊆ A ìå Æ ∩ Y = ∅ êáé Z ∼G A ∼G Y . ¸óôù A1; :::; An ⊆ A,

Â1; :::; Ân ⊆ B êáé g1; :::; gn ∈ G Ýôóé þóôå Á ∼G B. Oñßæïõìå

Z ′ =
⋃n

i=1 gi(Ai ∩ Z) êáé Y ′ =
⋃n

i=1 gi(Bi ∩ Y )

Aöïý
⋃n

i=1(Ai ∩ Z) = Z Ýðåôáé üôé Æ ∼G Z ′ êáé áíôßóôïé÷á Õ ∼G Y ′. Aöïý

Æ;Õ åßíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò ôï ßäéï èá éó÷ýåé êáé ãéá ôá Æ ′; Õ ′. ÊáôáóêåõÜ-

óáìå ëïéðüí äýï îÝíá õðïóýíïëá Æ ′; Õ ′ ⊆ B Ýôóé þóôå Æ ′ ∼G Z ∼G A ∼G B

êáé Y ′ ∼G Y ∼G A ∼G B, êáé ëüãù ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò ôçò ∼G ðÝñíïõìå

Z ′ ∼G B ∼G Y ′. ¢ñá ôï óýíïëï Â åßíáé G− paradoxical.

Èåþñçìá 1.8. Ôï S1 \ {pt} åßíáé equidecomposable ìå ôïí S1.

Áðüäåéîç. Ôáõôßæïíôáò ôïí IR2 ìå ôï CI, ôï ìéãáäéêü åðßðåäï. ¸óôù pt =

1 = ei0 êáé Á = {ein|n ∈ {1; 2; :::; ; :::}} êáé Â = (S1 \ {pt}) \ A. Tá óçìåßá

ein åßíáé unique since 2ð is irrational.

Ôüôå äéáìåñßæù ôï óýíïëï S1 óå äýï îÝíá õðïóýíïëá þò åîÞò:

Á1 = {e1(n+1)|n ∈ IN} êáé Á2 = (S1 \ {ei0}) \ A1
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áíôßóôïé÷á ãéá ôï S1,

B1 = e−iA1 êáé B2 = S1 \B1

ôï üôé ôá äýï óýíïëá åßíáé equicomposable åßíáé öáíåñü áðü ôç äéáìÝñéóç

ôïõò. Ôï Á1 ìÝóù ôçò éóïìåôñßáò r(z) = e−iz åìöõôåýåôáé êáíïíéêÜ óôï Â1

êáé ôá Á2 ,Â2 ìÝóù ôçò ôáõôïôéêÞò áðåéêüíéóçò.

1.5 ¸íá áêüìá ãåùìåôñéêü ðáñÜäïîï

Èåþñçìá 1.9. ¸óôù G2 ç ïìÜäá éóïìåôñéþí ôïõ åðéðÝäïõ. Ç G2 ðåñéÝ÷åé

äýï éóïìåôñßåò ñ; ó ïé ïðïßåò ðáñÜãïõí ìéá åëåýèåñç çìéïìÜäá S ôçò G2.

ÅðéðëÝïí áí w1; w2 ∈ S ëÝîåéò ïé ïðïßåò îåêéíïýí áðü áñéóôåñÜ ìå ñ; ó ôüôå

w1(0; 0) 6= w2(0; 0).

Áðüäåéîç. Ùò ðñþôï âÞìá ôáõôßæïõìå ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï IR2 ìå ôïí CI.

ÌåôÜ äéáëÝãïõìå Ýíá è ∈ IR ôÝôïéï þóôå ï u = eiè íá åßíáé õðåñâáôéêüò

ìéãáäéêüò áñéèìüò (Ç ýðáñîç ôïõ è áõôïý åîáóöáëßæåôáé áðü ôï ãåãïíüò ïôé

ôï óýíïëï ôùí áëãåâñéêþí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï áñéèìÞóéìï óýíïëï ). ¸óôù

ó ç ìåôáöïñÜ ó(z) = z + 1 êáé ñ ç óôñïöÞ ñ(z) = uz. Áñêåß íá äåßîïõìå ôï

äåýôåñï óêÝëïò ôïõ èåùñÞìáôïò ìéáò êáé ôï ðñþôï åßíáé (åýêïëï) óõìðÝñáóìá

ôïõ. Äéáêñßíïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò

• w1 = w2

• w1 6= w2 ÕðïèÝôïõìå ïôé w1 = ói1ñi2 :::óim êáé w2 = ñk1ók2 :::ókl üðïõ

m; l > 1 êáé êÜèå åêèÝôçò åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò. Áöïý ñ(0) = 0

ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ïôé ïé äýï ëÝîåéò w1 êáé w2 ôåëåéþíïõí ìå

ìßá äýíáìç ôïõ ó åêôüò êáé áí ç w2 åßíáé áðëÜ ç w2 = ñk1 . Ôüôå :

w1 = i1 + i3u
i2 + i5u

i2+i4 + ::: + imu
i2+i4+:::+im−1 êáé w2 = k2u

k1 +

k4u
k1+k3 + ::: + klu

k1+k3+:::+kl−1 Áí w1(0) = w2(0) ôüôå ç ó÷Ýóç áõôÞ
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åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ìå ñßæá ôï u ôï ïðïßï üìùò Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç

ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ è.

Èåþñçìá 1.10. ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñá óå Ýíá óýíïëï × êáé ç G ðåñéÝ÷åé

äýï óôïé÷åßá, Ýóôù ñ; ô, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜðïéï x ∈ X , ïðïéåóäÞðïôå äýï

ëÝîåéò óôï S ðïõ îåêéíïýí áíôßóôïé÷á ìå ñ; ó äéáöùíïýí óôç ôéìÞ üôáí Ý÷ïõí

üñéóìá ôï x. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ìç-êåíü G-paradoxical õðïóýíïëï ôïõ X.

Áðüäåéîç. ¸óôù S ç õðïïìÜäá ôçò G ðïõ ðáñÜãåôáé ôá ô; ó êáé Å ç S −

ôñï÷á ôïõ x äçëáäÞ Å = {y ∈ X|(∃w ∈ S)[w(x) = y]}. Ôüôå ñ(Å) ⊆ Å

êáé ó(Å) ⊆ Å áëëÜ áðü õðüèåóç Ý÷ïõìå ïôé ãéá êÜèå æåýãïò ëÝîåùí w1 , w2

-ðïõ áíÞêïõí óôçí S- ôw1(x) 6= ñw2(x) Üñá ô(Å)∩ñ(Å) = ∅. Ùò óõìðÝñáóìá

Ý÷ïõìå ïôé ôï Å åßíáé G− paradoxical ìéáò êáé Å = ô−1(ôÅ) = ñ−1(ñÅ).

Èåþñçìá 1.11. Sierpinski-Mazurkiewicz ParadoxÕðÜñ÷åé Ýíá õðïóý-

íïëï ôïõ IR2 ôï ïðïßï åßíáé paradoxical.

Áðüäåéîç. Ìå âÜóç ôéò ðñïçãïýìåíåò ðñïôÜóåéò ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå

ðïéü óýíïëï èá èÝóïõìå

E = {a0 + a1e
i + a2e

2iè + :::+ ane
niè|n; aj ∈ IN}

ãéá êÜðïéï è ãéá ôï ïðïßï ï eiè åßíáé õðåñâáôéêüò. (Ãéá è=1 éó÷ýåé *) Óêïðüò

ìáò åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå äýï éóïìåôñßåò ñ êáé ô ïé ïðïßåò ðáñÜãïõí ìéá

õðïçìéïìÜäá S ôçò ïìÜäáò ôùí éóïìåôñéþí G2 ôïõ åðéðÝäïõ (Ý÷ïõìå ôáõôßóåé

ôïí IR2 ìå ôï ìéãáäéêü åðßðåäï CI). Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äéáëÝîïõìå Ýíá

óçìåßï x ôïõ åðéðÝäïõ
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The Hausdor� Paradox

Ôï 1914 óôç ðñïóðÜèåéá ôïõ ï Hausdor� íá áðïäåßîåé ôçí ìç-ýðáñîç óõãêå-

êñéìÝíùí ìÝôñùí ïñéóìÝíá ðÜíù óôç óöáßñá ôïõ IR3 áðÝäåéîå ôï åîÞò ðáñÜ-

äïîï:"äåò óùóôÞ ìåôÜöñáóç" Ç ìÝèïäïò ôïõ Hausdor� âáóéæåôáé óôçí åýñåóç

äýï óôñïöþí ôïõ S2 ïé ïðïßåò ðáñÜãïõí ìéá åëåýèåñç ïìÜäá éóüìïñöç ìå ôçí

ZZ2 ∗ ZZ3

Èåþñçìá 2.1. ÕðÜñ÷ïõí äýï óôñïöÝò óôïí IR3-óôñïöÝò ãýñù áðü Üîïíá ðïõ

ðåñíÜåé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí-ïé ïðïßåò åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò.

Êáô'åðÝêôáóç ãéá êÜèå n > 3 ç SÏn Ý÷åé ìßá åëåýèåñç ïìÜäá F ùò õðïïìÜäá

ôÜîçò 2, äçëáäÞ rankF = 2.

Áðüäåéîç. ¸óôù ö; ñ óôñüöåò (counterclockwise) ãýñù áðü ôïõò Üîïíåò z-

Üîïíá êáé x áíôßóôïé÷á ôÝôïéåò þóôå ç ãùíßá ôçò êÜèå óôñïöÞò ìå ôïí Üîïíá

ðïõ áöÞíåé áìåôÜâëçôï åßíáé arccos 1
3
. Ôüôå ïé óôñïöÝò áíáðáñéóôüíôáé áðü

ôïõò ðáñáêÜôù ðßíáêåò:

ö±1 =


1
3

∓2
√

2
3

0

± 2
√

2
3

0

0 0 1


25
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ñ±1 =


1 0 0

0 1
3

∓2
√

2
3

0 ± 2
√

2
3


Áõôü ðïõ èá äåßîïõìå åßíáé üôé êáìßá ìç ôåôñéììÝíç áíÜãùãç ëÝîç óôï ö±1

êáé ñ±1 äåí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç. ¸óôù ïôé õðÜñ÷åé

ëÝîç w ôÝôïéá þóôå íá åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ôáõôïôéêÞ. Éó÷õñéæüìáóôå üôé

w(1; 0; 0) åßíáé ôçò ìïñöÞò (a;
√

2b;c)
3k

üðïõ a; b; c áêÝñáéïé êáé ï b äåí äéáéñåßôáé

áðü ôï 3. Áõôü Ý÷åé ùò óõíÝðåéá üôé w(1; 0; 0) 6= (1; 0; 0), ðïõ ìáò ïäçãåß óå

Üôïðï.
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Minimizing

ÌÝ÷ñé ôþñá äåí Ý÷ïõìå äþóåé óçìáóßá óôï ðëÞèïò ôùí êïìáôéþí ðïõ ÷ñçóé-

ìïðïéïýìå þóôå íá ôçí ìðÜëá. Óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá ç áíáðáñáãùãÞ

ôçò óöáßñáò äåí ÷ñçóéìïðïéåß ðÜíù áðü ïêôþ êïììÜôéá êáé áíôßóôïé÷á ãéá

ôçí ìðÜëá äåí ÷ñçóéìïðïéïýìå ðÜíù áðü äåêáôñßá êïììÜôéá.ìðëá ìðëá ìðëá

Ïñéóìüò 3.1. ¸óôù G ïìÜäá ðïõ äñÜ óå Ýíá óýíïëï × êáé E ⊆ X. Tüôå

ôï åßíáé G-paradoxical ÷ñçóéìïðïéüíôáò r êïìÜôéá Üí õðÜñ÷ïõí õðïóýíïëá

Á;Â ôïõ Å ôÝôïéá þóôå A ∩ B = ∅ êáé Á ∪ B = E êáé Á ∼m E ∼n B êáé

m+ n = r.

Èåþñçìá 3.1. ¸óôù F ìéá åëåýèåñç ïìÜäá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ô; ó. Ôüôå

ìðïñïýìå íá äéáìåñßóïõìå ôçí F óå ôÝóóåñá õðïóýíïëá Á1; Á2; Á3; Á4 ôÝôïéá

þóôå

ó(Á2) = Á2 ∪ Á3 ∪ Á4

êáé

ô(Á4) = A1 ∪ A2 ∪ A4.

Üñá ç F åßíáé paradoxical ÷ñçóéìïðïéüíôáò ôÝóóåñá êïììÜôéá. Åðßóçò ãéá

êÜèå w ∈ F ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ìéá äéáìÝñéóç ôÝôïéá þóôå ôï óôïé÷åßï

27
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w íá âñßóêåôáé óôï ßäéï ó´íïëï-êïìÜôé ìå ôï ôáõôïôéêü óôï÷åßï.

Áðüäåéîç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá äéáìÝñéóç óå ôÝóóåñá õðïóýíïëá ôçò

F üðùò áêñéâþò êáé óôï èåþñçìá (theorem 5) üðïõ W (f) åßíáé ôï óýíïëï

üëùí ôùí ëÝîåùí ðïõ áñ÷ßæïõí ìå f . ¸óôù w ìéá ëÝîç óôçí F êáé ñ ôï ðéï

áñéóôåñü ãñÜììá ôçò ëÝîçò. Äéáêñßíïõìå ðåñéðôþóåéò ãéá ôï ñ. ¸óôù üôé

ñ = ô−1. Ôüôå ìðïñïýìå íá äéáìåñßóïõìå ôçí F þò åîÞò:

A1 = W (ó)

A2 = W (ó−1)

A3 = W (ô) \ {ôn|n ∈ IN+}

A4 = W (ô−1) ∪ {ôn|n ∈ IN+} ∪ {1}

Äéáðéóôþíïõìå üôé ôá óôïé÷åßá 1 êáé w áíÞêïõí óôï ßäéï óýíïëï, ôï Á4

êáé üôé:

ó(Á2) = Á2 ∪ Á3 ∪ Á4

êáé

ô(Á4) = A1 ∪ A2 ∪ A4.

Áíôßóôïé÷á ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò.

¢ìåóï ðüñéóìá ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç

Ðüñéóìá 3.1. (AC) ¸óôù F ìéá åëåýèåñç ïìÜäá äéÜóôáóçò 2 (rankF=2 )

ðïõ äñá óå Ýíá óýíïëï × ÷ùñßò ôåôñéììÝíá óôáèåñÜ óçìåßá. Ôüôå ôï óýíïëï

× åßíáé F -paradoxical ÷ñçóéìïðïéüíôáò ôÝóåñá êïììÜôéá.

Áðüäåéîç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï èåþñçìá 4.1 ãéá ôçí åëåýèåñç ïìÜäá

F . ¸óôù Á;Â õðïóýíïëá ôçò F ôÝôïéá þóôå A ∩ B = ∅, F = A ∪ B ìå

F ∼2 A&F ∼2 B. ¸óôùÌ Ýíá óýíïëï åðéëïãÞò ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá {Gx}x∈X
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ôùí ôñï÷éþí ôùí óôïé÷åßùí ôïõ × êÜôù áðü ôç äñÜóç ôçò F . Oñßæïõìå Á∗; Â∗

õðïóýíïëá ôïõ × þò åîÞò:

A∗ =
⋃
{gM |g ∈ A}

êáé

B∗ =
⋃
{gM |g ∈ B}

ôüôå åðåéäÞ ç F äåí Ý÷åé ìç ôåôñéììÝíá óôáèåñÜ óçìåßá éó÷ýåé üôé Á∗∩B∗ =

∅ êáé Á∗ ∪ B∗ = X. ÅðåéäÞ üìùò ãéá ôçí F éó÷ýåé üôé F ∼2 A&F ∼2 B

Ýðåôáé üôé:

A∗ ∼2 F ∼2 B
∗

¿ò Üìåóï ðüñéóìá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò Ý÷ïõìå üôé êÜèå free-non

abelina group.

Ïñéóìüò 3.2.


