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Πρόλογος - Ευχαριστίες 

Η παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζηα πιαίζηα ηνπ ζπνπδώλ κνπ ζηελ 

ρνιή Δθαξκνζκέλσλ Μαζεκαηηθώλ θαη Φπζηθώλ Δπηζηεκώλ ηνπ Δζληθνύ 

Μεηζνβίνπ Πνιπηερλείνπ, ζηνλ ηνκέα ησλ Μαζεκαηηθώλ. θνπόο απηήο ηεο 
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ε πξνζέγγηζε ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ από ηα ζπλερή θιάζκαηα. Δπηπιένλ, 

κειεηάηαη ε εθαξκνγή ηνπο ζηελ επίιπζε δηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ. 

ην ζεκείν απηό ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηα κέιε ηεο ηξηκεινύο Δμεηαζηηθήο 

Δπηηξνπήο: ηελ θ. Λακπξνπνύινπ ., ηνλ θ. Παπατσάλλνπ Α. θαη ηνλ θ. ηεθαλέα Π. 

Ιδηαίηεξα, ζέισ λα επραξηζηήζσ ηελ επηβιέπνπζα θ. νθία Λακπξνπνύινπ, 

Αλαπιεξώηξηα Καζεγήηξηα ηνπ Δ.Μ.Π., γηα ηελ θαζνδήγεζε θαη ηηο ζπκβνπιέο πνπ 

κνπ πξνζέθεξε θαη λα ηνλίζσ πσο ρσξίο ηελ ζπκβνιή ηεο, ε άξηηα νινθιήξσζε ηεο 

παξνύζαο εξγαζίαο δελ ζα ήηαλ δπλαηή. 
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Περίληψη 

Σα ζπλερή θιάζκαηα θαηέρνπλ εμέρνπζα ζέζε ζηνλ θιάδν ησλ καζεκαηηθώλ. 

Μειεηήζεθαλ από ζεκαληηθνύο καζεκαηηθνύο ηνπ 17νπ θαη 18νπ αηώλα θαη 

παξακέλνπλ έσο ζήκεξα έλαο ηνκέαο έληνλεο κειέηεο. Ο ζθνπόο ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο είλαη λα παξνπζηάζεη έλαλ απιό ηξόπν θαηαλόεζεο απηήο ηεο ζεσξίαο θαη 

ζπγθεθξηκέλα ηεο ζεσξίαο ησλ απιώλ ζπλερώλ θιαζκάησλ. Έηζη, ζην πξώην 

θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε ηελ ηζηνξία ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ ζην πέξαζκα ησλ 

ρξόλσλ θαη ζα δείμνπκε πώο κπνξεί λα αλαθαιπθζεί ηπραία έλα ζπλερέο θιάζκα. 

Δπηπιένλ, ζα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο θαζώο θαη ηα βαζηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ.  

ην δεύηεξν θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε ηελ αλάπηπμε ησλ ξεηώλ αξηζκώλ ζε ζπλερή 

θιάζκαηα θαη ηα βαζηθά ζεσξήκαηα πνπ ηα δηέπνπλ. ην ηξίην θεθάιαην ζα 

πεξηγξάςνπκε ηελ αλάπηπμε ησλ άξξεησλ αξηζκώλ ζε ζπλερή θιάζκαηα θαη ζα 

εζηηάζνπκε ζην πεξίθεκν ζεώξεκα Lagrange. Δπηπιένλ, ζα αλαιύζνπκε ηα 

ζεσξήκαηα πξνζέγγηζεο ησλ άξξεησλ αξηζκώλ από ζπγθιίλνληεο ξεηνύο θαη ζα 

παξνπζηάζνπκε ην ζεώξεκα Hurwitz. Δπίζεο, ζα δνζεί ε γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ 

ζπλερώλ θιαζκάησλ θαη ζα παξαζέζνπκε ηελ κνξθή ζπλερώλ θιαζκάησλ γλσζηώλ 

ππεξβαηηθώλ αξηζκώλ θαη ηεο ρξπζήο ηνκήο.  

Σέινο, ζην ηέηαξην θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ γεληθή ζεσξία ησλ 

δηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ θαη ζα επηθεληξσζνύκε ζηελ επίιπζε κηαο εηδηθήο 

θαηεγνξίαο απηώλ, ηελ:           , γλσζηή θαη σο εμίζωζε Pell. 

  



6 
 

Abstract 

Continued fractions take pride of place in the field of mathematics. They were studied 

by prominent mathematicians during the seventeenth and eighteenth century and still 

nowadays they remain an area of intense study. The purpose of this dissertation is to 

introduce a simple way of understanding this theory, specifically the theory of the 

simple continued fractions. So, in the first chapter we will present the history of 

continued fractions over the years and we will show how a continued fraction might 

be discovered accidentally. Furthermore, we will give the definition of a continued 

fraction as well as its basic traits. In the second chapter, we will study the 

development of rational numbers to continued fractions and the basic theorems that 

govern them. In the third chapter, we will describe the expansion of irrational 

numbers into continued fractions and we will focus on the famous Lagrange theorem. 

In addition, we will analyze the theorems of approximating irrational numbers with 

rational converging numbers and we will present the Hurwitz theorem. Further, a 

geometric definition of continued fractions will be given and we will, also, quote the 

continued fractions of famous transcendental numbers and the continued fraction of 

the golden section. Finally, in the fourth chapter, we will deal with the general theory 

of diophantine equations and we will concentrate on solving a specific diophantine 

equation:           , known as Pell equation. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

Δηζαγωγή –Ιζηνξηθά ζηνηρεία 

1.1. Δηζαγωγή 

Αο ππνζέζνπκε πσο ζέινπκε λα επηιύζνπκε ηελ δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε: 

   –     –       , 

σο αθνινύζσο: 

Αξρηθά, δηαηξνύκε κε   θαη πξνθύπηεη:         
 

 
. 

Δλ ζπλερεία αληηθαζηζηνύκε ην άγλσζην   από ην ίζν ηνπ,     
 

 
 θαη ζπλεπάγεηαη 

όηη: 

      
 

   
 

 

. 

 

Δπαλαιακβάλνληαο ηελ δηαδηθαζία αξθεηέο θνξέο, πξνθύπηεη κηα έθθξαζε ηεο 

κνξθήο: 

        
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 
 

.           

 

Ωζηόζν, ην   εμαθνινπζεί λα εκθαλίδεηαη ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο θαη ε ιύζε 

ηεο δελ θαληάδεη εθηθηή. Αλ απνκνλώζνπκε δηαδνρηθά ηα θιάζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ 

παξαπάλσ θαη εθηειώληαο ηηο δηαηξέζεηο, είλαη: 

  
  

 
                                       

 

Οη αξηζκνί απηνί δίλνπλ όιν θαη θαιύηεξεο πξνζεγγίζεηο ζηελ ζεηηθή ξίδα ηεο 

δνζείζαο εμίζσζεο. Πξάγκαηη, επηιύνληαο κε ηελ κέζνδν ηεο δηαθξίλνπζαο, ε ζεηηθή 

ξίδα ηεο εμίζσζεο είλαη:     
      

 
                , 

όπνπ κε ζηξνγγπινπνίεζε θαηά ηξία ςεθία ζπκθσλεί κε ην παξαπάλσ απνηέιεζκα. 

Κιάζκαηα όπσο απηά ηεο κνξθήο       θαινύληαη ζπλερή θιάζκαηα θαη ε κειέηε 

ηνπο απνηειεί έλα από ηα πην ελδηαθέξνληα θεθάιαηα ησλ καζεκαηηθώλ. 
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1.2. Βαζηθνί νξηζκνί 

ηα καζεκαηηθά ζπλερέο θιάζκα είλαη κηα έθθξαζε πνπ πξνθύπηεη κέζσ κηαο 

επαλαιεπηηθήο δηαδηθαζίαο πνπ αλαπαξηζηά έλαλ αξηζκό   σο ην άζξνηζκα ηνπ 

αθέξαηνπ κέξνπο ηνπ    θαη ηνπ αληηζηξόθνπ ελόο άιινπ αξηζκνύ, έπεηηα γξάθνληαο 

ηνλ άιιν αξηζκό σο άζξνηζκα ηνπ αθεξαίνπ κέξνπο ηνπ θαη ηνπ αληηζηξόθνπ ελόο 

άιινπ αξηζκνύ, θ.ν.θ. Η δηαδηθαζία απηή κπνξεί λα ζπλερίδεηαη επ’άπεηξνλ θαη 

πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε πνπ απνηειεί ηελ γεληθή κνξθή ελόο ζπλερνύο 

θιάζκαηνο: 

         
  

       
  

  
   

  
    

.                                                

To    θαιείηαη ην αθέξαην κέξνο θαη ηα   ,    είλαη είηε πξαγκαηηθνί είηε κηγαδηθνί 

αξηζκνί., κεηαβιεηέο ή ζπλαξηήζεηο. Σα    θαινύληαη κεξηθά πειίθα (partial 

quotients) ηνπ θιάζκαηνο θαη είλαη ηα δηαδνρηθά πειίθα πνπ πξνθύπηνπλ θαηά ηελ 

αλαδήηεζε ηνπ ΜΚΓ ηνπ αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή ηνπ θιάζκαηνο, δειαδή ηα 

δηαδνρηθά πειίθα πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ επθιείδην αιγόξηζκν. Αλ ε δηαδηθαζία 

ηεξκαηίδεηαη ζην    ηόηε ην θιάζκα θαιείηαη πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα 

(terminating continued fraction). Αλ ην θιάζκα έρεη άπεηξνπο όξνπο, ηόηε θαιείηαη 

άπεηξν ζπλερέο θιάζκα (infinite continued fraction).  

Μηα εηδηθή θαη πην ζπλήζεο πεξίπησζε είλαη ηα απιά ζπλερή θιάζκαηα (simple 

continued fractions) πνπ είλαη εθθξάζεηο ηεο παξαθάησ κνξθήο όπνπ ε ηηκή ησλ     

είλαη ίζε κε  : 

        
 

 
     

 

    
 

 
       

 
.                                            

κε ηνλ πξώην όξν    λα είλαη αθέξαηνο, αθόκα θαη κεδέλ θαη ηα ππόινηπα    λα είλαη 

ζεηηθνί αθέξαηνη.  

Λόγσ ηεο δπζθνιίαο πνπ παξνπζηάδεηαη θαηά ηελ αλαπαξάζηαζε ελόο αξηζκνύ ζε 

ζπλερέο θιάζκα, νη καζεκαηηθνί πηνζέηεζαλ πην βνιηθνύο ηξόπνπο αλαπαξάζηαζεο 

ησλ απιώλ ζπλερώλ θιαζκάησλ. Ο πην ζπλήζεο είλαη: 

                .                                                   

πρλά, ζπλαληώληαη θαη νη δύν αθόινπζνη ηξόπνη γξαθήο ελόο ζπλερνύο θιάζκαηνο: 

       
 

    
  

 

    
      θαη                     . 
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Έλα άπεηξν απιό ζπλερέο θιάζκα              νλνκάδεηαη πεξηνδηθό αλ 

ππάξρνπλ     ζεηηθνί αθέξαηνη έηζη ώζηε γηα όια ηα      ,         . 

Αλαπαξηζηνύκε ην θιάζκα:                                      κε πην 

βνιηθό ηξόπν σο εμήο: 

                                                  .                                             

Μεξηθά, όκσο, είλαη πεξηνδηθά από ηελ αξρή θαη έηζη νλνκάδνληαη απόιπηα 

πεξηνδηθά ζπλερή θιάζκαηα. 

1.3. Ιζηνξηθή αλαδξνκή 

Απηή ε ηζηνξηθή αλαδξνκή έρεη σο ζηόρν λα παξνπζηάζεη ηελ γέλλεζε ηεο ζεσξίαο 

ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ θαη ην πώο απηή εμειίρζεθε ζην πέξαζκα ηνπ ρξόλνπ. 

Σα ζπλερή θιάζκαηα απνηεινύλ έλαλ ρξήζηκν ηξόπν έθθξαζεο αξηζκώλ θαη 

θιαζκάησλ. Η ζεσξία αξηζκώλ δηαζέηεη πνιιά εξγαιεία αιιά πηζαλόλ ηίπνηα δελ 

είλαη πην ζπλαξπαζηηθό από ηα ζπλερή θιάζκαηα. Κάπνηε εηπώζεθε πσο ν Θεόο 

εθεύξε ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνύο θαη ν άλζξσπνο όια ηα ππόινηπα. Μπνξεί λα 

πξνζηεζεί ζε απηό όηη πηζαλόηαηα ν Θεόο επηλόεζε θαη ηα ζπλερή θιάζκαηα. Σα 

ζπλερή θιάζκαηα αλαπηύρζεθαλ (ή αλαθαιύθζεθαλ) ελ κέξεη σο απάληεζε ζηελ 

αλάγθε καο λα πξνζεγγίζνπκε ηνπο άξξεηνπο αξηζκνύο. Από ηόηε έρνπλ δηαθξηζεί σο 

ζεκαληηθό εξγαιείν γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ζηελ ζεσξία πηζαλνηήησλ, ζηελ 

αλάιπζε, θαη εηδηθά ζηελ ζεσξία αξηζκώλ. Γίλνπλ θάηη πεξηζζόηεξν από ιύζεηο ζε 

νξηζκέλα πξνβιήκαηα. Πξνζθέξνπλ έλαλ αθόκα ηξόπν αλαπαξάζηαζεο ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, πέξα από ηηο θιαζηθέο δεθαδηθέο αλαπαξαζηάζεηο. 

Από ηα αξραία ρξόληα, νη καζεκαηηθνί ρξεζηκνπνηνύζαλ αιγόξηζκνπο θαη κεζόδνπο 

γηα λα εθθξάζνπλ αξηζκνύο θαη γηα ηελ εύξεζε ιύζεσλ ζηηο δηνθαληηθέο εμηζώζεηο. 

Πνιινί από απηνύο ηνπο αιγνξίζκνπο κειεηήζεθαλ θαη κνληεινπνηήζεθαλ γηα ηελ 

αλάπηπμε ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ. 

Δίλαη δύζθνιν λα πξνζδηνξίζνπκε αθξηβώο ρξνλνινγηθά πόηε αλαθέξεηαη γηα πξώηε 

θνξά ε έλλνηά ηνπο. Παξαδνζηαθά, ε αξρή ηνπο ηνπνζεηείηαη ζηελ επνρή ηεο 

δεκηνπξγίαο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Δπθιείδε. Η ζηελή ζρέζε ηνπ αιγνξίζκνπ κε ηελ 

έθθξαζε ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο ππνδεηθλύεη ηελ αξρηθή δεκηνπξγία ησλ ζπλερώλ 

θιαζκάησλ. 
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1.4. εκαληηθέο ζρέζεηο 

Γηα πάλσ από ρίιηα ρξόληα, όπνηα εξγαζία ζρεηηδόηαλ κε ηα ζπλερή θιάζκαηα 

πεξηνξηδόηαλ ζε ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα. Ο Ιλδόο καζεκαηηθόο Aryabhata (550 

κ. Υ.) ρξεζηκνπνίεζε έλα ζπλερέο θιάζκα γηα λα ιύζεη κηα γξακκηθή αόξηζηε 

εμίζωζε (indeterminate equation). Βξίζθνπκε πνιιέο αλαθνξέο θαη παξαδείγκαηα 

ζπλερώλ θιαζκάησλ ζε Έιιελεο θαη Άξαβεο καζεκαηηθνύο. Γύν καζεκαηηθνί από 

ηελ Μπνιόληα, ν Rafael Bombelli (1526-1572) θαη ν Pietro Cataldi (1548-1626) 

επίζεο ζπλέβαιαλ ζε απηό ηνλ θιάδν θαζώο ν πξώηνο εμέθξαζε ηελ ηεηξαγσληθή 

ξίδα ηνπ    σο έλα επαλαιακβαλόκελν ζπλερέο θιάζκα ελώ ν δεύηεξνο έθαλε ην ίδην 

γηα ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ   . 

 

          
 

   
 

 
   

.                                       

          
 

   
 

   
 

   
 

.                                    

 

Σα ζπλερή θιάζκαηα έγηλαλ αθξηβέο πεδίν κειέηεο κέζσ ηεο δνπιεηάο ηνπ John 

Wallis (1616-1703). ην βηβιίν ηνπ Arithmetica Infinitorum (1655), ν Wallis 

αλαπηύζζεη θαη παξνπζηάδεη ηελ ηαπηόηεηα: 

 

 

 
   

             

             
.                                       

 

Παξόιν πνπ ην δεμηό κέινο ηεο       δελ απνηειεί κνξθή ζπλερνύο θιάζκαηνο, ν 

Λόξδνο Brouncker (1620-1684) κεηαζρεκάηηζε απηή ηελ ηαπηόηεηα ζηελ κνξθή: 

 

 

 
     

  

  
    

  

  
    

  

   
      .            

 

Παξόιν πνπ ν Brouncker δελ ζηάζεθε πεξαηηέξσ ζηα ζπλερή θιάζκαηα, ν Wallis 

πήξε ηελ πξσηνβνπιία θαη έζεζε ηηο βάζεηο γηα ηελ γελίθεπζε ηεο ζεσξίαο ηνπ 

ζπλερνύο θιάζκαηνο. ην βηβιίν ηνπ Opera Mathematica (1695) ν Wallis έζεζε 

θάπνηα από ηα βαζηθά ζεκέιηα. Δπεμήγεζε πώο ππνινγίδεηαη ην αλαγώγεκα 

(convergent)   ηάμεο  ελόο ζπλερνύο θιάζκαηνο θαη θαζόξηζε θάπνηεο από ηηο 

βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ αλαγωγεκάηωλ. Δπίζεο, ζε απηό ην έξγν γίλεηαη γηα πξώηε 
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θνξά αλαθνξά ζηνλ όξν «ζπλερέο θιάζκα». Αθόκα, ζην βηβιίν ηνπ Treatise of 

Algebra αθηέξσζε δύν θεθάιαηα (10 θαη 11) ζην πξόβιεκα ηεο πξνζέγγηζεο ελόο 

θιάζκαηνο ή ελόο δεθαδηθνύ από θιάζκα πνπ έρεη παξνλνκαζηή πνπ δελ ππεξβαίλεη 

θάπνηνλ δεδνκέλν αξηζκό. 

Ο Γαλόο καζεκαηηθόο θαη αζηξνλόκνο Christiaan Huygens (1629-1695) ήηαλ ν 

πξώηνο πνπ επέδεημε κηα πξαθηηθή εθαξκνγή γηα ηα ζπλερή θιάζκαηα. ηελ εξγαζία 

ηνπ Descriptio Automati Planetarii, ηα ρξεζηκνπνηεί πξνθεηκέλνπ λα γίλεη αθξηβήο 

ζρεδηαζκόο ησλ νδνλησηώλ ηξνρώλ ελόο πιαλεηαξίνπ. 

ηελ ζπλέρεηα, ν θιάδνο άξρηζε λα αλζεί κε ηνπο  Leonard Euler (1707-1783), Johan 

Heinrich Lambert  (1728-1777) θαη Joseph Louis Lagrange (1736-1813). 

Ο Euler ζεκειίσζε ηελ πεξηζζόηεξε από ηελ ζύγρξνλε ζεσξία ζην έξγν ηνπ De 

Fractionibous Continuis (1737). Απέδεημε πσο θάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα 

εθθξαζηεί σο έλα πεπεξαζκέλν απιό ζπλερέο θιάζκα. Παξάιιεια, ρξεζηκνπνίεζε 

ηελ έθθξαζε        γηα λα δείμεη όηη ην   θαη ην    είλαη άξξεηνη. Δπίζεο, απέδεημε 

πσο κηα ζεηξά γξάθεηαη ζαλ παξάζηαζε ζπλερνύο θιάζκαηνο θαη ην αληίζηξνθν. 

 

1737. 

            
 

   
 

   
 
 
   

 

   
 

    

.                       

 

   

   
  

 

   
 

   
 

    
 

    

.                                      

 

Ο Lambert γελίθεπζε ην έξγν ηνπ Euler γηα λα απνδείμεη όηη ηόζν ην    
όζν θαη ην 

     είλαη άξξεηνη αλ ν   είλαη ξεηόο, από ηηο εθθξάζεηο        θαη       . 

 

1766. 

     

    
  

 
 

 
  

 
 
 
  

 
  
 

  
 

  
 

   

.                                           
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1770. 

      
 

   
  

   
  

   
  

   

.                                             

 

          
 

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   
   

.                         

 

Ο Lagrange ρξεζηκνπνίεζε ηα ζπλερή θιάζκαηα γηα λα ππνινγίζεη ηελ ηηκή ησλ 

άξξεησλ ξηδώλ. Δπίζεο, απέδεημε όηη κηα πξαγκαηηθή ξίδα ελόο ηεηξαγωληθνύ 

άξξεηνπ (quadratic irrational) είλαη έλα πεξηνδηθό ζπλερέο θιάζκα. Μεξηθέο από ηηο 

εθθξάζεηο ζπλερώλ θιαζκάησλ ζηελ δηαηύπσζε ησλ νπνίσλ ζπλέβαιε ν Lagrange 

παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 

 

1776. 

       
 

   
  

   

       
   

  

   

       
   

 

   

       
   

 

   

       
   

 

   

.                          

 

1813. 

   
   

   
  

  

   
   

   
   

   
   

   
    

   

.                                  

 

Ο 19
νο

 αηώλαο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε ρξπζή επνρή ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ θαζώο 

απηή ηελ πεξίνδν ζπληειείηαη κηα έθξεμε ζηελ αλάπηπμε ηνπ θιάδνπ. 

Υαξαθηεξηζηηθά, ν Claude Brezinski ζην έξγν ηνπ History of Continued Fractions 

and Pade Approximants, αλαθέξεη: «ν 19
νο

 αηώλαο κπνξεί λα απνθαιείηαη ε πην 

δεκνθηιήο πεξίνδνο γηα ηα ζπλερή θιάζκαηα». Η ζεσξία πνπ αθνξά ζηα ζπλερή 

θιάζκαηα θαη εηδηθόηεξα εθείλε ησλ αλαγσγεκάησλ αλαπηύρζεθε ζεκαληηθά ηόηε. 

Δπίζεο, κειεηήζεθαλ ζπλερή θιάζκαηα κε κηγαδηθνύο όξνπο. Κάπνηνη από ηνπο πην 

http://www.bookfinder.com/dir/i/History_of_Continued_Fractions_and_Pade_Approximants/3540152865/
http://www.bookfinder.com/dir/i/History_of_Continued_Fractions_and_Pade_Approximants/3540152865/
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δηαθεθξηκέλνπο καζεκαηηθνύο πνπ ζπλέβαιαλ ζε απηό ηνλ θιάδν είλαη νη: Jacobi, 

Perron, Hermite, Gauss, Cauchy θαη Stieljes. 

 

1.5. ύγρξνλε ζεωξία 

Με ηελ έλαξμε ηνπ 20
νπ

 αηώλα ε ζεσξία αλαπηύρζεθε ξαγδαία κε αξρηθή δνπιεηά 

απηήλ ηνπ Wallis. Από ηόηε ηα ζπλερή θιάζκαηα έθαλαλ ηελ εκθάληζε ηνπο θαη ζε 

άιινπο ηνκείο. Γηα παξάδεηγκα, κηα εξγαζία ηνπ Rob Corless εμεηάδεη ηελ ζρέζε ησλ 

ζπλερώλ θιαζκάησλ κε ηελ ζεσξία ηνπ ράνπο. ηα ζύγρξνλα καζεκαηηθά, ηα ζπλερή 

θιάζκαηα απνηεινύλ βαζηθό εξγαιείν γηα θαηλνύξηεο αλαθαιύςεηο ζηελ ζεσξία 

αξηζκώλ θαη ζηνλ θιάδν ησλ δηνθαληηθώλ πξνζεγγίζεσλ. ηνλ ηνκέα ηεο 

πιεξνθνξηθήο, κπνξνύλ λα δώζνπλ γξήγνξεο θαη βέιηηζηεο πξνζεγγίζεηο ζε 

πνιύπινθα πξνβιήκαηα, όπσο ην πξόβιεκα ηεο κεηαηξνπήο θαηά πξνζέγγηζε, ησλ 

δεθαδηθώλ ζε θιάζκαηα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

Ρεηνί αξηζκνί θαη ζπλερή θιάζκαηα 

ηελ παξνύζα ελόηεηα ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ αλάπηπμε ησλ ξεηώλ αξηζκώλ ζε 

ζπλερή θιάζκαηα θαη ζα παξνπζηάζνπκε ηα βαζηθά ζεσξήκαηα πνπ δηέπνπλ ηελ 

αλάπηπμή ηνπο.  

Αξρηθά, παξνπζηάδνπκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Δπθιείδε θαη ηελ γεληθή ζεσξία 

αλάπηπμεο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ πξνθεηκέλνπ λα εθνδηαζηνύκε κε ηηο 

θαηάιιειεο γλώζεηο ώζηε ζηελ ζπλέρεηα λα αλαπηύμνπκε ηνπο ξεηνύο αξηζκνύο. 

2.1. Αιγόξηζκνο ηνπ Δπθιείδε 

O Αιγόξηζκνο ηνπ Δπθιείδε είλαη κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία πνπ καο επηηξέπεη 

λα βξίζθνπκε ηνλ κέγηζην θνηλό δηαηξέηε δύν αθεξαίσλ    . ηα Στοιχεία ηνπ 

Δπθιείδε, ην Βιβλίο VII μεθηλά κε απηό ηνλ αιγόξηζκν. Η ζπνπδαηόηεηα απηνύ ηνπ 

αιγνξίζκνπ έγθεηηαη θπξίσο ζην όηη δελ απαηηείηαη παξαγνληνπνίεζε ησλ αθεξαίσλ 

γηα ηελ εύξεζε ηνπ ΜΚΓ. 

Γεδνκέλσλ ησλ δύν απηώλ αξηζκώλ, κπνξνύκε λα βξνύκε       έηζη ώζηε: 

                               . 

Μπνξνύκε, ηώξα, λα επαλαιάβνπκε ηελ δηαδηθαζία γηα ηνπο αξηζκνύο       θαη 

πξνθύπηεη: 

                              . 

 

πλερίδνπκε ηελ δηαδηθαζία θαη ηειηθά ζα πξέπεη ην ππόινηπν λα γίλεη κεδέλ, εθόζνλ 

ηα     είλαη αθέξαηνη. Οη δύν ηειεπηαίνη όξνη ηεο αθνινπζίαο είλαη: 

 

                                                                , 

όπνπ:                                  θαη                         . 

To     απνδεηθλύεηαη όηη είλαη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο ησλ   θαη  . 
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2.2. Αλάπηπμε Πξαγκαηηθώλ Αξηζκώλ 

Κάζε πξαγκαηηθόο αξηζκόο   αλαπαξηζηάηαη από έλα ζεκείν ζηνλ άμνλα ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη είλαη αλάκεζα ζε δπν δηαδνρηθνύο αθεξαίνπο,   θαη    : 

           .                                                 

ηελ πεξίπησζε πνπ ην   είλαη αθέξαηνο, ηόηε      . Ο αθέξαηνο   είλαη ην αθέξαην 

κέξνο ηνπ  , δειαδή ν κεγαιύηεξνο αθέξαηνο πνπ δελ ππεξβαίλεη ην   θαη γξάθεηαη 

σο:        . 

O αξηζκόο           ηθαλνπνηεί ηελ            Δπίζεο,       αλ θαη κόλν αλ 

ν   είλαη αθέξαηνο. Απηή ε αλάιπζε θαιείηαη ε modulo ένα αλάιπζε (mod   

decomposition) ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ. Δίλαη ην πξώην βήκα ζηελ δηαδηθαζία 

αλάπηπμεο ηνπ   ζε ζπλερέο θιάζκα. Γεδνκέλνπ ηνπ  , μεθηλάκε κε ηελ modulo ένα 

αλάιπζε: 

           ,                                                

 

κε     αθέξαην θαη              

Αλ ην       , ηόηε ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη από ην πξώην βήκα. Αλ 

      , ηόηε γηα ηνλ αληίζηξνθν       ηζρύεη           θαζώο ην    αλήθεη ζην 

[   ). ε απηή ηελ πεξίπησζε, ην δεύηεξν βήκα ηεο δηαδηθαζίαο είλαη ε εθαξκνγή 

ηεο modulo ένα αλάιπζεο ζην      , ε νπνία παξάγεη ηελ ζρέζε: 

            ,                                              

κε    αθέξαην θαη ην    λα ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε           . 

πλδπάδνληαο ηηο       θαη      , πξνθύπηεη όηη:       
 

      
 θαη ζπλερίδνπκε κε 

ηνλ ίδην ηξόπν. ηελ πεξίπησζε πνπ ην      , κπνξνύκε λα μαλαγξάςνπκε ην 

        σο: 

                   , κε       αθέξαην θαη ην      λα ηθαλνπνηεί ηελ:  

            Αλ       , ηόηε ε επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη κε ην 

           
 

  
. 
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Έπεηηα από   βήκαηα, ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο   δηαηππώλεηαη σο αθνινύζσο: 

         
 

       
 

 
          

 
      

.                                        

 

Μπνξνύκε λα εθθξάζνπκε νπνηνλδήπνηε πξαγκαηηθό αξηζκό σο ζπλερέο θιάζκα 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αλσηέξσ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία. 

2.3. Αλάπηπμε ξεηώλ αξηζκώλ 

Έλαο ρητός αξηζκόο είλαη ηεο κνξθήο: p/q κε     λα αλήθνπλ ζην  ,     θαη 

       . 

 

2.3.1. Αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα 

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο:  
 

 
      θαη    

 

 
    . 

i)         

 

           

Έζησ ην θιάζκα      . Αξρηθά δηαηξνύκε ην    κε ην    θαη πξνθύπηεη: 

                   

Έπεηηα, 
  

  
  

 
  

  

  Από ηελ δηαίξεζε έρνπκε: 
  

  
    

 

  
 ην νπνίν, νκνίσο, γξάθεηαη 

σο εμήο:     
 
  

 

. 

  

 
    

 

 
    

 
 

 

    
 

 

   
  

     
 

   
 
 
 

    
 

     
 

     
 
 

. 

Άξα, ηειηθά, ν αξηζκόο       γξάθεηαη σο: 
  

  
      

 

   
 

   
 

   
 
 

             . 

Πην ζπλνπηηθά πξνθύπηεη:                              
  

  
     

                
  

 
                      

 

 
                 

     
 

 
                             

Παξαηεξνύκε όηη από ηηο δηαδνρηθέο δηαηξέζεηο ηα ππόινηπα πνπ πξνθύπηνπλ είλαη 

όια κε αξλεηηθνί αξηζκνί, κηθξόηεξνη από ηνλ αληίζηνηρν δηαηξέηε ηνπο. Σν ππόινηπν 

ζε θάζε δηαίξεζε γίλεηαη ν δηαηξέηεο ζηελ επόκελε δηαίξεζε ώζηε λα έρνπκε αθξηβώο 
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κηα θζίλνπζα αθνινπζία ππνινίπσλ. Η δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη όηαλ πξνθύςεη 

ππόινηπν ίζν κε κεδέλ. Η κνλαδηθόηεηα ησλ ππνινίπσλ εμαζθαιίδεηαη από ηνλ 

αιγόξηζκν δηαίξεζεο ηνπ Δπθιείδε. 

 

          . 

Έζησ πσο αλαδεηνύκε ην ζπλερέο θιάζκα ηνπ      . Ο ηξόπνο είλαη απιόο. Ιζρύεη: 

                      θαη αλαπηύζζνπκε ην       όπσο αλσηέξσ. 

Άξα, πξώην γεληθό ζπκπέξαζκα: 

αλ                   ,                      . 

 

Έζησ, ν ξεηόο       πνπ αλαπηύρζεθε αλσηέξσ ζε ζπλερέο θιάζκα:              . 

Τπνζέηνπκε πσο ζέινπκε λα αλαπηύμνπκε ζε ζπλερέο θιάζκα θάπνην ηζνδύλακό 

ηνπ, γηα παξάδεηγκα ην        =          . 

                                                               

                                                                       

                                               

                                              . 

Άξα,         =       =              . 

Aλ θάλνπκε πξάμεηο θαηαιήγνπκε ζηελ απινπνηεκέλε έθθξαζε       θαη όρη ζην 

      . πκπεξαίλνπκε πσο κε ηηο πξάμεηο πάληα θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ξεηό ζηελ 

πην απινπνηεκέλε ηνπ κνξθή, δειαδή ζε έλα αλάγσγν θιάζκα. 

 

ii)          

Αο πάξνπκε, γηα παξάδεηγκα, ηνλ αξηζκό  
  

  
. θεθηόκαζηε ην κηθξόηεξν αξλεηηθό 

πειίθν ην νπνίν όηαλ πνιιαπιαζηαζηεί κε ην    θαη αθαηξεζεί από ην     λα αθήλεη 

ην κηθξόηεξν ζεηηθό ππόινηπν. Άξα,  

 
  

  
      

  

  
                               . 

Άξα, γεληθόηεξα όηαλ ζέινπκε λα αλαπηύμνπκε έλαλ αξλεηηθό ξεηό     ζε ζπλερέο 

θιάζκα, ηόηε:                    κε    αξλεηηθό. 
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2.3.2. Βαζηθά ζεωξήκαηα 

Θεώξεκα 2.1: 

Κάζε απιό, πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα αλαπαξηζηά έλαλ ξεηό αξηζκό. 

Αληίζηξνθα, θάζε ξεηόο αξηζκόο κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο έλα απιό, 

πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα. Απηή ε αλαπαξάζηαζε είλαη κνλαδηθή. 

 

Απόδεημε: 

 Σν επζύ ζα απνδεηρζεί κε ηελ κέζνδν ηεο επαγσγήο. 

Έζησ              έλα απιό, πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα. Γηα    , έρνπκε: 

              
 

  
  

       

  
, 

πνπ είλαη έλαο ξεηόο αξηζκόο. 

ην ζεκείν απηό ππνζέηνπκε όηη θάζε απιό, πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα κε 

  κεξηθά ππόινηπα είλαη έλαο ξεηόο αξηζκόο,      . Σόηε, 

                           
 

                 
. 

Αθνύ ε έθθξαζε                   πεξηέρεη   κεξηθά ππόινηπα, είλαη έλαο ξεηόο 

αξηζκόο    , κε      . Σόηε: 

                          
 
 

 

      
 

 
  

     

 
, 

πνπ είλαη έλαο ξεηόο αξηζκόο. 

Δπαγσγηθά, απεδείρζε όηη ην              αλαπαξηζηά έλαλ ξεηό αξηζκό γηα θάζε 

ζεηηθό αθέξαην    ▪ 

 Έζησ        . 

               ,       κε             ή  = 0  θαη            . 

Αλ         ηόηε 
 

 
      . 

Αλ       ,                   , 

                . 

Παξαηεξνύκε όηη ην      είλαη ζεηηθό θιάζκα θαη ην    είλαη ν κνλαδηθόο κέγηζηνο 

ζεηηθόο αθέξαηνο πνπ θάλεη ην ππόινηπν    λα είλαη κεηαμύ 0 θαη   . Αλ       , ηόηε 

ζηακαηνύκε θαη              . Αλ     , ηόηε                          . 

Δπαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία κέρξη λα θηάζνπκε ζε       . Η δηαδηθαζία 
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ηεξκαηίδεηαη ζίγνπξα θάπνηα ζηηγκή γηαηί έρνπκε κηα θζίλνπζα αθνινπζία ζεηηθώλ 

αθεξαίσλ πνπ είλαη όινη κηθξόηεξνη από έλαλ ζεηηθό αθέξαην  . Άξα, γηα θάπνηνλ 

  έρσ       . 

                             

                           

                            

. 

                                          .                                       

. 

                                        

                                     . 

Η κνλαδηθόηεηα ηεο έθθξαζεο απνξξέεη από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν έρνπλ 

ππνινγηζηεί ηα   , δειαδή κέζσ ηνπ αιγνξίζκνπ δηαίξεζεο. ▪ 

 

Απηή ε πξόηαζε πξέπεη λα ζπλνδεπηεί θαη από ηελ παξαηήξεζε πσο κπνξνύκε πάληα 

λα θαζνξίζνπκε ηνλ ηειεπηαίν όξν ζην ζπλερέο θιάζκα πξνθεηκέλνπ ν αξηζκόο ησλ 

όξσλ λα είλαη άξηηνο ή πεξηηηόο. Αλ       , ηόηε:  

 

  
   

 

              
, 

θαη     
 

 
               γξάθεηαη σο: 

 

 
                        . 

Αλ       , ηόηε: 

 

      
 

  

   
 

       
,  

θαη     
 

 
                         . 

 

Πόξηζκα 1: 

Αλ έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο είλαη άξξεηνο, ηόηε ην ζπλερέο θιάζκα ηνπ είλαη 

άπεηξν. 

 

Απόδεημε: 

Η απόδεημε είλαη πξνθαλήο από ην Θεώξεκα 2.1. ▪ 

 



22 
 

2.4. Σα αλαγωγήκαηα (convergents) θαη νη ηδηόηεηέο ηνπο 

Οη ζρέζεηο       απνηεινύλ ηηο εμηζώζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε (Μ.Κ.Γ),      , δπν αθεξαίσλ     κέζσ ηνπ αιγνξίζκνπ 

ηνπ Δπθιείδε. Σα ζπλερή θιάζκαηα δηαζέηνπλ κηα ζεηξά αμηνζεκείσησλ ηδηνηήησλ 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Δπθιείδε. Απνδεηθλύεηαη εύθνια από ηηο 

ζρέζεηο (   ) όηη            . Με ηα κεξηθά πειίθα    δεκηνπξγνύκε ηα θιάζκαηα: 

    
  

 
     , 

         
 

  
        , 

          
 

          
            , 

πνπ ηα παίξλνπκε δηαδνρηθά απνκνλώλνληαο ηελ αλάπηπμε ηνπ αξηζκνύ ζε ζπλερέο 

θιάζκα κεηά ην πξώην, δεύηεξν βήκα θ.ν.θ. Απηά ηα θιάζκαηα νλνκάδνληαη 

αλαγωγήκαηα ή ζπγθιίλνληεο αξηζκνί (convergents) ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο. Σν 

ζπλερέο θιάζκα                  κε   έλαλ κε αξλεηηθό αθέξαην κηθξόηεξν ή ίζν 

ηνπ   θαιείηαη ην   ηάμεο αλαγώγεκα ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο:                 . 

Σν   ηάμεο αλαγώγεκα ζπκβνιίδεηαη θαη σο   . 

Σν αλαγώγεκα   ηάμεο ζπκβνιίδεηαη σο: 

 

          
 

     
 

 
     

 
  

,                                            

 

θαη νπζηαζηηθά απνηειεί ην ίδην ην ζπλερέο θιάζκα, 
 

 
                  . 

Θα δνύκε έλαλ εύθνιν ηξόπν ππνινγηζκνύ ησλ αλαγσγεκάησλ. Έρνπκε όηη: 

          
   

  
       όπνπ           θαη        . 

          
 

  
   

       

  
   

   

  
                                      . 

          
 

 
   

 
  

   
               

        
 

  
   

  
    

                

        
   

          

         
. 
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Δπαγσγηθά, θαηαιήγνπκε ζηελ έθθξαζε: 

    
             

            
  

  

  
.                                                      

 

Θεώξεκα 2.2: 

Γηα έλα δεδνκέλν ζπλερέο θιάζκα                      , o αξηζκεηήο    θαη ν 

παξνλνκαζηήο    ηνπ  -νζηνύ αλαγσγήκαηνο    δίλνληαη, γηα όια ηα      , από ηνπο 

επαλαιεπηηθνύο ηύπνπο: 

                    

      

                   

όπνπ, θαηά ζύκβαζε, ζέηνπκε:                             θαη          . 

 

Απόδεημε: 

Θα γίλεη κε ηελ κέζνδν ηεο επαγσγήο. Όπσο είδακε παξαπάλσ, νη ηύπνη       γηα 

      ηζρύνπλ. Πξάγκαηη: 

                        
 

        
, 

    
  

  
   

         

  
   

         

         
. 

Τπνζέηνπκε όηη νη ηύπνη       αιεζεύνπλ γηα θάζε 

     θαη ζα δείμνπκε όηη αιεζεύνπλ γηα    . 

Δμ νξηζκνύ, είλαη:       
    

    
                       . 

Μπνξνύκε λα μαλαγξάςνπκε ην παξαπάλσ θιάζκα κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν: 

      
    

    
                    

 

    
  . 

Σώξα, ην ζπλερέο θιάζκα έρεη   όξνπο θαη από ηελ επαγσγηθή ππόζεζε:  

      
    

 

    
             

    
 

    
             

      
                             

                             
 

 
                              

                              
      

                          

                          
      

            

            
. 

 

ην ηειεπηαίν βήκα ρξεζηκνπνηήζακε επαγσγηθή αληηθαηάζηαζε. Έηζη, αθνύ ην 

ζεώξεκα αιεζεύεη γηα    , κε επαγσγή, πξέπεη λα αιεζεύεη γηα όινπο ηνπο 

αθεξαίνπο. ▪ 
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Η ζύκβαζε ζηηο ζρέζεηο       έγηλε δηόηη εάλ βάινπκε       ζηηο       παίξλνπκε 

ηηο απξνζδηόξηζηεο πνζόηεηεο                 θαη   . Ωζηόζν, εθρσξώληαο ηηο ηηκέο 

     ,     ,       θαη      ηόηε νη ζρέζεηο       ζα αιεζεύνπλ γηα θάζε 

         . 

Γηα                
         

         
   

     

      
   

  

 
. 

Γηα                
        

        
   

        

      
   

        

  
. 

εκεηώλεηαη όηη ηα         θαη       δελ είλαη αλαγσγήκαηα.  

Ο ππνινγηζκόο ησλ δηαδνρηθώλ αλαγσγεκάησλ ζπζηεκαηνπνηείηαη θαη απηό καο 

δείρλεη ην παξαθάησ ζεώξεκα. 

 

Θεώξεκα 2.3 (Θεκειηώδεο επαλαιεπηηθή ζρέζε): 

Έζησ         
  

  
     ηα αλαγσγήκαηα ελόο ζπλερνύο θιάζκαηνο κε: 

                 ,                                .  

Σόηε ηζρύεη:              –               , κε      . 

 

Απόδεημε : 

Η πξόηαζε απηή ζα απνδεηρζεί κε ηελ κέζνδν ηεο επαγσγήο. 

Διέγρνπκε αξρηθά ηηο δύν βαζηθέο πεξηπηώζεηο, γηα       θαη      : 

       –                               . 

      –                                         

                          . 

 

Καη νη δύν πεξηπηώζεηο είλαη αιεζείο. Τπνζέηνπκε, ηώξα, πσο ε πξόηαζε αιεζεύεη 

γηα όια ηα       θαη ζα δείμνπκε πσο αιεζεύεη θαη γηα    : 

        –          

                                                                   

                                                                

                            . 

Αθνύ ν ηζρπξηζκόο αιεζεύεη γηα    , ηζρύεη θαη γηα όινπο ηνπο αθεξαίνπο, 

επαγσγηθά. ▪ 
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Πόξηζκα 2: 

Σα αλαγσγήκαηα     
  

  
 ελόο ζπλερνύο θιάζκαηνο ηθαλνπνηνύλ ηελ αλαδξνκηθή 

ζρέζε:           
     

       
,       . 

 

Απόδεημε: 

Ιζρύεη:           
  

  
  

    

    
  

              

      
  θαη από Θεώξεκα 2.3 πξνθύπηεη: 

              

      
  

     

       
. ▪ 

 

Θεώξεκα 2.4: 

Γηα θάζε     , ηζρύεη ε αλαδξνκηθή ζρέζε: 

        –                   . 

 

Απόδεημε: 

Από Θεώξεκα 2.3 ηζρύεη: 

       –                                                

                                     . ▪ 

 

Πόξηζκα 3: 

Κάζε αλαγώγεκα                     , ελόο απινύ ζπλερνύο θιάζκαηνο είλαη έλα 

αλάγσγν θιάζκα, δειαδή ηα    θαη    δελ έρνπλ θνηλό δηαηξέηε εθηόο ηνπ   . 

 

Απόδεημε: 

Αθνύ          –                , ζπλεπάγεηαη όηη θάζε αξηζκόο πνπ δηαηξεί ηόζν 

ηα    όζν θαη ηα    πξέπεη λα είλαη δηαηξέηεο ηνπ      . Αιιά νη κόλνη δηαηξέηεο ηνπ 

      είλαη ην    . Άξα είλαη θαη νη κόλνη θνηλνί δηαηξέηεο ησλ    θαη    κε κέγηζην 

θνηλό δηαηξέηε ην  . ▪ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

Άξξεηνη αξηζκνί θαη ζπλερή θιάζκαηα 

ην παξόλ θεθάιαην ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ αλάπηπμε ησλ άξξεησλ αξηζκώλ ζε 

απιά ζπλερή θιάζκαηα θαη ζα δνύκε πσο απηά ηα θιάζκαηα δελ είλαη πεπεξαζκέλα. 

Θα δείμνπκε όηη ηα ζπλερή θιάζκαηα ησλ ηεηξαγσληθώλ άξξεησλ αξηζκώλ είλαη 

πεξηνδηθά κέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο Lagrange θαζώο θαη ζα παξαζέζνπκε ηελ 

αλαπαξάζηαζε ζε ζπλερή θιάζκαηα γλσζηώλ ππεξβαηηθώλ αξηζκώλ θαη ηεο ρξπζήο 

ηνκήο. Σέινο, ζα παξνπζηάζνπκε ηα βαζηθά ζεσξήκαηα πξνζέγγηζεο ησλ άξξεησλ 

αξηζκώλ από ζπγθιίλνληεο ξεηνύο, ην ζεώξεκα Hurwitz θαη επηπιένλ ζα δνζεί κηα 

γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ. 

 

3.1. Άξξεηνη αξηζκνί - Βαζηθνί νξηζκνί 

Άρρητος νλνκάδεηαη έλαο αξηζκόο πνπ δελ κπνξεί λα παξαζηαζεί σο ην πειίθν δύν 

αθεξαίσλ. Οη αξηζκνί   ,    +1, (3 -    )/5 είλαη όινη άξξεηνη. Κάζε αξηζκόο ηεο 

κνξθήο: 
        

 
 κε       αθεξαίνπο θαη κε   ζεηηθό αθέξαην, όρη ηέιεην ηεηξάγσλν, 

είλαη άξξεηνο. 

Ο όξνο ηεηξαγωληθόο άξξεηνο (quadratic irrational) αλαθέξεηαη ζε όινπο ηνπο 

αξηζκνύο ηεο κνξθήο: 
       

 
, όπνπ νη     θαη   είλαη απζαίξεηνη αθέξαηνη αξηζκνί 

ελώ ην   είλαη έλαο ζηαζεξόο ζεηηθόο αθέξαηνο, όρη ηέιεην ηεηξάγσλν. Καινύληαη 

ηεηξαγσληθνί άξξεηνη αθνύ είλαη νη ξίδεο δεπηεξνβάζκησλ εμηζώζεσλ κε ξεηνύο 

ζπληειεζηέο, ζπγθεθξηκέλα: 

                                .        

Κάζε ηεηξαγσληθόο άξξεηνο   = 
       

 
 έρεη έλαλ ζπδπγή    = 

       

 
, πνπ 

ζρεκαηίδεηαη απιά αιιάδνληαο ην πξόζεκν ηνπ ζπληειεζηή   ηνπ   . 

Έλαο αιγεβξηθόο αξηζκόο (algebraic number) είλαη έλαο αξηζκόο x πνπ ηθαλνπνηεί 

κηα αιγεβξηθή εμίζσζε, δειαδή κηα εμίζσζε ηεο κνξθήο:  

                            ,        όπνπ            αθέξαηνη θαη όρη 

όινη κεδέλ. Ο άξξεηνο    είλαη ε ιύζε ηεο αιγεβξηθήο εμίζσζεο:    –       , 

ζπλεπώο θαιείηαη αιγεβξηθόο αξηζκόο. Πξνθαλώο, θάζε ξεηόο αξηζκόο 
 

 
 είλαη 
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αιγεβξηθόο αθνύ πξνθύπηεη σο ιύζε ηεο εμίζσζεο:       . Δπίζεο, αλ 

δηαηξέζνπκε ηελ       κε ην Δ.Κ.Π. ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ  , εύθνια δηαπηζηώλεηαη 

πσο θάζε ηεηξαγσληθόο άξξεηνο αξηζκόο είλαη αιγεβξηθόο.  

Έλαο αξηζκόο πνπ δελ είλαη αιγεβξηθόο ιέγεηαη ππεξβαηηθόο αξηζκόο 

(transcendental number). Λίγεο θιάζεηο ππεξβαηηθώλ αξηζκώλ είλαη γλσζηέο, θπξίσο 

επεηδή είλαη εμαηξεηηθά δύζθνιν λα απνδεηρζεί έλαο αξηζκόο όηη είλαη ππεξβαηηθόο. 

Ωζηόζν, ζρεδόλ όινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί είλαη ππεξβαηηθνί. Οη πην δηαθεθξηκέλνη 

ππεξβαηηθνί αξηζκνί είλαη ην   θαη ην  . Υξεζηκνπνηώληαο δεθαδηθέο πξνζεγγίζεηο, 

όπσο            … θαη              κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κεξηθνύο 

από ηνπο πξώηνπο όξνπο ηεο αλάπηπμήο ηνπο ζε ζπλερή θιάζκαηα. Άιινη γλσζηνί 

ππεξβαηηθνί αξηζκνί είλαη: 

   , κε   αιγεβξηθό, κε κεδεληθό αξηζκό (από ην Θεώξεκα Lindemann - 

Weierstrass). 

   , ζηαζεξά Gelfond θαη            
 
(Θεώξεκα Gelfond - Schneider). 

   , κε   αιγεβξηθό αιιά όρη 0 ή 1 θαη   άξξεην αιγεβξηθό. 

    , ζηαζεξά Gelfond - Schneider. 

           θαη      θαη νη αληίζηξνθέο ηνπο εθθξάζεηο     ,      θαη 

     γηα θάζε κε κεδεληθό αιγεβξηθό αξηζκό  . 
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3.2. Αλάπηπμε άξξεηωλ ζε ζπλερή θιάζκαηα 

Όπσο ζα δνύκε ζε απηό ην θεθάιαην κέζσ ηνπ Θεσξήκαηνο Lagrange, θάζε άξξεηνο 

αιγεβξηθόο αξηζκόο έρεη πεξηνδηθό αλάπηπγκα ζπλερνύο θιάζκαηνο θαη αληίζηξνθα. 

Δλώ, θάζε ππεξβαηηθόο δελ παξνπζηάδεη θάπνηα πεξηνδηθόηεηα. 

Η δηαδηθαζία αλάπηπμεο ελόο άξξεηνπ είλαη ζεκειησδώο αλάινγε κε απηή ησλ 

ξεηώλ. Έζησ   δεδνκέλνο άξξεηνο. Τπνινγίδνπκε ην   , ηνλ κεγαιύηεξν αθέξαην 

κηθξόηεξν ηνπ x θαη εθθξάδνπκε ην x ζηελ κνξθή: 

         
 

  
,               , 

όπνπ ν:      
 

      
      είλαη άξξεηνο, αθνύ όηαλ έλαο αθέξαηνο αθαηξεζεί από 

έλαλ άξξεην, ην απνηέιεζκα θαη ην αληίζηξνθν ηνπ απνηειέζκαηνο είλαη άξξεηνη. 

πλερίδνπκε ππνινγίδνληαο ην   , ηνλ κεγαιύηεξν αθέξαην κηθξόηεξν ηνπ    θαη 

εθθξάδνπκε ην    ζηελ κνξθή: 

          
 

  
                           ,  κε         

 

       
    , άξξεην. 

Οη ππνινγηζκνί απηνί κπνξνύλ λα επαλαιακβάλνληαη επ’αόξηζηνλ, παξάγνληαο 

δηαδνρηθά ηηο εμηζώζεηο: 

         
 

  
 ,          , 

 

         
 

  
,          ,          , 

 

         
 

  
 ,          ,          , 

. 

                                                             .                                                          

. 

          
 

    
                      , 

όπνπ ηα         είλαη όινη αθέξαηνη θαη νη αξηζκνί           όινη άξξεηνη. Απηή ε 

δηαδηθαζία δελ κπνξεί λα ηεξκαηηζηεί, θαζώο απηό ζα ζπλέβαηλε κόλν αλ θάπνηνο 

αθέξαηνο    ήηαλ ίζνο κε ην   , ην νπνίν όκσο είλαη αδύλαην αθνύ θάζε    είλαη 

άξξεηνο. 

Αληηθαζηζηώληαο ην    από ηελ δεύηεξε εμίζσζε ησλ ζρέζεσλ       ζηελ πξώηε 

ζρέζε, έπεηηα ην   , θ.ν.θ, παξάγεηαη ην δεηνύκελν άπεηξν, απιό ζπλερέο θιάζκα: 

         
 

  
        

 

 
   

 
  

        
 

 
   

 
 

   
 

  

           .        
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3.2.1. Σν ζεώξεκα Lagrange 

Θεώξεκα 3.1 (Lagrange) 

Οη ηεηξαγσληθνί άξξεηνη είλαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί πνπ αλαπαξηζηώληαη από 

πεξηνδηθά ζπλερή θιάζκαηα. 

Απόδεημε: 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θάπνηα ιήκκαηα, σο 

ελδηάκεζα ζηάδηα. 

 

Λήκκα 1: 

Αλ   είλαη έλαο ηεηξαγσληθόο άξξεηνο θαη    έλαο αθέξαηνο, ηόηε ν:     
 

 
 είλαη 

ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

 

Απόδεημε: 

Έζησ    
     

 
 κε          ,        θαη   όρη ηέιεην ηεηξάγσλν. Σόηε: 

    
 

 
      

 

     

 

      
 

     
  

                    

     
,  

πνπ έρεη ηελ κνξθή ελόο ηεηξαγσληθνύ άξξεηνπ. εκεηώλεηαη όηη:          γηαηί 

ην   δελ είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν. ▪ 

 

Λήκκα 2: 

Αλ   ηεηξαγσληθόο άξξεηνο θαη              αθέξαηνη, ηόηε ν αξηζκόο:  

    
 

    
 

       
 

      
 
 

  είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

 

Απόδεημε: 

Η απόδεημε ζα γίλεη κε επαγσγή ζην  . Γηα      , ε ζρέζε ηζρύεη όπσο πξνθύπηεη 

από ην Λήκκα 1. Έζησ      θαη ππνζέηνπκε όηη ε ζρέζε αιεζεύεη γηα  . Σόηε, ζην 

    
 

    
 

       
 

      
 
 

, ην ππνθιάζκα         
 

       
 

      
 
 

 είλαη ηεηξαγσληθόο 

άξξεηνο, από ππόζεζε. πλεπώο, ην αξρηθό θιάζκα γξάθεηαη σο:     
 

 
, πνπ είλαη 

έλαο ηεηξαγσληθόο άξξεηνο, όπσο πξνθύπηεη από ην Λήκκα 1. Άξα, ηζρύεη γηα θάζε  

    . ▪ 
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Λήκκα 3: 

Έζησ              αθέξαηνη αξηζκνί.  

Σόηε, ν αξηζκόο:                    κπνξεί λα γξαθεί σο: 
    

    
, κε            . 

 

Απόδεημε: 

Γηα      ,     
 

 
  

     

 
  πνπ ηζρύεη. Έζησ      θαη δερόκαζηε όηη ε ζρέζε 

αιεζεύεη γηα  . Σόηε:     
 

        
 

      
 
 

      
 

 
,   όπνπ ην  

       
 

       
 

      
 
 

  κπνξεί, από επαγσγή, λα γξαθηεί ζηελ κνξθή: 
    

    
. 

πλεπώο, ην αξρηθό θιάζκα γξάθεηαη:     
 

 
      

 
    

    

  
                

    
, 

δειαδή έρεη ηελ δεηνύκελε κνξθή. Άξα, ην ιήκκα αιεζεύεη γηα θάζε    . ▪ 

 

Λήκκα 4: 

Αλ                 , ηόηε ν αξηζκόο                                    είλαη έλαο 

ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

 

Απόδεημε: 

Από Λήκκα 3,                                                     
    

    
,   

κε            . πλεπώο,                               . 

Άξα, ν   είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. ▪ 

 

ηελ γεληθή πεξίπησζε, ν αξηζκόο   δελ εκθαλίδεη πεξηνδηθόηεηα, απ’επζείαο. 

 

Λήκκα 5: 

Αλ                              , ηόηε ν αξηζκόο 

                                                 είλαη έλαο ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

 

Απόδεημε: 

Από Λήκκα 4, γλσξίδνπκε όηη: ν                                    είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. 

Ωζηόζν, από Λήκκα 2, ν                    είλαη ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. ▪ 
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Δδώ νινθιεξώλεηαη ε απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο Lagrange, θαηά ηελ κία 

θαηεύζπλζε. Ιζρύεη θαη ην αληίζηξνθν, όκσο εδώ ζα πεξηνξηζηνύκε ζε παξαδείγκαηα 

ηεηξαγσληθώλ άξξεησλ πνπ θαηαιήγνπλ ζε κνξθή πεξηνδηθά ζπλερώλ θιαζκάησλ. 

 

3.2.2. Αλάπηπμε ηεηξαγωληθώλ άξξεηωλ ζε ζπλερή θιάζκαηα 

Παξάδεηγκα 1. Αλάπηπμε ηνπ    ζε έλα άπεηξν απιό ζπλερέο θιάζκα. 

Λύζε: Ο κεγαιύηεξνο αθέξαηνο, κηθξόηεξνο ηνπ             , είλαη ν       , 

άξα:           
 

  
       

 

  
. 

Δπηιύνληαο ηελ εμίζσζε γηα      έρνπκε:       
 

       
   

       

       
           . 

Άξα,          
 

  
       

 

       
. 

Ο κεγαιύηεξνο αθέξαηνο κηθξόηεξνο ηνπ                     , είλαη ν     

  , επνκέλσο:           
 

  
       

 

  
,   

όπνπ:     
 

     
   

 

           
   

 

   –  
   

 

   –  
 ∙ 

       

       
             . 

ε απηό ην ζεκείν γλσξίδνπκε όηη:          
 

  
     

 

    
 

  

       
 

    
 

      

. 

Αθνύ             όπσο θαη ην            , νη ππνινγηζκνί ησλ        … ζα 

παξάγνπλ όινη ην ίδην απνηέιεζκα, δειαδή ηνλ αξηζκό        . Έηζη, όια ηα 

επόκελα κεξηθά ππόινηπα ζα είλαη ίζα κε   θαη ε αλάπηπμε ηνπ     ζα είλαη: 

       
 

 
  

 

 
                             . 

Με παξόκνην ηξόπν πξνθύπηεη όηη: 

                                       , 

                                  , 

                                                   . 

Σα αλσηέξσ παξαδείγκαηα απνηεινύλ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Lagrange. 
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Παξάδεηγκα 2. Να επξεζεί ε αλάπηπμε ζε ζπλερέο θιάζκα ηνπ αξηζκνύ:  

   
        

  
. 

Λύζε: Αθνύ             ν κεγαιύηεξνο αθέξαηνο     είλαη o       . Άξα, 

         
 

  
        

 

  
,  όπνπ:      

 

    
   

  

       
  

       

       
   

           

  
    . 

Ο κεγαιύηεξνο αθέξαηνο      είλαη ν       , νπόηε:           
 

  
  θαη 

πξνθύπηεη:     
 

   –  
   

  

      –   
 ∙ 

          

            
   

             

    
    .  

Άξα,          θαη         + 
 

  
   κε:    = 

 

      
.  

πλεπώο:        
    

              
   

              

              
   . 

 Δπνκέλσο,        θαη        + 
 

  
  όπνπ:     = 

 

    
 = … = 

             

    
  

      , νπόηε          θαη           + 
 

  
,  κε    = 

 

      
 = … =   . 

πκπεξαζκαηηθά, ε απαηηνύκελε έθθξαζε πνπ πξνθύπηεη είλαη: 

        
 

  
         

 

    
 

  

       
 

    
 

    
 

  

       
 

    
 

    
 

    
 

  

                     . 
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3.3. Σα αλαγωγήκαηα ηωλ άξξεηωλ αξηζκώλ (convergents) 

3.3.1. Αξηζκεηηθό παξάδεηγκα 

Σα αλαγσγήκαηα ζην άπεηξν ζπλερέο θιάζκα:          
 

     
            , 

ππνινγίδνληαη κε παξόκνην ηξόπν όπσο έρνπλ ππνινγηζηεί αλσηέξσ γηα ηα 

πεπεξαζκέλα ζπλερή θιάζκαηα. Σν cn =  
  

  
  αλαγώγεκα   ηάμεο: ππνινγίδεηαη από 

ηνπο ίδηνπο αλαδξνκηθνύο ηύπνπο: 

   =              , 

      

   =              , 

γηα θάζε        όπνπ έρνπκε νξίζεη:                                θαη        . 

 

Παξάδεηγκα 3. Σν άπεηξν ζπλερέο θιάζκα γηα ην                αξρίδεη σο 

εμήο:                          . 

ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί έρνπλ ππνινγηζηεί ηα πέληε πξώηα αλαγσγήκαηα γηα ην 

 , κέζσ ησλ αλαδξνκηθώλ ηύπσλ      . Απηνί νη ππνινγηζκνί δίλνπλ δηαδνρηθώο όιν 

θαη θαιύηεξεο πξνζεγγίζεηο γηα ην  . 

 

  -1 0 1 2 3 4 5 

     2 1 2 1 1 

   0 1 1 1 3 4 7 

   1 0 2 1 4 5 9 
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3.3.2. Θεκειηώδεηο ηδηόηεηεο ηωλ αλαγωγεκάηωλ 

 

Θεώξεκα 3.2: 

Οη αξηζκεηέο    θαη νη παξνλνκαζηέο    ησλ αλαγσγεκάησλ 

     
  

  
 ηνπ άπεηξνπ, απινύ ζπλερνύο θιάζκαηνο           

ηθαλνπνηνύλ ηελ ζεκειηώδε επαλαιεπηηθή ζρέζε: 

        –                               .  

Δπηπιένλ, ηα    ηθαλνπνηνύλ ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε: 

          
     

      
        .    

 

Απόδεημε: 

Η απόδεημε είλαη πξνθαλήο από ην Θεώξεκα 2.3 θαη από ην Πόξηζκα 2, δηόηη εθεί 

δόζεθε αλεμάξηεηα από ην αλ ην ζπλερέο θιάζκα είλαη πεπεξαζκέλν ή όρη. ▪ 

 

Θεώξεκα 3.3: 

Γηα ηα αλαγσγήκαηα      
  

  
   γηα      , πιεξείηαη ε αλαδξνκηθή ζρέζε: 

         = 
         

      
. 

 

Απόδεημε: 

Έρνπκε:             =  
  

  
  

    

    
   =  

               

      
. 

Από ηηο ζρέζεηο      , πξνθύπηεη: 

                  =                                            

                                     . ▪ 

 

Σα παξαπάλσ ζεσξήκαηα καο δίλνπλ ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο γηα ην πώο 

κεηαβάιινληαη ηα αλαγσγήκαηα θαζώο ην   απμάλεη. Αλ ζέζνπκε       θαη έπεηηα 

      ζηελ ζρέζε ηνπ Θεσξήκαηνο 3.2 θαη ζπκεζνύκε όηη ηα    είλαη ζεηηθά, 

ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

        = 
 

    
         θαη             =    

 

    
              

Αληίζηνηρα, από απηέο ηηο αληζώζεηο δηαπηζηώλνπκε όηη:            θαη           . 

Από ηελ άιιε, ζέηνληαο       ζην Θεώξεκα 3.3 πξνθύπηεη όηη: 
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    , 

αθνύ          είλαη όινη ζεηηθνί αξηζκνί θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηελ ζρέζε       

ζπκπεξαίλνπκε όηη:             . 

Πξνρσξώληαο βήκα βήκα κε απηό ηνλ ηξόπν, έρνπκε ηηο αληζώζεηο: 

            , 

              

… . 

πλδπάδνληαο απηέο ηηο αληζώζεηο, θαηαιήγνπκε ζην ζεκειηώδεο ζπκπέξαζκα: 

                                           . 

 

Σν αλσηέξσ ζπκπέξαζκα δηαηππώλεηαη θαη σο ζεώξεκα. 

 

Θεώξεκα 3.4: 

Σα πεξηηηά αλαγσγήκαηα       ελόο άπεηξνπ απινύ ζπλερνύο θιάζκαηνο 

ζρεκαηίδνπλ κηα αύμνπζα αθνινπζία θαη ηα άξηηα αλαγσγήκαηα     ζρεκαηίδνπλ κηα 

θζίλνπζα αθνινπζία. Δπίζεο, θάζε πεξηηηό αλαγώγεκα είλαη κηθξόηεξν από θάζε 

άξηην θαη θάζε αλαγώγεκα ηάμεο      βξίζθεηαη αλάκεζα ζηα δύν πξνεγνύκελά 

ηνπ αλαγσγήκαηα. 
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3.4. Άξξεηνη αξηζκνί θαη ζεωξήκαηα πξνζέγγηζεο 

Μέζσ ησλ αλαγσγεκάησλ, έλαο άξξεηνο πξνζεγγίδεηαη πην γξήγνξα από όηη κε ηηο 

αληίζηνηρεο δεθαδηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ θαη απηό είλαη ην αληηθείκελν απηήο ηεο 

ελόηεηαο. 

 

3.4.1. Από ηελ ζθνπηά ηνπ νξίνπ 

Αξρηθά, ζα εμεηάζνπκε ηελ πξνζέγγηζε ελόο άξξεηνπ αξηζκνύ από ηελ ζθνπηά ηνπ 

νξίνπ. Τπελζπκίδεηαη πσο έλα κε θελό ππνζύλνιν   ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 

θαιείηαη άλω θξαγκέλν αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλαο πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο   έηζη ώζηε              . 

Η κεηαηξνπή ελόο άξξεηνπ αξηζκνύ x ζε ζπλερέο θιάζκα καο έδσζε δηαδνρηθά: 

         
 

  
, 

          
 

  
, 

  

             
 

  
, 

  , 

έηζη ώζηε ζηνλ     ππνινγηζκό πξνέθππηε: 

         
 

     
 

 

     
   

 

       
 

 

   
,           

όπνπ ν     είλαη άξξεηνο θαη όπσο είδακε απηή ε δηαδηθαζία κπνξεί λα ζπλερηζηεί, 

επ’αόξηζηνλ. πλεηδεηνπνηώληαο απηό, επηρεηξνύκε λα γξάςνπκε ην x σο εμήο: 

        
 

     
 

 

     
  

 

      
     πνπ ππνλνεί όηη ην άπεηξν ζπλερέο θιάζκα ζην 

δεμηό κέινο ηεο παξάζηαζεο αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό  . Απηή ε δήισζε ππνλνεί όηη 

κπνξνύκε λα εθηειέζνπκε άπεηξν αξηζκό βεκάησλ θαη ηειηθά λα θηάζνπκε ζε έλαλ 

ζπγθεθξηκέλν αξηζκό πνπ πξνζεγγίδεη ηνλ δεδνκέλν αξηζκό  . Απηή ε πξνζέγγηζε 

νπζηαζηηθά ζα γίλεη κέζσ ηεο έλλνηαο ηνπ νξίνπ. 

Αξρηθά, εμεηάδνπκε ην λόεκα ησλ παξαθάησ αζξνηζκάησλ. 

                 , 

                                        . 
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Αλ πξνζζέζνπκε ην   ζηνλ εαπηό ηνπ μαλά θαη μαλά, κπνξνύκε λα θάλνπκε ην 

«άζξνηζκα» όζν κεγάιν επηζπκνύκε έηζη ώζηε ην   λα γίλεη άπεηξν θαζώο ν αξηζκόο 

ησλ πξνζηηζέκελσλ όξσλ απμάλεηαη αόξηζηα θαη έλα ηέηνην απνηέιεζκα δελ καο είλαη 

ηδηαίηεξα ρξήζηκν. Από ηελ άιιε, πξνζζέηνληαο ηνπο αξηζκνύο:                 

παίξλνπκε δηαδνρηθά ηα μερικά αθροίσματα: 

        

                 

                          

  

                                          

  

όπνπ:                           , 

άξα έρνπκε κηα αύμνπζα αθνινπζία κεξηθώλ αζξνηζκάησλ. 

Όκσο, θάζε κεξηθό άζξνηζκα    είλαη κηθξόηεξν ηνπ    δειαδή είλαη όια άλσ 

θξαγκέλα από ην  . 

Πξνθεηκέλνπ λα απνδείμνπκε όηη ηα αλσηέξσ κεξηθά αζξνίζκαηα ζπλερώο 

πξνζεγγίδνπλ ην άλσ θξάγκα  , έρνπκε: 

                                           

 
 

 
                                            . 

Αθαηξώληαο ηελ δεύηεξε γξακκή από ηελ πξώηε ζηελ πξνεγνύκελε ζρέζε, 

πξνθύπηεη: 

     
 

 
      –         

πνπ ζπλεπάγεηαη όηη: 

   =  
  –  

 

 
  

   
  =    –  

 

 
    . 

Όζν ην   ηείλεη ζην άπεηξν, ην (
 

 
     ηείλεη ζην κεδέλ θαη έηζη ην    ηείλεη ζην   

( ή ην όξην ηεο αθνινπζίαο    είλαη ην   ). 

Γειαδή, κε ζύκβνια έρνπκε :             . 

Άξα ην άζξνηζκα ηνπ                                             . 

Απηή ε δηαδηθαζία πεξηγξάθεη ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

ελαζρόιεζε κε ηα άπεηξα ζπλερή θιάζκαηα. 
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Δπίζεο, ζθηαγξαθεί θαη έλα ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηεο αλάιπζεο, ην νπνίν 

παξαζέηνπκε ρσξίο απόδεημε. 

 

Θεώξεκα 3.5: 

Αλ έρνπκε κηα αύμνπζα αθνινπζία αξηζκώλ              θαη γηα θάζε  , ην     είλαη 

κηθξόηεξν ελόο δεδνκέλνπ αξηζκνύ  , ηόηε νη            έρνπλ όξην έλαλ αξηζκό   , 

κε       . Αλ νη αξηζκνί            απνηεινύλ όξνπο κηαο θζίλνπζαο αθνινπζίαο 

θαη όινη είλαη κεγαιύηεξνη από έλαλ αξηζκό  , ηόηε έρνπλ όξην έλαλ αξηζκό   , όπνπ 

ηζρύεη       . 

(L. Zippin, Uses of Infinity). 

 

3.4.2. Βαζηθά ζεωξήκαηα πξνζέγγηζεο άξξεηωλ αξηζκώλ 

ε απηό ην ζεκείν είκαζηε ζε ζέζε λα παξαζέζνπκε ηα βαζηθά ζεσξήκαηα 

πξνζέγγηζεο πνπ δηέπνπλ ηα άπεηξα ζπλερή θιάζκαηα: 

     
 

       
 

  
   

. 

Θεώξεκα 3.6: 

Κάζε άπεηξν, απιό, ζπλερέο θιάζκα ζπγθιίλεη ζε έλα όξην   ην νπνίν είλαη 

κεγαιύηεξν από θάζε πεξηηηό αλαγώγεκά ηνπ θαη κηθξόηεξν από θάζε άξηην. 

 

Απόδεημε: 

Σα πεξηηηά αλαγσγήκαηα ζρεκαηίδνπλ κηα αύμνπζα αθνινπζία όπνπ όινη νη όξνη 

είλαη άλσ θξαγκέλνη από ην       , άξα ζπγθιίλνπλ όινη ζε έλα όξην       , 

όπσο είδακε από ην Θεώξεκα 3.5. Δπίζεο, αθνύ όια ηα πεξηηηά αλαγσγήκαηα είλαη 

κηθξόηεξα από όια ηα άξηηα, ην όξην     πξέπεη λα είλαη κηθξόηεξν από όια ηα άξηηα 

αλαγσγήκαηα. Από ηελ άιιε, ηα άξηηα     απνηεινύλ όξνπο κηαο θζίλνπζαο 

αθνινπζίαο θάησ θξαγκέλεο από ην       , δειαδή: 

 

                                         , 

 

έηζη ώζηε ηα     λα πξνζεγγίδνπλ ην όξην       , όπνπ ην    είλαη έλαο αξηζκόο 

κεγαιύηεξνο από θάζε πεξηηηό αλαγώγεκα. Μέλεη λα απνδείμνπκε όηη    =   . Γηα 
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απηό από ην Θεώξεκα 3.2 αληηθαζηζηνύκε ην   κε    θαη ην     κε       θαη 

πξνθύπηεη: 

            =  
        

        
  =  

 

        
. 

Tα    ππνινγίδνληαη από ηελ ζρέζε      . 

Αθνύ θάζε            θαη θάζε            είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, ε αθνινπζία 

ησλ    απμάλεηαη ρσξίο όξην, θαζώο ην   ηείλεη ζην άπεηξν. Άξα, ην          

απμάλεη ρσξίο όξην κε ην   λα ηείλεη ζην άπεηξν θαη άξα πξνθύπηεη όηη: 

                               =                      ▪ 

 

Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη απηό ην όξην   είλαη νπζηαζηηθά ν αξηζκόο   πνπ αξρηθά 

αλαπηύμακε ζε ζπλερέο θιάζκα. 

Έζησ   ν δνζκέλνο άξξεηνο αξηζκόο κε ηελ έθθξαζε: 

      + 
 

   
 

 

   
 

 

        
 

 

  
, 

όπνπ ην    είλαη ην «ππόινηπν» ηνπ θιάζκαηνο, δειαδή: 

         
 

      
 

 

         
  =      

 

    
,                             

όπνπ, μαλά, ηζρύεη: 

 

             
 

        
.                                                          

 

Από ηελ ζρέζε       ζπκπεξαίλνπκε όηη        , αθνύ         . 

Οκνίσο, από ηελ ζρέζε       ηζρύεη:              ή    
 

    
    

 

    
,   

άξα:         
 

    
      

 

    
. 

πκπεξαζκαηηθά, πξνθύπηεη: 

 

            
 

    
.                                                

Σν επόκελν βήκα ζηελ απόδεημε είλαη λα δείμνπκε όηη ην   βξίζθεηαη αλάκεζα ζην    

θαη ζην     . 

        
 

    
 

 

       
 

 

  
,  

         
 

     
  

 

        
 

 

  
,         
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. 

Οη αλσηέξσ εθθξάζεηο δηαθέξνπλ κόλν ζηνπο όξνπο: 
 

   
,  

 

  
,  

 

    
 

    

. 

Αιιά γλσξίδνπκε πσο  
 

  
   

 

  
    

 

    
 

    

,  επνκέλσο ζπκπεξαίλνπκε όηη ηζρύεη: 

                   ή                  . 

Έλαο άκεζνο ππνινγηζκόο καο δείρλεη όηη:             θαη από ηελ ζρέζε        

πξνθύπηεη όηη:          θαη αθνύ           θαη        , ζα είλαη      . Από ηελ 

άιιε,          
 

   
,    από όπνπ έρνπκε:            ή    

 

  
 < 

 

  
. 

Άξα,          
 

   
        

 

  
     . 

πλεπώο,            . 

Οκνίσο, νη ζρέζεηο        καο δείρλνπλ όηη ην   βξίζθεηαη αλάκεζα ζηα    θαη   , 

αλάκεζα ζηα    θαη   , αλάκεζα ζηα    θαη   , θ.ν.θ. 

Αθνύ όια ηα πεξηηηά αλαγσγήκαηα είλαη κηθξόηεξα από ηα άξηηα, θαηαιήγνπκε ζην 

αθόινπζν ζπκπέξαζκα: 

                                  

ή ζε αλαπηπγκέλε κνξθή: 

                                               . 

πκπεξαίλνπκε όηη ηα       πξνζεγγίδνπλ ην   από ηα αξηζηεξά θαη ηα     από ηα 

δεμηά. Αιιά γλσξίδνπκε πσο όζν ην   απμάλεη, ηα       θαη ηα     πιεζηάδνπλ έλα 

όξην  . πλεπώο, ην   θαη ην   πξέπεη λα είλαη ίζα. Μπνξνύκε, ινηπόλ, λα γξάθνπκε: 

        
 

    
 

      
 

  

. 

Απνδείμακε όηη: 

 

Θεώξεκα 3.7: 

Αλ έλαο άξξεηνο αξηζκόο   αλαπηπρζεί ζε ζπλερέο θιάζκα           ζύκθσλα κε 

ηνπο παξαπάλσ θαλόλεο, ηόηε ην όξην ζην νπνίν ζπγθιίλνπλ ηα αλαγσγήκαηα ηνπ 

θιάζκαηνο είλαη νπζηαζηηθά ην ίδην ην  . 

 

Η ελαζρόιεζε κε ηα ζπλερή θιάζκαηα θαη πην ζπγθεθξηκέλα κε ηελ κειέηε ησλ 

Θεσξεκάησλ 3.6 θαη 3.7, καο νδεγνύλ ζην ζπκπέξαζκα όηη θάζε αλαγώγεκα ηνπ 

ζπλερνύο θιάζκαηνο ελόο άξξεηνπ αξηζκνύ   πξνζεγγίδεη θαιύηεξα ηελ ηηκή ηνπ   
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από ην ακέζσο πξνεγνύκελν αλαγώγεκά ηνπ. Πξάγκαηη, έζησ ε αλάπηπμε ηνπ x λα 

είλαη: 

         
 

       
 

    
 

    

,  όπνπ               
 

        
. 

Τπνζέηνπκε όηη ηα         είλαη όινη ζεηηθνί αξηζκνί. Δπίζεο, ηνλίδνπκε όηη 

      . Παξά ην γεγνλόο όηη ην       πεξηέρεη έλαλ άπεηξν αξηζκό αθέξαησλ 

κεξηθώλ πειίθσλ             δελ ζεκαίλεη απαξαίηεηα πσο είλαη θαη ην ίδην 

αθέξαηνο αξηζκόο. Ωζηόζν, ην   γξάθεηαη ζηελ ζπκπαγή κνξθή ελόο 

«πεπεξαζκέλνπ» ζπλερνύο θιάζκαηνο, σο:                      , όπνπ ην      

αληηκεησπίδεηαη σο έλα γλήζην κεξηθό ππόινηπν. Αλ ππνινγίζνπκε ηα αλαγσγήκαηα 

από ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε      , ην ηειεπηαίν αλαγώγεκα (γηα         θαη 

           ) ζα είλαη: 
            

             
, θαη, αλαινγηθά κε ηελ κειέηε ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ζπλερώλ θιαζκάησλ, απηή ε πνζόηεηα ζα πξέπεη λα είλαη ίζε κε ην  , 

ηνλ δνζκέλν άξξεην αξηζκό. πλεπώο, ηζρύεη: 

                        
            

             
,                            

όπνπ πξέπεη λα ηνληζηεί όηη ηα                        εμαξηώληαη κόλν από ηνπο 

αθεξαίνπο           . πγθεθξηκέλα, όηαλ      , ε ζρέζε        καο δίλεη: 

         

         
 = 

        

        
        θαη εμ νξηζκνύ ηζρύεη:           

 

       
     . Γηα 

     , είλαη: 

         
         

         
   

         

        
        

 

  
       

 

      
    . 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί, κε ηξόπν παξόκνην όπσο θαη ζην Θεώξεκα 2.2, όηη ε ζρέζε 

       ηζρύεη γηα όια ηα  . 

 

Θεώξεκα 3.8: 

Κάζε αλαγώγεκα πξνζεγγίδεη θαιύηεξα ηελ ηηκή ελόο άπεηξνπ, απινύ ζπλερνύο 

θιάζκαηνο από ην πξνεγνύκελν αλαγώγεκά ηνπ. 

 

Απόδεημε : 

Έζησ ε αλάπηπμε ηνπ δνζκέλνπ άξξεηνπ αξηζκνύ   λα είλαη: 

                     ,   όπνπ:                      . 

Έηζη, ζύκθσλα κε ηελ ζρέζε       ,       
             

              
,   θαη ζπλεπώο έρνπκε: 
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                                , 

ή, αλαδηαηάζζνληαο έρνπκε, γηα      : 

                                              
    

    
). 

Γηαηξώληαο κε       , πξνθύπηεη:     
  

  
  =  (- 

    

      
)(    

    

    
). 

Ιζρύεη:  │x - 
  

  
 │ =  │

    

      
 │∙│ x - 

    

    
 │. 

Γλσξίδνπκε όηη γηα                  ,   θαη όηη                . 

Άξα,      
    

      
       θαη ζπλεπώο:       

    

      
     . 

Από ηελ ζρέζε        πξνθύπηεη: 

    – 
  

  
         – 

    

    
           

                   –               .                                  

Η ζρέζε        καο δείρλεη όηη ην    είλαη πην θνληά ζην   από όηη ην     . ▪ 

 

Θα ήηαλ ελδηαθέξνλ λα είρακε θαη θάπνηα γξαθηθή απεηθόληζε γηα ην πόζν θαιά 

πξνζεγγίδεηαη ην   από ην   . ηελ πξαγκαηηθόηεηα, όπσο γλσξίδνπκε από ην 

Θεώξεκα 3.2, ηζρύεη:            
    

   

      
. Παίξλνληαο απόιπηεο ηηκέο θαη ζηα δύν 

κέιε, πξνθύπηεη:  │         │= 
 

      
,     . Σν παξαθάησ ζρήκα απεηθνλίδεη 

ηελ πξνζέγγηζε ηεο απόζηαζεο δύν δηαδνρηθώλ αλαγσγεκάησλ   ,      από ηνλ όξν   

 

      
. 

 

 

                 
 

       
              

                                                                                                                         

____│_______________│_____________│_______│___________________ 

                                                                                             

                                       
 

      
                                    

 

Δπηπξνζζέησο, όπσο γλσξίδνπκε από ην Θεώξεκα 3.8, ην   είλαη πην θνληά ζην      

από όηη είλαη ην   , θαη ζπλεπώο ε απόιπηε ηηκή ηεο δηαθνξάο ηνπ   από ην    ζα 

είλαη πάληα κεγαιύηεξε από ην κηζό ηεο απόιπηεο ηηκήο ηεο δηαθνξάο ηνπ    από ην 
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    . Σν παξαπάλσ ζρήκα καο πιεξνθνξεί γηα απηό όηαλ ην   είλαη πεξηηηόο έηζη 

ώζηε ην    λα είλαη ζηα αξηζηεξά ηνπ     . Βιέπνπκε θαζαξά όηη             , 

ή 

 

       
 < │  - 

  

  
 │ < 

 

      
. 

Αθνύ ην                            θαη άξα   
 

      
 < 

 

  
 . Έηζη, νδεγνύκαζηε 

ζην παξαθάησ ζπκπέξαζκα: 

 

Θεώξεκα 3.9: 

 

       
  │  - 

  

  
 │  

 

      
   

 

  
 
,                                                               . 

Δπηζεκαίλεηαη όηη ην ζεώξεκα αιεζεύεη ηόζν γηα ξεηνύο όζν θαη γηα άξξεηνπο 

αξηζκνύο. 

Αλ ην   είλαη άξξεηνο, ηόηε ππάξρεη έλαο άπεηξνο αξηζκόο αλαγσγεκάησλ 
  

  
 πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ην Θεώξεκα 3.9. πλεπώο, έρνπκε ην παξαθάησ ζεώξεκα: 

 

Θεώξεκα 3.10: 

Αλ ν   είλαη άξξεηνο, ηόηε ππάξρεη έλαο άπεηξνο αξηζκόο ξεηώλ θιαζκάησλ  
 

 
 ,   

     ,           , έηζη ώζηε │  - 
 

 
 │ < 

 

  
. 

 

Σν Θεώξεκα 3.10 απνηειεί ηελ αξρή ζηελ κειέηε ηεο ζεσξίαο πξνζέγγηζεο ησλ 

άξξεησλ αξηζκώλ από ζπγθιίλνληεο ξεηνύο. 
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3.4.3. Πξνζέγγηζε άξξεηωλ – Παξαδείγκαηα 

Παξάδεηγκα 4. Να δεηρζεί όηη ηα πξώηα αλαγσγήκαηα ηνπ αξηζκνύ   πξνζεγγίδνπλ 

όιν θαη θαιύηεξα ηνλ αξηζκό. 

Λύζε: O αξηζκόο   νξίδεηαη, θαηά ηα γλσζηά, σο:                
 

 
 

 

 θαη 

           ε πξνζέγγηζή ηνπ ζην έθην δεθαδηθό ςεθίν. Άξα, ζα πξέπεη λα 

ππνινγίζνπκε ηα επηά πξώηα αλαγσγήκαηά ηνπ. ην παξάδεηγκα 3, ππνινγίζακε ηα 

πέληε πξώηα αλαγσγήκαηα ηεο έθθξαζεο ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο ηνπ    

                  . Με παξόκνην ηξόπν ππνινγίδνπκε ην έθην θαη ην έβδνκν 

αλαγώγεκα. Οπόηε έρνπκε αληίζηνηρα ηελ αθνινπζία ησλ ξεηώλ: 

 

 
, 

 

 
, 

 

 
, 

  

 
, 

  

 
, 

  

  
, 

   

  
, … 

ύκθσλα κε ην Θεώξεκα 3.9, παξαηεξνύκε όηη: 
  

  
 = 

   

  
 θαη ζπλεπώο ζα πξέπεη λα 

αιεζεύεη όηη:  │  - 
  

  
 │   

 

  
  , ή │   - 

   

  
 │   

 

    . 

Ο αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο καο δίλεη όηη     
   

  
 =           …, ην νπνίν είλαη 

ζαθώο κηθξόηεξν από ην  
 

                … . 

Παξαηεξνύκε όηη ε ηηκή ηνπ     
   

  
  είλαη πεξίπνπ ην κηζό ηνπ 

 

     θαη απηό καο 

δείρλεη όηη ην Θεώξεκα 3.9 δηθαίσο ζεσξείηαη σο ζεώξεκα πξνζέγγηζεο. 

 

Παξάδεηγκα 5. Τπνινγηζκόο ησλ αλαγσγεκάησλ ηνπ   θαη ζύγθξηζε κε ηελ 

δεθαδηθή ηνπ πξνζέγγηζε. 

Λύζε: Σν ζπλερέο θιάζκα ηνπ   είλαη:                                  . Η 

δεθαδηθή ηνπ πξνζέγγηζε, ζηξνγγπινπνηώληαο ζην έλαην δεθαδηθό ςεθίν, είλαη: 

              . Απνκνλώλνληαο ην θιάζκα, κεηά ην δεύηεξν, ηξίην θαη ηέηαξην 

αλαγώγεκα, είλαη:            
  

 
            , 

            
   

   
            , 

               
   

   
           . 

Όζν ν αξηζκόο ησλ όξσλ ζην ζπλερέο θιάζκα απμάλεηαη, ηόζν πην αθξηβή 

πξνζέγγηζε επηηπγράλνπκε. Δπίζεο, παξαηεξνύκε όηη πεηύρακε αθξηβή πξνζέγγηζε 

κέρξη θαη ην 6
ν
 δεθαδηθό ςεθίν απνκνλώλνληαο κόλν ηα 4 πξώηα αλαγσγήκαηα ζην 

ζπλερέο θιάζκα. 
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3.5. Δπέθηαζε ηεο ζεωξίαο πξνζέγγηζεο ηωλ άξξεηωλ αξηζκώλ 

ε απηή ηελ ελόηεηα, έζησ   έλαο δεδνκέλνο άξξεηνο αξηζκόο. Δίλαη πξνθαλέο όηη 

κπνξεί πάληα λα επξεζεί έλα θιάζκα    ,         θαη κε   ζεηηθό, πνπ λα 

πξνζεγγίδεη όζν θνληά ζέινπκε ηνλ αξηζκό  . Με άιια ιόγηα, αλ   είλαη έλαο ζεηηθόο 

αξηζκόο νζνδήπνηε κηθξόο, κπνξνύλ λα επξεζνύλ θαηάιιεινη αξηζκνί     πξώηνη 

κεηαμύ ηνπο έηζη ώζηε λα ηζρύεη:      
 

 
      . 

ην Θεώξεκα 3.10, απνδείμακε όηη αλ   άξξεηνο, ππάξρεη έλαο άπεηξνο αξηζκόο 

αλάγσγσλ ξεηώλ θιαζκάησλ    ,        , ώζηε:      
 

 
     

 

  . Σν παξαθάησ 

ζεώξεκα ηνλίδεη πεξαηηέξσ ην λόεκα ηεο παξαπάλσ αληζόηεηαο. Παξαηίζεηαη εδώ 

ρσξίο απόδεημε. 

 

Θεώξεκα 3.11: 

Από νπνηαδήπνηε δύν δηαδνρηθά αλαγσγήκαηα 
  

  
  θαη  

    

    
 ηνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο 

ηνπ  , ηνπιάρηζηνλ έλα ηθαλνπνηεί ηελ αληζόηεηα: 

     
 

 
     

 

   .                                            

Δπί πιένλ, ε αληζόηεηα        δηαζέηεη έλα ηδηαίηεξα ελδηαθέξνλ ζηνηρείν: Αλ   είλαη 

έλαο νπνηνζδήπνηε άξξεηνο θαη 
 

 
 είλαη έλα αλάγσγν ξεηό θιάζκα κε      , ώζηε 

λα ηζρύεη:      
 

 
     

 

   , ηόηε κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ην 
 

 
 είλαη απαξαηηήησο 

έλα από ηα αλαγσγήκαηα ηεο έθθξαζεο ηνπ   ζε απιό ζπλερέο θιάζκα. 

3.5.1. Σν ζεώξεκα Hurwitz 

Η αληζόηεηα ηνπ Θεσξήκαηνο 3.10 δεκηνπξγεί απηνκάησο ην εξώηεκα πεξί 

θαιύηεξεο πξνζέγγηζεο. 

Γεδνκέλνπ ελόο άξξεηνπ αξηζκνύ  , αλαδεηείηαη θαηάιιεινο αξηζκόο       

πξνθεηκέλνπ ε αληζόηεηα: 

     
 

 
     

 

   ,                                              

λα έρεη άπεηξεο ιύζεηο 
 

 
. Δπίζεο, ηίζεηαη ην εξώηεκα ηνπ πόζν κεγάινο κπνξεί λα 

είλαη απηόο ν αξηζκόο  . 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη αλ ην ζπλερέο θιάζκα ηνπ   είλαη           θαη αλ 
  

  
  

είλαη ην αλαγώγεκα   ηάμεο, ηόηε: 
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 .                             

Έηζη, κπνξνύκε λα έρνπκε όιν θαη θαιύηεξεο πξνζεγγίζεηο γηα ηνλ αξηζκό   αλ ηα 

        κεγαιώλνπλ πνιύ γξήγνξα. Από ηελ άιιε, αλ ππάξρνπλ κηθξνί αξηζκνί 

ζηελ αθνινπζία         αλεμάξηεηα από ην πόζν καθξηά πξνρσξάκε, ηόηε νη ξεηέο 

πξνζεγγίζεηο 
  

  
, δελ κπνξνύλ λα είλαη ηόζν θαιέο γηα κηθξά   . 

Από ηελ ζθνπηά ηεο πξνζέγγηζεο, νη πην «απινί» αξηζκνί είλαη νη ρεηξόηεξνη κε ηελ 

παξαθάησ έλλνηα: Ο πην απιόο άξξεηνο αξηζκόο είλαη ε ρξπζή ηνκή:     
       

 
  

               . Σν ζπλερέο θιάζκα ηνπ   έρεη ηνλ κηθξόηεξν δπλαηό όξν (  ) ζε 

θαζέλαλ από ηνπο άπεηξνπο παξνλνκαζηέο ηνπ θαη θαηά ζπλέπεηα δίλεη αλαγσγήκαηα 

πνπ ζπγθιίλνπλ πην αξγά από νπνηνδήπνηε άιιν ζπλερέο θιάζκα.  

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη γηα πνιύ κεγάιν  , ε έθθξαζε: 

     
  

  
       

     

 
   

  

  
   

πιεζηάδεη όιν θαη πεξηζζόηεξν ηνλ αξηζκό  
 

    
 . 

Οη αλσηέξσ παξαηεξήζεηο καο επηηξέπνπλ ηελ δηαηύπσζε ηνπ παξαθάησ 

ζεσξήκαηνο, πνπ απέδεημε πξώηνο ν Hurwitz ην 1891. 

 

Θεώξεκα 3.12 (Hurwitz): 

Κάζε άξξεηνο αξηζκόο   έρεη έλαλ άπεηξν αξηζκό ξεηώλ πξνζεγγίζεσλ 
 

 
 πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηελ αληζόηεηα: 

     
 

 
    

 

    
.                                         

 

Ο αξηζκόο    είλαη ν θαιύηεξνο δπλαηόο. Σν ζεώξεκα δελ ζα ήηαλ αιεζέο αλ 

αληηθαζηζηνύζακε ζηελ ζέζε ηνπ νπνηνλδήπνηε άιιν αξηζκό, κεγαιύηεξό ηνπ. Γηα 

ηελ αθξίβεηα, γηα θάπνην        , ππάξρεη κόλν έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκόο 
 

 
 

ξεηώλ πξνζεγγίζεσλ γηα ην  . Ο Niven ζην βηβιίν ηνπ: An Introduction to 

Diophantine Approximations, παξαζέηεη κηα ζηνηρεηώδε απόδεημε γηα ην όηη ην    

είλαη ε θαιύηεξε δπλαηή επηινγή, ππό απηή ηελ έλλνηα. 

Μηα απόδεημε (κέζσ ηεο κεζόδνπ ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ) ζηεξίδεηαη ζην γεγνλόο 

όηη ζηελ αλάπηπμε ηνπ   ηνπιάρηζηνλ έλα από θάζε ηξία δηαδνρηθά αλαγσγήκαηα, 

πέξαλ ηνπ πξώηνπ, ηθαλνπνηνύλ ηελ αληζόηεηα       . 
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Ωζηόζν, ν Hurwitz ζηελ αξρηθή απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο, ζηεξίρηεθε ζηηο ηδηόηεηεο 

ζπγθεθξηκέλσλ θιαζκάησλ, γλσζηέο θαη σο αθνινπζίεο Farey (Farey sequences). 

Οξηζκόο: Γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην  , ε αθνινπζία Farey    είλαη έλα ζύλνιν από 

ξεηνύο αξηζκνύο  
 

 
 κε:            ,        , δηαηεηαγκέλνπο θαηά αύμνπζα 

ζεηξά. Οη ηέζζεξηο πξώηεο αθνινπζίεο είλαη: 

    
 

 
      

 

 
, 

    
 

 
    

 

 
    

 

 
, 

    
 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
, 

    
 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
. 

Απηέο νη αθνινπζίεο έρνπλ θάπνηεο πνιύ ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο. Η πην ζπνπδαία γηα 

ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο είλαη: Αλ γηα θάζε  , ν άξξεηνο αξηζκόο         

βξίζθεηαη αλάκεζα ζε δύν δηαδνρηθά θιάζκαηα   
 

 
 
 

 
  ηεο αθνινπζίαο   , ηόηε 

ηνπιάρηζηνλ έλα από ηα ηξία θιάζκαηα: 
 

 
 
   

   
 
 

 
   κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ 

ζέζε ηνπ  
 

 
, ζηελ αληζόηεηα: 

    
 

 
   

 

    . 

Πξνθεηκέλνπ απηή ε αληζόηεηα λα ηζρύεη γηα θάπνηνλ άξξεην    , ζέηνπκε 

     , όπνπ ην   είλαη ν κεγαιύηεξνο αθέξαηνο, κηθξόηεξνο ηνπ  . 

Αληηθαζηζηώληαο ην   ζηελ παξαπάλσ αληζόηεηα, πξνθύπηεη: 

       
 

 
    

 

    . 

Απηή είλαη ε θεληξηθή ηδέα ζηελ απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο Hurwitz. Γηα ηελ πιήξε 

απόδεημε, παξαπέκπνπκε ζην βηβιίν: Topics in number theory, William 

Judson LeVeque (1956). 

 

Οξηζκόο: Έλαο αξηζκόο   είλαη ηζνδύλακνο κε έλαλ αξηζκό   (ζπκβνι.      ) αλ 

ππάξρνπλ αθέξαηνη         πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζπλζήθε: 

         , 

έηζη ώζηε:                                        
    

    
. 

Αλ έλαο πξαγκαηηθόο   έρεη ηελ αθόινπζε έθθξαζε ζε ζπλερέο θιάζκα: 

                      ηόηε από ηηο ζρέζεηο: 

http://en.wikipedia.org/wiki/William_J._LeVeque
http://en.wikipedia.org/wiki/William_J._LeVeque
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                θαη                       –                

ζπκπεξαίλνπκε όηη         . 

πλεπώο, αλ   θαη   είλαη δύν ηπραίνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε εθθξάζεηο: 

                     ,                         , 

θαη αλ           , ηόηε                    ,   άξα      . 

Δηδηθόηεξα, αλ δύν ξεηνί  ,   είλαη ηζνδύλακνη, ηόηε νη εθθξάζεηο ηνπο παίξλνπλ ηελ 

κνξθή:                                ,                   , 

θαη επεηδή                 . 

 

Θεώξεκα 3.13: 

Γύν άξξεηνη αξηζκνί είλαη ηζνδύλακνη αλ θαη κόλν αλ: 

                           , 

                           , 

δειαδή, αλ θαη κόλν αλ ε αθνινπζία ησλ πειίθσλ ηνπ   κεηά ην   ηάμεο πειίθν 

είλαη ίδηα κε απηή ησλ πειίθσλ ηνπ   κεηά ην   ηάμεο πειίθν. 

 

Μειεηώληαο, έπεηηα από απηέο ηηο παξαηεξήζεηο, ην Θεώξεκα Hurwitz παξαηεξνύκε 

όηη ππάξρνπλ απείξσο πνιινί άξξεηνη αξηζκνί πνπ είλαη ηζνδύλακνη κε ην    

 
       

 
. Αο ππνζέζνπκε όηη θαζέλαο από απηνύο αλαπηύζζεηαη ζε απιό ζπλερέο 

θιάζκα. Σόηε από ην Θεώξεκα 3.13, από έλα ζεκείν θαη έπεηηα, θαζεκηά από απηέο 

ηηο εθθξάζεηο ζα πεξηέρεη ηελ ίδηα αθνινπζία ππνινίπσλ            θαη ζπλεπώο 

όινη απηνί νη ηζνδύλακνη άξξεηνη νπζηαζηηθά παίδνπλ ηνλ ίδην ξόιν κε ην  , ζην 

Θεώξεκα Hurwitz. 

3.5.2. Γελίθεπζε ηνπ ζεωξήκαηνο Hurwitz 

Αλ απνθιείζνπκε ηνλ αξηζκό   θαη όινπο ηνπο άξξεηνπο πνπ είλαη ηζνδύλακνη, ηόηε 

ε ζηαζεξά    κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από έλαλ κεγαιύηεξν αξηζκό. 

Σν αθόινπζν ζεώξεκα ην απνδεηθλύεη απηό. 

 

Θεώξεκα 3.14: 

Κάζε άξξεηνο αξηζκόο   πνπ δελ είλαη ηζνδύλακνο κε ηνλ αξηζκό   δηαζέηεη έλαλ 

άπεηξν αξηζκό ξεηώλ πξνζεγγίζεσλ  
 

 
  πνπ επαιεζεύνπλ ηελ αληζόηεηα: 
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    .                                           

 

Τπάξρεη κηα ζεηξά παξόκνησλ ζεσξεκάησλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ην   δελ είλαη 

ηζνδύλακν ηόζν κε ην   όζν θαη κε ην   , ηόηε ν αξηζκόο    ζηελ ζρέζε        

κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε νπνηνλδήπνηε αξηζκό κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ  
    

 
. 

 

Γηα αξθεηά ρξόληα ην ελδηαθέξνλ έρεη επηθεληξσζεί ζηηο αζύκκεηξεο ή «κνλνκεξείο» 

(lop-sided) πξνζεγγίζεηο ησλ αξξήησλ αξηζκώλ. Σππηθό παξάδεηγκα απνηειεί ην 

παξαθάησ ζεώξεκα πνπ απέδεημε ν B.Segre ην 1946 θαη αξγόηεξα ν Ivan Niven κέζσ 

ησλ αθνινπζηώλ Farey. 

 

Θεώξεκα 3.15: 

Γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό      , έλαο άξξεηνο αξηζκόο   κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί 

από απείξσο πνιιέο ξεηέο πξνζεγγίζεηο  
 

 
, εηο ηξόπνλ ώζηε: 

  
 

          
 

 
       

 

       . 

(Segre, 1946). 

Γηα      , έρνπκε ην ζεώξεκα Hurwitz. Γηα      , παξαηεξνύκε όηη ην θάησ όξην 

είλαη ην αξλεηηθό ηνπ άλσ νξίνπ θαη ε έθθξαζε είλαη αζύκκεηξε. 

Υξεζηκνπνηώληαο ζπλερή θιάζκαηα, ν R.M.Robinson απέδεημε ην Θεώξεκα Segre 

θαη επίζεο απέδεημε όηη γηα θάζε      , ε αληζόηεηα: 

  
 

            
 

 
       

 

          , 

έρεη απείξσο πνιιέο ιύζεηο. 

 

Σν ζεώξεκα Hurwitz απνηειεί έλα παξάδεηγκα κηαο νιόθιεξεο θαηεγνξίαο 

ζεσξεκάησλ θαη πξνβιεκάησλ κε ηνλ γεληθό ηίηιν Γηνθαληηθέο πξνζεγγίζεηο 

(Diophantine approximations). Ο ηνκέαο απηόο έρεη καθξά ηζηνξία, σζηόζν πνιιά 

πξνβιήκαηα παξακέλνπλ άιπηα. Σα ηειεπηαία ρξόληα έρνπλ επηλνεζεί αξθεηέο λέεο 

κέζνδνη γηα ηελ επίιπζή ηνπο. Αδηακθηζβήηεηα, όκσο, γηα πνιύ θαηξό αθόκα ηα 

ζπλερή θιάζκαηα ζα εμαθνινπζήζνπλ λα απνηεινύλ ην βαζηθό εξγαιείν γηα όζνπο 

επηζπκνύλ λα αζρνιεζνύλ κε απηόλ ηνλ θιάδν ησλ δηνθαληηθώλ πξνζεγγίζεσλ. 

 



50 
 

3.6. Γεωκεηξηθή εξκελεία ηωλ ζπλερώλ θιαζκάηωλ 

ηα 1897, δόζεθε από ηνλ εμέρνληα καζεκαηηθό Felix Klein κηα εληππσζηαθή 

γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ηξόπνπ κε ηνλ νπνίν ηα αλαγσγήκαηα ηνπ ζπλερνύο 

θιάζκαηνο ελόο άξξεηνπ αξηζκνύ ζπγθιίλνπλ ζηελ ηηκή απηνύ ηνπ αξηζκνύ. 

Έζησ   έλαο άξξεηνο αξηζκόο θαη έζησ ε αλάπηπμή ηνπ:           θαη ηα 

αλαγσγήκαηά ηνπ     
  

  
     

  

  
   . 

ε έλα νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, αξρηθά ζρεδηάδνπκε ηελ επζεία 

      , ε νπνία δελ πεξλάεη από ζεκεία κε αθέξαηεο ζπληεηαγκέλεο δηόηη ηόηε 

    
 

 
 ζα ήηαλ ξεηόο αξηζκόο. Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηα αλαγσγήκαηα ηνπ  , γηα 

παξάδεηγκα ηνπ                         . Σα αλαγσγήκαηα είλαη: 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
  

  
 
  

  
   . Σα ζεκεία                           πνπ βξίζθνληαη θάησ από 

ηελ γξαθηθή παξάζηαζε        , πεξηγξάθνπλ, αληίζηνηρα, ηα πεξηηηά 

αλαγσγήκαηα            θαη είλαη όια κηθξόηεξα από ην   . Αλάινγα, ηα ζεκεία 

                          πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε, 

πεξηγξάθνπλ ηα            θαη είλαη όια κεγαιύηεξα από ην   . Παξαηεξνύκε πσο 

αλ ελώζνπκε κε κηα επζεία ηα                           θαη κε κία άιιε επζεία ηα 

                          ζρεκαηίδνληαη αληίζηνηρα δύν πνιπγσληθέο γξακκέο πνπ 

πξνζεγγίδνπλ όιν θαη θαιύηεξα ηελ        . Σν αθόινπζν ζρήκα απεηθνλίδεη ηελ 

        θαζώο θαη ηηο δύν πνιπγσληθέο γξακκέο πνπ ελώλνπλ ηα αλαγσγήκαηα. 
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3.7. Δθθξάζεηο ππεξβαηηθώλ αξηζκώλ - 

Αξηζκνί Fibonacci – Υξπζή ηνκή 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ εηζαγσγή απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ, είλαη εμαηξεηηθά 

δύζθνιν λα απνδεηρζεί ε ππεξβαηηθόηεηα ελόο αξηζκνύ θαη λα ππνινγηζηεί ε 

έθθξαζή ηνπ ζε ζπλερέο θιάζκα. Ωζηόζν, έρνπλ ππνινγηζηεί πξνζεγγηζηηθά νη 

εθθξάζεηο θάπνησλ ππεξβαηηθώλ αξηζκώλ ζε απιά θαη κε απιά ζπλερή θιάζκαηα. 

        
 

   
 

    
 

   
 

     

. 

        
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   

. 

          
 

   
 

   
 

   
 

   
 

   
 

     

 

       
 

   
 

   
 

   
 

    
 

   
 

   

. 

        
 

 

 
  

 
 
 
  

 
 
 
  

 
 
 
   

  
 

   
  

   
  

   
  

   

. 

       
 

   
  

           
     

           
     

            

. 

Δπηζεκαίλνπκε όηη ζηηο εθθξάζεηο ησλ      θαη      ν x είλαη κε κεδεληθόο 

αιγεβξηθόο αξηζκόο πξνθεηκέλνπ ε έθθξαζε λα είλαη άξξεηνο αξηζκόο. 

Η απινύζηεξε κνξθή άπεηξνπ ζπλερνύο θιάζκαηνο είλαη: 

               , 

κε ην   λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

                ή                  ,  ε νπνία έρεη ζεηηθή ξίδα ηελ:      
     

 
. 

Σα αλαγσγήκαηα ηνπ   είλαη: 

 

 
, 

 

 
, 

 

 
, 

 

 
, 

 

 
, 

  

 
, …              κε ηνπο αξηζκεηέο θαη ηνπο παξνλνκαζηέο λα 

ζρεκαηίδνληαη από ηελ αθνινπζία αθεξαίσλ:                         …      . 
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Καζέλαο από απηνύο ηνπο αξηζκνύο, κεηά ηνπο δύν πξώηνπο, ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα 

ησλ δύν πξνεγνύκελσλ, δειαδή,                    , θ.ν.θ. Οη αξηζκνί ηεο 

ζρέζεο        είλαη γλσζηνί θαη σο αξηζκνί Fibonacci θαη πήξαλ ην όλνκα ηνπο από 

ηνλ ζπνπδαίν καζεκαηηθό ηνπ 13
νπ

 αηώλα, Leonardo Fibonacci, παξόιν πνπ δελ ήηαλ 

ν πξώηνο πνπ ηνπο ρξεζηκνπνίεζε. Με καζεκαηηθνύο όξνπο, ε αθνινπζία    ησλ 

αξηζκώλ Fibonacci νξίδεηαη από ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε: 

                                . 

Οη αξραίνη Έιιελεο ππνζηήξηδαλ πσο νη δεκηνπξγίεο ηεο θύζεο θαη ηεο ηέρλεο 

νθείινπλ ηελ αξηηόηεηά ηνπο ζε καζεκαηηθά κνηίβα. Έλα από απηά είλαη ν λόκνο ηεο 

ρξπζήο ηνκήο. ηελ γεσκεηξία, πξνθύπηεη από ηελ απνθαινύκελε θαη σο ηελ «πην 

αξκνληθή» δηαίξεζε ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο από    από έλα ζεκείν  . Η 

κέζνδνο επηηπγράλεηαη επηιέγνληαο ζεκείν   έηζη ώζηε ε αλαινγία ησλ ηκεκάησλ   

θαη   είλαη ίζε κε απηή ησλ ηκεκάησλ   πξνο όιν ην επζύγξακκν ηκήκα      , 

δειαδή: 

 

 
 = 

 

   
 ,    ή   

 

 
   

 

 
    . Έζησ     

 

 
          –          , έηζη ώζηε: 

    
 

 
   

 

 
              . Οπζηαζηηθά, έλα επζύγξακκν ηκήκα ζεσξείηαη όηη 

έρεη δηαηξεζεί ζύκθσλα κε ηελ ρξπζή ηνκή όηαλ ην έλα θνκκάηη ηνπ είλαη   θνξέο ην 

άιιν. Σν ζρήκα πνπ αθνινπζεί παξηζηάλεη έλα επζύγξακκν ηκήκα    πνπ έρεη 

δηαηξεζεί ζύκθσλα κε ηελ ρξπζή ηνκή. 

 

                     │                             │ 

 ____________ __________________  
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Κεθάιαην 4 

Γηνθαληηθέο εμηζώζεηο – Δμίζωζε Pell 

 

ε απηό ην θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε ηελ βαζηθή ζεσξία ησλ δηνθαληηθώλ 

εμηζώζεσλ θαη ζα εκβαζύλνπκε ζε κηα εηδηθή θαηεγνξία απξνζδηόξηζηεο εμίζσζεο, 

γλσζηήο θαη σο εμίζωζε Pell,          , όπνπ ηα   θαη   είλαη άγλσζηνη 

αθέξαηνη αξηζκνί θαη ην   είλαη δεδνκέλνο αθέξαηνο, όρη ηέιεην ηεηξάγσλν. 

 

4.1. Βαζηθνί νξηζκνί 

Μία απξνζδηόξηζηε εμίζωζε (indeterminate equation) είλαη κηα εμίζσζε πνπ δελ 

κπνξεί λα ιπζεί κε ηηο δνζείζεο πιεξνθνξίεο. Οπζηαζηηθά, είλαη κηα εμίζσζε γηα ηελ 

νπνία ππάξρεη απεηξία ιύζεσλ. Γηνθαληηθή εμίζωζε νλνκάδεηαη κηα απξνζδηόξηζηε 

πνιπσλπκηθή εμίζσζε πνπ δέρεηαη κόλν αθέξαηεο ξίδεο. Η νλνκαζία πξνέξρεηαη από 

ηνλ Γηόθαλην, Έιιελα καζεκαηηθό ηνπ 3
νπ

 αηώλα πνπ έδεζε ζηελ Αιεμάλδξεηα, ν 

νπνίνο κειέηεζε ηέηνηνπ είδνπο εμηζώζεηο θαη ήηαλ από ηνπο πξώηνπο καζεκαηηθνύο 

πνπ εηζήγαγε ζπκβνιηζκνύο ζηελ άιγεβξα.  

Γηα παξάδεηγκα, ε:             είλαη κηα γξακκηθή δηνθαληηθή εμίζσζε. Μηα 

γεληθεπκέλε κνξθή ηεο είλαη:              . Γηα      , έρνπκε απεηξία ιύζεσλ 

(     ), ηηο ιεγόκελεο Ππζαγόξεηεο ηξηάδεο (Pythagorean triples), ελώ γηα      , 

ην Σειεπηαίν Θεώξεκα ηνπ Fermat ηζρπξίδεηαη πσο δελ κπνξνύλ λα επξεζνύλ 

ζεηηθέο αθέξαηεο ξίδεο πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ην πξόβιεκα. Σν ζεώξεκα απηό 

απνδείρζεθε ην 1994 από ηνλ Βξεηαλό καζεκαηηθό Andrew Wiles. 

ην 10
ν
 από ηα 23 πεξίθεκα πξνβιήκαηά ηνπ, ν Hilbert έζεζε ην εξώηεκα αλ ππάξρεη 

έλαο αιγόξηζκνο πνπ λα θαζνξίδεη αλ κηα απζαίξεηε Γηνθαληηθή εμίζσζε έρεη ιύζε. 

Ο Yuri Matiyasevich ην 1970 απέδεημε πσο ζηελ γεληθή ηνπο κνξθή ηα δηνθαληηθά 

πξνβιήκαηα δελ κπνξνύλ λα ιπζνύλ. 

Οη γξακκηθέο δηνθαληηθέο εμηζώζεηο είλαη εμηζώζεηο ηεο κνξθήο:            . 

Αλ ην   είλαη ν κέγηζηνο θνηλόο δηαηξέηεο, ησλ     ηόηε ε ηαπηόηεηα Bezout, από 

όπνπ ηζρύεη όηη: αλ          , ηόηε ππάξρνπλ αθέξαηνη  ,  έηζη ώζηε          

  , καο πιεξνθνξεί όηη ε εμίζσζε έρεη άπεηξν αξηζκό ιύζεσλ, πνπ κπνξνύλ λα 



55 
 

επξεζνύλ εθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Δπθιείδε. Έπεηαη όηη ππάξρεη απεηξία 

ιύζεσλ αθόκα θαη αλ ην   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ δηαηξέηε ησλ   θαη 

 . Αλ ην   δελ είλαη πνιιαπιάζην απηνύ, ηόηε ε Γηνθαληηθή εμίζσζε δελ έρεη ιύζεηο. 

Η πξώηε ιύζε γηα απηνύ ηνπ είδνπο ηελ εμίζσζε δόζεθε από ηνλ Ιλδό καζεκαηηθό 

Brahmagupta. 

Αλ ζηελ Γηνθαληηθή εμίζσζε εκθαλίδνληαη επηπιένλ κεηαβιεηέο σο εθζέηεο, ε 

εμίζσζε θαιείηαη εθζεηηθή Γηνθαληηθή εμίζωζε. Έλα παξάδεηγκα απνηειεί ε 

εμίζσζε Ramanujan – Nagell:    –        . Απηνύ ηνπ είδνπο νη εμηζώζεηο δελ 

έρνπλ θάπνηα γεληθή ζεσξία  γηα ηελ επίιπζε ηνπο. 

Μηα εηδηθή θαηεγνξία δηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ 2
εο

 ηάμεο έρνπλ ηελ κνξθή:  

   –          ,                                                      

κε   έλαλ ζεηηθό αθέξαην, όρη ηέιεην ηεηξάγσλν θαη  ,   άγλσζηνπο αθέξαηνπο. 

Απηήο ηεο κνξθήο νη εμηζώζεηο είλαη γλσζηέο θαη σο εμηζώζεηο Pell, παξόιν πνπ ν 

ίδηνο δελ ζπλέβαιε πξνζσπηθά ζηελ επίιπζή ηνπο. Γηα ηελ αθξίβεηα, ν Fermat ήηαλ ν 

πξώηνο πνπ ηζρπξίζηεθε όηη ε εμίζσζε       δέρεηαη απείξσο πνιιέο ιύζεηο. Ο 

ιόξδνο Brouncker ηελ ίδηα ρξνληά έδσζε κηα ζπζηεκαηηθή κέζνδν γηα ηελ επίιπζή 

ηεο. Η πξώηε νινθιεξσκέλε ζπδήηεζε πεξί ηνπ ζέκαηνο δόζεθε από ηνλ Lagrange 

ζηα 1766 πεξίπνπ. 

4.2. Η εμίζωζε Pell,    –          

ηελ παξνύζα ελόηεηα, ζα δηεξεπλήζνπκε ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο ηνπ Pell, 

   –         ,                                     

κε       θαη  ,   ηηο άγλσζηεο πνζόηεηεο. Τπνζέηνπκε όηη ην   δελ είλαη ηέιεην 

ηεηξάγσλν. Γηαθνξεηηθά, ζα ήηαλ:    –           , πνπ ηζρύεη κόλν ζηελ 

πεξίπησζε:       –   . 

Οπζηαζηηθά, απηό πνπ πξέπεη λα γλσξίδνπκε γηα ηελ επίιπζε, είλαη ε αλάπηπμε ηνπ 

   ζε ζπλερέο θιάζκα.  
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4.2.1. Σν ζπλερέο θιάζκα ηνπ    

Αλ   ηεηξαγσληθόο άξξεηνο, κε     θαη ηνλ ζπδπγή ηνπ λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζην 

   θαη ην  , ηόηε ην   αλήθεη ζε κηα εηδηθή θαηεγνξία ηεηξαγσληθώλ άξξεησλ πνπ 

νλνκάδνληαη κεηνύκελνη ηεηξαγωληθνί άξξεηνη (reduced quadratic irrationals). Ο 

Galois απέδεημε πσο ην ζπλερέο θιάζκα ησλ κεηνύκελσλ ηεηξαγσληθώλ άξξεησλ ζε 

είλαη απόιπηα πεξηνδηθό. 

Αλ       είλαη έλαο αθέξαηνο, όρη ηέιεην ηεηξάγσλν, ε αλάπηπμε ηνπ    ζε 

ζπλερέο θιάζκα έρεη κηα ηδηαίηεξα ελδηαθέξνπζα κνξθή. Αξρηθά, παξαηεξνύκε όηη  

       θαη έηζη ν ζπδπγήο ηνπ, -   δελ κπνξεί λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζην    θαη 

ην  , άξα ην    δελ κπνξεί λα είλαη κεηνύκελνο ηεηξαγσληθόο άξξεηνο. Έηζη, ε 

έθθξαζε ηνπ:                                   
 

      
 

      
 

     

            

 δελ κπνξεί λα είλαη απόιπηα πεξηνδηθή. Από ηελ άιιε, αθνύ ην    είλαη ν 

κεγαιύηεξνο αθέξαηνο κηθξόηεξνο ηνπ   , ηόηε ν αξηζκόο:             θαη άξα ν 

ζπδπγήο ηνπ,             βξίζθεηαη αλάκεζα ζην    θαη ην  , άξα ην         είλαη 

κεηνύκελν. Πξνζζέηνληαο ην    θαη ζηα δύν κέιε ηεο      , έρνπκε:  

                 
 

    
 

     

, 

θαη αθνύ απηή ε αλάπηπμε είλαη απόιπηα πεξηνδηθή, πξέπεη λα έρεη ηελ κνξθή: 

                     
 

    
 

       
 

    
 

     
 

     

.                              

πλεπώο, ε αλάπηπμε γηα ην    είλαη: 

          
 

      
 

     
 

     
 

     

                                             ,                                  

όπνπ ε πεξίνδνο μεθηλά κεηά ηνλ πξώην όξν θαη ηειεηώλεη κε ηνλ όξν    . 

Γηα παξάδεηγκα,                            ,                               . 

Δπηπιένλ, αλ εμαηξέζνπκε ηνλ όξν    , ην πεξηνδηθό θνκκάηη ζηα απόιπηα πεξηνδηθά 

ζπλερή θιάζκαηα είλαη πάληα ζπκκεηξηθό. Σα ζπκκεηξηθά κέξε κπνξεί λα έρνπλ έλα 

θεληξηθό όξν, ή θαη όρη. 

Γηα ηελ δηεξεύλεζε ηνπ ζπκκεηξηθνύ κέξνπο, ηνλίδνπκε πσο αλ               θαη   

            , ηόηε ε αλάπηπμε ηνπ - 
 

  
 είλαη ίδηα κε απηήλ ηνπ  , αιιά κε ηελ 

πεξίνδν αληεζηξακκέλε. πλεπώο, έρνπκε: 
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- 
 

  
   

 

      
        

 

         
 

    
 

      

.                    

Δπίζεο, από ηελ ζρέζε       εύθνια βξίζθεηαη ε αλάπηπμε γηα ην:          
  . 

Αθαηξώληαο θαη από ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο ην   , πξνθύπηεη: 

             
 

    
 

       
 

    
 

     
 

     

. 

Αληηζηξέθνληαο ηελ έθθξαζε, είλαη: 

 

      
        

 

       
 

    
 

     
 

     

.             

Ωζηόζν, γλσξίδνπκε πσο νη εθθξάζεηο ζε απιά ζπλερή θιάζκαηα κε ζεηηθνύο όξνπο 

είλαη κνλαδηθέο. πγθξίλνληαο, ινηπόλ, ηηο ζρέζεηο       θαη       ζπκπεξαίλνπκε 

όηη:                                           . 

Έπεηαη όηη ην ζπλερέο θιάζκα γηα ην   , απαξαίηεηα, έρεη ηελ κνξθή: 

                                
                                   . 

 

4.2.2. Δπίιπζε ηεο εμίζωζεο Pell,    –          

Από ηελ Δλόηεηα 4.2.1, γλσξίδνπκε όηη: 

         
 

    
 

       
 

    
 

     
 

     

        
 

    
 

       
 

    
 

    

,                                

κε              
 

     
          .                       

Δίλαη γλσζηό όηη: 

     
             

             
,                                           

όπνπ ηα                         ππνινγίδνληαη από ηα αλαγσγήκαηα   θαη     ηάμεο, 

αληίζηνηρα, πνπ βξίζθνληαη αθξηβώο πξηλ ηνλ όξν     ζηελ ζρέζε      . 

Από ηηο ζρέζεηο       θαη       , πξνθύπηεη:  

     
                  

                  
                                               

      +       +                              . 

Η αλσηέξσ ζρέζε είλαη κηα εμίζσζε ηεο κνξθήο: 
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                 , όπνπ ηα  ,  ,  ,   είλαη αθέξαηνη θαη ην    άξξεηνο, άξα 

ζα πξέπεη        θαη      . 

πλεπώο, ζηελ δνζείζα εμίζσζε ζα πξέπεη λα ηζρύεη: 

N                  θαη                     .                                

Δπηιύνληαο σο πξνο        θαη       , πξνθύπηεη: 

       N             θαη            -     .              

Από Θεώξεκα 2.3, ηζρύεη:         –               , 

   (   -     ) -   (N   -      )       , 

   
      

        .                                                              

Αλ ην   είλαη άξηηνο αξηζκόο, ε εμίζσζε        γίλεηαη: 

  
      

          , 

άξα κηα ιύζε ηεο εμίζσζεο Pell,    –        , είλαη:        ,       . 

Αλ ην   είλαη πεξηηηόο, ηόηε ε        είλαη: 

  
      

 
          , 

θαη κηα ιύζε ηεο    –         , είλαη:        ,       . 

Αλ ην   είλαη πεξηηηόο θαη αλαδεηνύκε ιύζε ηεο    –        , εμεηάδνπκε ηελ 

αλάπηπμε ηνπ   , ζπγθεθξηκέλα κεηά ηελ δεύηεξε εκθάληζε ηνπ όξνπ   , νπόηε θαη 

δηπιαζηάδεηαη ε πεξίνδνο. Παξαηεξνύκε όηη: 

          
 

    
 

       
 

    
 

         
 

    
 

      

         
 

    
 

       
 

    
 

         
 

     
 

        

, 

νύησο ώζηε όηαλ μαλαεκθαλίδεηαη ν όξνο    λα είλαη νπζηαζηηθά ν όξνο    . 

Σόηε:    
       

           , θαη άξα:          ,          απνηεινύλ κηα 

ιύζε ηεο    –         . 
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Ο πίλαθαο   παξνπζηάδεη δεύγε ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο:    –        , γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ηνπ Ν 

  πλερέο θιάζκα ηνπ 

   

        
      

  

         1 1 -1 
               2 1 +1 
         2 1 -1 
               5 2 +1 
                        8 3 +1 
               3 1 +1 
          3 1 -1 
                10 3 +1 

                7 2 +1 
                              18 5 -1 
                         15 4 +1 
                4 1 +1 
          4 1 -1 
                17 4 +1 
                                    170 39 +1 
                9 2 +1 
                                   55 12 +1 
                                   197 42 +1 
                         24 5 +1 
                5 1 +1 

              5 1 -1 
                  26 5 +1 

Πίλαθαο   

Από ηνλ Πίλαθα   ζπκπεξαίλνπκε όηη πάληα ππάξρεη ε δπλαηόηεηα εύξεζεο ιύζεο 

ηεο    
      

    θαη κεξηθέο θνξέο θαη ηεο   
      

    . Όκσο, δελ 

κπνξνύλ λα ιπζνύλ όιεο νη εμηζώζεηο ηεο ηειεπηαίαο κνξθήο. 
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4.2.3. Παξαδείγκαηα επηιύζηκωλ εμηζώζεωλ Pell 

Παξάδεηγκα 6. Να επξεζεί κηα κεξηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο:    –          . 

Λύζε: Έρνπκε        άξα από ηνλ Πίλαθα   είλαη                     

           
           θαη ζπλεπώο:         →    , άξηηνο αξηζκόο. Δύθνια 

ππνινγίδνπκε ην αλαγώγεκα δεύηεξεο ηάμεο,     
 

 
,  ζπλεπώο:             θαη 

            θαη  

  
       

           , άξα ην δεπγάξη ιύζεσλ       ,        είλαη κηα 

κεξηθή ιύζε ηεο δνζείζαο εμίζσζεο. 

 

Παξάδεηγκα 7. Να επξεζεί κηα κεξηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο:    –          . 

Λύζε: Έρνπκε        θαη από ηνλ Πίλαθα   είλαη                                    

                   
                      . Άξα,        →    , πεξηηηόο αξηζκόο. Σα πέληε πξώηα 

αλαγσγήκαηα είλαη: 
 

 
, 

 

 
, 

 

 
, 

  

 
, 

  

 
 = 

  

  
. πλεπώο,            θαη           

θαη   
       

 
               θαη όρη    άξα πξνρσξάκε ζηνπο όξνπο 

κεηά ηνλ δηπιαζηαζκό ηεο πεξηόδνπ. Πξνθύπηνπλ ηα αλαγσγήκαηα: 

   

  
, 

   

  
, 

   

  
, 

   

   
, 

   

   
 = 

   

   
. Άξα, γηα                θαη               , είλαη: 

  
       

                  . 
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4.3. Μέζνδνη γηα γεληθή επίιπζε ηεο εμίζωζεο Pell 

Η κέζνδνο πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ Δλόηεηα 4.2.2 παξέρεη ηηο ειάρηζηεο δπλαηέο ιύζεηο 

γηα ηελ εμίζσζε Pell. Δίλαη δπλαηό λα επξεζνύλ όιεο νη ππόινηπεο ζεηηθέο ιύζεηο ηεο 

εμίζσζεο, όπσο ππνδεηθλύνπλ ηα παξαθάησ ζεσξήκαηα. 

Θεώξεκα 4.1: 

Αλ         είλαη ε ειάρηζηε ζεηηθή ξίδα ηεο    –         , ηόηε όιεο νη ππόινηπεο 

ζεηηθέο ξίδεο κπνξνύλ λα βξεζνύλ από ηελ εμίζσζε: 

                                        …                    

Οη ηηκέο ησλ   ,    πξνθύπηνπλ από ηελ ζρέζε        αλαπηύζζνληαο ηνλ όξν 

            , ζύκθσλα κε ην δησλπκηθό ζεώξεκα. Γειαδή,  

               
 
   

     
 
   

               
   

         
   

 

   
 
       

 
     

 
  

     
       

   
. 

Έζησ ηα   ,   πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί από ηελ ζρέζε       . Σόηε:   
  –     

    . 

Από ηζόηεηα        είλαη: 

          =                                   . 

Αθνύ ν ζπδπγήο ηνπ γηλνκέλνπ είλαη ην γηλόκελν ησλ ζπδπγώλ, πξνθύπηεη: 

                                                         . 

       

Παξαγνληνπνηώληαο ην   
  –     

 
 θαη κέζσ ησλ ζρέζεσλ        θαη       , ηζρύεη: 

  
  –     

    (                                             

   
  –     

    . 

πλεπώο, ηα   
 
θαη    απνηεινύλ ιύζεηο ηεο    –         . 

Παξάδεηγκα 8. ην παξάδεηγκα 6 ηεο ελόηεηαο 4.2.1, ε ειάρηζηε ιύζε ηεο εμίζσζεο 

   –           είλαη ε      . Μηα δεύηεξε ιύζε κπνξεί λα επξεζεί ζέηνληαο       

ζηελ ζρέζε       . Άξα,                                      θαη 

ζπλεπώο:                   δηόηη       –             . 

Θεώξεκα 4.2: 

Τπνζέηνπκε όηη ε    –           είλαη επηιύζηκε θαη έζησ         ε ειάρηζηε 

ζεηηθή ιύζε. Σόηε όιεο νη ππόινηπεο ζεηηθέο ξίδεο         ππνινγίδνληαη κέζσ ηεο 

εμίζσζεο: 
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Δπηπιένλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ίδηεο ηηκέο        , όιεο νη ζεηηθέο ιύζεηο ηεο 

   –          δίλνληαη από ηελ ζρέζε: 

                     
                                         

Παξάδεηγκα 9. ύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα  ,                είλαη ε ειάρηζηε 

ζεηηθή ξίδα ηεο:    –         . Μηα δεύηεξε ιύζε βξίζθεηαη από ηελ ζρέζε        

γηα      . 

                                        . 

                    δηόηη                  . 

Γηα επηπιένλ κειέηε ηεο επίιπζεο ηεο εμίζσζεο Pell, παξαπέκπνπκε ζηελ εξγαζία 

ηνπ H. W. Lenstra Jr. (2002), Solving the Pell Equation. 

πλνςίδνληαο απηή ηελ ελόηεηα, ηνλίδνπκε πσο ε κειέηε ηεο εμίζσζεο:  

   –           απνηειεί κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο γεληθεπκέλεο δηνθαληηθήο 

εμίζσζεο 2
νπ

 βαζκνύ: 

                                , 

όπνπ ηα  ,  ,  ,  ,   θαη   είλαη αθέξαηνη θαη  ,   νη άγλσζηνη. Με ηελ κέζνδν ηεο 

αληηθαηάζηαζεο, νη ιύζεηο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο (εάλ ππάξρνπλ), εμαξηώληαη από 

ηηο ιύζεηο κηα εμίζσζεο ηνπ ηύπνπ:    –         . Απηό πεξηιακβάλεη εθηεηακέλε 

κειέηε. ηελ παξνύζα εξγαζία ζα αξθεζηνύκε ζηελ απινπνηεκέλε κνξθή.  

4.4. Η εμίζωζε    –           δελ έρεη αθέξαηεο ιύζεηο 

Γηα λα απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε    –           δελ έρεη ιύζε ζην ζύλνιν ησλ 

αθεξαίσλ, παξαηεξνύκε αξρηθά όηη νη  ,   δελ κπνξνύλ ηαπηόρξνλα λα είλαη άξηηνη ή 

πεξηηηνί. Γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε, αλ θαη νη δύν αξηζκνί είλαη άξηηνη αθέξαηνη, 

δειαδή:         θαη        , ηόηε: 

   –          
  –     

   
πνπ είλαη έλαο άξηηνο αξηζκόο θαη ζπλεπώο δελ κπνξεί λα 

ηζνύηαη κε   . 

Οκνίσο, αλ θαη νη δύν αξηζκνί είλαη πεξηηηνί αθέξαηνη, δειαδή:             θαη 

          , ηόηε: 

   –                                  
      

               

πνπ είλαη πάιη έλαο άξηηνο αξηζκόο θαη δελ κπνξεί λα ηζνύηαη κε   . 
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πκπεξαίλνπκε όηη γηα λα έρεη αθέξαηεο ιύζεηο ε εμίζσζε, ζα πξέπεη ν   λα είλαη 

άξηηνο θαη ν   πεξηηηόο ή ην αλάπνδν. 

Έζησ ν   άξηηνο θαη ν   πεξηηηόο, δειαδή         θαη          . 

         
                             ,                        

Αθνύ νη   ,        είλαη δηαδνρηθνί αθέξαηνη, ζα πξέπεη έλαο από ηνπο δύν, έζησ ν 

  , λα είλαη άξηηνο. 

Άξα, ν            δηαηξείηαη κε ην  . Άξα, ν             δηαηξείηαη κε ην   θαη 

από ηελ       , θαηαιήγνπκε ζην όηη:        ,
 
κε   αθέξαην. Σόηε,  

             
               

         

     
                . 

Αιιά έλαο αθέξαηνο ηεο κνξθήο        δελ κπνξεί λα ηζνύηαη κε   . Αλ απηό 

ζπλέβαηλε, ηόηε        , δειαδή          πνπ δελ είλαη αθέξαηνο. Όκνηα, 

απνδεηθλύεηαη πσο ε εμίζσζε δελ επηιύεηαη αλ   πεξηηηόο θαη ν   άξηηνο. πλεπώο, 

δελ ππάξρεη ιύζε ηεο     –          ζην ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ. 

 

ηελ νπζία, όηαλ ην   είλαη ηέηνην ώζηε   –    είλαη αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ  , ε 

εμίζσζε:    –          δελ έρεη ιύζε. Από ηελ άιιε, αλ      , κε   πξώην 

αξηζκό ηεο κνξθήο:       , ε εμίζσζε:    –           έρεη πάληα ιύζε. 

Η ηειεπηαία εμίζσζε ζπλδέεηαη ζηελά κε έλα δηάζεκν ζεώξεκα πνπ δηαηππώζεθε 

από ηνλ Fermat ην 1640 θαη απνδείρζεθε από ηνλ Euler ην 1754. Δδώ παξαηίζεηαη 

ρσξίο απόδεημε. 

 

Θεώξεκα 4.3 (Fermat, Euler): 

Κάζε πξώηνο αξηζκόο   ηεο κνξθήο       , κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ην άζξνηζκα 

δύν ηεηξαγώλσλ θαη απηή ε αλαπαξάζηαζε είλαη κνλαδηθή. Γειαδή, ππάξρεη έλα θαη 

κνλαδηθό δεπγάξη αθεξαίσλ   θαη  , ώζηε:           . 
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Δπίινγνο 

Με ηελ νινθιήξσζε απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, είκαζηε ζε ζέζε λα 

γλσξίδνπκε ηελ βαζηθή ζεσξία ηνπ θιάδνπ ησλ ζπλερώλ θιαζκάησλ. Αζρνιεζήθακε 

κε ηελ αλάπηπμε ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ζε ζπλερή θιάζκαηα θαη εζηηάζακε 

ηδηαίηεξα ζηελ ζεσξία πξνζέγγηζεο ησλ άξξεησλ από ζπλερή θιάζκαηα. Δπηπιένλ, 

κειεηήζακε πσο εθαξκόδνληαη ηα ζπλερή θιάζκαηα ζηελ επίιπζε δηνθαληηθώλ 

εμηζώζεσλ. 
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