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Εισαγωγή 
 
Ο στόχος αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η σύνδεση του χαοτικού 
ελκυστή που εµφανίζεται ως λύση σ’ ένα γενικευµένο τρισδιάστατο 
σύστηµα Lotka-Volterra µε τη δισδιάστατη χειρουργική διαδικασία της 
τοπολογίας.  
 
Η εργασία χωρίζεται σε τρεις θεµατικές ενότητες.  
 
Η πρώτη ενότητα περιέχει τα κεφάλαια 1, 2, 3 και τη θεωρία των δυναµικών 
συστηµάτων και ένα τρισδιάστατο σύστηµα Lotka-Volterra µε δύο θηρευτές 
και ένα θήραµα. Συγκεκριµένα, αναλύουµε µία εργασία των N.Samardzija 
και L.Greller, καταλήγοντας στην αριθµητική επίλυση του συστήµατος και 
στον χαοτικό ελκυστή. 
 
Η δεύτερη ενότητα αποτελείται από το κεφάλαιo 4, περιγράφει τη 
χειρουργική διαδικασία της τοπολογίας σε µία και δύο διαστάσεις και 
συζητάµε διάφορες εφαρµογές της χειρουργικής.  
 
Η τρίτη ενότητα απαρτίζεται από τα κεφάλαια 5 και 6. Στο κεφάλαιο 5 
επιχειρούµε να εµπεριστατώσουµε την σύνδεση του χαοτικού ελκυστή και 
της δισδιάστατης χειρουργικής µέσω της αριθµητικής επίλυσης του 
συστήµατος για διάφορες τιµές των παραµέτρων. Καταλήγουµε έτσι σε ένα 
µοντέλο που περιγράφει την δισδιάστατη χειρουργική. Επίσης, 
παρουσιάζουµε µία πιθανή εφαρµογή αυτού του µοντέλου στο φαινόµενο 
των ανεµοστροβίλων. Τέλος, στο κεφάλαιο 6, γίνεται µία σύντοµη 
παρουσίαση της τρισδιάστατης χειρουργικής και της εξίσωσης δυναµό ως 
ένα πρώτο βήµα για την πιθανή  σύνδεση αυτών των δύο.  
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Κεφάλαιο 1: Γραµµικά συστήµατα 

 
1.1: Γενικά 
 
Έστω το γραµµικό διαφορικό σύστηµα : 
  

0(0)

du Au
dt
u u

⎧ ⎫=⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪=⎩ ⎭

 

 
όπου u  διανυσµατική συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής t . 
Ως γνωστόν, αν ο πίνακας Α διαγωνιοποιείται τότε το σύστηµα έχει τη 
λύση: 

1 1
0 0 0( ) At S S t tu t e u e u Se S u

−Λ Λ −= = =   (1) 
όπου οι στήλες του S είναι τα ιδιοδιανύσµατα του Α και Λ ο πίνακας µε 
διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του Α. Με Ate συµβολίζουµε τον εκθετικό 

πίνακα που ορίζεται ως εξής: 
2 3( ) ( ): . . .

2! 3!
At At Ate I At= + + + + . 

Αν συµβολίσουµε µε 1,..., nλ λ τις ιδιοτιµές του Α και µε 
_ _

1,..., nx x  τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσµατα, τότε η σχέση (1) γράφεται: 
 

1

1

_ _

1
1

0 1

0
( ) ...

0

n

n

t
n

tt
n

t

x x e
u t S u c e c e

e

λ

λλ

λ

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

K

M M O     (2) 

 
όπου ic  στοιχεία του πίνακα 1

0c S u−= . 
 
Η εξίσωση (2) µας δείχνει ότι η ευστάθεια της λύσης του συστήµατος 
καθορίζεται από τους παράγοντες ,  1,..ite i nλ = . Επίσης, το µέτρο του κάθε 
παράγοντα της µορφής teλ  καθορίζεται µόνο από το πραγµατικό µέρος της 
ιδιοτιµής λ. 
Πράγµατι για λ = α + i β έχουµε: 

(cos sin )t t i t ate e e t i tλ α β β β+= = +  και  t ate eλ⏐= . 
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Το µέτρο του κάθε παράγοντα teλ  τείνει στο µηδέν για α < 0, είναι σταθερό 
και ίσο µε ένα για α = 0 και τείνει στο άπειρο για α > 0, ενώ το φανταστικό 
µέρος της ιδιοτιµής παράγει ταλαντώσεις. 
 
Εποµένως, για κάθε πίνακα A  διαγωνιοποιήσιµο ισχύει: 
Η διαφορική εξίσωση du Ax

dx
=  µε αρχική συνθήκη 0(0)u u= έχει τη λύση 

0( ) Atu t e u= , που είναι ασυµπτωτικά ευσταθής (stable) και 0At
te →∞⎯⎯⎯→  αν 

Re( ) 0ιλ < ; Είναι ευσταθής (neutrally stable) και ο όρος Ate είναι φραγµένος 
αν Re( ) 0ιλ ≤ ; είναι ασταθής (unstable) και ο όρος Ate είναι µη φραγµένος αν 
τουλάχιστον µία ιδιοτιµή ιλ  του Α ικανοποιεί τη σχέση Re( ) 0ιλ > . 
 
Παρατήρηση: Αν ο πίνακας Α δεν διαγωνιοποιείται, τότε αναζητούµε 
γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα. 
 
 
 
1.2: Γραµµικοποίηση 
 
Ορισµός 1: Έστω το µη-γραµµικό αυτόνοµο σύστηµα: 
 

( , )

( , )

dx f x y
dt
dy g x y
dt

⎧ ⎫=⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪=
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
για το οποίο υποθέτουµε ότι η αρχή (0,0) αποτελεί κρίσιµο ή στάσιµο 
σηµείο, δηλαδή (0,0) (0,0) 0f g= = . Υποθέτουµε ότι το σύστηµα µπορεί να 
γραφεί στη µορφή: 
 

1

1

( , )
( , )

x΄ ax by f x y
y΄ cx dy g x y

= + +⎧ ⎫
⎨ ⎬= + +⎩ ⎭

 

 
και ότι ισχύουν τα ακόλουθα:  1 1

0 0

( , ) ( , )lim lim 0
r r

f x y g x y
r r→ →

= =  

όπου 2 2r x y= +  και , , ,a b c d ∈� . 
Τότε το παραπάνω µη-γραµµικό σύστηµα ονοµάζεται σχεδόν γραµµικό 
σύστηµα γύρω από το (0,0). 



6 
 

Ορισµός 2: Θεωρούµε το σχεδόν γραµµικό αυτόνοµο σύστηµα 
 

( , )
( , )

x΄ f x y
y΄ g x y

=⎧ ⎫
⎨ ⎬=⎩ ⎭

    (3) 

 
του οποίου το (ξ,n) αποτελεί στάσιµο σηµείο, δηλαδή ( , ) ( , ) 0f gξ η ξ η= = . Ο 
πίνακας [ , ]( , )J f g ξ η λέγεται πίνακας ευστάθειας. 
Αν για το σηµείο (ξ,η) ισχύει επιπλέον: 
 

( , ) ( , )
[ , ]( , ) det 0

( , ) ( , )
x y

x y

f f
J f g

g g
ξ η ξ η

ξ η
ξ η ξ η

⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
, τότε το (ξ,η) ονοµάζεται υπερβολικό  

 
(ή απλό) στάσιµο σηµείο του (3). Τότε ισχύει το παρακάτω Θεώρηµα 
Γραµµικοποιήσης. 
 
 
Θεώρηµα Γραµµικοποίησης (Hartman (1964)-Groman (1959)): 
 
 Έστω (ξ,η) υπερβολικό στάσιµο σηµείο του σχεδόν γραµµικού συστήµατος 

( , )
( , )

x΄ f x y
y΄ g x y

=⎧ ⎫
⎨ ⎬=⎩ ⎭

  (3). Τότε σε µια περιοχή του (ξ,η) το (3) και το αντίστοιχο 

γραµµικοποιηµένο σύστηµα: 
1 1 1

1 1
1 1 1

( , ) ( , )
  ,  

( , ) ( , )
x y

x y

x΄ x f x f
ό x x y y

y΄ y g y g

ξ η ξ η
που ξ η

ξ η ξ η

= +⎧ ⎫⎪ ⎪ = − = −⎨ ⎬= +⎪ ⎪⎩ ⎭
  (4) έχουν ποιοτικά 

ισοδύναµα πεδία φάσεων, δηλαδή, το ίδιο είδος ευστάθειας, εκτός εάν το 
(ξ,η) αποτελεί κέντρο για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα (4). ∆ηλαδή, εκτός 

εάν ο πίνακας 
( , ) ( , )
( , ) ( , )

x y

x y

f n f n
g n g n

ξ ξ
ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 έχει δύο φανταστικές ιδιοτιµές 1,2 iλ β= ± . 

 
Παραδείγµατα: 

1) Η Εικόνα 1 απεικονίζει το πεδίο φάσεων του µη γραµµικού και του 
αντίστοιχου γραµµικοποιηµένου συστήµατος γύρω από ασταθές 
σαγµατικό σηµείο. Στην περίπτωση αυτή έχουµε µια θετική και µια 
αρνητική πραγµατική ιδιοτιµή, ένα ιδιοδιάνυσµα που έλκει τις τροχιές 
και ένα που τις απωθεί.   
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           µη γραµµικό σύστηµα                               γραµµικοποιηµένο σύστηµα                                         
 
                                                    (Εικόνα 1) 
 

2) Η Εικόνα 2 απεικονίζει το πεδίο φάσεων σε περίπτωση ύπαρξης 
κέντρου. Σηµειώνουµε ότι η γραµµικοποίηση των δύο παρακάτω 
συστηµάτων 1,2 είναι τα κέντρα 1Α , 2Α . Επειδή ακριβώς και τα δύο 
συστήµατα γραµµικοποιούνται σε κέντρο, το κέντρο δεν είναι αξιόπιστη  
γραµµική προσέγγιση. H κλειστότητα των τροχιών είναι µια 
υπερευαίσθητη ιδιότητα ενός δυναµικού συστήµατος.  

 

 
(Εικόνα 2) 

 
Παρατηρήσεις: 

 
1) Το Θεώρηµα Γραµµικοποίησης είναι πολύ χρήσιµο για την εύρεση 
του είδους ευστάθειας των στάσιµων σηµείων µη γραµµικών 
συστηµάτων. 
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2) Σε περίπτωση κέντρου εφαρµόζουµε άλλες µεθόδους όπως τη µέθοδο 
Liapunov ή την ολοκλήρωση. 

 
3) Όλα τα παραπάνω γενικεύονται κατά φυσικό τρόπο για συστήµατα µε 
περισσότερες εξισώσεις και αντίστοιχα περισσότερες µεταβλητές. 
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Κεφάλαιο 2: ∆ιδιάστατα µη γραµµικά συστήµατα 
 
2.1 Εξισώσεις θηρευτού-θηράµατος  (predator-prey): Το 
µοντέλο Lotka-Volterra 
 
Θα εξετάσουµε τώρα ένα µη γραµµικό σύστηµα θηρευτού θηράµατος που 
εισήχθη από τους Lotka (1925) και Volterra (1926). Συµβολίζουµε µε 

( )y y t= τον πληθυσµό του θηρευτή και µε ( )x x t=  τον πληθυσµό του 
θηράµατος. Για  την κατασκευή ενός τέτοιου µοντέλου κάνουµε τις εξής 
ακραίες παραδοχές: 
 

1. Όταν ( ) 0y y t= =  τότε ο πληθυσµός του θηράµατος  ( )x x t=  αυξάνεται 

µε ρυθµό ανάλογο του πληθυσµού  του, δηλαδή  ,  0dx ax a
dt

= >   (5). 

Εδώ παραδεχόµαστε ότι το θήραµα έχει απεριόριστους πόρους 
διατροφής, εφόσον µε την εξαφάνιση του θηρευτή για την λύση της 
(5) ισχύει: lim ( )

t
x t

→∞
= ∞ . 

2. Όταν ( ) 0x x t= =  τότε ο πληθυσµός του θηρευτή βαθµιαία 

εξαφανίζεται. ∆ηλαδή ,   0dy y
dt

γ γ= − > . Εδώ υποθέτουµε ότι ο 

µοναδικός πόρος του θηρευτή είναι το θήραµα. 
3. Ο αριθµός των συναντήσεων µεταξύ τους είναι ανάλογος του 

γινοµένου των αντίστοιχων πληθυσµών και οι συναντήσεις ευνοούν 
την αύξηση του πληθυσµού του θηρευτή και την µείωση του 
πληθυσµού του θηράµατος. 

 
Βάσει των παραπάνω καταλήγουµε στο ακόλουθο µοντέλο, γνωστό και ως 
σύστηµα Lotka-Volterra: 
 

,    , , , 0

dx x xy
dt
dy y xy
dt

α β

γ δ α β γ δ

= −

= − + >
        (6) 
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Ποιοτική ανάλυση-πεδίο φάσεως: 
 
Εύκολα υπολογίζουµε τα κρίσιµα σηµεία του συστήµατος θέτοντας 

0,  0dx dy
dt dt

= = . Είναι τα (0,0) και (γ/δ, α/β) µε αντίστοιχους πίνακες 

ευστάθειας 0
(0,0)

0
α

γ
⎛ ⎞

Α = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 και 0 /

( / , / )
/ 0

γβ δ
γ δ α β

αδ β
−⎛ ⎞

Α = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Θεωρώντας 

το αντίστοιχο γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω από το (0,0): 
'

(0,0)
'

x x
A

y y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, βλέπουµε πως ο πίνακας Α(0,0) έχει ιδιοτιµές 1 2,λ α λ γ= = −  

και άρα είναι ασταθές σηµείο σάγµατος (βλ. Εικόνα 1). Από το Θεώρηµα 
Γραµµικοποίησης γνωρίζουµε πως η ιδιότητα αυτή µεταφέρεται και στο 
σχεδόν γραµµικό σύστηµα Lotka-Volterra. Για τον δεύτερο πίνακα 
ευστάθειας παρατηρούµε ότι 1,2 iλ αγ= ± , δηλαδή το σηµείο (γ/δ, α/β) 
αποτελεί ευσταθές κέντρο για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα. Ως συνέπεια 
αυτού δεν µπορούµε να βγάλουµε ασφαλή συµπεράσµατα για το είδος 
ευστάθειας του σηµείου (γ/δ, α/β). 
Για την ποιοτική ανάλυση του συστήµατος θα χρησιµοποιήσουµε άλλη 
µέθοδο. Με απαλοιφή του t στις εξισώσεις Lotka-Volterra καταλήγουµε στη 
σχέση: dx dy

x xy x xyα β γ δ
=

− − +
. Ολοκληρώνοντάς την παίρνουµε: 

ln ln ,  0y x y x k kα γ β δ+ − − = > . Στην Εικόνα 3 φαίνονται οι παραπάνω 
καµπύλες στο πεδίο φάσεων και η περιοδική συµπεριφορά των λύσεων. 

 

 
(Εικόνα 3) 
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 Αν αποµονώσουµε µια τροχιά που αντιστοιχεί σε µια συγκεκριµένη τιµή 
του k µπορούµε να την χωρίσουµε σε τέσσερις περιοχές, βλ. Εικόνα 4. 

 

 
(Εικόνα 4) 

 
όπου µε  > <  και  > <  συµβολίζουµε την αύξηση και µείωση των 
πληθυσµών θηρευτή και θηράµατος αντίστοιχα. Εδώ φαίνεται η 
αλληλεξάρτηση των δύο πληθυσµών που ευθύνεται για την περιοδικότητα. 
 
 
Αριθµητική επίλυση: 
 
Η περιοδική συµπεριφορά των λύσεων φαίνεται και στην αριθµητική 
επίλυση του συστήµατος. Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Euler για οµοιόµορφο 

διαµερισµό: 1

1

( )
,  0,1,... 1

( )
k k k k k

k k k k k

x x h x x y
k n

y y h x x y
α β

γ δ
+

+

= + −⎧ ⎫
= −⎨ ⎬= + − +⎩ ⎭

 παίρνουµε το 

παρακάτω γράφηµα των λύσεων: 
 

 
(Εικόνα 5) 
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Παρατηρήσεις: 
 
1) Μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα του µοντέλου Lotka-Volterra είναι οι µέσες 
τιµές των πληθυσµών θηρευτή-θηράµατος.  

Γνωρίζουµε ότι 
0 0

1 1( ) ,  ( )
T T

X x t dt Y y t dt
T T

= =∫ ∫ , όπου Τ η περίοδος του κύκλου. 

∆εδοµένου ότι ( ) (0),  ( ) (0)x T x y T y= =  βρίσκουµε ,  X Yα γ
β δ

= = . ∆ηλαδή οι 

µέσες τιµές των πληθυσµών θηρευτή-θηράµατος ταυτίζονται µε την τιµή 
ισορροπίας τους, δηλαδή µε το κέντρο της έλλειψης του πεδίου φάσεως  
(βλ. Εικόνα 4).  
 
2) Από το 1915, κατά τη διάρκεια του πολέµου µεταξύ Αυστρίας και 
Ιταλίας, το ψάρεµα απαγορεύτηκε. Όταν µετά από τρία χρόνια τελείωσε ο 
πόλεµος, όλοι οι ψαράδες πίστευαν ότι τα ψάρια θα υπάρχουν σε αφθονία. 
Παραδόξως παρατηρήθηκε ακριβώς το αντίθετο. Υπήρχαν δηλαδή λιγότερα 
ψάρια απ’ ότι όταν επιτρεπόταν το ψάρεµα. Το φαινόµενο αυτό εξηγήθηκε 
αργότερα από τον Volterra. Θεώρησε ένα µοντέλο θηρευτή-θηράµατος όπου 
µε ( )x x t= συµβόλισε τον πληθυσµό ψαριών (θηρευτής) και µε ( )y y t=  τον 
πληθυσµό σελαχιών (θηράµατα). Θεώρησε στη συνέχεια τον ανθρώπινο 
παράγοντα «ψάρεµα». Προφανώς το ψάρεµα θα µειώνει και τους δύο 
πληθυσµούς µε ρυθµό ( )Ex t  και ( )Ey t  αντίστοιχα. Το τροποποιηµένο 

σύστηµα Lotka-Volterra είναι: 
( )

( ) ,    , , , , 0

dx E x xy
dt
dy E y xy E
dt

α β

γ δ α β γ δ

= − −

= − + + >
 

Οι µέσες τιµές του νέου συστήµατος είναι ( ) ( ),  E EX Yγ α
δ β
+ −

= =  

Αυτό σηµαίνει ότι µε αρκετό ψάρεµα (εφόσον πάντα E a< ) αυξάνεται ο 
πληθυσµός των ψαριών και µειώνεται αυτός των σελαχιών. Πράγµα 
πιθανώς αντίθετο µε το αναµενόµενο. Αντίθετα, µε λιγότερο ψάρεµα 
αυξάνεται ο πληθυσµός των σελαχιών  και µειώνεται ο πληθυσµός των 
ψαριών. Το εκπληκτικό αυτό αποτέλεσµα λέγεται «αρχή του Volterra» 
(Volterra principle).  
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2.2: Ανταγωνιζόµενα είδη 
 
Το µοντέλο: 
 
Συµβολίζουµε µε ( )x x t= και ( )y y t=  τους πληθυσµούς δύο ειδών που 
ανταγωνίζονται για την ίδια περιορισµένη τροφή. Για  την κατασκευή ενός 
τέτοιου µοντέλου κάνουµε τις εξής παραδοχές: 

1. Για ( ) 0y y t= =  θεωρούµε ότι 2
1 1 ,  , 0dx a x b x a b

dt
= − > . Εδώ υπάρχει και ο 

επιπλέον παράγοντας 2
1b x−  σε σχέση µε την 1η  παραδοχή στις 

εξισώσεις Lotka-Volterra. Θεωρούµε ότι ο αριθµός των συναντήσεων 
είναι ανάλογος του γινοµένου των αντίστοιχων πληθυσµών. Ο όρος 

2
1b x−  συµβολίζει τις συναντήσεις του ίδιου πληθυσµού ( )x x t=  προς 

αναζήτηση τροφής και ευνοεί τη µείωση του πληθυσµού εφ’ όσον η 
τροφή θεωρείται περιορισµένη. 

2. Θεωρούµε έναν τρίτο όρο 1c xy−  ο οποίος εκφράζει τη µείωση του 
ρυθµού αύξησης του είδους ( )x x t= , λόγω της παρουσίας του άλλου 
είδους, εφόσον έχουµε κοινή περιορισµένη τροφή. 

 
Βάσει των παραπάνω παραδοχών καταλήγουµε στο σύστηµα: 
 

2
1 1 1

2
2 2 2 1 2 1 2 1 2,    , , , , , 0

dx a x b x c xy
dt
dy a y b y c xy a a b b c c
dt

= − −

= − − >
                 (7) 

 
 
Ποιοτική ανάλυση - πεδίο φάσεως: 
 
Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία του συστήµατος λύνοντας τις σχέσεις 

0,  0dx dy
dt dt

= = . Αυτά είναι τα 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 2

(0,0),  (0, ),  ( ,0),  ( ,  )a a a b a c a b a c
b b b b c c b b c c

− −
− −

. 

Παρατηρούµε ότι έχουµε τέσσερα κρίσιµα σηµεία αντί για δύο που είχαµε 
στις εξισώσεις Lotka-Volterra, πράγµα που οφείλεται στους τετραγωνικούς 
παράγοντες 2

1b x− και 2
2b y− . Το σηµείο 1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ,  )a b a c a b a c
b b c c b b c c

− −
− −

 συµβολίζει την 
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ειρηνική συνύπαρξη των δύο ειδών, το (0,0)  την αµοιβαία εξαφάνισή τους 

και τα σηµεία 2 1

2 1

(0, ),  ( ,0)a a
b b

 την επικράτηση ενός από τα δύο είδη. 

Με χρήση του Θεωρήµατος Γραµµικοποίησης καταλήγουµε στο 
συµπέρασµα ότι τα πεδία φάσεων του συστήµατος εξαρτώνται από το 
πρόσηµο του παράγοντα 1 2 1 2b b c c− . Το ενδιαφέρον εδώ έγκειται στο ότι µε 
αλλαγή των αρχικών παραµέτρων 1 2 1 2 1 2, , , , ,a a b b c c  αλλάζει τελείως το πεδίο 
φάσεως.  
 
Παραδείγµατα: 
 
1) Ειρηνική συνύπαρξη: 
Για 1 2 1 2 1 210,  8,  2,  2,  1,  1a a b b c c= = = = = = , βάσει της ανάλυσης των πινάκων 
ευστάθειας και των ιδιοτιµών τους, προκύπτει ότι τα κρίσιµα σηµεία 

2 1

2 1

(0,0),  (0, ),  ( ,0)a a
b b

 είναι ασταθή και το 1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ,  )a b a c a b a c
b b c c b b c c

− −
− −

 είναι 

ευσταθές. Το διάγραµµα φάσεων που προκύπτει στην περίπτωση αυτή 
δείχνει πως το σύστηµα οδηγείται στην ειρηνική συνύπαρξη των δύο 
ανταγωνιζόµενων ειδών. 
 

 
(Εικόνα 6) 
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2) Επικράτηση του ισχυρότερου: 
 Για 1 2 1 2 1 210,  8,  2,  2,  4,  4a a b b c c= = = = = =  έχουµε ότι τα κρίσιµα σηµεία 

1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

(0,0),  ( ,  )a b a c a b a c
b b c c b b c c

− −
− −

 είναι ασταθή και τα 2 1

2 1

(0, ),  ( ,0)a a
b b

 ευσταθή. 

Παρατηρούµε ότι όταν µεγαλώσουν οι σταθερές 1c και 2c , άρα όταν 
αυξηθούν οι παράγοντες αλληλεπίδρασης 1c xy−  και 2c xy− , το σύστηµα 
οδηγείται στον νόµο της ζούγκλας, στην επικράτηση του ισχυρότερου. 
 

 
 

(Εικόνα 7) 
 
Στην Εικόνα 7 βλέπουµε ότι στην Περιοχή 1, οι τροχιές ωθούνται στο 
σηµείο (0, 5), στην επικράτηση του πρώτου είδους. Στην Περιοχή 2, οι 
τροχιές ωθούνται στο (4, 0), στην επικράτηση του δεύτερου είδους.  
Σηµειώνουµε ότι 1 2a a>  και 1 2 1 2,  b b c c= = , δηλαδή ο ρυθµός αναπαραγωγής 
του πρώτου είδους είναι µεγαλύτερος ενώ οι υπόλοιποι παράγοντες είναι 
ίδιοι. Η ανισότητα αυτή έχει ως αποτέλεσµα η Περιοχή 1 να είναι 
µεγαλύτερη από την Περιοχή 2.  
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Κεφάλαιο 3: Τρισδιάστατα δυναµικά συστήµατα 
 
3.1 Εισαγωγή 
 
Είδαµε ως τώρα δύο παραδείγµατα µη γραµµικών διδιάστατων δυναµικών 
συστηµάτων. Στη συνέχεια θα δούµε δύο τρισδιάστατα δυναµικά 
συστήµατα: Τις εξισώσεις του Lorentz και µια τρισδιάστατη γενίκευση του 
συστήµατος Lotka-Volterra. 
 
Ορισµός 3: Χάος ονοµάζεται η ιδιότητα των δυναµικών συστηµάτων που 
έχουν πολύ ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. 
 
Ορισµός 4: Ένα φράκταλ είναι ένα µη κανονικό (non regular) γεωµετρικό 
σχήµα το οποίο έχει τον ίδιο βαθµό µη κανονικότητας σε κάθε κλίµακα. Η 
ιδιότητα αυτή ονοµάζεται αυτοοµοιότητα.  
 
Ορισµός 5: Μια διακλάδωση (bifurcation) σε ένα δυναµικό σύστηµα 
αναπαριστά την ξαφνική εµφάνιση µιας ποιοτικά διαφορετικής λύσης καθώς 
µια παράµετρος µεταβάλλεται.   
 
 Ορισµός 6: Ένας τόρος (torus) είναι µια επιφάνεια γένους ένα, δηλαδή µια 
επιφάνεια που έχει µία µοναδική «οπή». 
 
Ορισµός 7: Ένας ελκυστής (attractor) είναι ένα σύνολο, µια καµπύλη ή ένας 
χώρος, στον οποίο το σύστηµα εξελίσσεται µη αναστρέψιµα αν δεν 
διαταραχτεί. Ένας παράξενος ελκυστής ή χαοτικός ελκυστής είναι ένας µη 
περιοδικός ελκυστής. Πρόκειται για τον πιο συνηθισµένο τύπο ελκυστή. 
Χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο συζευγµένων µη γραµµικών συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων.  
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Στάσιµα σηµεία τρισδιάστατων δυναµικών συστηµάτων: 
 
Βάσει των ιδιοτιµών του πίνακα του αντίστοιχου γραµµικοποιηµένου  
συστήµατος, παραθέτουµε τον παρακάτω πίνακα, που χαρακτηρίζει τα 
στάσιµα σηµεία σ’ ένα τρισδιάστατο δυναµικό σύστηµα. 
 

Είδος στάσιµου                1 2 3

1 2 3

{ ( )} { ,  ,  ;
                    }

J S λ λ λ
λ λ λ

Γ = ∈

≥ ≥

�
         1 2 3

*
3 2

{ ( )} { ,  ,  ;

                            }

J S λ λ λ

λ λ

Γ = ∈ ∈

=

� �
 

σηµείου στον 3�  
________________________________________________________________________ 
Ασταθής κόµβος                              1 2 3,  ,  0λ λ λ ≥                                            / 
Ασυµπτωτικά ευσταθής κόµβος      1 2 3,  ,  0λ λ λ ≤                                            / 
Ασταθές σάγµα                                1 2 3,  0 και  0λ λ λ≥ <                                / 
Ασυµπτωτικά ευσταθές σάγµα        1 1 20 και ,  0λ λ λ> <                                 / 
Εσωτερικά ασταθής στρόβιλος                      /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ< >  
Εσωτερικά  ευσταθής στρόβιλος                   /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ< =  
Εσωτερικά  ασυµπτωτικά                              /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ< <  
ευσταθής στρόβιλος 
Εξωτερικά ασταθής στρόβιλος                      /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ> >  
Εξωτερικά  ευσταθής στρόβιλος                   /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ> =  
Εξωτερικά  ασυµπτωτικά                              /                                   1 20 και Re{ } 0λ λ> <  
ευσταθής στρόβιλος 
Ασταθές κέντρο                                            /                                     1 20 και Re{ } 0λ λ= >  
Ευσταθές κέντρο                                           /                                    1 20 και Re{ } 0λ λ= =  
Ασυµπτωτικά ευσταθές κέντρο                    /                                    1 20 και Re{ } 0λ λ= <  
 
 
 
3.2 Οι εξισώσεις Lorentz:  
 
Ο Edward N. Lorentz (1961) διερευνώντας την κίνηση ενός θερµαινόµενου  

στρώµατος ρευστού κατέληξε στις εξισώσεις:  

( )

    , , 0

dx x y
dt
dy rx y xz r b
dt
dz bz xy
dt

σ

σ

⎧ ⎫= − +⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − − >⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − +⎪ ⎪⎩ ⎭
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Παρατηρούµε ότι στη δεύτερη και τρίτη εξίσωση, όπως και στις εξισώσεις 
Lotka-Volterra και ανταγωνιστικών ειδών, περιέχονται δευτεροβάθµιες µη-
γραµµικότητες. Αφού βρούµε τα κρίσιµα σηµεία, προσδιορίζουµε την 
τοπική συµπεριφορά των λύσεων σε κάθε κρίσιµο σηµείο. Παραλείποντας 
τους υπολογισµούς καταλήγουµε ότι για 24,737r > τα τρία κρίσιµα σηµεία 
είναι ασταθή. Παρότι κάποιος θα µπορούσε να περιµένει ότι οι 
περισσότερες τροχιές θα προσεγγίζουν το άπειρο για µεγάλα t λόγω της 
αστάθειας των κρίσιµων σηµείων, µπορεί να αποδειχθεί ότι οι λύσεις 
παραµένουν φραγµένες για t → ∞ .  
Για την ακρίβεια µπορεί να αποδειχθεί ότι όλες οι λύσεις τελικά 
προσεγγίζουν ένα συγκεκριµένο σύνολο τροχιών που έχει µηδενικό µέτρο. 
Το ελκτικό σύνολο, µολονότι µηδενικού µέτρου, έχει αρκετά πολύπλοκη 
δοµή και είναι ένας παράξενος ελκυστής (strange attractor). Ήταν ο πρώτος 
παράξενος ελκυστής που βρέθηκε. Οι λύσεις των εξισώσεων Lorentz είναι 
επίσης εξαιρετικά ευαίσθητες σε διαταραχές των αρχικών συνθηκών. 
Προκειµένου να περιγραφούν οι λύσεις χρησιµοποιείται γενικά ο όρος 
χαοτικές λύσεις. 
Οι τροχιές του συστήµατος στο πεδίο φάσεως για 10,  28,  8 / 3r bσ = = =  
φαίνονται στην Εικόνα 8: 
 

 
 

(Εικόνα 8) 
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3.3 Ένα γενικευµένο µοντέλο Lotka-Volterra   
 
Εισαγωγή: 
 
Το πρώτο σύστηµα Lotka-Volterra για τον ανταγωνισµό ανάµεσα σε δύο 
είδη γενικεύτηκε από τον Smale (1976) για διαστάσεις 3n ≥ . Ο Smale έδειξε 
επίσης ότι για 5n ≥  το δυναµικό σύστηµα µπορεί να παρουσιάσει 
παράξενους ή χαοτικούς ελκυστές. Ο May (1975) ανακάλυψε ένα 
τρισδιάστατο δυναµικό σύστηµα ανταγωνισµού που παρουσιάζει φραγµένη 
µη-περιοδική ταλάντωση του πληθυσµού. Ο Arneodo (1980) έδειξε ότι 
µπορεί να εµφανιστούν παράξενοι ελκυστές και για 3n = . Οι Gilpin (1979) 
και Schaeffer (1985) παρατήρησαν έναν τέτοιο ελκυστή σε ένα µοντέλο 
θηρευτή-θηράµατος. Εδώ θα ασχοληθούµε µε το άρθρο των N.Samardzija 
και L.Greller (1988)  “Explosive route to chaos through a fractal torus in a 
generalized Lotka-Volterra model ” όπου παρουσιάζεται µια νέα γενίκευση 
του διδιάστατου µοντέλου Lotka-Volterra. Αυτοί πρότειναν το παρακάτω 
σύστηµα: 

2 2

2

dX X XY CX AZX
dt
dY Y XY
dt
dZ BZ AZX
dt

⎧ ⎫= − + −⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪= − +⎪ ⎪⎩ ⎭

  (Σ) 

 
όπου , , 0A B C ≥  και , ,X Y Z διαφορετικοί πληθυσµοί (π.χ οικολογικών ειδών 
ή χηµικών ουσιών). 
Αναλύονται οι παράµετροι , ,A B C  για να βρεθούν οι διακλαδώσεις του (Σ).  
Συγκεκριµένα, αναλύεται το φαινόµενο του χάους καθώς εξελίσσεται σε 
έναν φράκταλ τόρο (fractal torus), µε χρήση διδιάστατων διαγραµµάτων 
ευστάθειας. Τα αποτελέσµατα των διαγραµµάτων θα χρησιµοποιηθούν για 
να δείξουν την εκρηκτική πορεία προς το χάος. Οι παράµετροι , ,A B C  είναι 
σταθερές που επηρεάζουν τη δυναµική των πληθυσµών , ,X Y Z . 
Κατανοώντας τα διαγράµµατα ευστάθειας θα βρεθούν συνθήκες για τις 
οποίες η συνύπαρξη των τριών ειδών καταλήγει αντίστοιχα σε σταθερή, 
περιοδική ή χαοτική συµπεριφορά. 
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Ανάλυση πρώτης τάξης: 
 
Βρίσκονται τα στάσιµα σηµεία του (Σ): 
 

1 2 3 4 5

0 1 / 1/ /
0 ; 1 ; 0 ; 0 ; 0
0 0 0(1 / ) / ( / 1) /

s s s s s

B A C B A
S S C S S S

C B A AB C B A AB

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
Επειδή το (Σ) αναλύεται ως χηµικό ή οικολογικό µοντέλο, τα στάσιµα 
σηµεία 4 5,s sS S  δεν θα ληφθούν υπόψη εφόσον περιέχουν αρνητικές τιµές για 
το είδος X . 
Έστω ( )J S η Ιακωβιανή του συστήµατος, υπολογισµένη στο σηµείο 3S ∈� . 
Έστω επίσης ( ( )),  ( ( ))J S W J SΓ τα σύνολα των ιδιοτιµών και των 
ιδιοδιανυσµάτων της  ( )J S αντίστοιχα. Τότε, η ανάλυση ευστάθειας πρώτης 
τάξης καθορίζεται από τα εξής σύνολα: 
 

{ }1 1

1 0 0
( ( )) 1, 1, ;   ( ( )) 0 , 1 , 0

0 0 1
s sJ S B W J S

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ = − = ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

    (8) 

 
 

{ }2 2
2( ( )) ,  ( ( 2) 8) / 2,  ( ( 2) 8) / 2 ;sJ S A B C C C CΓ = − + − − − − −    

       

2 2

2

             1              1
                     1

( 2) 8 ( 2) 8
( ( ))           ( 1) /( ) ,  ,  

2 2
( 1) /( )              0              0

s
C C C C

W J S C A B
B C A C B A

A

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎜ ⎟ − − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + −⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + + −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

⎫
⎪
⎪
⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎭
 

(9) 
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{ }3( ( )) ( / 1),  ( 1 1 8 (1 / )) / 2,  ( 1 1 8 (1 / )) / 2 ;sJ S B A B C B A B C B AΓ = − − + − + − − − +     

3

                   1
                   1                     1

2 (1 / )( ( )) 1 ,                    0 ,              
/ 1

1 1 8 (1 / )2(1 / )        2/ 1

s
AB C B AW J S

B A
B C B AC B A

BB A

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − +⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟−⎝ ⎠

       0

1 1 8 (1 / )
2

B C B A
B

⎧ ⎫
⎛ ⎞⎪ ⎪
⎜ ⎟⎪ ⎪
⎜ ⎟⎪ ⎪⎪ ⎪⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟− + − +⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

(10) 
 

Ακολουθεί η γεωµετρική αναπαράσταση των τριών στάσιµων σηµείων του 
(Σ): 
  

 
 

(Εικόνα 9) 
 

Ο πίνακας στην εισαγωγή του κεφαλαίου χρησιµοποιείται για να 
χαρακτηρίσουµε την τοπική συµπεριφορά του (Σ) γύρω από τα τρία στάσιµα 
σηµεία 1 2 3, ,s s sS S S  σε σχέση µε τις παραµέτρους  , ,A B C . 
Εύκολα βλέπουµε ότι το σηµείο 1sS  είναι σηµείο σάγµατος για όλα τα  

, ,A B C . Τα σηµεία 2 3,s sS S  αναλύονται στους παρακάτω πίνακες 2, 3α και 3β: 
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(Πίνακας 2) 

 

 
(Πίνακας 3α) 

 

 
(Πίνακας 3β) 

 
 
Βάσει των παραπάνω πινάκων είναι προφανές ότι οι διαφορετικές συνθήκες 
ευστάθειας καθορίζονται από τις δυο παραµέτρους C και /B A . Αυτό 
επιτρέπει την γραφική αναπαράσταση των πινάκων 2, 3α και 3β στα 
Γραφήµατα 2, 3α και 3β.   
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(Γράφηµα 2) 

 

 
(Γραφήµατα  3α, 3β ) 
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Γεωµετρικές ιδιότητες: 
 
Εξετάζοντας το (Σ), µπορεί να θεωρηθεί ότι περιέχει τα ακόλουθα τρία 
δισδιάστατα υποσυστήµατα: 

 
2dX X XY CX

dt
dY Y XY
dt

⎧ ⎫= − +⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪= − +
⎪ ⎪⎩ ⎭

   (11) 

 
2 2

2

dX X CX AZX
dt
dZ BZ AZX
dt

⎧ ⎫= + −⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪= − +
⎪ ⎪⎩ ⎭

   (12) 

 
dY Y
dt
dZ BZ
dt

⎧ ⎫= −⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪= −
⎪ ⎪⎩ ⎭

    (13) 

 
Είναι σαφές ότι τα συστήµατα (11),(12) και (13) βρίσκονται αντίστοιχα 
στους υποχώρους [ ] [ ], ,  ,X Y X Z  και [ ],Y Z  του 3� . Συνεπώς, αν µια λύση του 
(Σ) βρίσκεται αρχικά σε έναν από τους υποχώρους, θα παραµείνει σε αυτόν. 
Έστω [ ]{ }( , ) , : , 0xzP x z X Z x z= ∈ ≥ . Οµοίως ορίζονται τα ,xy yzP P . Έστω επίσης  

{ }3 3  όπου , , 0P X Y Z= ≥� . Τότε, το σύνολο { }33 \  xy xz yzP P P P P= ∪ ∪  ορίζει το 

«θετικό» ανοικτό υποσύνολο του  3� , όπου υπάρχουν τα αποτελέσµατα για 
τα οποία ενδιαφερόµαστε. Αποδεικνύεται ότι: 
 
Κάθε λύση του (Σ)  µε αρχικές συνθήκες  στο 3P  θα παραµείνει στο 3P .  
 
Για την µελέτη της ποιοτικής συµπεριφοράς του (Σ) στο 3P ,  θα αναλυθεί η 
ευστάθεια των τριών υποσυστηµάτων (11), (12) και (13). Το υποσύστηµα 
(13) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές στον υπόχωρο [ ],Y Z  του 3� . Τα 
αποτελέσµατα του υποσυστήµατος (11) είναι γνωστά από τους Davies 
(1962); Nicolis και Prigogine (1977). Το (11) είναι ειδική περίπτωση των 
εξισώσεων ανταγωνιζοµένων ειδών, αν επιτρέψουµε και αρνητικές τιµές 
στους συντελεστές. Προκύπτει από τις εξισώσεις (7) αν θέσουµε: 

1 1 1 2 2 21,  1,  1,  1,  0,  1a b c a b c= = − = = − = = − . Για µια πιο διαισθητική κατανόηση, 
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µπορούµε να δούµε το υποσύστηµα (11) ως διαταραχή του διδιάστατου 
µοντέλου Lotka –Volterra, εισάγοντας σε αυτό τον επιπλέον όρο 2cx+  στην 
εξίσωση του θηράµατος. Ο νέος αυτός παράγοντας διαταράσσει τις 
ευσταθείς ελλείψεις στο πεδίο φάσεως. Έτσι το πεδίο φάσεως από ευσταθής 
εστία µεταπηδάει σε ασταθή εστία όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
 

    
 

Χάριν ευκολίας, το υποσύστηµα αυτό ονοµάζεται υποσύστηµα Lotka-
Volterra. 
Τέλος, το υποσύστηµα (12) είναι µη γραµµικό και είναι υπεύθυνο για την 
ενδιαφέρουσα συµπεριφορά του αρχικού συστήµατος (Σ). Αναλύοντας τα 

3( ( ))sJ SΓ , 3( ( ))sW J S , τον Πίνακα 3 και την αντίστοιχη γραφική 
αναπαράστασή του (Γραφήµατα 3α και 3β), προκύπτει ότι το σύστηµα είναι 
πάντα ευσταθές στο σύνολο xzP . Σηµειώνεται ότι η διεύθυνση αστάθειας για 
το σηµείο 3sS  προκύπτει από το πρώτο ιδιοδιάνυσµα του 3( ( ))sW J S . 
Πράγµατι, στην Εικόνα 9 µπορούµε να δούµε το πρώτο ιδιοδιάνυσµα του 

3( ( ))sW J S  που βγαίνει από το επίπεδο [ ],X Z  και δηµιουργεί σύζευξη µε το 
υποσύστηµα Lotka-Volterra. 
Επίσης, το υποσύστηµα (12) περιέχει και όρους µεγαλύτερης τάξης, δηλαδή  
τάξης 3. Αυτό σηµαίνει ότι για µεγάλες τιµές του  µέτρου S , για 3S P∈ , η 
ευστάθεια του (Σ) κυριαρχείται από την συµπεριφορά του υποσυστήµατος 
(12). Συγκεκριµένα, η ροή του (12) έχει την ιδιότητα να «σηκώνει» τις 
ασταθείς λύσεις του (11) και είτε να τις θέτει σε ισορροπία στο στάσιµο 
σηµείο 3sS  είτε να τις εµβάλλει µέσω του 3sS  ξανά στη συµπεριφορά Lotka-
Volterra, (βλ. Εικόνα 9). 
 
 
Γενική συµεριφορά του (Σ): 
 
Οι όροι 2X CX+ , Y−  και BZ−  είναι όροι αύξησης και µείωσης του 
συστήµατος. Οι υπόλοιποι είναι όροι ανατροφοδότησης. Οι εξισώσεις dY

dt
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και dZ
dt

 περιέχουν τους όρους θετικής ανατροφοδότησης XY και 

2AZX αντίστοιχα ενώ η εξίσωση dX
dt
περιέχει τους όρους αρνητικής 

ανατροφοδότησης XY− και 2AZX− . Επίσης όλοι οι όροι ανατροφοδότησης 
εξαρτώνται από το X . Το X  ενεργοποιεί την αύξηση των Y  και Z , ενώ τα 
Y  και Z  µειώνουν το X . Αν δεν λαµβάνονταν υπόψη οι όροι 
ανατροφοδότησης, το X θα έτεινε στο άπειρο ενώ τα Y  και Z θα 
αφανίζονταν. Συνεπώς τα Y  και Z δεν µπορούν να επιζήσουν αν δεν 
θηρεύσουν το X , ενώ το X  δε µπορεί να µείνει πεπερασµένο χωρίς τα Y  
και Z . Άρα το (Σ) είναι ένα µοντέλο δύο θηρευτών κι ενός θηράµατος, στο 
οποίο οι θηρευτές Y  και Z  δεν αλληλεπιδρούν απ’ ευθείας µεταξύ τους, 
αλλά ανταγωνίζονται για το θήραµα X . 
Από τα παραπάνω συµπεραίνεται ότι η γενική συµπεριφορά τους 
συστήµατος θα εξαρτάται από την συµπεριφορά του ( )X t και τους όρους 

ανατροφοδότησης. Για µεγάλες τιµές του X , η εξίσωση dX
dt

 µπορεί να 

προσεγγιστεί µε την   
2 ( )dX X C AZ

dt
= −   (14) 

 
εφόσον παραλειφθούν οι όροι X (χαµηλότερης τάξης) και XY  (αφού 
X Y� ). Η λύση της (14) είναι 

0

0

0 0

( )
1 ( ( ) ( ) )

t

t

XX t
X C t t A Z dτ τ

=
− − − ∫

   (15) 

όπου 
0

( ) ) 0
t

t

A Z dτ τ >∫ . ∆ιακρίνονται δύο περιπτώσεις:  

0

0( ) ( ) ( )
t

t

i C t t A Z dτ τ− > ∫  και 
0

0( ) ( ) ( )
t

t

ii C t t A Z dτ τ− < ∫ . Ας υποτεθεί ότι η αρχική 

συνθήκη για το (Σ) είναι µια µεγάλη τιµή του X  και ότι η σχέση ( )i αρχικά 
ικανοποιείται.  Σηµειώνεται ότι η σχέση (15) γράφεται και ως εξής: 

0

0 0

1( )
1/ ( ( ) ( ) )

t

t

X t
X C t t A Z dτ τ

=
− − − ∫

. Καθώς το t  µεγαλώνει, από την τελευταία 

σχέση φαίνεται ότι θα µεγαλώνει και η λύση ( )X t , η οποία µε τη σειρά της 
θα αυξήσει τις λύσεις ( )Y t  και ( )Z t  λόγω των όρων θετικής 
ανατροφοδότησης. Το γεγονός αυτό θα αυξήσει την αρνητική 
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ανατροφοδότηση στο είδος X  και θα αναγκάσει την περίπτωση ( )ii  να 
προκύψει. Έτσι θα αποτρέψει το ( )X t  να απειριστεί σε πεπερασµένο χρόνο.  
Η αρνητική ανατροφοδότηση θα αρχίσει να µειώνει το X , το οποίο θα 
µειώσει τη θετική ανατροφοδότηση του X  πάνω στις λύσεις  ( )Y t  και ( )Z t . 
Συνεπώς θα µειωθούν οι λύσεις ( )Y t  και ( )Z t . Αν τώρα το ( )Z t  µειωθεί σε 
τέτοιο βαθµό ώστε η περίπτωση ( )i  να ικανοποιηθεί ξανά, οι λύσεις θα 
αρχίσουν να αυξάνονται µέχρι να ικανοποιηθεί η συνθήκη ( )ii .  
Άρα, µια τροχιά µπορεί να πηγαίνει συνεχώς από τη µία συνθήκη στην 
άλλη, πράγµα που θα αναγκάσει το (Σ) να ταλαντωθεί. Όµως, αν κάποιες 
λύσεις ικανοποιήσουν την περίπτωση ( )ii , έτσι ώστε να ικανοποιείται για 
κάθε t , τότε οι τροχιές θα σταµατήσουν σε στάσιµο σηµείο. Όµοια µε το 
σύστηµα Lorentz έχουµε ότι: 
 
Σε κάθε περίπτωση,  το (Σ) θα είναι φραγµένο.    
 
 
∆ιακλαδώσεις και ευστάθεια: 
 
∆ιαγράµµατα ευστάθειας: 
 
Εφ’ όσον το (Σ) είναι φραγµένο στο 3P , η συµπεριφορά του καθορίζεται 
από τη συµπεριφορά των τριών στάσιµων σηµείων 1 2 3,  ,  s s sS S S . Εφ’ όσον το 
σηµείο 1sS  είναι πάντα σηµείο σάγµατος, οι τροχιές θα αποµακρύνονται από 
αυτό για κάθε , ,A B C . Όµως τα σηµεία 2sS  και 3sS  έχουν διαφορετική 
συµπεριφορά καθώς αλλάζουν οι παράµετροι. Γι’ αυτό επιδρούν στις τροχιές 
µε διαφορετικό τρόπο. Τα παρακάτω διαγράµµατα αναλύουν την επίδραση 
των   2sS  και 3sS  πάνω στις τροχιές του συστήµατος.  Τα διαγράµµατα αυτά 
βρίσκονται υπερθέτοντας τα γραφήµατα 2, 3a και τα γραφήµατα 2, 3b. Έτσι 
ορίζουν διάφορες περιοχές ευστάθειας, οι οποίες θα αναλυθούν στην 
συνέχεια. 
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(∆ιαγράµµατα 4,5,6) 
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Μηχανισµοί διακλάδωσης: 
 
Τα στάσιµα σηµεία 2sS  και 3sS  βρίσκονται στα θετικά τεταρτηµόρια xyP  και 

xzP  αντίστοιχα. Επιπλέον δύο από τις τρεις ιδιοτιµές του 2sS  βρίσκονται 
στο xyP . Οµοίως, δύο από τις τρεις ιδιοτιµές του 3sS  βρίσκονται στο xzP . Τα 
πραγµατικά µέρη των ιδιοτιµών αυτών δεν αλλάζουν πρόσηµο καθώς 
µεταβάλλεται ο  λόγος /B A . Εποµένως ο µηχανισµός διακλάδωσης θα 
πρέπει να ενεργοποιείται από τις καθαρά πραγµατικές ιδιοτιµές των 
στάσιµων σηµείων 2sS  και 3sS . Από τις σχέσεις (9), (10) φαίνεται ότι οι 
ζητούµενες ιδιοτιµές (τα πρώτα στοιχεία των πινάκων  { ( )},  για 2,3siJ S iΓ = ) 
είναι οι  και /A B B A− .  
Με µια περαιτέρω ανάλυση συµπεραίνεται ότι τα ιδιοδιανύσµατα των 
µιγαδικών ιδιοτιµών ορίζουν στροφές στα xyP και xzP  ενώ τα ιδιοδιανύσµατα 
των πραγµατικών ιδιοτιµών διαπερνούν τα xyP και xzP . Εποµένως οι δύο 
πραγµατικές ιδιοτιµές δηµιουργούνται µέσω της αλληλεπίδρασης όλων των 
ειδών του (Σ), ενώ η εµφάνιση των στροβίλων κοντά στα σηµεία 2sS  και 3sS  
δηµιουργείται µέσω της αλληλεπίδρασης των ειδών ,X Y  ή ,X Z .  
 
 
Περιοχές ευστάθειας: 
 
Αναλύεται τώρα, για παράδειγµα, η περιοχή a των διαγραµµάτων 4, 5. Εκεί, 
το 2sS είναι ασταθής κόµβος ενώ το 3sS εσωτερικά ευσταθής στρόβιλος. Κάθε 
τροχιά στο 3P  θα απωθείται από το 2sS και θα έλκεται από το 3sS , όπου 
τελικά θα ισορροπεί. Άρα στην περιοχή a το (Σ) ισορροπεί στο 3P , και άρα 
η περιοχή αυτή δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον.    
Αναλύοντας και τις υπόλοιπες περιοχές των ∆ιαγραµµάτων 4, 5, 6 
συµπεραίνονται τα εξής: 
Οι περιοχές a, b, c, d, e, f, j, k, l, m, o και r είναι ευσταθείς. 
Η περιοχή p είναι περιοδική / ευσταθής. 
Οι περιοχές g, h, n και q είναι χαοτικές / περιοδικές. 
Παρατηρείται ότι οι λύσεις αριστερά και πάνω στην ευθεία / 1B A =  είναι 
ευσταθείς ενώ οι χαοτικές ή περιοδικές λύσεις βρίσκονται στα δεξιά της 
ευθείας / 1B A = .  
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Ο χαοτικός ελκυστής και εκρηκτική πορεία προς το χάος 
 
Θα αναλυθεί τώρα η συµπεριφορά του (Σ) πάνω στην παραµετρική ευθεία 

/ 1B A = . Θέτοντας  / 1B A =  και εξισώνοντας το σύστηµα µε το µηδέν, 
βρίσκονται τα στάσιµα σηµεία. Ένα σύνολο λύσεων είναι το 

{ }( , , );  όπου 1 και 1L X Y Z X Y AZ C= = + = + . Οι λύσεις αυτές αποτελούν µία 
µονοδιάστατη αµετάβλητη πολλαπλότητα παράλληλη στο επίπεδο [ ],Y Z  στο 
ύψος 1X =  και περνάει από τα σηµεία  2sS  και 3sS . Κάθε σηµείο πάνω στην 
ευθεία L  είναι στάσιµο και άρα δεν υπάρχει κίνηση πάνω σε αυτή. 
Αριστερά της παραµετρικής ευθείας  / 1B A = , η πολλαπλότητα L  ασκεί ροή 
προς το στάσιµο σηµείο 3sS . Όπως ειπώθηκε και πριν, αριστερά της ευθείας 

/ 1B A =  βρίσκονται οι ευσταθείς λύσεις. Όµως δεξιά της παραµετρικής 
ευθείας / 1B A = , η πολλαπλότητα L  αναγκάζει την κίνηση προς τον 
εσωτερικά ασταθή στρόβιλο που ορίζεται από το 2sS . Αυτό µπορεί να 
συµβεί στις περιοχές g, h, n και q. 
Αναλύεται τώρα τη ροή των λύσεων στην περιοχή h. Εκεί το στάσιµο 
σηµείο 3sS  είναι εξωτερικά ευσταθής στρόβιλος (index 1 saddle focus), ενώ 
το 2sS  είναι εσωτερικά ασταθής  στρόβιλος (index 2 saddle focus). Συνεπώς, 
στην περιοχή αυτή και τα τρία στάσιµα σηµεία απωθούν τις τροχιές. 
Εφόσον δεν υπάρχουν καταβόθρες στο 3P  και το (Σ) είναι φραγµένο, η 
δηµιουργία περιοδικών ή χαοτικών τροχιών είναι αναµενόµενη.  
Ας θεωρήσουµε µια λύση που να ξεκινάει κοντά στο 2sS . Εφόσον δεν 
µπορεί να σταθεροποιηθεί στο 2sS  ξαναεµβάλλεται στο 3P  (αναγέννηση του 
Z ). Όµως αφού το (Σ) είναι φραγµένο, θα περιορίσει την κίνηση της λύσης 
και η περίπτωση ( )ii  θα αναγκάσει την ροή να κινηθεί προς το 3sS  
(εξαφάνιση του Y ). Κοντά στο 3sS  το ιδιοδιάνυσµα προκαλεί την 
αναγέννηση του Y και ξανακατευθύνει την ροή προς το 2sS  (εξαφάνιση του 
Z ). Η διαδικασία αυτή θα επαναλαµβάνεται συνεχώς παράγοντας 
ταλαντώσεις. 
Παρόµοια δυναµική εµφανίζεται και στις περιοχές g και n. Η µόνη διαφορά 
είναι ότι η µία από τις δύο µιγαδικές ιδιοτιµές χάνει το φανταστικό της 
µέρος. Στη περιοχή q όλες οι ιδιοτιµές είναι φανταστικές, και όµως 
παρατηρείται ταλαντωτική συµπεριφορά ανάµεσα στα στάσιµα σηµεία 2sS  
και 3sS . 
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Σε κάθε περίπτωση, η σχετική θέση των ιδιοδιανυσµάτων των πραγµατικών 
ιδιοτιµών των 2sS  και 3sS  και το γεγονός ότι το αρχικό σύστηµα (Σ) είναι 
φραγµένο είναι υπεύθυνα για την ταλαντωτική συµπεριφορά και στις τέσσερις 
περιοχές.  
 
Παρακάτω παραθέτουµε αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης µέσω 
Matlab. Χρησιµοποιήθηκαν οι ίδιες παράµετροι µε των N.Samardzija και L. 
Greller. 
 
 
Χαοτικός ελκυστής στην περιοχή g: 
 
Επιλέγουµε τις παραµέτρους  a=2.9851, b=3.0, c=7.0. Στο πρώτο σχήµα 
(Εικόνα 10) ξεκινάµε από το αρχικό σηµείο (1, 1, 1) και βλέπουµε πως 
ητροχιά καταλήγει τελικά στον χαοτικό ελκυστή (attracting bead). 

 
(Eικόνα 10) 

 
Ο ελκυστής  φαίνεται καλύτερα στην Εικόνα 11 αν ξεκινήσουµε από το 
αρχικό σηµείο [1, 1, 2] που βρίσκεται µέσα στον ελκυστή: 
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(Eικόνα 11) 

 
Ξεκινώντας πάλι από το σηµείο (1, 1, 2) και αφήνοντας το χρόνο να τρέξει 
βλέπουµε ότι δηµιουργείται και δεύτερος ελκυστής µέσα στον πρώτο ο 
οποίος έχει µεγαλύτερη κεντρική «οπή» αλλά µικρότερη ακτίνα από τον 
πρώτο. Αυτός ο σχηµατισµός ελκυστών συνεχίζεται επ’ άπειρον µε κάθε 
έναν να παγιδεύεται µέσα στον προηγούµενο (Εικόνα 12).  
 
 

 
 

(Eικόνα 12) 
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Χαοτικός ελκυστής στην περιοχή h: 
 
Επιλέγουµε τις παραµέτρους  a=2.9851, b=3.0, c=2.0.Στην παρακάτω 
εικόνα ξεκινάµε την τροχιά από το αρχικό σηµείο (1, 1, 1). 

 
(Eικόνα 13) 

 
Αν ξεκινήσουµε από άλλο αρχικό σηµείο, θα εµφανιστεί παρόµοιος 
ελκυστής. Πράγµατι, µε αρχικό σηµείο το [0.1, 0.1, 0.1], έχουµε την 
παρακάτω τροχιά που όπως βλέπουµε καταλήγει κι αυτή σε χαοτικό 
ελκυστή: 

 
(Εικόνα 14) 
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Και µεγεθύνοντας παίρνουµε ελκυστή της ίδιας µορφής: 

 
 

(Eικόνα 15) 
 
 
Χαοτικός ελκυστής στην περιοχή n: 
 
Επιλέγουµε τις παραµέτρους  a=0.0109, b=0.0145, c=0.3. Ξεκινώντας την 
τροχιά από το αρχικό σηµείο (1, 1, 1), βλέπουµε στην Εικόνα 16 πως 
παγιδεύεται και πάλι σε χαοτικό ελκυστή: 
 

 
 

(Eικόνα 16) 
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Ο ελκυστής της περιοχής n φαίνεται καλύτερα στην µεγέθυνση της Εικόνας 
17: 
 

 
(Eικόνα 17) 

 
 
 
Χαοτικός ελκυστής στην περιοχή q: 
 
Επιλέγουµε τις παραµέτρους  a=0.01425, b=0.0145, c=5.5. Επιλέξαµε το 
αρχικό σηµείο (20, 20, 200) ώστε να µπορέσει να φανεί ο ελκυστής σε λίγα 
βήµατα.  
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(Eικόνα 18) 

 
Ο ελκυστής φαίνεται καλύτερα στη µεγέθυνση της Εικόνας 19. 

 
(Eικόνα 19) 
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Όλες οι παραπάνω λύσεις είναι χαοτικές και καµία περιοδική λύση δεν 
εµφανίστηκε κοντά στη παραµετρική ευθεία / 1B A = . Επίσης, κάθε 
ελκυστής εµφανίζει την «ευθεία» L . Αυτή η «ευθεία» δεν αναπαριστά µία 
µοναδική τροχιά. Αντίθετα πρέπει να ειδωθεί σαν η πολλαπλότητα στην 
οποία ο χώρος φάσεως γύρω από τους στροβίλους καταπίπτει σε µια πυκνή 
δέσµη τροχιών. Αυτή η ευθεία επιδεικνύει την πιο αργή δυναµική του 
ελκυστή και ονοµάζεται « αργή πολλαπλότητα» (slow manifold). Η αργή 
πολλαπλότητα διατρέχει κεντρικά τον ελκυστή. Αντίθετα, η γρήγορη 
πολλαπλότητα είναι ο εξωτερικός φλοιός του ελκυστή. Σηµειώνεται ότι, 
καθώς το B/A αυξάνεται, η αργή πολλαπλότητα ανοίγει σε µια τρύπα και ο 
χαοτικός ελκυστής εξελίσσεται σε ένα συµβατικό τοροϊδές σχήµα (toroidal 
shape). Ο χαοτικός ελκυστής που συζητήθηκε είναι γνωστός ως φράκταλ 
τόρος (fractal torus). 
 
Συµπέρασµα: 
 
Συµπεραίνουµε ότι το (Σ) µεταπηδάει από την ευσταθή κατάσταση κατ’ 
ευθείαν στο χάος µέσω της γέννησης ενός φράκταλ τόρου. Σ’ αυτή τη 
διαδικασία δεν υπάρχουν περιοδικές λύσεις ανάµεσα στις  ευσταθείς 
περιοχές και τις χαοτικές περιοχές.  
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Κεφάλαιο 4: Θεωρία Κόµβων (Knot theory) και 
τοπολογική χειρουργική (Surgery) 
 
4.1 Εισαγωγικοί ορισµοί: 
 
Παραθέτουµε αρχικά µερικούς ορισµούς που θα χρειαστούν στη συνέχεια. 
 
Ορισµός 8:  Ένας τοπολογικός χώρος είναι ένα σύνολο X  εφοδιασµένο µε 
µια συλλογή T  ανοιχτών υποσυνόλων του X  ( ( )T P X⊆ ) έτσι ώστε να 
ικανοποιούνται τα παρακάτω: 
- ,  X T∅ ∈  
- Η ένωση οποιασδήποτε συλλογής συνόλων του T  ανήκει στο T . 
- Η τοµή πεπερασµένων συνόλων του T  ανήκει στο T . 
Το σύνολο T  είναι µια τοπολογία στο X . 

Ορισµός 9: Ένας τοπολογικός χώρος είναι συµπαγής αν κάθε ανοιχτό του 
κάλυµµα έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. 

Ορισµός 10: Ένας χώρος είναι συνεκτικός αν κάθε δύο σηµεία του µπορούν 
να συνδεθούν µέσω µιας καµπύλης που βρίσκεται εξολοκλήρου µέσα στο 
χώρο. 
 
Ορισµός 11:  Έστω ,  A B  τοπολογικοί χώροι. Μια απεικόνιση :h A B→  
ονοµάζεται οµοιοµορφισµός αν είναι 1-1, επί και οι h  και 1h−  είναι συνεχείς.  
∆ιαισθητικά µπορούµε να δούµε έναν τοπολογικό χώρο ως ένα γεωµετρικό 
αντικείµενο από λάστιχο και τον οµοιοµορφισµό σαν µια συνεχή διαδικασία 
τεντώµατος, κάµψης και συµπίεσης του αντικειµένου, που του αλλάζει το 
σχήµα.  
Ένα κλασικό παράδειγµα οµοιοµορφισµού είναι ανάµεσα στο φλιτζάνι και 
τον στερεό τόρο. 
 

 
(Eικόνα 20) 
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Ορισµός 12: Μια n-διάστατη πολλαπλότητα nM είναι ένας τοπολογικός 
χώρος που µπορεί να καλυφθεί από ανοιχτά σύνολα, καθένα από τα οποία 
είναι οµοιοµορφικό µε τον n�  ή τον ηµίχωρο n

+� . Τα σηµεία της nM  µε 
περιοχή οµοιόµορφη µε τον  n�  ονοµάζονται εσωτερικά σηµεία της nM . Τα 
σηµεία της nM  µε περιοχή οµοιόµορφη µε τον n

+�  λέµε ότι ανήκουν στο 
σύνορο της nM , nM∂ . 
 
Ορισµός 13: Μια πολλαπλότητα M  είναι προσανατολίσιµη αν είναι δυνατό 
να οριστεί στην M  ένας ολικός προσανατολισµός. 
  
Παραδείγµατα:  
-Μονοδιάστατες πολλαπλότητες: 
 

                                                            
Ο κύκλος 1S  είναι  µια                                                Τo ευθύγραµµο τµήµα είναι µια   
µονοδιάστατη προσανατολίσιµη                                 µονοδιάστατη προσανατολίσιµη  
πολλαπλότητα χωρίς σύνορο.                                     πολλαπλότητα µε σύνορο.                                     
 
 
-Ακολουθούν µερικές διδιάστατες πολλαπλότητες, προσανατολίσιµες ή όχι, 
µε ή χωρίς σύνορο. 
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Το µπουκάλι του Klein είναι                            Η ταινία του Moebius είναι µια µη  
µια µη προσανατολίσιµη                                  προσανατολίσιµη πολλαπλότητα µε       
πολλαπλότητα χωρίς σύνορο.                          σύνορο έναν κύκλο. 
 
                                                  (Εικόνα 21) 
   
Από δω και στο εξής όλες οι πολλαπλότητες θα θεωρούνται συµπαγείς, µε ή 
χωρίς σύνορο.  
 
 
Θεωρία Κόµβων: 
 
Ιστορική αναδροµή: Η Θεωρία των Κόµβων γεννιέται στα µέσα του 19ου 
αιώνα από τον φυσικό William Thompson (Λόρδος Kelvin) σε µια 
προσπάθεια να µοντελοποιήσει το άτοµο. Πολύ γρήγορα εµφανίστηκε το 
µαθηµατικό πρόβληµα της κατάταξης των κόµβων. Ο βοηθός του, ο 
φυσικός Peter Guthrie Tait ξεκινάει αυτή την κατάταξη καταγράφοντας τα 
διαγράµµατα των κόµβων µε 1, 2, 3,… διασταυρώσεις και αφαιρώντας στη 
συνέχεια εκείνα που αναπαριστούν τον ίδιο κόµβο. Ο Tait αφιερώνει όλη τη 
ζωή του σε αυτό το έργο και σταµατάει στις 10 διασταυρώσεις. Στη 
συνέχεια, η Θεωρία Κόµβων συνεχίζεται από τους µαθηµατικούς. Από τους 
πρώτους εκπροσώπους ήταν οι: Friedrich Gauss, ο µαθητής του Listing, 
James Alexander, Kurt Reidemeister, Emil Artin, κ.ά. 
 
Μερικοί ορισµοί: Ένας κόµβος ορίζεται ως η εικόνα µιας εµφύτευσης του 1S  
στον 3�  ή 3S . Ένας κρίκος µε n συνιστώσες είναι η εικόνα µιας εµφύτευσης 
n αντιγράφων του 1S  στον 3�  ή 3S  (βλ Εικόνα 22).  
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Ο κόµβος τριφύλλι                                          Ένας κρίκος µε δύο συνιστώσες 

                                                    (Εικόνα 22) 
 
Ένας κόµβος (ή κρίκος) µπορεί να θεωρηθεί ως µια µονοδιάστατη 
πολλαπλότητα χωρίς σύνορο εµφυτευµένη στον 3�  (ή στη σφαίρα 3S ). 
∆ύο κόµβοι (ή κρίκοι) 1 2,  k k  θα λέγονται ισοτοπικοί όταν υπάρχει 
οµοιoµορφισµός  3 3:h →� �  µε  1 2( )h k k= . Στην πράξη, η ισοτοπία επιτρέπει 
την παραµόρφωση ενός κόµβου στο χώρο όπως παραµορφώνουµε µια 
κλωστή (χωρίς να την κόψουµε). Για παράδειγµα, οι δύο παρακάτω κόµβοι 
είναι ισοτοπικοί: 

                          
                                             (Εικόνα 23) 
 
Η ισοτοπία είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των κρίκων. Μια 
κλάση ισοδυναµίας λέγεται τύπος ενός κόµβου ή κρίκου. Μια ισοτοπία είναι 
µια πεπερασµένη ακολουθία στοιχειωδών ισοτοπιών. Μια στοιχειώδης 
ισοτοπία πραγµατοποιείται είτε εισάγοντας ένα νέο σηµείο (π.χ το σηµείο C  
στο ευθύγραµµο τµήµα AB  στο (b) της Εικόνας  24) και στην συνέχεια 
αντικαθιστώντας το ευθύγραµµο τµήµα AB  του κόµβου µε τις δύο άλλες 
πλευρές του τριγώνου ( AC CBU ), είτε κάνοντας την αντίστροφη διαδικασία. 
Στο (c) της Εικόνας 24 βλέπουµε την πραγµατοποίηση τεσσάρων ακόµη 
στοιχειωδών ισοτοπιών. 
 

 
(Εικόνα 24) 
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Ένα από τα µεγάλα προβλήµατα της θεωρίας κόµβων είναι το εξής: 
δεδοµένων δύο κόµβων ή κρίκων να αποφανθούµε εάν αυτοί είναι 
ισοτοπικοί ή όχι. 
 
 
4.2 Χειρουργική σε µία διάσταση: 
 
Εισαγωγή: 
 
Η χειρουργική είναι µια τεχνική της τοπολογίας χαµηλών διαστάσεων που 
χρησιµοποιείται στη µελέτη και ταξινόµηση τοπολογικών χώρων. 
 
Συµβολισµοί: Συµβολίζουµε µε nS  τη σφαίρα διάστασης n και µε nD  τον 
δίσκο διάστασης n. Ορίζουµε και το 0S  όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 
ώστε να ισχύει η σχέση: 1,   0n nD S n−∂ = ∀ > . Η n-διάστατη σφαίρα nS  και ο  
n-διάστατος δίσκος nD  είναι συµπαγείς πολλαπλότητες, η σφαίρα χωρίς 
σύνορο, ο δίσκος µε σύνορο. 
 

                           
      0S                        1D                             1S                                     2D   

 

     
      2S                       3 3D B=  

 
Με το σύµβολο « ∼ » δηλώνουµε τη σχέση οµοιοµορφισµού. Εύκολα 
διαπιστώνονται ότι: 1S ∼ 1 ( )∪ ∞� , 2 2 ( )S ∼ ∪ ∞�  (στερεογραφική προβολή). 
Ισχύει γενικά ότι ( )n nS ∼ ∪ ∞� . 
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Η ιδέα της µονοδιάστατης χειρουργικής: 
 
Θεωρούµε την µονοδιάστατη κλειστή πολλαπλότητα 1S , και της αφαιρούµε 
δύο σηµεία A  και B  µαζί µε µία ανοιχτή περιοχή γύρω από το καθένα. 
Θεωρούµε δηλαδή την πράξη  1 \ ( )oS nbd A nbd B ο∪ ( )   ή  1 \ (S ⎯) ∪ (⎯)  ή 

1 0 1\S S D×  όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα: 

 
1 1'                            S S→  

 
Όπου 1'S  είναι η κλειστότητα της 1 \ (S ⎯) ∪ (⎯) , 1' 1 0 1: ( \ )S cl S S D= ×  και είναι 
µονοδιάστατη πολλαπλότητα µε σύνορο. Στη συνέχεια πρέπει να 
κολλήσουµε κάτι διαφορετικό από αυτό που αφαιρέσαµε, αλλά που έχει το 
ίδιο σύνορο. Κολλάµε δύο διαφορετικά ευθύγραµµα τµήµατα. Θεωρούµε 
δηλαδή την πράξη 1' ((S ∪ ⎯) ∪ (⎯))  όπως φαίνεται παρακάτω. 

 
                      1' 1'                   ((S S→ ∪ ⎯) ∪ (⎯))  
 
Όπως βλέπουµε το αποτέλεσµα των δύο πράξεων που αποτελούν τη 
χειρουργική δεν είναι οµοιόµορφο µε τη σφαίρα 1S  αλλά µε δύο σφαίρες ή 
αλλιώς µε το καρτεσιανό γινόµενο 0 1S S× . Σε αυτό το απλό παράδειγµα 
µονοδιάστατης χειρουργικής µε αρχικό αντικείµενο την 1S   που έχει µία 
συνεκτική συνιστώσα καταλήξαµε στην πολλαπλότητα 0 1S S×  που έχει δύο 
συνεκτικές συνιστώσες.  
 
 
Ένα παράδειγµα µονοδιάστατης χειρουργικής σε κόµβους 
 
Η χειρουργική σε µία διάσταση φαίνεται σε µια πρώτη µατιά τετριµµένη.  
Πράγµατι, στη αφηρηµένη περίπτωση ο κύκλος (ή n αντίγραφα του κύκλου) 
είναι οι µόνες συµπαγείς, κλειστές καµπύλες και η χειρουργική απλά 
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αυξάνει τις συνεκτικές συνιστώσες. Αν όµως τις εµφυτεύσουµε στον  3� , 
τότε παίρνουµε οποιονδήποτε κόµβο και  τότε οι µονοδιάστατες κλειστές 
καµπύλες είναι άπειρες, είναι όλοι οι δυνατοί κόµβοι ή κρίκοι. Εκεί η 
χειρουργική δεν είναι τετριµµένη κι αποκτά νόηµα όπως θα δούµε στη 
συνέχεια. 
 
Το 1973 ο µαθηµατικός John Conway χρησιµοποιεί δύο πολύ απλές 
«χειρουργικές διαδικασίες» που θα παίξουν πολύ σηµαντικό ρόλο στη 
Θεωρία Κόµβων. Ο Conway έδειξε ότι αυτές οι διαδικασίες µπορούν να 
αποτελέσουν βάση για να οριστεί µε τρόπο πολύ απλό µια αναλλοίωτη των 
κόµβων, το πολυώνυµο του Conway. Μια αναλλοίωτη κόµβων είναι µια 
απεικόνιση από το σύνολο των κόµβων ή κρίκων σε ένα σύνολο (π.χ 
αριθµός ή πολυώνυµο) τέτοια ώστε δύο ισοτοπικοί κόµβοι ή κρίκοι να 
έχουν την ίδια εικόνα. 
Η πρώτη διαδικασία, η εναλλαγή (flip), µετασχηµατίζει µια διασταύρωση 
στην αντίθετη διασταύρωση. Προφανώς η εναλλαγή µπορεί να αλλάξει τον 
τύπο του κόµβου.  

 

 
 

(Εικόνα 25) 
 
Η δεύτερη χειρουργική διαδικασία ονοµάζεται αποδιασταύρωση ή 
εξοµάλυνση (decrossing or  smoothing) και εξαλείφει τη διασταύρωση 
αντιστρέφοντας τα τόξα. Όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, υπάρχουν 
δύο δυνατά αποτελέσµατα όταν ο κόµβος δεν είναι προσανατολίσιµος. 
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(Εικόνα 26) 
 
Οι δύο παραπάνω διαδικασίες είναι χειρουργικές διαδικασίες µε την έννοια 
που περιγράψαµε προηγουµένως. Προκύπτουν µε την γνωστή διαδικασία 

1 1( \ ( ((M cl M ∂→ ⎯) ∪ (⎯)) ∪ ⎯) ∪ (⎯)) , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 

       Εναλλαγή:                                                    Αποδιασταύρωση: 

                         
 

Ο Conway αντιστοίχησε στο διάγραµµα N ενός κόµβου ένα πολυώνυµο 
( )N∇ µε µεταβλητή x , το οποίο ορίζεται µε επαγωγή στον αριθµό των 

διασταυρώσεων και τον αριθµό των συνιστωσών από τους παρακάτω 
κανόνες: 
(Ι) 0( ) ( ) ( )N N x N+ −∇ − ∇ = ∇ , όπου τα τρία διαγράµµατα 0,  ,  N N N+ −  είναι ίδια       
      έξω από την περιοχή µιας διασταύρωσης και έχουν την παρακάτω    
      µορφή στο εσωτερικό της περιοχής: 
 

 
 
(ΙΙ) ( O) ( ). ( )N d x N∇ ∪ = ∇ , όπου «Ο» συµβολίζει µια τετριµµένη συνιστώσα       
       που δεν συνδέεται µε το υπόλοιπο διάγραµµα N  και ( )d x  είναι µια   
       συνάρτηση του x . 
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(ΙΙΙ) (O) 1∇ = , το πολυώνυµο του τετριµµένου κόµβου ισούται µε 1 και  
        θεωρείται το  «πολυώνυµο µηδενικής τάξης»,  
Αποδεικνύεται ότι το πολυώνυµο ( )N∇  είναι καλά ορισµένο και έχει την 
ιδιότητα ότι αν 1 2 1 2( ) ( )k k k k∼ ⇒ ∇ = ∇ . 
 
Γενικότερα οι αναλλοίωτες χρησιµεύουν κυρίως στο να λύσουν το 
πρόβληµα της ταξινόµησης (όταν µια αναλλοίωτη παίρνει διαφορετικές 
τιµές σε δύο κόµβους, θα πρέπει αυτοί να είναι µη ισοτοπικοί).  
Η ιδέα αυτή είχε χρησιµοποιηθεί και από τον Alexander αλλά και µετά από 
τον Kaufmann και άλλους που κατασκεύασαν άλλα πολυώνυµα µε χρήση 
της χειρουργικής σε κόµβους ή κρίκους. 
Προφανώς οι κόµβοι που προκύπτουν µετά τις χειρουργικές διαδικασίες θα 
πρέπει να αντιστοιχούν σε διαφορετικό αλγεβρικό αντικείµενο εφ’ όσον 
αυτές είναι ασυνεχείς. Πολυωνυµικοί κανόνες όπως το (Ι) του πολυωνύµου 
Conway περιγράφουν την αλλαγή των αντίστοιχων αλγεβρικών 
αντικειµένων όταν ένας κόµβος µετασχηµατίζεται σε έναν άλλο µε 
διαδικασίες χειρουργικής.  
 
Παράδειγµα: Θα υπολογίσουµε το πολυώνυµο Conway του κόµβου 
τριφύλλι. Εάν το N+  συµβολίζει τον κόµβο του τριφυλλιού, τότε η ιδιότητα 
(Ι) δίνει την παρακάτω σχέση: 
 

 
 
Η σχέση (*) γίνεται πιο κατανοητή αν γράψουµε την ιδιότητα (Ι) ως εξής: 
 

 
 
Θα υπολογίσουµε τώρα το πολυώνυµο των δύο πεπλεγµένων κύκλων που 
ονοµάζεται κρίκος του Hopf, H, και βρίσκεται στο δεξί µέρος της ισότητας 
(*). Γι’ αυτό θα χρειαστούµε να υπολογίσουµε πρώτα το πολυώνυµο του 
κόµβου που αποτελείται από δύο απλούς µη-πεπλεγµένους κύκλους. Θα 
δείξουµε ότι (OO) 0∇ = . Πράγµατι, 
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Τώρα από τον κανόνα (Ι) προκύπτει ότι: 
 

 
 

και εφ’ όσον ξέρουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις: 
 

 
 
Αντικαθιστώντας έχουµε ότι : 
 

 
 

Επιστρέφουµε τώρα στη σχέση (*). Ο πρώτος άγνωστος όρος είναι ο 
τετριµµένος κόµβος και όπως ξέρουµε (O) 1∇ = . Ο δεύτερος είναι ο κρίκος 
του Hopf που µόλις υπολογίσαµε, άρα 21 ( ) . ( ) 1T x x T x− + ∇ = ⇒ ∇ = + . 
 
Στην συνέχεια περιγράφουµε δύο φυσικές εφαρµογές της µονοδιάστατης 
χειρουργικής. 
    
Εφαρµογή 1: Η µονοδιάστατη χειρουργική σε κόµβους εφαρµόζεται άµεσα 
στη βιολογία. Οι έλικες του DNA µέσω των τοποϊσόµερων (είδος ενζύµων) 
έχουν την δυνατότητα να  πραγµατοποιούν τις τρεις διαδικασίες 
επανασύνδεσης που φαίνονται στην Εικόνα 27.   
 

 
 

(Εικόνα 27) 
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Αµέσως αναγνωρίζουµε στα a) και b) την εναλλαγή και την 
αποδιασταύρωση. Στην Εικόνα 28 βλέπουµε µια πλήρη απεικόνιση 
επανασύνδεσης του DNA. Εκτός του ότι αµέσως αναγνωρίζουµε (στην 
προκειµένη περίπτωση) την εναλλαγή, βλέπουµε ότι κατά την 
επανασύνδεση, το DNA διαλέγει πρώτα τα δύο σηµεία ,όπως ακριβώς 
γίνεται στην χειρουργική. 
 

 
 

(Εικόνα 28) 
 
Έτσι, µέσω των δυο χειρουργικών διαδικασιών του Conway και µιας τρίτης 
διαδικασίας που ονοµάζουµε στροφή (twist) (στο c) της Εικόνα 27) και µε 
τη χρήση αποτελεσµάτων της τοπολογίας χαµηλών διαστάσεων, η Θεωρία 
των Κόµβων µπόρεσε να δώσει ένα αξιόπιστο µοντέλο για την αναδιάταξη 
του DNA και να απαντήσει σε κάποια τοπολογικά προβλήµατα της 
Μοριακής Βιολογίας. 
 
Εφαρµογή 2: Η µονοδιάστατη χειρουργική εµφανίζεται και στη δηµιουργία 
των ηλιακών ανέµων, κατά την οποία µαγνητικοί σωλήνες ροής που 
περιέχουν πλάσµα επανασυνδέονται ελευθερώνοντας ενέργεια. Πρόκειται 
για την γνωστή µας αποδιασταύρωση, όπως φαίνεται στην Εικόνα 29. 
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(a) Οι µαγνητικοί σωλήνες βρίσκονται κοντά, (b) Συγχωνεύονται, 
(c) Επανασυνδέονται (ή αποδιασταυρώνονται), (d) ∆ιαχωρίζονται. 

 
(Εικόνα 29) 

 
 
4.3 Χειρουργική σε περισσότερες διαστάσεις: 
 
Ορισµός 14: Μία χειρουργική σε µία m-διάστατη πολλαπλότητα mM  είναι η 
διαδικασία κατασκευής µιας νέας m-διάστατης πολλαπλότητας  

1
' 1 1( \ ) n m n

m n m n n m n
S S

M M S D D S− −
− + − −

×
= × ∪ ×  αφαιρώντας  το καρτεσιανό γινόµενο 

n m nS D −×  και αντικαθιστώντας το µε το 1 1n m nD S+ − −× .  
Παρατηρούµε ότι 1 1 1( ) ( )n m n n m n n m nS D D S S S− + − − − −∂ × = ∂ × = × , δηλαδή η ένωση 
γίνεται πάνω στο κοινό σύνορο. 
 
Εφαρµογή για µία διάσταση: Έτσι στη µία διάσταση τα όσα 
προαναφέρθηκαν προκύπτουν άµεσα από τον παραπάνω ορισµό. Για 1m =  
ξεκινάµε µε µια µονοδιάστατη πολλαπλότητα 1M . Για ευκολία πήραµε εδώ 
την πολλαπλότητα 1S . ∆ιαλέγουµε 0n =  εφόσον έχουµε ορίσει ,  1kD k ≥ . 
Αντικαθιστώντας, παίρνουµε 0 0

1' 0 1 1 0( \ )
S S

M M S D D S
×

= × ∪ ×  που είναι 
ακριβώς η διαδικασία που περιγράψαµε νωρίτερα. Το αποτέλεσµα είναι µια 
πολλαπλότητα οµοιόµορφη   µε το  0 1S S×  κι άρα µη οµοιοµορφική µε την 
αρχική πολλαπλότητα 1S  . 
 
Εφαρµογή για δύο διαστάσεις: Όπως είδαµε, η µόνη (αφηρηµένη) 
µονοδιάστατη συνεκτική κλειστή πολλαπλότητα είναι ο κύκλος. Αντίθετα 
στις δύο διαστάσεις υπάρχουν άπειρες συνεκτικές κλειστές πολλαπλότητες. 
Συνεπώς, σε αντίθεση µε τη µία διάσταση, η χειρουργική σε δύο διαστάσεις 
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έχει νόηµα κι ενδιαφέρον ακόµα κι όταν εφαρµόζεται σε αφηρηµένες 
συνεκτικές κλειστές πολλαπλότητες που δεν ζουν πουθενά, δηλαδή µη 
εµφυτευµένες σε κάποιο χώρο. Μπορούµε να κάνουµε χειρουργική σε όλες 
αυτές τις πολλαπλότητες. Θα αναλύσουµε αρχικά τη µέθοδο της 
χειρουργικής πάνω στην πολλαπλότητα 2S . 
 
Στον Ορισµό 14 θέτουµε 2m = . Αν διαλέξουµε 0n =  έχουµε την εξής 
διαδικασία: 0 1

2' 0 2 1 1( \ )
S S

M M S D D S
×

= × ∪ × . Όπως και στη µονοδιάστατη 
χειρουργική, πρώτα αφαιρούµε και στη συνέχεια κολλάµε. Ξεκινάµε µε την 
διδιάστατη σφαίρα 2S  και της αφαιρούµε δύο ανοιχτούς δίσκους 2D  
(θεωρούµε δηλαδή την πράξη 2 0 2\S S D× ) όπως φαίνεται στο παρακάτω 
σχήµα. Σε αντιστοιχία µε τη µία διάσταση, µπορούµε να πούµε ότι 
αφαιρούµε δύο διδιάστατες ανοικτές περιοχές δύο τυχαίων σηµείων της 2S . 

 

 
2 2 0 2 2'                                \ :S S S D S→ × =  

 
Στη συνέχεια κολλάµε το καρτεσιανό γινόµενο 1 1D S×  το οποίο έχει κοινό 
σύνορο µε αυτό που αφαιρέσαµε: 1 1 0 1 0 2( ) ( )D S S S S D∂ × = × = ∂ × . Το 1 1D S×  
είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα 1D , στο κάθε σηµείο του οποίου έχουµε πάρει 
το καρτεσιανό γινόµενο µε έναν κύκλο 1S . 
  

 
Απεικόνιση του 1 1D S× . 
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Θεωρούµε τώρα την ένωση 2' 1 1S D S∪ × . 
 

 
                    2' 2' 1 1                                  S S D S→ ∪ ×  
 
Το αποτέλεσµα της διδιάστατης χειρουργικής πάνω στη σφαίρα 2S  είναι µια 
πολλαπλότητα οµοιόµορφη   µε το  τόρο  κι άρα µη οµοιοµορφική µε την 
αρχική πολλαπλότητα 2S . 
Σηµειώνουµε ότι εφόσον η σφαίρα είναι διδιάστατη, µπορεί να γίνει η 
συγκόλληση του 1 1D S×  και µέσα από το εσωτερικό της 2S . Για παράδειγµα 
η παρακάτω διαδικασία χειρουργικής είναι όµοια µε αυτήν που 
προαναφέραµε. 
 

 
 
Αν τώρα θέσουµε 1n =  στον Ορισµό 14, παίρνουµε  

1 0
2' 1 1 2 0( \ )

S S
M M S D D S

×
= × ∪ ×  όπως φαίνεται παρακάτω. 

 

 
 
Όπως προαναφέραµε, µπορούµε να κάνουµε χειρουργική πάνω σε 
οποιαδήποτε συνεκτική προσανατολίσιµη διδιάστατη πολλαπλότητα. 
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Για παράδειγµα, ξεκινώντας µε τον τόρο παίρνουµε για 1n = : 
 

 
 
Σηµειώνουµε ότι αυτή είναι η ακριβώς αντίθετη διαδικασία από την 
χειρουργική για 0n =  και ξεκινώντας µε τη σφαίρα 2S . 
 
Με αρχική πολλαπλότητα έναν τόρο αλλά 0n =  στον Ορισµό 14, παίρνουµε 
το συνεκτικό άθροισµα δύο τόρων: 
 

 
 
 
Κατάταξη επιφανειών και χειρουργική: 
 
Ορισµός 15: Το γένος µιας κλειστής επιφάνειας είναι µια αναλλοίωτη 
τοπολογική ιδιότητά της. Ορίζεται ως ο αριθµός των οπών της επιφάνειας. 
Η σφαίρα έχει γένος 0 ενώ το συνεκτικό άθροισµα g  τόρων έχει γένος g . 
 
Θα συζητήσουµε τώρα την κατάταξη των επιφανειών. 
Μια διαφορετική αναπαράσταση της ταινίας του Moebius  είναι το 
crosscap, βλ. Εικονα 30.  

 
(Εικόνα 30) 

 
Σε αντίθεση µε την συνήθη αναπαράσταση της ταινίας του Moebius, αυτή η 
αναπαράσταση έχει σηµεία αυτοδιασταύρωσης. Η «ραφή» του crosscap 
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όπου η επιφάνεια τέµνει τον εαυτό της δεν είναι γραµµή όπως φαίνεται στην 
εικόνα, αλλά µια απλή κλειστή καµπύλη. 
Το πλεονέκτηµα του crosscap σε σύγκριση µε την συνήθη αναπαράσταση 
της ταινίας του Moebius στον τρισδιάστατο χώρο, που δεν τέµνει τον εαυτό 
της, είναι ότι το σύνορό του είναι µια απλή κλειστή καµπύλη. Έτσι το 
crosscap µπορεί να κολλήσει πάνω σε οπές µιας σφαίρας παράγοντας  
εικόνες κλειστών µη προσανατολίσιµων επιφανειών στον χώρο, που 
παρουσιάζουν σηµεία αυτοτοµής. 
 

 
(Εικόνα 31) 

 
Η πρώτη επιφάνεια της Εικόνας 31 ονοµάζεται πραγµατικό προβολικό 
επίπεδο ενώ αποδεικνύεται ότι η δεύτερη είναι µια διαφορετική 
αναπαράσταση του  µπουκαλιού του Klein (Εικόνα 21). 
 
Θεώρηµα Euler: Για ένα συνεκτικό γράφηµα µε n  κορυφές, m  πλευρές και 
f  περιοχές ισχύει o τύπος του Εuler: 2n m f− + =   

 
Ορισµός 16: Έστω µια επιφάνεια γένους g  που µοντελοποιείται από µια 
τοπολογική συγκόλληση πολυγώνων. Τότε ο τύπος του Euler γενικεύεται 
στο τύπο του Poincare: ( )V E F x g− + = , όπου ( ) 2 2x g g= − , V  ο αριθµός των 
κορυφών, E  ο αριθµός των ακµών και F  ο αριθµός των εδρών. H 
συνάρτηση ( )x g  ονοµάζεται χαρακτηριστική του Euler. Το θεώρηµα του 
Euler προκύπτει ως ειδική περίπτωση αν θέσουµε 0g =  στον τύπο του 
Poincare (και θεωρήσουµε ότι το γράφηµα µοντελοποιεί τη σφαίρα 2S ). 
 
Οι µόνες συµπαγείς κλειστές επιφάνειες µε χαρακτηριστική Euler µηδενική 
είναι το µπουκάλι του Klein και ο τόρος (Εικόνα 21).  
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Θεώρηµα Κατάταξης Επιφανειών: Οποιαδήποτε κλειστή συνεκτική 
επιφάνεια είναι οµοιοµορφική µε ακριβώς µία από τις παρακάτω: µια 
σφαίρα, ένα πεπερασµένο συνεκτικό άθροισµα τόρων ή µια σφαίρα στην 
οποία αφαιρούµε έναν πεπερασµένο αριθµό δίσκων και κολλάµε crosscaps 
στη θέση τους. Η σφαίρα και το πεπερασµένο συνεκτικό άθροισµα τόρων 
είναι προσανατολίσιµες επιφάνειες ενώ οι επιφάνειες µε crosscaps δεν είναι. 
 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα κατάταξης των επιφανειών, χρησιµοποιώντας τη 
χειρουργική µπορούµε να πάρουµε οποιαδήποτε κλειστή συνεκτική 
επιφάνεια. Πράγµατι, για τις προσανατολίσιµες επιφάνειες µπορούµε µέσω 
της χειρουργικής από µια σφαίρα να πάρουµε έναν τόρο, από έναν τόρο 
έναν διπλό τόρο κ.ο.κ. Έτσι κατασκευάζουµε οποιοδήποτε πεπερασµένο 
συνεκτικό άθροισµα τόρων ή οποιαδήποτε προσανατολίσιµη επιφάνεια µε 
γένος έναν θετικό ακέραιο. 
Για τις µη προσανατολίσιµες επιφάνειες αρκεί να γενικεύσουµε λίγο τον 
ορισµό της χειρουργικής. Θεωρούµε ότι µια «γενικευµένη χειρουγική» σε µία 
m-διάστατη πολλαπλότητα mM  είναι η διαδικασία κατασκευής µιας νέας m-
διάστατης πολλαπλότητας ' ( \ )m

AM M A B∂= ∪  µε  
( ) ( )A B∂ = ∂  δηλαδή η ένωση γίνεται πάνω στο κοινό σύνορο. Έτσι 

κατασκευάζουµε οποιαδήποτε µη προσανατολίσιµη επιφάνεια µέσω της 
γενικευµένης χειρουργική.  
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Κεφάλαιο 5: Ο χαοτικός ελκυστής και η τοπολογική τεχνική 
της χειρουργικής 
 
5.1 Η σχέση του χαοτικού ελκυστή µε την διδιάστατη 
χειρουργική: 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα συνδέσουµε το τρισδιάστατο δυναµικό σύστηµα 
Lotka-Volterra, που εξετάσαµε στο Κεφάλαιο 3, µε την διδιάστατη 
χειρουργική, που είδαµε στο Κεφάλαιο 4. Η παρατήρηση αυτή είχε γίνει 
από τη Σ. Λαµπροπούλου [“A study of braids in 3-manifolds”, Phd Thesis, 
Warrick Univ., (1993)]. Εδώ επιχειρούµε να εµπεριστατώσουµε την 
σύνδεση αυτή. 
  
Είδαµε πώς µε κατάλληλες παραµέτρους οι τροχιές του συστήµατος L-V 
καταλήγουν σε έναν φράκταλ τόρο (Εικόνες 10 µε 19). Ο τόρος αυτός, αν 
θεωρήσουµε ότι οι τροχιές ορίζουν επιφάνεια, είναι όµοιος µε τον τόρο που 
κατασκευάσαµε στην διδιάστατη χειρουργική. Η οµοιότητα είναι εµφανής 
στην Eικόνα 32: 
 

 
 

        Φράκταλ τόρος στο L-V          Ο  τόρος που προκύπτει µε χειρουργική ( 2m = , 0n = ) 
 
                                         (Εικόνα 32) 

 
Πέρα από την οµοιότητα των εικόνων, θα δούµε πώς ο φράκταλ τόρος του 
δυναµικού συστήµατος L-V σχετίζεται άµεσα και µε την διαδικασία της 
χειρουργικής.  
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Έχοντας επιλέξει ένα τυχαίο αρχικό σηµείο και παραµέτρους ,  ,  A B C  ώστε 
να αναµένουµε την δηµιουργία ενός φράκταλ τόρου (συγκεκριµένα 
επιλέξαµε την περιοχή h των παραµέτρων), παρατηρήσαµε ότι η τροχιά του 
συστήµατος πλησιάζει τον χαοτικό ελκυστή και δηµιουργεί αρχικά την 
ευθεία L (αργή πολλαπλότητα) και τον εξωτερικό φλοιό του φράκταλ τόρου. 
∆ηµιουργεί δηλαδή τη σφαίρα 2S  ή αλλιώς τη διδιάστατη πολλαπλότητα µε 
την οποία ξεκινάµε τη διδιάστατη χειρουργική, και µια ευθεία L  που 
καθορίζει και ενώνει δύο σηµεία πάνω στη σφαίρα. Είναι σαν η ευθεία L  να 
«επιλέγει» τα κέντρα των δύο δίσκων που αφαιρούµε στη διαδικασία της 
χειρουργικής. Στη συνέχεια, καθώς ο χρόνος περνάει, παρατηρήσαµε ότι η 
τροχιά τυλίγεται στην εσωτερική αργή πολλαπλότητα η οποία τελικά 
ανοίγει σε µία οπή καταλήγοντας στον γνωστό µας φράκταλ τόρο. Τα 
βήµατα αυτά αναδεικνύονται στις Εικόνες 33α και 33β για δύο διαφορετικές 
χρονικές στιγµές. 
 
Χειρουργική  για   a=0.0109, b=0.145, c=0.11  και αρχικό σηµείο (1, 0.7, 1): 
 

 
 (Εικόνα 33α) 
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(Εικόνα 33β) 

 
Μάλιστα, όσο περνάει ο χρόνος δηµιουργούνται νέοι φλοιοί από τόρους οι 
οποίοι παγιδεύονται µέσα στους προηγούµενους µε αποτέλεσµα η οπή που 
ανοίχτηκε να µεγαλώνει όλο και περισσότερο (Εικόνες 33γ και 33δ). 
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(Εικόνα 33γ) 

 

 
 (Εικόνα 33δ) 
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Στην παρακάτω µεγέθυνση βλέπουµε καθαρά τις τροχιές που τυλίγονται 
γύρω από την ευθεία L  δηµιουργώντας την τρύπα του τόρου. 
 

 
(Εικόνα 33ε) 

 
Η τροχιά δηλαδή δηµιουργεί τον τόρο κάνοντας χειρουργική καθώς ο 
χρόνος µεγαλώνει!  
 
Με αυτή την έννοια µπορούµε να δούµε την χειρουργική διαδικασία όχι 
µόνο σαν µια τοπολογική αφηρηµένη διαδικασία, αλλά σαν µια ιδιότητα 
των τροχιών ενός δυναµικού συστήµατος. Αντίστροφα, το δυναµικό 
σύστηµα L-V που περιγράψαµε µοντελοποιεί την διαδικασία της 
διδιάστατης χειρουργικής.  
 
Σηµείωση: Έχουµε ξανασυναντήσει αυτή η ιδιότητα των τροχιών να 
τυλίγονται µε τον χρόνο γύρω από την αρχική πολλαπλότητα ανοίγοντας 
ολοένα και µεγαλύτερη οπή χωρίς αναγκαστικά να εµφανίζεται η αργή 
πολλαπλότητα. Πράγµατι στην αριθµητική επίλυση του προηγούµενου 
κεφαλαίου στην περιοχή g ( για a=2.9851, b=3.0, c=7.0) παρατηρήσαµε ότι 
αν αφήσουµε το χρόνο να τρέξει παρουσιάζεται ένας δεύτερος ελκυστής 
µέσα στον πρώτο. Είδαµε ότι η διαδικασία αυτή συνεχίζεται επ’ άπειρον µε 
κάθε ελκυστή να παγιδεύεται µέσα στον προηγούµενο (Εικόνες 11 και 12). 
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(Εικόνα 11 και Εικόνα 12) 

 
Η ίδια ιδιότητα παρατηρείται κι εδώ µε τη διαφορά ότι ο αρχικός φλοιός 
(αυτός που πρωτοεµφανίζεται χρονικά) είναι σφαίρα και όχι τόρος όπως στη 
περιοχή g. Έτσι, ενώ στην περιοχή g απλά η οπή του τόρου άνοιγε όλο κι 
περισσότερο, εδώ έχουµε δηµιουργία τόρου από σφαίρα. 
 
Στη συνέχεια παραθέτουµε άλλα δύο παραδείγµατα χειρουργικής για 
διαφορετικές τιµές των παραµέτρων και διαφορετικές χρονικές στιγµές. 
 
Χειρουργική  για   a=0.0109, b=0.0145, c=0.3  και αρχικό σηµείο (1, 1 ,1): 
 

 
 (Εικόνα 34α) 
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 (Εικόνα 34β) 

 
 

 
(Εικόνα 34γ) 
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(Εικόνα 34δ) 
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Χειρουργική  για   a=0.05, b=0.0545, c=0.3  και αρχικό σηµείο [1;1;1]: 
 

 
(Εικόνα 35α) 

 
   (Εικόνα 35β) 
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5.2 ∆υνατές εφαρµογές: 
 
Γιατί αυτή η σύνδεση;  Η σύνδεση αυτή είναι σηµαντική διότι γεφυρώνει 
δύο πολύ διαφορετικές περιοχές των µαθηµατικών, την Τοπολογία και τις 
Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις δηµιουργώντας έτσι συνδέσεις και µεταξύ 
των εφαρµογών των δύο αυτών περιοχών. 
Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 3, το τρισδιάστατο σύστηµα  
L-V µοντελοποιεί τρεις πληθυσµούς (δύο θηρευτές και ένα θήραµα) και 
µπορεί να µοντελοποιήσει και χηµικές αντιδράσεις. 
Απ’ την άλλη µεριά είδαµε ότι η διαδικασία χειρουργικής χρησιµοποιείται 
στα καθαρά µαθηµατικά όπως στην κατάταξη επιφανειών, στην κατασκευή 
αναλλοίωτων κόµβων κι όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, στην 
κατασκευή όλων των τρισδιάστατων προσανατολίσιµων πολλαπλοτήτων .  
Επίσης  εφαρµόζεται µέσω της θεωρίας κόµβων, στην βιολογία (έλικες 
DNA) και στη αστροφυσική (µαγνητική επανασύνδεση). 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι η θεωρία κόµβων εφαρµόζεται σε ένα ευρύ φάσµα 
άλλων κλάδων όπως (κβαντική θεωρία πεδίου, λογική, υδροδυναµική, 
κοσµολογία, χηµεία, ψυχολογία,…. ) 
 
Εφαρµογές:  Πολλά φυσικά φαινόµενα ξεκινούν επιλέγοντας δύο σηµεία 
(πόλους) και µε ελίκωση ανάµεσα στους δύο πόλους κάνουν ουσιαστικά 
«χειρουργική» (χωρίς να παίζει ρόλο ο τύπος της τοπολογικής επιφάνειας 
στην οποία ανήκουν). Επίσης, η ελίκωση είναι φυσική και αναµενόµενη σαν 
δράση εφ’ όσον µέσω αυτής καταναλώνεται η ελάχιστη ενέργεια για ν’ 
ανοιχθεί µια τρύπα. 
Άρα σύµφωνα µε την σύνδεση που παρουσιάσαµε κάθε φαινόµενο που 
ουσιαστικά κάνει τον τύπο της διδιάστατης χειρουργικής που περιγράψαµε 
µπορεί µοντελοποιηθεί από το σύστηµα Lotka-Volterra. 
 
Ένα παράδειγµα: Ένα τέτοιο φυσικό φαινόµενο είναι οι ανεµοστρόβιλοι.  
Ένας ανεµοστρόβιλος είναι µια ισχυρή ανεµοθύελλα που χαρακτηρίζεται 
από ένα σύννεφο σε σχήµα χωνιού µε ελίκωση. 
Συγκεκριµένα, καθώς µια καταιγίδα εξελίσσεται, µια αύξηση στην ταχύτητα 
του ανέµου και / ή  µια απότοµη αλλαγή στην κατεύθυνσή του µπορούν να 
δηµιουργήσουν µια οριζόντια περιοχή περιστρεφόµενου αέρα. Στο τέλος 
αυτής της περιοχής (που ονοµάζεται µεσοκυκλώνας), συχνά υπάρχει µια 
δεύτερη περιοχή σε χαµηλότερο ύψος στην οποία βρίσκονται µη βροχερά 
σύννεφα. Αυτή η περιοχή µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα περιστρεφόµενο 
σύννεφο-τοίχος. Αν αυξηθεί η ένταση της περιστροφικής κίνησης, σύννεφα 
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σε σχήµα χωνιού µπορούν να δηµιουργηθούν στην περιοχή αυτή και να 
γίνουν  ανεµοστρόβιλοι όταν φτάσουν στην γη. 
 
Η διαδικασία αυτή µοιάζει πολύ µε την διδιάστατη χειρουργική. Αρχικά 
διαλέγονται τα δύο σηµεία. Το πρώτο βρίσκεται στο περιστρεφόµενο 
σύννεφο, στην αρχή του ανεµοστροβίλου. Θεωρούµε  ότι το δεύτερο 
βρίσκεται κάτω από τη γη. Από το πρώτο σηµείο, ο αέρας αρχίζει να 
περιστρέφεται ακολουθώντας µια ελικοειδή κίνηση (βλ. Εικόνα 36) προς το 
άλλο σηµείο. Η «οπή» σταµατάει όταν ο αέρας φτάσει στη γη. 
 

 
 

(Εικόνα 36) 
 
Παίρνουµε το γνωστό µας µοντέλο Lotka-Volterra και θεωρούµε την τροχιά 
της λύσης που βρίσκεται πάνω από ένα εγκάρσιο επίπεδο που αναπαριστά 
την επιφάνεια της γης. Στην Εικόνα 37 βλέπουµε έναν σχηµατισµένο 
ανεµοστρόβιλο και την µοντελοποίησή του.  
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(Εικόνα 37) 
 
Σηµειώνουµε ότι για τις ίδιες παραµέτρους, και µε αρχικές συνθήκες της 
τροχιάς κοντά στο επιλεγµένο πρώτο στάσιµο σηµείο 3sS  (συγκεκριµένα το 
σηµείο [2, 1, 40]), βλέπουµε ότι η εξέλιξη της τροχιάς είναι όµοια µε την 
κίνηση του αέρα που περιστρέφεται στον ανεµοστρόβιλο (βλ. Εικόνα 38). 
 

 
 

(Εικόνα 38) 
 



67 
 

Ακόµα πιο εντυπωσιακό είναι το παράδειγµα ενός ανεµοστρόβιλου που 
καταλήγει στην επιφάνεια της θάλασσας (watersprout). Εδώ το σηµείο 
επαφής του στροβίλου µε την επιφάνεια του νερού αντιστοιχεί στο δεύτερο 
στάσιµο σηµείο 2sS  του συστήµατός µας το οποίο στο προηγούµενο 
παράδειγµα είχε θεωρηθεί κάτω από την επιφάνεια της γης. Μάλιστα, στην 
επιφάνεια της θάλασσας παρατηρούµε στροβίλους ίδιους µε αυτούς του 
επιπέδου φάσεως xyP  της Εικόνας 9. Συνεπώς σε αυτή τη περίπτωση, η 
µοντελοποίηση του θαλάσσιου στροβίλου γίνεται από ολόκληρη την 
κεντρική οπή του συστήµατος (βλ Εικόνα 39).  
 

 

 
 

(Εικόνα 39) 
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Κεφάλαιο 6: Επίλογος – Προβλήµατα για µελέτη 
  
6.1 Τρισδιάστατη χειρουργική: 
 
Η έννοια της τοπολογικής χειρουργικής είναι πολύ σηµαντική και στις τρεις 
διαστάσεις. Σύµφωνα µε τον ορισµό της χειρουργικής,  για 3,  1m n= =  και 
αρχική πολλαπλότητα την 3S  παίρνουµε 1 1

3 3 1 2 2 1( \ )
S S

M S S D D S
×

= × ∪ × .  
 
Κατ’ αναλογία µε την κατάταξη των επιφανειών αποδεικνύεται ότι κάθε 
τρισδιάστατη πολλαπλότητα (προσανατολίσιµη, συνεκτική, συµπαγής, µε ή 
χωρίς σύνορο) µπορεί να κατασκευαστεί µε την τεχνική της χειρουργικής 
ξεκινώντας από την βασική πολλαπλότητα 3S .  
 
Θα κοιτάξουµε τώρα βήµα προς βήµα την τρισδιάστατη χειρουργική. 
Αρχικά αφαιρούµε από την 3 3 { }S = ∞� U  το γινόµενο 1 2S D×  που είναι ένας 
στερεός τόρος. Το 1 2S D×  προκύπτει αν σε κάθε σηµείο του κύκλου 1S  
αναρτήσουµε ένα δίσκο 2D  όπως στην Εικόνα 40. 
  

 
 

(Εικόνα 40) 
 
Θα χρειαστούµε την εξής ιδιότητα: το συµπλήρωµα ενός στερεού τόρου 1V  
στον 3S  είναι επίσης ένας στερεός τόρος 2V  που περιέχει το σηµείο του 
απείρου. Μάλιστα ισχύει 3

1 2S V V∂= ∪ .  
Στην Εικόνα 41 δείχνουµε την 3S  σαν ένωση δύο τόρων. Θεωρούµε ότι ο 
τόρος 1 2S D×  (ο οποίος αφαιρείται) περιέχει το σηµείο του απείρου και 
απεικονίζεται ξεδιπλωµένος στον 3� .  
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(Εικόνα 41) 
 

Συνεπώς περιµένουµε µετά το πρώτο βήµα να έχουµε έναν τόρο, το 
συµπλήρωµα του 1 2S D× , όπως φαίνεται στην Εικόνα 42.   

 

 
 

(Εικόνα 42) 
 
Στην συνέχεια πάνω στο κοινό σύνορο 1 1S S×  κολλάµε µε έναν 
οµοιοµορφισµό το 2 1D S×  ο οποίος είναι επίσης ένας στερεός τόρος.  
Θυµίζουµε ότι στη διδιάστατη χειρουργική αφαιρούσαµε το  0 2S D×  και 
κολλούσαµε το 1 1D S× , δηλαδή κολλούσαµε ένα αντικείµενο, που για να 
δούµε το αποτέλεσµα χρειαζόµασταν µία ακόµα διάσταση (Εικόνα 43).  
 

                                
0 2S D×                                          1 1D S×  

(Εικόνα 43) 
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Κατ’ αναλογία στην τρισδιάστατη χειρουργική, χρειαζόµαστε και την 
τέταρτη διάσταση για να δούµε την επικόλληση του 2 1D S× .  
Μια ιδέα για το πώς γίνεται η τρισδιάστατη χειρουργική περιγράφεται στις 
δύο παρακάτω Εικόνες. 
 

 
 

(Εικόνα 44) 
 
Στην Εικόνα 44 έχουµε την αρχική πολλαπλότητα 3S . Η στρωµάτωση του 

1 2S D×  (τόρος που αφαιρούµε) στο 3S  είναι κατά δίσκους. Αν ορίσω το 
σύνορο ενός τέτοιου δίσκου ως µεσηµβρινό, µετά τη χειρουργική διαδικασία 
ο µεσηµβρινός δεν θα είναι το σύνορο ενός δίσκου. Το γεγονός αυτό 
οφείλεται στο ότι κάθε τέτοιος δίσκος 2D  θα γίνει το 1S  του νέου τόρου 

2 1D S×  που κολλάµε. Οι καµπύλες που θα είναι σύνορα δίσκων µετά τη 
χειρουργική θα είναι οι παλιοί παράλληλοι. ∆ηλαδή οι παράλληλοι 1S  του 
τόρου 1 2S D×  γίνονται οι νέοι µεσηµβρινοί του τόρου 2 1D S× . 
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(Εικόνα 45) 
 

Απ’ την Εικόνα 45 παίρνουµε µια ιδέα του αποτελέσµατος της 
τρισδιάστατης χειρουργικής πάνω στο 3S . Οι νέοι δίσκοι του τόρου 2 1D S×  
φαίνονται να τέµνονται από τον συµπληρωµατικό τόρο. Εδώ είναι που 
χρειαζόµαστε την τέταρτη διάσταση για να φανταστούµε το αποτέλεσµα της 
χειρουργικής. 
 
 
6.2 Η εξίσωση δυναµό: 
 
Θα αναφέρουµε τώρα µια εξίσωση που πιστεύουµε ότι µπορεί να 
συσχετιστεί µε την τρισδιάστατη χεριρουργική. 
Ως γνωστόν, κάθε αστροφυσικό αντικείµενο που είναι ρευστό και 
περιστρέφεται θα δηµιουργήσει και θα διατηρήσει ένα µαγνητικό πεδίο. Η 
θεωρία που εξηγεί ως τώρα πειστικότερα τη δηµιουργία αυτού µαγνητικού 
πεδίου είναι η Θεωρία δυναµό (dynamo theory). Η Θεωρία δυναµό έχει 
χρησιµοποιηθεί για το µαγνητικό πεδίο της γης, του ηλίου, των αστέρων 
νετρονίων, των λευκών νάνων, των γαλαξιών και άλλων πυκνών 
αντικειµένων. Η γενική ιδέα του µηχανισµού δυναµό βασίζεται στον 
µηχανισµό επανατροφοδότησης. Ένα αρχικό µαγνητικό πεδίο δηµιουργεί  
ρεύµα το οποίο µε τη σειρά του δηµιουργεί το δικό του µαγνητικό πεδίο που 
αυξάνει το αρχικό µέχρι να επιτευχθεί µια κατάσταση ισορροπίας. Η 
διανυσµατική εξίσωση δυναµό είναι η ακόλουθη:  
 

2

0

^ ( ^ )B nV B B
t µ

∂
= ∇ + ∇

∂
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Όσον αφορά τη γη, πιστεύεται ότι το µαγνητικό της πεδίο οφείλεται στα 
ηλεκτρικά ρεύµατα που δηµιουργούνται από τη σύζευξη των µεταγωγικών 
επιδράσεων και της περιστροφής στο στροβιλιζόµενο υγρό µεταλλικό 
εξωτερικό πυρήνα της. Παρακάτω βλέπουµε την αριθµητική επίλυση της 
εξίσωσης δυναµό για το µαγνητικό πεδίο της γης από τους Gary 
A.Glatzmaier και Paul H.Roberts. 
 

 

 
 

(Εικόνα 46) 
 
Η Εικόνα 46 είναι ακριβώς η απεικόνιση του 3S  ως ένωση δύο τόρων. 
∆ηλαδή η λύση της εξίσωσης δυναµό προετοιµάζει το έδαφος για την 
τρισδιάστατη χειρουργική.  
 
Πιστεύουµε ότι µια παραπλήσια εξίσωση της εξίσωσης δυναµό ή µια 
διαταραχή της θα µπορούσε να µοντελοποιήσει την τρισδιάστατη 
χειρουργική.  
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Παράρτηµα Matlab: 
 
Παραθέτουµε εδώ τα δύο m-files που χρησιµοποιήθηκαν στο Matlab για την 
επίλυση του τρισδιάστατου συστήµατος Lotka-Volterra: 
 
stiff1.m: 
function stiff=stiff1(t,x) 
global a; 
global b; 
global c; 
%Choose the parameter space 
a=0.05; 
b=0.0545; 
c=0.3; 
%stiff defines the Lotka-Volterra dynamical system in this case 
stiff=[x(1)-x(1)*x(2)+c*(x(1)^2)-a*x(3)*(x(1)^2);-x(2)+x(1)*x(2);-
b*x(3)+a*x(3)*(x(1)^2)]; 
 
job.m: 
%The job m-files calls the stiff1 m-file  
%Choose a [t0,tfinal] and a starting point [x0,y0,z0] 
%The numerical solutions will be saved in the matrices t and x  
[t,x]=ode45('stiff1',[0,2500],[1;1;1]); 
%Solutions are displayed 
%First the projections that take significally less time to be drawn 
disp('xz projection'); 
plot(x(:,1),x(:,3)); 
pause; 
disp('xy projection'); 
plot(x(:,1),x(:,2)); 
pause; 
disp('xyz projection'); 
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3)); 
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