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Εισαγωγή 
 
 Στην παρούσα εργασία προσπαθήσαµε να απαντήσουµε σε δύο ερωτήµατα: ‘Τι 
κοινό µπορεί να έχουν η Θεωρία Κόµβων και η Στατιστική Μηχανική;’ Και ‘αν όντως η 
σύνδεση υπάρχει, πως µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε ακόµα πιο σύνθετα ζητήµατα της 
Θερµοδυναµικής;’  

Στο πρώτο ερώτηµα η απάντηση έρχεται µέσω του γνωστού πολυωνύµου Jones. 
Όπως θα δούµε, η τοπολογική αναλλοίωτη κόµβων είναι ταυτόχρονα και συνάρτηση 
διαµέρισης του µοντέλου Potts της Στατιστικής Μηχανικής. Η σχέση αυτή αναλύεται στο 
Κεφάλαιο 2 όπου αρχίζουµε µε µία εισαγωγή στην Θεωρία Κόµβων, αναλύουµε την 
σχέση της µε την Θεωρία Γραφηµάτων και τα πολυώνυµα γραφηµάτων και καταλήγουµε 
στην σύνδεση Θεωρίας Κόµβων και Στατιστικής Μηχανικής.  

Στο Κεφάλαιο 1 δίνουµε τις κυριότερες έννοιες της Στατιστικής Μηχανικής, όπως 
την έννοια του στατιστικού συνόλου. Μέσα από την ανάλυση της έννοιας αυτής, 
ορίζουµε την συνάρτηση επιµερισµού (ή συνάρτηση διαµέρισης) και δείχνουµε πως η 
κεντρικής σηµασίας αυτή συνάρτηση είναι ταυτόχρονα και η γέφυρα που συνδέει την 
Στατιστική Μηχανική µε την Θερµοδυναµική. 

Το Κεφάλαιο 3, είναι κατά κάποιο τρόπο, ο στόχος της διπλωµατικής αυτής 
εργασίας. Μετά από την ανάλυση των δύο πρώτων κεφαλαίων, ερχόµαστε στο Κεφάλαιο 
3 όπου προσπαθούµε να δώσουµε απάντηση στο δεύτερο ερώτηµα που αρχικά θέσαµε. 
Μελετάµε τα µη ιδανικά αέρια και αναλύουµε την καταστατική εξίσωση virial. 
Προσπαθούµε µε τα εργαλεία των δύο πρώτων κεφαλαίων να προσδιορίσουµε τους 
συντελεστές virial της καταστατικής εξίσωσης virial. Χρησιµοποιούµε την έννοια του 
µεγα-κανονικού στατιστικού συνόλου και της συνάρτησης διαµέρισης που ορίζεται σε 
αυτό για να καταλήξουµε σε µία βολική µορφή των συντελεστών virial. Κατόπιν, 
χρησιµοποιούµε στοιχεία της Θεωρίας Γραφηµάτων για να µεταφράσουµε τους 
συντελεστές virial σε γραφήµατα, οπότε  να τους µελετήσουµε σαν γραφήµατα. 
Καταλήγουµε σε µια προσπάθεια απλοποίησης του υπολογισµού των συντελεστών virial 
την οποία και εφαρµόζουµε για τους 7 πρώτους συντελεστές. 

Συγκεκριµένα, τα γραφήµατα των συντελεστών virial είναι 2-συνεκτικά 
γραφήµατα που είναι υποσύνολο των συνεκτικών. Ισχυριζόµαστε ότι µπορούµε να 
παράγουµε όλα τα 2-συνεκτικά γραφήµατα µε n κορυφές από τα 2-συνεκτικά µε n-1 
κορυφές. Στην εργασία αυτή το αποδεικνύουµε αυτό για 2-συνεκτικά γραφήµατα µέχρι 
και εφτά κορυφές. Αν αυτό ισχύει για κάθε n∈ℕ , τότε απλοποιείται πολύ η διαδικασία 
υπολογισµού των συντελεστών virial. 
 
Ευχαριστίες… 
 Οφείλω να πω ένα µεγάλο ευχαριστώ στους επιβλέποντες καθηγητές µου,  Κα 
Σοφία Λαµπροπούλου, Αναπληρώτρια Καθηγήτρια της Σχολής Εφαρµοσµένων 
Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου, και Κο 
Ιωάννη Οικονόµου, Ερευνητή Α΄ στο Ινστιτούτο Φυσικοχηµείας του Εθνικού Κέντρου 
Έρευνας Φυσικών Επιστηµών «∆ηµόκριτος», για την συµβολή τους στην περάτωση της 
παρούσας εργασίας και για την εµπνευσµένη καθοδήγησή τους όλο αυτόν τον χρόνο της 
συνεργασίας µας. 
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 Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Κο ∆ώρο Θεοδώρου, Καθηγητή της Σχολής 
Χηµικών Μηχανικών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου, για την συνεργασία του ως 
µέλος της Τριµελούς Επιτροπής.  
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Κεφάλαιο 1. Στατιστική Μηχανική 
 
1.1. Εισαγωγή 

 
Η Στατιστική Μηχανική είναι ο κλάδος της φυσικής που µελετά µακροσκοπικά 

συστήµατα µέσω µικροσκοπικών ιδιοτήτων ή µοριακών καταστάσεων. Ο σκοπός της 
Στατιστικής Μηχανικής είναι η κατανόηση και η πρόβλεψη µικροσκοπικών µοριακών 
φαινόµενων και ο υπολογισµός µακροσκοπικών ιδιοτήτων από τις ιδιότητες των 
ξεχωριστών µορίων που απαρτίζουν το σύστηµα. Για πολλούς επιστήµονες η Στατιστική 
Μηχανική παρέχει τη συνταγή που τους επιτρέπει να υπολογίζουν τις ιδιότητες των 
φυσικών συστηµάτων που µελετούν. 
 Η Στατιστική Μηχανική µπορεί να ταξινοµηθεί σε δύο κλάδους, ο ένας 
πραγµατεύεται τα συστήµατα σε κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας, µε τα οποία 
και θα ασχοληθούµε, και ο άλλος τα συστήµατα που δεν βρίσκονται σε κατάσταση 
ισορροπίας. Η διαχείριση συστηµάτων σε ισορροπία συχνά αναφέρεται ως Στατιστική 
Θερµοδυναµική, αφού δηµιουργεί µια γέφυρα µεταξύ Θερµοδυναµικής (ή Κλασική 
Θερµοδυναµική) και Μοριακής Φυσικής. 
 Για την µετάβαση από την µικροσκοπική µελέτη στην µακροσκοπική 
περιγραφή, η Στατιστική Θερµοδυναµική εισάγει µια µεθοδολογία που συνίσταται από 
δύο στάδια. Στο πρώτο στάδιο γίνεται η µελέτη του συστήµατος στο µοριακό επίπεδο και 
εξάγονται οι νόµοι που διέπουν την συµπεριφορά του στο επίπεδο αυτό, 
χρησιµοποιώντας κυρίως αρχές Κβαντικής Μηχανικής. Στο δεύτερο στάδιο οι νόµοι 
αυτοί µετατρέπονται σε εξισώσεις που συνδέουν µοριακά χαρακτηριστικά του 
συστήµατος µε τις κύριες θερµοδυναµικές συναρτήσεις του. Από αυτές εξάγονται στην 
συνέχεια όλες οι θερµοδυναµικές ιδιότητες του συστήµατος όπως η καταστατική 
εξίσωση του συστήµατος, µε απλή εφαρµογή των νόµων της Κλασικής Θερµοδυναµικής.  
 Σε αυτό το κεφάλαιο θα εισάγουµε τις βασικές αρχές και υποθέσεις της 
Στατιστικής Μηχανικής. Κατόπιν θα τις εφαρµόσουµε σε ένα σύστηµα που έχει σταθερές 
τιµές όγκου (V) και αριθµού µορίων (N) και βρίσκεται σε θερµική ισορροπία µε το 
περιβάλλον. Θα εξάγουµε τη βασική σύνδεση µεταξύ των κβαντικών ενεργειακών 
επιπέδων διαθέσιµων σε ένα σύστηµα µε Ν µόρια και των θερµοδυναµικών ιδιοτήτων 
του. Αυτή η σύνδεση επιτυγχάνεται όπως θα δούµε µέσω µιας συνάρτησης, που καλείται 
συνάρτηση επιµερισµού (partition function) και είναι κεντρικής σηµασίας στην 
Στατιστική Μηχανική. 
 
1.2. Στατιστικά Σύνολα 
  
 Επικαλούµαστε λοιπόν, το έργο του Αµερικανού φυσικού Josiah Villard Gibbs 
(1839 – 1903). Η µοντέρνα έκδοση της προσέγγισής του είναι ότι για να υπολογιστεί η 
τιµή οποιασδήποτε ιδιότητας (για παράδειγµα της πίεσης),  υπολογίζεται πρώτα η τιµή 
της  ιδιότητας αυτής σε καθεµία από τις κβαντικές καταστάσεις οι οποίες είναι συνεπείς 
µε τις λίγες παραµέτρους που είναι απαραίτητες για να προσδιοριστεί το σύστηµα 
µακροσκοπικά και κατόπιν, υπολογίζεται η µέση τιµή αυτών.  Στη συνέχεια απαιτούµε 
αυτή η µέση τιµή της ιδιότητας να αντιστοιχεί στην θερµοδυναµική ιδιότητα. Για 
παράδειγµα,  απαιτούµε η µέση τιµή της ενέργειας να αντιστοιχεί στην θερµοδυναµική 
ενέργεια και η µέση τιµή της πίεσης να αντιστοιχεί στην θερµοδυναµική πίεση.  



 6 

Αποδεικνύεται ότι ο υπολογισµός της µέσης τιµής µιας µηχανικής ιδιότητας µπορεί 
εύκολα να εκτελεστεί. Απαραίτητο εργαλείο για τους υπολογισµούς αυτούς είναι η 
έννοια του στατιστικού συνόλου. 
 
1.2.1. Η έννοια του στατιστικού συνόλου 
 
 Θεµελιώδης έννοια στην Στατιστική Μηχανική είναι η έννοια του στατιστικού 
συνόλου που πρώτος εισήγαγε ο Gibbs. Είναι µία από τις σηµαντικότερες έννοιες στην 
Στατιστική Μηχανική καθώς µας επιτρέπει να µελετούµε αδιαίρετα συστήµατα σαν µια 
ολότητα, δηλαδή ως ένα σύνολο που δεν µπορούµε να το διαιρέσουµε σε µικρότερα 
υποσυστήµατα. Παράδειγµα τέτοιου συστήµατος είναι ένα σύνολο Ν αλληλεπιδρώντων 
σωµατιδίων στην φύση. Η περίπτωση όπου τα Ν αυτά σωµατίδια δεν αλληλεπιδρούν 
µεταξύ τους είναι πολύ σπάνια στην φύση, συνίσταται µόνο σε πολύ ειδικές περιπτώσεις 
υψηλής θερµοκρασίας και πολύ χαµηλής πίεσης, οπότε και µιλάµε για ιδανικά 
συστήµατα. Στις περισσότερες περιπτώσεις όµως, το σύστηµα των Ν σωµατιδίων θα 
πρέπει να το µελετήσουµε σαν µια ολότητα. 
 Ένα στατιστικό σύνολο είναι µία συλλογή από έναν πολύ µεγάλο αριθµό 
συστηµάτων, έστω A, κάθε ένα κατασκευασµένο να είναι ένα αντίγραφο του προς 

µελέτη συστήµατος σε κάποια θερµοδυναµική κατάσταση. Για παράδειγµα,  έστω ότι 
ένα σύστηµα έχει όγκο V, περιέχει N σωµατίδια του ίδιου είδους,  και είναι γνωστό ότι 
έχει συγκεκριµένη ενέργεια E. Τότε το στατιστικό σύνολο θα είχε έναν όγκο A V,  θα 

περιείχε A N µόρια, και θα είχε συνολική ενέργεια E=A E. 

  Τα «αντίγραφα» του αρχικού συστήµατος, είναι ανεξάρτητα στοιχεία του 
συνόλου και δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι το κάθε ένα αντίγραφο 
είναι µακροσκοπικά πανοµοιότυπο µε το σύστηµα που µελετάµε. Αποτελούνται, για 
παράδειγµα, από τον ίδιο αριθµό και τα ίδια είδη σωµατιδίων και βρίσκονται κάτω από 
τις ίδιες ακριβώς συνθήκες θερµοκρασίας, πίεσης και όγκου. ∆ιαφέρουν, όµως, τελείως 
µικροσκοπικά, µια και το καθένα αντιστοιχεί σε διαφορετική κβαντική κατάσταση του 
αρχικού συστήµατος. 
  Οι τιµές των V και N,  µαζί µε το νόµο αλληλεπίδρασης µεταξύ των µορίων,  
είναι αρκετά για να προσδιοριστούν από την εξίσωση του Schrödinger οι ιδιοτιµές της 
ενέργειας Ej που είναι διαθέσιµες στο σύστηµα. Σε κάθε µία ενεργειακή στάθµη Ej θα 
αντιστοιχούν µία ή περισσότερες κβαντικές καταστάσεις j. Ο αριθµός των κβαντικών 
καταστάσεων Ω(Ej) που αντιστοιχούν σε ένα ενεργειακό επίπεδο Ej, ονοµάζεται τιµή 
εκφυλισµού. Οι εξωτερικές παράµετροι όµως, όπως για παράδειγµα ο όγκος, επηρεάζουν 
τις κβαντικές καταστάσεις στις οποίες µπορούν να βρεθούν τα µόρια, αφού επηρεάζουν 
εν γένει τις εξισώσεις κίνησης των µορίων. Εποµένως, από όλες τις δυνατές κβαντικές 
καταστάσεις, το σύστηµα µπορεί να προσλαµβάνει µόνο εκείνες που είναι συµβατές µε 
τους περιορισµούς που επιβάλλονται από τις εξωτερικές παραµέτρους. Αυτές οι 
ιδιοκαταστάσεις ονοµάζονται προσιτές καταστάσεις του συστήµατος.  
 Αντίστοιχα, έχουµε τον αριθµό κατάληψης αj της προσιτής κβαντικής 
κατάστασης j να είναι ο αριθµός των συστηµάτων του στατιστικού συνόλου που 
βρίσκονται στην ιδιοκατάσταση j. Το σύνολο των αριθµών κατάληψης {αj} καλείται 
κατανοµή και ο προσδιορισµός της µας δίνει την κατάσταση του στατιστικού συνόλου.  
Συχνά σηµειώνουµε το σύνολο {αj} σαν a.   
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1.2.2. Μέση τιµή ιδιότητας στο στατιστικό σύνολο 
 
 Έστω Α µια ιδιότητα του συστήµατος και έστω Αj είναι η τιµή της ιδιότητας 
αυτής όταν το στατιστικό σύνολο βρίσκεται στην κατάσταση j, µε αντίστοιχη κατανοµή 
a={αj}. Ορίζουµε ως µέση τιµή της ιδιότητας Α πάνω στο στατιστικό σύνολο και την 
συµβολίζουµε µε <Α>  την ποσότητα : 
 

0 0 1 1 ... j j
j

a A
a A a A

A
+ +

< >= =
∑

A A
 (1.1) 

 
όπου αj είναι οι αντίστοιχοι αριθµοί κατάληψης του στατιστικού συνόλου. 
 
1.2.3. Το µικροκανονικό στατιστικό σύνολο (NVE) 
 
 Έστω ένα αποµονωµένο σύστηµα µε αριθµό µορίων Ν, όγκο V και ενέργεια E 
σταθερά. Με τον όρο αποµονωµένο εννοούµε ότι το σύστηµα δεν έχει καµία 
αλληλεπίδραση µε το περιβάλλον του, δηλαδή δεν ανταλλάσσει µε αυτό ούτε µάζα ούτε 
ενέργεια. Το µικροκανονικό στατιστικό σύνολο που ορίζεται µε βάση αυτό το 
αποµονωµένο σύστηµα θα έχει A αντίγραφα του συστήµατος, άρα θα έχει έναν όγκο 

AV,  θα περιέχει AN µόρια, και θα έχει συνολική ενέργεια E=AE. Και φυσικά οι τιµές 

αυτών θα είναι σταθερές. Είναι, δηλαδή, και αυτό ένα αποµονωµένο σύστηµα.  
 Κάθε ένα από τα συστήµατα µέσα σε αυτό το στατιστικό σύνολο είναι ένα 
αποµονωµένο κβαντοµηχανικό σύστηµα µε N αλληλεπιδρώντα µόρια σε έναν χώρο µε 
όγκο V και µε ενέργεια Ε. Προφανώς, η ενέργεια Ε του αρχικού συστήµατος είναι µία 
από τις διαθέσιµες σ’ αυτό µέσω της εξίσωσης του Schrödinger και έχει µια τιµή 
εκφυλισµού Ω(E). Σ’ αυτό το ενεργειακό επίπεδο αντιστοιχεί ένας αριθµός προσιτών 
κβαντικών καταστάσεων, κάθε µία από τις οποίες οφείλει να εµφανίζεται ίσες φορές στο 
στατιστικό σύνολο. Αυτή η ιδιότητα είναι γνωστή στην Στατιστική Μηχανική ως αρχή 
των ίσων a priori πιθανοτήτων. Με άλλα λόγια, κάθε αποµονωµένο σύστηµα (Ν, V και 
Ε σταθερά) έχει την ίδια πιθανότητα να βρίσκεται σε καθεµία από τις Ω(Ε) πιθανές 
προσιτές κβαντικές καταστάσεις. 
 Το µικροκανονικό στατιστικό σύνολο (NVE) είναι ιδιαιτέρως χρήσιµο για 

θεωρητικές συζητήσεις. Για πιο πρακτικές εφαρµογές, ωστόσο, δεν θεωρούµε 
αποµονωµένα συστήµατα, αλλά συστήµατα τα οποία έχουν την θερµοκρασία (T) 
σταθερή παρά την ενέργεια. Το στατιστικό σύνολο που χρησιµοποιείται πιο συχνά στη 
Στατιστική Θερµοδυναµική, και µε το οποίο θα ασχοληθούµε στη συνέχεια, είναι το 
κανονικό στατιστικό σύνολο,  στο οποίο το κάθε ξεχωριστό  σύστηµα έχει τον αριθµό 
µορίων N, τον όγκο V και την θερµοκρασία T σταθερά.   
 
1.3. Το κανονικό στατιστικό σύνολο (NVT) 
 
 Θεωρούµε ένα πειραµατικό σύστηµα µε Ν, V και Τ τις ανεξάρτητες 
θερµοδυναµικές µεταβλητές του σταθερές. Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα 
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στατιστικό σύνολο τέτοιων συστηµάτων µε τον ακόλουθο τρόπο.  Εσωκλείουµε κάθε 
σύστηµα σε έναν χώρο όγκου V µε τοιχώµατα που είναι θερµικά αγώγιµα αλλά στεγανά 
στην προσπέλαση των µορίων. Άρα, µπορεί να ανταλλάσσει ενέργεια µε το περιβάλλον 
του αλλά όχι ύλη. Ολόκληρο το στατιστικό σύνολο των συστηµάτων τοποθετείται σε 
έναν πολύ µεγάλο θερµό λουτρό σε θερµοκρασία Τ. Όταν επιτυγχάνεται ισορροπία,  
ολόκληρο το στατιστικό σύνολο βρίσκεται σε µια σταθερή θερµοκρασία Τ. Αφού κάθε 
σύστηµα µπορεί να ανταλλάσσει ενέργεια αλλά όχι ύλη,  κάθε ένα σύστηµα του 
στατιστικoύ συνόλου έχει τις ίδιες σταθερές τιµές Ν, V και Τ.   
 Επειδή κανένα από τα συστήµατα του κανονικού στατιστικού συνόλου δεν είναι 
αποµονωµένο αλλά βρίσκεται σε µία σταθερή θερµοκρασία Τ,  η ενέργεια του κάθε 
συστήµατος δεν είναι σταθερή.  Εποµένως θα πρέπει να θεωρήσουµε ολόκληρο το 
φάσµα των ενεργειακών καταστάσεων για κάθε ένα µέλος του κανονικού στατιστικού 
συνόλου. Έστω ότι οι ιδιοτιµές της ενέργειας διαθέσιµες στο σύστηµα είναι Ε1(N,V), 
E2(N,V), …, διατεταγµένες έτσι ώστε  Ej+1 ≥ Ej. Είναι σηµαντικό να καταλάβουµε ότι 
κάθε ενέργεια, έστω Ei, επαναλαµβάνεται ανάλογα µε τον εκφυλισµό της,  δηλαδή,  
συµβαίνει  Ω(Εi) φορές. Κάθε σύστηµα µπορεί να βρίσκεται σε οποιαδήποτε από αυτές 
τις κβαντικές καταστάσεις.  
 Μπορούµε να περιγράψουµε µια κατάσταση ολόκληρου του στατιστικού συνόλου 
λέγοντας ότι α1, α2, α3, …. από τα συστήµατα βρίσκονται στις καταστάσεις 1, 2, 3, …, 
αντίστοιχα,  µε ενέργειες Ε1, Ε2, Ε3,.... .  Εποµένως, µπορούµε να περιγράψουµε κάθε µια 
κατάσταση του στατιστικού συνόλου γράφοντας : 
 
 Κατάσταση Νο.      1,   2,   3,   ...,   l  … 
 Ενέργεια                        Ε1,  Ε2,  Ε3, ...,   Εl   
 Αριθµός κατάληψης      α1,  α2, α3, ...,  αl .... 
 
Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο των αριθµών κατάληψης a={αj} καλείται κατανοµή. 
Προφανώς, οι αριθµοί κατάληψης ικανοποιούν τις παρακάτω συνθήκες : 
 

j
j

a =∑ A  (1.2) 

j j
j

a E =∑ E  (1.3) 

 
Η πρώτη συνθήκη εκπροσωπεί όλα τα µέλη του στατιστικού συνόλου,  και η δεύτερη 
αναπαριστά το γεγονός ότι ολόκληρο το κανονικό στατιστικό σύνολο είναι ένα 
αποµονωµένο σύστηµα,  και ως εκ τούτου έχει µία συγκεκριµένη τιµή για την ενέργεια 
E.  

 Αφού το κανονικό στατιστικό σύνολο έχει αποµονωθεί από το περιβάλλον 
µέσω θερµικής µόνωσης, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την αρχή ίσων πιθανοτήτων 
για ολόκληρο το στατιστικό σύνολο.  Στη µορφή που θέλουµε να την χρησιµοποιήσουµε 
εδώ,  η αρχή ίσων πιθανοτήτων λέει ότι κάθε πιθανή κατάσταση του κανονικού 
στατιστικό συνόλου,  δηλαδή,  κάθε κατανοµή αριθµού καταλήψεων α1,  α2, ... που είναι 
σύµφωνη µε τις Εξ. (1.2) και (1.3) είναι εξίσου πιθανή και πρέπει να της δοθεί ίδιο 
στατιστικό βάρος όταν υπολογίζουµε µέσες τιµές ιδιοτήτων στο στατιστικό σύνολο. 
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1.3.1. Στατιστικό βάρος κατανοµής και υπολογισµός µέσης τιµής ιδιότητας 
 
 Έστω a={ αj} µια κατανοµή αριθµών κατάληψης του κανονικού στατιστικού 
συνόλου που ικανοποιεί τις Εξ. (1.2) και (1.3). Ο αριθµός των διαφορετικών τρόπων που 
µπορεί να επιτευχθεί η κατανοµή a={ αj} είναι ο αριθµός των τρόπων που A διακριτά 

αντικείµενα µπορούν να οργανωθούν σε σύνολα, τέτοια ώστε α1 να βρίσκονται στο 
πρώτο σύνολο, α2 να βρισκόταν στο δεύτερο, και δίνεται από την σχέση: 
 

1 2 3

! !
( )  

! ! !... !k
k

W
a a a a

= =
∏

a
A A

 (1.4) 

 
Ο αριθµός ( )W a  ονοµάζεται στατιστικό βάρος της κατανοµής. Εάν το στατιστικό βάρος 
µιας κατανοµής είναι µεγάλο, τότε η πιθανότητα εµφάνισής της είναι πολύ µεγάλη.  
 Γενικά,  υπάρχουν πολλές κατανοµές που είναι σύµφωνες µε τις Εξ. (1.2) και 
(1.3). Σε κάθε κατανοµή, αj /A είναι το κλάσµα των συστηµάτων ή µελών του κανονικού 

στατιστικού συνόλου που βρίσκονται στην ενεργειακή κατάσταση j (µε ενέργεια Ej). Η 
συνολική πιθανότητα Pj το σύστηµα να βρίσκεται στην κβαντική κατάσταση j βρίσκεται 
παίρνοντας το µέσο όρο αj /A πάνω σε όλες τις επιτρεπτές κατανοµές, δίνοντας ίσα 

στατιστικά βάρη σε καθεµία σύµφωνα µε την αρχή ίσων πιθανοτήτων. Έτσι η Pj  δίνεται 
από: 
 

( ) ( ) 
1

( )

j
j

j

W a
a

P
W

= =
∑
∑

a

a

a a

aA A
  (1.5) 

 
Η γραφή αj(a) δηλώνει ότι η τιµή του αj εξαρτάται από την κατανοµή, και οι αθροίσεις 
είναι πάνω σε όλες τις κατανοµές που ικανοποιούν τις Εξ. (1.2) και (1.3).   
 Αν η πιθανότητα Pj ένα σύστηµα-µέλος του κανονικού στατιστικού συνόλου να 
βρίσκεται στην κβαντική κατάσταση j είναι γνωστή, τότε µπορεί να υπολογιστεί η µέση 
τιµή οποιασδήποτε ιδιότητας στο κανονικό στατιστικό από: 
 

j j
j

M M P=∑   (1.6) 

 
όπου Μj είναι η τιµή του M στην κβαντική κατάσταση j. Εποµένως, η συνταγή για τον 
υπολογισµό της µέσης τιµής οποιασδήποτε ιδιότητας στο κανονικό στατιστικό σύνολο 
δίνεται από τις Εξ. (1.5) και (1.6) και είναι,  αρχικά,  ολοκληρωµένη. Ωστόσο, οι 
αθροίσεις που βρίσκονται στις Εξ. (1.5) είναι πολύ δύσκολο να γίνουν µαθηµατικά,  και 
εποµένως πρακτικά οι Εξ. (1.5) και (1.6) είναι πολύ δύσκολο να χρησιµοποιηθούν. Η 
λύση αυτού του προβλήµατος έρχεται µε την µέθοδο της πιο πιθανής κατανοµής. 
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1.3.2. Η µέθοδος της πιο πιθανής κατανοµής 
 
 Ο πολυωνυµικός συντελεστής W(a) γνωρίζουµε ότι µεγιστοποιείται όταν 
εξισωθούν τα αj (βλέπε Παράρτηµα 1ου). Επειδή όµως η κατανοµή a υπόκειται σε δύο 
περιορισµούς, τους (1.2) και (1.3), o W(a) θα µεγιστοποιείται σε ένα άλλο σύνολο των αj, 
ωστόσο, η διασπορά των τιµών θα είναι µικρή. Έστω, λοιπόν,  a* = {αj* }  το σύνολο των 
αj το οποίο µεγιστοποιεί το W. Το εύρος τιµών του W γύρω από την µέγιστη τιµή του 
µπορεί να γίνει αυθαίρετα µικρό παίρνοντας τα αj, δηλαδή το A,  αυθαίρετα µεγάλο. 

Συνεπώς, η τιµή του W στην Εξ. (1.4) σε οποιαδήποτε άλλη κατανοµή εκτός της a*  θα 
είναι αµελητέα. Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε : 
 

( ) ( ) 
( *) * *1 1

( ) ( *)

j
j j

j

W a
W a a

P
W W

= = =
∑
∑

a

a

a a a

a aA A A
 (lim αj→∞ ) (1.7) 

 
όπου αj* είναι η τιµή του αj στην κατανοµή a* που µεγιστοποιεί το W(a). Συγκρίνοντας 
τις Εξ. (1.5) και (1.7) έχουµε : 
 

*j j
j

aa
P = =
A A

  (1.8) 

 
Εποµένως, για να υπολογίσουµε τις πιθανότητες που χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό 
των µέσων τιµών στο κανονικό στατιστικό σύνολο, χρειάζεται µόνο να προσδιορίσουµε 
την κατανοµή a* που µεγιστοποιεί το W(a) υπό τους περιορισµούς (1.2) και (1.3), 
δηλαδή, την πιο πιθανή κατανοµή. Μ’ αυτό το πρόβληµα θα ασχοληθούµε στη συνέχεια. 
 Εποµένως έχουµε τον πολυωνυµικό συντελεστή W(a) και ψάχνουµε την 
κατανοµή a*  που µεγιστοποιεί το στατιστικό βάρος W(a) υπό τους περιορισµούς (1.2) 
και (1.3). Έχουµε λοιπόν µια άµεση εφαρµογή της µεθόδου πολλαπλασιαστών Lagrange. 
Οι δύο περιορισµοί πολλαπλασιάζονται µε τις σταθερές α και β (οι προσδιοριστέοι 
πολλαπλασιαστές Lagrange) και προστίθενται στην συνάρτηση ln ( )W a  αντί της W(a). 
Κατόπιν, µηδενίζουµε τις πρώτες µερικές παραγώγους ως προς τα αj : 

 

j

ln ( ) 0k k k
k k

W a a a Eβ
α
∂  

− − = 
∂  

∑ ∑a  j = 1, 2, … (1.9) 

 
Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (1.4) για το W(a) και την προσέγγιση του Stirling για το 
W(a): 
 

ln ! ln= −A A A A  (1.10) 
 

(η οποία είναι ακριβής εδώ αφού κάθε ένα από τα αj είναι αυθαίρετα µεγάλο), έχουµε: 
 

jln *  1 0ja Eα β− − − − =  j = 1, 2, … (1.11) 

ή : 
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j
'* jEae e

βα −−=   j = 1, 2, … (1.12) 

 
όπου α’ = α + 1. Αυτό δίνει την αναµενόµενη κατανοµή αj*  συναρτήσει των α και β. 
 
 
1.3.3. Υπολογισµός των προσδιοριστέων πολλαπλασιαστών α και β 
 
 Αθροίζοντας και τα δύο µέλη της Εξ. (1.12) και χρησιµοποιώντας την Εξ. (1.2), 
έχουµε το α συναρτήσει του β : 
 

' 1
jEa

j

e e β−− = ∑
A

 (1.13) 

 
Και η Εξ. (1.8) γίνεται: 
 

( , )

( , )

* j

j

E N V
j

j E N V

j

a e
P

e

β

β

−

−= =
∑A

 (1.14) 

 
Αντικαθιστούµε στην Εξ. (1.6) παίρνοντας Εj να είναι η µηχανική ιδιότητα κι έχουµε: 

( , )

( , )

( , )

( , , )

j

j

E N V

j
j

E N V

j

E N V e

E E N V
e

β

ββ

−

−= =
∑

∑
 (1.15) 

 

Έχουµε, βέβαια, απαιτήσει αυτή η µέση ενέργεια ( , , )E N V β να αντιστοιχεί στην 
θερµοδυναµική ενέργεια Ε.  
 Μία άλλη πολύ σηµαντική µηχανική ποσότητα, είναι η πίεση. Εάν το σύστηµα 
βρίσκεται στην  j–κατάσταση και Εj είναι η ενέργεια της κατάστασης αυτής, τότε 

j jdE p dV= − είναι το έργο που δίνεται στο σύστηµα όταν ο όγκος του αυξάνεται κατά 

dV (κρατώντας των αριθµό των µορίων σταθερό). Οπότε, η πίεση του συστήµατος στην 
κατάσταση j δίνεται από την σχέση : 
 

j
j

N

E
p

V

∂ 
= − ∂ 

  (1.16) 

 
Εποµένως, ο µέσος όρος του κανονικού στατιστικού συνόλου για το pj είναι : 
 

j

j

Ej

j
j j E

j

j

E
e

V
p P p

e

β

β

−

−

∂ 
 ∂ = = −

∑
∑

∑
 (1.17) 
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Απαιτούµε η p να αντιστοιχεί στην θερµοδυναµική πίεση p. 
Παρατηρούµε ότι ο παρονοµαστής στις Εξ. (1.15) και (1.17) είναι ο ίδιος. Ονοµάζουµε 
τον παρονοµαστή Q(N, V, β) : 

 
( , )

( ,  ,  )   j

j

E N V
Q N V e

ββ −= ∑   (1.18) 

 
Το άθροισµα αυτό προέκυψε από τις εξισώσεις του κανονικού στατιστικού συνόλου και 
όπως θα δούµε παρακάτω, η συνάρτηση αυτή είναι η κεντρική συνάρτηση του κανονικού 
στατιστικού συνόλου, γνωστή ως κανονική συνάρτηση επιµερισµού. Η συνάρτηση αυτή 
θα µας δώσει και την σύνδεση µεταξύ Στατιστικής Μηχανικής και Θερµοδυναµικής.  

Μέχρι στιγµής  έχουµε δύο συσχετίσεις µε την Θερµοδυναµική : 
 

p p

E E

↔

↔
 (απαιτήσεις συνόλου του Gibbs) 

 
Η Εξ. (1.15) δίνει το Ε συναρτήσει του β. Θα σκεφτόταν, λοιπόν, κανείς ότι θα ήταν 
βολικό να λύναµε ως προς β και να είχαµε µια έκφραση του β συναρτήσει του Ε. Στην 
πράξη, όµως, αυτό είναι πολύ δύσκολο. Ευτυχώς, ο υπολογισµός του β δεν είναι τόσο 
δύσκολος, εποµένως, είναι προτιµότερο να έχουµε το Ε συναρτήσει του β. Στην συνέχεια 
υπολογίζουµε την τιµή του β. 
 Αρχικά, παραγωγίζουµε το δύο µέλη της Εξ. (1.15) κρατώντας το N, V και β 
σταθερά: 

,N

E
p Ep E p

V
β

β β
 ∂

= − + − 
∂ 

  (1.19) 

όπου: 
 

jj EE j
jj j

jj

E
E ep E e

V
Ep

Q Q

ββ −− ∂ 
 ∂ = =−

∑∑
 και 

j jE E

j j
j j

E e p e

Ep
Q Q

β β− −

=
∑ ∑

i  

 
Κατόπιν, παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη της Εξ. (1.17): 
 

,N V

p
E p Ep

β

 ∂
= − 

∂ 
  (1.20) 

 
αφού τα Εj εξαρτώνται µόνο από τα N και V κι όχι και από το β, όπως την E . 
Συνδυάζοντας τώρα τις Εξ. (1.19) και (1.20) έχουµε: 
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, ,N N V

E p
p

V
β

β
β

   ∂ ∂
+ = −   

∂ ∂   
  (1.21) 

 
Έχουµε την θερµοδυναµική καταστατική εξίσωση: 
 

,, N VT N

E p
T p

V T

 ∂ ∂ − = −   ∂ ∂  
  (1.22) 

 
την οποία και ξαναγράφουµε συναρτήσει του 1/Τ αντί του Τ: 
 

1
,,

1
1

T N VN

E p
p

V T
T

  ∂ ∂ + = − 
 ∂ ∂   

 (1.23) 

 
 Συγκρίνοντας τις Εξ. (1.21) και (2.23) συµπεραίνουµε ότι β=σταθερά/Τ. Συνήθως 
γράφουµε β = 1 / kΤ, όπου k είναι η σταθερά του Boltzmann.  
 
1.3.4. Θερµοδυναµική σύνδεση  
 
 Η συνάρτηση Q είναι η κεντρική στατιστική θερµοδυναµική συνάρτηση του 
κανονικού στατιστικού συνόλου (N, V και Τ σταθερά), καλείται κανονική συνάρτηση 
επιµερισµού [canonical (ensemble) partition function] και όπως είδαµε δίνεται από τον 
τύπο (Εξ. 1.18): 

 
( , ) /

( ,  ,  )   j

j

E N V kT
Q N V eβ −

= ∑   

Η συνάρτηση επιµερισµού παρέχει µία γέφυρα µεταξύ των κβαντοµηχανικών 
ενεργειακών καταστάσεων ενός µακροσκοπικού συστήµατος και των θερµοδυναµικών 
ιδιοτήτων του. Αν καταφέρουµε να υπολογίσουµε την Q συναρτήσει των N, V και Τ, τότε 
είµαστε σε θέση να υπολογίσουµε κάθε θερµοδυναµική ιδιότητα συναρτήσει 
κβαντοµηχανικών και µοριακών παραµέτρων. Βέβαια, εφόσον τα ενεργειακά επίπεδα Εj 
αναφέρονται σε ένα σύστηµα µε Ν µόρια, όπου το Ν µπορεί να είναι αυθαίρετα µεγάλο, 
φαίνεται πρακτικά αδύνατο να υπολογιστούν οι τιµές αυτές. Βέβαια, όπως θα δούµε 
παρακάτω, στο κεφάλαιο 3, το πρόβληµα αυτό ανάγεται στο πρόβληµα µε 1, 2, 3 κτλ. 
µόρια.  
 Η πιο σηµαντική σύνδεση µεταξύ Θερµοδυναµικής και συνάρτησης επιµερισµού 
είναι η εξίσωση που µας δίνει την ελεύθερη ενέργεια του Helmholtz Α συναρτήσει του Q :  
 

( , , ) ln ( , , )A N V T kT Q N V T= −  (1.24) 
 

Η ελεύθερη ενέργεια του Helmholtz Α είναι η µόνη θερµοδυναµική συνάρτηση που είναι 
άµεσα ανάλογη του ln ( , , )Q N V T . Επιπλέον, οι ανεξάρτητες µεταβλητές του Α είναι 
αυτές του κανονικού στατιστικού συνόλου. Πρακτικά, λοιπόν, µέσω της συνάρτησης 
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επιµερισµού Q µπορούµε άµεσα να υπολογίσουµε την ελεύθερη ενέργεια του Helmholtz 
Α και µέσω αυτής οποιαδήποτε θερµοδυναµική συνάρτηση θέλουµε. 
 Ολοκληρώνουµε την σύνδεση µεταξύ Θερµοδυναµικής και κανονικού 
στατιστικού συνόλου παραθέτοντας τις παρακάτω εξισώσεις, οι οποίες απορρέουν από 
την (1.24) αν λάβουµε υπ’ όψη ότι A E TS= −  : 

• Η Εξ. (1.15) για το E  µπορεί να γραφεί ως : 
 

2

,

ln

N V

Q
E kT

T

∂ =  ∂ 
  (1.25) 

 
 

• Επίσης, από την Εξ. (1.17) µπορούµε να πάρουµε : 
 

,

ln

N T

Q
p kT

V

∂ =  ∂ 
  (1.26) 

 
• Η εντροπία S συναρτήσει του Q δίνεται από : 

 

,

ln
ln

N V

Q
S kT k Q

T

∂ = + ∂ 
  (1.27) 

 
Έχουµε την ενέργεια Ε, την πίεση p και την εντροπία S συναρτήσει της συνάρτησης Q, 
εποµένως, είναι δυνατός ο υπολογισµός οποιασδήποτε θερµοδυναµικής ιδιότητας 
συναρτήσει του Q.  
 Στον Πίνακα 1.1 που ακολουθεί εµφανίζονται συγκεντρωτικά οι εξισώσεις των 
θερµοδυναµικών ιδιοτήτων συναρτήσει της συνάρτησης επιµερισµού του κανονικού 
στατιστικού συνόλου. 
 

 
Κανονικό στατιστικό σύνολο, Q(N, V, T) 

 
lnA kT Q= −   (1.28) 

                 dA SdT pdV dNµ= − − +   (1.29) 

                      
,

ln
ln

N V

Q
S k Q kT

T

∂ = +  ∂ 
 (1.30) 

,

ln

N T

Q
p kT

V

∂ =  ∂ 
 (1.31) 

,

ln

V T

Q
kT

N
µ

∂ = −  ∂ 
 (1.32) 
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2

,

ln

N V

Q
E kT

T

∂ =  ∂ 
 (1.33) 

 
Πίνακας 1.1. Εκφράσεις θερµοδυναµικών ιδιοτήτων συναρτήσει της συνάρτησης 

επιµερισµού Q του κανονικού στατιστικού συνόλου. 
 
1.4. Μη ιδανικά αέρια και η καταστατική εξίσωση 
 
 Στην Φυσική και την Θερµοδυναµική, η καταστατική εξίσωση είναι µια σχέση 
που περιγράφει την κατάσταση της ύλης κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες, όπως πίεση, 
όγκο, θερµοκρασία κτλ. Είναι µια εξίσωση ουσιώδους σηµασίας στην µακροσκοπική 
µελέτη  συστηµάτων καθώς συνδέει µαθηµατικά συναρτήσεις όπως η πίεση, ο όγκος, η 
θερµοκρασία και η εσωτερική ενέργεια. Η πιο µεγάλη χρησιµότητά της έγκειται στην 
ικανότητά της να προβλέπει την κατάσταση υγρών και αερίων, καθώς και αλλαγές 
φάσεων (phase transitions). ∆ηλαδή, τις τιµές πίεσης, χηµικού δυναµικού και 
θερµοκρασίας που έχουµε υγροποίηση ενός αερίου ή στερεοποίηση ενός υγρού. Το 
ενδιαφέρον του φαινόµενου της αλλαγής φάσης είναι ότι στις τιµές πίεσης, χηµικού 
δυναµικού και θερµοκρασίας που παρατηρείται το φαινόµενο, το υγρό και το αέριο ή το 
υγρό και το στερεό (όπως πάγος – νερό) συνυπάρχουν έχοντας τις ίδιες τιµές σ’ αυτές τις 
παραµέτρους.  
 Η πιο απλή καταστατική εξίσωση είναι ο νόµος των ιδανικών αερίων : 
 

p kTρ=  (1.34) 
 

όπου p  είναι η πίεση του αερίου, ρ η πυκνότητά του, Τ η θερµοκρασία του και k η 
σταθερά του Boltzmann. Στο όριο χαµηλών πυκνοτήτων, όλα τα αέρια προσεγγίζουν την 
συµπεριφορά ιδανικού αερίου. Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι τα µόρια βρίσκονται 
συνεχώς πολύ µακριά το ένα από το άλλο και έτσι δε "νιώθουν "  το διαµοριακό 
δυναµικό. Εποµένως, η παραπάνω καταστατική εξίσωση είναι αρκετά ακριβής στην 
περιγραφή της συµπεριφοράς τους. 

 Τι γίνεται, όµως, όταν η θερµοκρασία µειώνεται ή η πίεση αυξάνεται; Τι γίνεται, 
δηλαδή, όταν η πυκνότητα αυξάνεται; Τότε τα µόρια βρίσκονται πιο κοντά το ένα στο 
άλλο και το διαµοριακό δυναµικό γίνεται πλέον υπολογίσιµο. Ο νόµος των ιδανικών 
αερίων αποτυγχάνει πλέον στο να υπολογίζει τις αλλαγές φάσεων των αερίων. Συνεπώς, 
ένα πλήθος εµπειρικών καταστατικών εξισώσεων έχει καταστρωθεί µε σκοπό να 
περιγραφεί η απόκλιση του εκάστοτε αερίου από την ιδανική κατάσταση. Μέχρι στιγµής, 
δεν υπάρχει µία µορφή καταστατικής εξίσωσης που να υπολογίζει επακριβώς τις 
ιδιότητες όλων των ουσιών κάτω από οποιεσδήποτε συνθήκες.  
 Η πιο θεµελιώδης από τις διάφορες καταστατικές εξισώσεις, υπό την έννοια ότι 
έχει την πιο σωστή θεωρητική θεµελίωση, είναι η καταστατική εξίσωση virial  (virial 
equation of state), που αρχικά προτάθηκε από τον Tiensen και αναπτύχθηκε από τους 
Karmenlingh – Onnes.Η καταστατική εξίσωση virial εκφράζει την απόκλιση από την 
συµπεριφορά του ιδανικού αερίου ως µία άπειρη δυναµοσειρά του ρ  : 
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2 3
2 3( ) ( ) ...

p
B T B T

kT
ρ ρ ρ= + + +  (1.35) 

 
όπου οι ποσότητες 2( )B T , 3( )B T , … καλούνται αντίστοιχα δεύτερος, τρίτος, … 

συντελεστής virial και εξαρτώνται µόνο από την θερµοκρασία του εκάστοτε αερίου κι όχι 
από πυκνότητα ή την πίεσή του.  



 17 

Παράρτηµα 1ου κεφαλαίου 
 
 Κύριο λόγο στην µέχρι τώρα ανάλυση είχε ο πολυωνυµικός συντελεστής: 
 

1 2 3

! !
( )  

! ! !... !k
k

W
a a a a

= =
∏

a
A A

 (1) 

 
παίρνοντας τα αj, δηλαδή το A αυθαίρετα µεγάλο. Βρήκαµε την κατανοµή που 

µεγιστοποιεί το ( ) W a υπό τους περιορισµούς (1.2) και (1.3). Τι θα γινόταν όµως εάν δεν 
είχαµε τους περιορισµούς αυτούς; Το πρόβληµα τότε θα ήταν τελείως διαφορετικό, οι 
τιµές των αj για τις οποίες το ( ) W a θα έπαιρνε την µέγιστη τιµή του θα ήταν 
διαφορετικές. Αυτό δείχνει και την σπουδαιότητα των περιορισµών (1.2) και (1.3).  
 Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα λύσουµε το πρόβληµα για τον διωνυµικό 
συντελεστή 1 1 1( ) !/ !( )!f N N N N N= − . Ψάχνουµε λοιπόν, την τιµή του 1N  για την οποία 

ο διωνυµικός συντελεστής 1( )f N  µεγιστοποιείται. Εφόσον τα N  και 1N  είναι 

αυθαίρετα µεγάλα, µπορούµε να τα θεωρούµε συνεχείς µεταβλητές. Εφόσον επίσης η 
συνάρτηση lnx είναι µονότονη, µπορούµε να µεγιστοποιήσουµε τον συντελεστή 1( )f N  

απλά µεγιστοποιώντας την συνάρτηση 1ln ( )f N . Αυτό µας επιτρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση του Stirling: 
 

ln ! lnx x x x= −  (2) 
 

Το µέγιστο του 1( )f N  βρίσκεται τότε από τον µηδενισµό της πρώτης παραγώγου: 

 

1

1

ln ( )
0

d f N

dN
=  (3) 

 
να είναι στο 1* / 2N N= . Η σειρά Taylor του 1ln ( )f N  γύρω από το σηµείο 1* / 2N N=  

είναι: 
 

1 1

2
21

1 1 1 12
1 *

1 ln ( )
ln ( ) ln ( *) ( *) ...

2
N N

d f N
f N f N N N

dN
=

 
= + − + 

 
 (4) 

 
Ο γραµµικός όρος 1 1*N N−  λείπει διότι η πρώτη παράγωγος του ln ( )f N  είναι µηδέν 

στο 1 1*N N= . Η δεύτερη παράγωγος στην παραπάνω εξίσωση είναι ίση µε      -4/Ν.  
Ωστόσο, εάν αγνοήσουµε τους όρους µεγαλύτερης τάξης, η Εξ. (4) γράφεται µορφή: 
 

2
1 1

1 1

2( *)
( ) ( *)exp

N N
f N f N

N

 −
= − 

 
 (5) 
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Η σύγκριση µε την τυπική µορφή της συνάρτησης του Gauss: 
 

2

2 1/2 2

1 ( *)
( ) exp

(2 ) 2

x x
f x

πσ σ
 −

= − 
 

 (6) 

 
δείχνει ότι η τυπική απόκλιση είναι της τάξης του 1/2N . Η Εξ. (5) εποµένως, είναι µια 
καµπανοειδής καµπύλη µε κέντρο στο 1* / 2N N=  κι έχει εύρος µερικά πολλαπλάσια του 

1/2N . Ως γνωστό, η συνάρτηση Gauss τείνει στο µηδέν όταν το x διαφέρει από το x* 
µερικά πολλαπλάσια του σ. Από την στιγµή που ενδιαφερόµαστε για µεγάλες µόνο τιµές 
του 1N , περίπου της τάξεως του 1020, έχουµε ουσιαστικά µια καµπανοειδή καµπύλη που 

περιέχεται µεταξύ 2010 ± µερικά πολλαπλάσια του 1010, η οποία αν σχεδιαστεί µοιάζει µε 
την συνάρτηση δέλτα µε κέντρο στο 1* / 2N N= .  
 Μέχρι τώρα δείξαµε ότι ο διωνυµικός συντελεστής µεγιστοποιείται στο σηµείο 

1 2 / 2N N N= =  ενώ στα υπόλοιπα σηµεία είναι πρακτικά µηδέν. Την ίδια συµπεριφορά 
έχει και ο πολυωνυµικός συντελεστής. Αν έχουµε s Νj, ο πολυωνυµικός συντελεστής έχει 
ένα πολύ απότοµο µέγιστο στο σηµείο 1 2 ... /sN N N N s= = = = . Το µέγιστο αυτό 
γίνεται ακόµα πιο απότοµο καθώς οι τιµές των Νj µεγαλώνουν και ο διωνυµικός 
συντελεστής γίνεται η συνάρτηση δέλτα στο όριο jN →∞ , για κάθε j. 
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Κεφάλαιο 2. Θεωρία κόµβων – Πολυώνυµα γραφηµάτων 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε αφενός µε την Θεωρία Κόµβων αφετέρου µε 
πολυώνυµα γραφηµάτων, µε σκοπό να αναλύσουµε την σχέση ανάµεσα στη Θεωρία 
Κόµβων και στη Στατιστική Μηχανική. Κατόπιν θα προσπαθήσουµε να δώσουµε την 
σύνδεση όλων αυτών των πραγµάτων µε την Στατιστική Θερµοδυναµική και τις 
εξισώσεις του πρώτου κεφαλαίου. 
 
2.1. Εισαγωγή στην Θεωρία Κόµβων 
 
 Η Θεωρία Κόµβων είναι ένα πεδίο µιας ευρύτερης περιοχής των µαθηµατικών, 
γνωστή ως Τοπολογία. Η Τοπολογία ασχολείται µε τις ιδιότητες γεωµετρικών 
αντικειµένων που διατηρούνται ακόµα και µετά από συνεχείς αλλοιώσεις στην µορφή ή 
στο σχήµα των αντικειµένων αυτών. Τα αντικείµενα, δηλαδή, θεωρούνται ελαστικά 
παραµορφώσιµα. Για παράδειγµα, στην τοπολογία ο κύβος και η σφαίρα θεωρούνται 
όµοια αντικείµενα καθώς ο κύβος µπορεί να γίνει σφαίρα απλά στρογγυλεύοντας τις 
οκτώ κορυφές του και τις δώδεκα ακµές του. Κατά τον ίδιο τρόπο και οι κόµβοι 
θεωρούνται αντικείµενα παραµορφώσιµα, δηλαδή σαν να είναι φτιαγµένοι από ελαστικό 
υλικό. 
 Ένας κόµβος,  αν και µαθηµατικό αντικείµενο,  µπορεί εύκολα να κατασκευαστεί 
από τον οποιοδήποτε µε τη χρήση µιας κλωστής ή ενός σχοινιού (για παράδειγµα, οι 
ναυτικοί κόµβοι). Είναι λοιπόν κάτι απτό, κάτι που εάν θελήσουµε να το µελετήσουµε 
µπορούµε ακόµα και να το κατασκευάσουµε, δεν είναι κάποιο κατασκεύασµα της 
φαντασίας µας, αλλά ένα αντικείµενο µε υπόσταση. Αυτό ακριβώς είναι που κάνει τους 
κόµβους εύκολους στην κατανόηση τους και ίσως πιο απλούς από άλλα µαθηµατικά 
αντικείµενα στην µελέτη τους. 
 Η πρώτη ενασχόληση µε τους κόµβους γίνεται στις αρχές του δέκατου ένατου 
αιώνα.  Πρόκειται για το Γερµανό µαθηµατικό Carl Frederic Gauss (1775-1855) ο 
οποίος εκδήλωσε ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά αυτά αντικείµενα.  Η συνεισφορά του 
στο χώρο χαρακτηρίζεται από το έργο "Analysis Situs" το οποίο ασχολείται µε τις 
µαθηµατικές διαφορές µεταξύ απλών και πιο σύνθετων κόµβων.   
 Στη συνέχεια και ο Άγγλος φυσικός Lord Kelvin (William Thomson, 1824-1907),  
καθηγητής στο Πανεπιστήµιο της Γλασκόβης,  έδειξε ενδιαφέρον για τους κόµβους.  
Συγκεκριµένα,  πίστευε πως το σύµπαν είναι γεµάτο µε ένα αόρατο υγρό το οποίο και 
ονόµασε "ether" και ότι τα άτοµα είναι στροβιλισµοί του υγρού σε σχήµα κόµβων.  Έτσι,  
ένα σύµπλεγµα κόµβων  απαρτίζει ένα σύνολο στοιχείων και διαφορετικοί κόµβοι 
αντιστοιχούν σε διαφορετικά στοιχεία της φύσης.   
 Η παραπάνω θεωρία του Kelvin ήταν που ενέπνευσε τον Σκοτσέζο φυσικό Peter 
Guthrie Tait (1831-1901) να κάνει µια µεγάλη µελέτη και ταξινόµηση των κόµβων,  σε 
µια προσπάθεια να διακρίνει ποτέ δύο κόµβοι είναι "διαφορετικοί".  Είναι αξιοσηµείωτο 
ότι αν η θεωρία του Kelvin είχε αποδειχτεί σωστή,  τότε η ταξινόµηση του Tait θα ήταν η 
βάση για έναν απεριόριστο πίνακα στοιχείων.  Η θεωρία του Kelvin όµως αργότερα 
κατέρρευσε,  αφού αναπτύχθηκαν νέες ιδέες σχετικά µε την ταξινόµηση των στοιχείων 
της ύλης. Έτσι, η θεωρία κόµβων άρχισε να εγκαταλείπεται µέχρι το 1950.  Ήταν η 
περίοδος οι James Watson και Francis Crick (1953) ανακάλυψαν πως το DNA είχε 
σχήµα διπλής έλικας. 
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2.2. Μελέτη των κόµβων 
 
Πώς ορίζεται όµως ένας κόµβος µαθηµατικά;  
 
Ορισµός 2.1: Ένας κόµβος είναι η εικόνα µιας εµφύτευσης f του κύκλου 1S  στον 3

ℝ : 
 

3:f Ο→ ℝ  
 

Εµφύτευση είναι µια συνάρτηση f, ένα προς ένα και συνεχής, έτσι ώστε να υπάρχει η 
αντίστροφή της 1f − . 
 
Χαρακτηριστικά παραδείγµατα κόµβων είναι: 
 

    
  

Ο κόµβος trefoil                   Ο κόµβος figure-eight 
 

Επαγωγικά έχουµε και την έννοια του κρίκου: 
 
Ορισµός 2.2: Ένας κρίκος µε n συνιστώσες είναι η εικόνα µιας εµφύτευσης f  n 
αντιγράφων του κύκλου 1S  στον 3

ℝ : 
 

3: ...f ΟΟ Ο→ ℝ  
                                                       n φορές 

 

    
π.χ 
            κρίκος Hopf     δακτύλιοι Borromean 

 
∆ηλαδή, ένας κόµβος είναι µία συνεχής κλειστή καµπύλη στον 3

ℝ  χωρίς αυτοτοµές, ενώ 
ένας κρίκος συντίθεται από ένα σύνολο τέτοιων καµπύλων. Στην συνέχεια πάντως, µε 
τον όρο "κόµβος" θα αναφερόµαστε είτε σε κόµβο είτε σε κρίκο. 



 21 

 
 Ενώ οι κόµβοι είναι αντικείµενα του χώρου, η µελέτη τους γίνεται µέσω των  
κανονικών προβολών τους στο επίπεδο. Η εικόνα µιας τέτοιας προβολής καλείται 
διάγραµµα. Επειδή όµως ένας κόµβος έχει διάφορες προβολές στο επίπεδο, ένα 
διάγραµµά του είναι τέτοιο ώστε τα σηµεία τοµής να είναι µόνο διπλά και πεπερασµένα 
και να δίνουν την πληροφορία "πάνω" ή "κάτω". Τα διπλά σηµεία λέγονται 
διασταυρώσεις και οι δύο τύποι διασταυρώσεων είναι οι εξής : 

 

 

 
Ένα διάγραµµα κόµβου δεν επιτρέπεται να περιέχει πολλαπλά σηµεία προβολής ή 
σηµεία επαφής ή σηµεία αναστροφής.  ∆εν επιτρέπονται,  δηλαδή,  οι παρακάτω 
καταστάσεις : 
 

       

 
Ορισµός 2.3: Ένας κρίκος θα λέγεται προσανατολισµένος εάν σε κάθε συνιστώσα του 
δοθεί µία κατεύθυνση. Τότε, σε κάθε διασταύρωση θα αντιστοιχεί ένας από τους 
παρακάτω προσανατολισµούς : 
 

 
 
 
2.2.1. Ισοτοπία κόµβων 
 
 Έστω ότι έχουµε δύο διαγράµµατα του ίδιου κόµβου. Εάν χρησιµοποιήσαµε 
σχοινί για να φτιάξουµε τον κόµβο που αντιστοιχεί στην πρώτη προβολή,  τότε θα πρέπει 
να είµαστε ικανοί να µετασχηµατίσουµε το σχοινί, χωρίς να το κόψουµε, µε τέτοιο τρόπο 
ώστε να πάρουµε και το δεύτερο διάγραµµα.  Αυτή η αλλαγή στο σχοινί,  δηλαδή,  η 
κίνηση του σχοινιού στον τρισδιάστατο χώρο χωρίς να το αφήσουµε να κοπεί,  καλείται 
πλήρης ισοτοπία (ambient isotopy). Ο όρος "ισοτοπία" αναφέρεται στον συνεχή 
µετασχηµατισµό του σχοινιού,  ενώ ο όρος "πλήρης" αναφέρεται στο γεγονός ότι το 
σχοινί αλλάζει σχήµα µέσα στον τρισδιάστατο χώρο στον οποίο βρίσκεται.  Στην πλήρη 
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ισοτοπία,  δεν επιτρέπεται να συρρικνώσουµε ένα τµήµα του κόµβου σε ένα σηµείο έτσι 
ώστε να χαθεί τοπικά ο κόµβος (Σχήµα 1). 
 
Ορισµός 2.4: ∆ύο κόµβοι Κ1, Κ2 λέγονται ισοτοπικοί (συµβολισµός Κ1 ~ Κ2) όταν 
υπάρχει ένας οµοιοµορφισµός f του 3

ℝ  στον εαυτό του, δηλαδή µία ένα προς ένα, επί 
και αµφισυνεχής απεικόνιση, τέτοια ώστε ( )1 2f K K= .  

 

                      
 

Σχήµα 1. ∆εν επιτρέπεται να συρρικνώσουµε ένα κοµµάτι του κόµβου σε ένα σηµείο. 

 
Η αλλαγή ενός διαγράµµατος κόµβου καλείται ισοτοπία επιπέδου (planar isotopy) εάν η 
αλλαγή αυτή γίνεται εντός του επιπέδου στο οποίο βρίσκεται το διάγραµµα.  Μία 
ισοτοπία κόµβων στο χώρο, σε επίπεδο διαγραµµάτων µεταφράζεται σε ισοτοπία 
επιπέδου και κινήσεις Reidemeister. 

Μια κίνηση Reidemeister είναι ένας από τους τρεις τρόπους να αλλάξει ένα 
διάγραµµα ενός κόµβου έτσι ώστε να αλλάξει και η σχέση µεταξύ των διασταυρώσεων.  
Η κίνηση Reidemeister I µας επιτρέπει να προσθέσουµε ή να αφαιρέσουµε µια θηλιά σε 
έναν κόµβο, όπως το Σχήµα 2.  Υποθέτουµε ότι το διάγραµµα παραµένει αµετάβλητο 
εκτός από την αλλαγή που φαίνεται στο σχήµα.  Η κίνηση Reidemeister ΙΙ µας επιτρέπει 
είτε να προσθέσουµε δύο διασταυρώσεις είτε να αφαιρέσουµε δύο διασταυρώσεις όπως 
το Σχήµα 3.  Η κίνηση Reidemeister ΙΙΙ µας επιτρέπει να µετατοπίσουµε ένα τµήµα του 
κόµβου από τη µια µεριά µιας διασταύρωσης στην άλλη µεριά της διασταύρωσης,  όπως 
στο Σχήµα 4.   
 

            
 

Σχήµα 2. Κίνηση Reidemeister Ι 

 
 

                      
 

Σχήµα 3. Κίνηση Reidemeister ΙΙ 
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Σχήµα 4. Κίνηση Reidemeister ΙΙΙ 

 
 Ο Γερµανός µαθηµατικός Kurt Reidemeister (1893-1971) απέδειξε το 1926 ότι 
εάν έχουµε δύο διαφορετικά διαγράµµατα του ίδιου κόµβου, µπορούµε να πάρουµε το 
ένα διάγραµµα από το άλλο µέσω µιας σειράς κινήσεων Reidemeister και ισοτοπιών 
επιπέδου. Για παράδειγµα, τα δύο διαγράµµατα του Σχήµατος 5 αντιστοιχούν στον ίδιο 
κόµβο. Εποµένως, σύµφωνα µε τον Reidemeister υπάρχει µια αλληλουχία κινήσεων 
Reidemeister που µας πηγαίνουν από το ένα διάγραµµα το άλλο. Στο Σχήµα 6 φαίνεται 
µια τέτοια αλληλουχία που µας δίνει αυτήν την ισοδυναµία. 
 

   
 

Σχήµα 5. ∆ύο διαγράµµατα του ίδιου κόµβου. 

 
 

 
 

Σχήµα 6. Κινήσεις Reidemeister. 

 
 Η δύναµη του θεωρήµατος Reidemeister έγκειται στο ότι για την µελέτη κόµβων ως 
προς την ισοτοπία, περνάµε στο επίπεδο αντί για τον τρισδιάστατο χώρο και η ισοτοπία 
πραγµατοποιείται µε διακριτές κινήσεις. 
 Ένα άλλο είδος ισοτοπίας είναι η κανονική ισοτοπία που πραγµατοποιείται µέσω 
των κινήσεων Reidemeister Ι και ΙΙ. Εάν µεταξύ δύο κόµβων ισχύουν και οι τρεις 
κινήσεις Reidemeister τότε εξασφαλίζεται η πλήρης ισοτοπία. 
 
2.2.2. Ταξινόµηση κόµβων 
 

Η πλήρης ταξινόµηση των κόµβων, δηλαδή, η καταγραφή όλων των 
διαφορετικών µεταξύ τους κόµβων είναι ένα ανοικτό πρόβληµα, που απασχολεί τους 
µαθηµατικούς που ασχολούνται µε την τοπολογία χαµηλών διαστάσεων. Πλήρης 
ταξινόµηση σηµαίνει να δοθεί ένας αντιπρόσωπος από κάθε δυνατή κλάση ισοτοπίας.  
Το ερώτηµα εάν δύο κόµβοι είναι ισοτοπικοί γίνεται εξαιρετικά δύσκολο να απαντηθεί 
ελέγχοντας τον ορισµό της ισοτοπίας όσο αυξάνεται ο αριθµός διασταυρώσεων.  Γίνεται 
λοιπόν απαραίτητη η εύρεση µιας έννοιας που θα µας εξασφαλίζει την ισοτοπία δύο 
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οποιωνδήποτε κόµβων και θα είναι εύκολη στην χρήση της. Η απάντηση έρχεται µε την 
έννοια της αναλλοίωτης κόµβων, που δεν είναι τίποτε άλλο από µία απεικόνιση : 
 
Ορισµός 2.5: Μία απεικόνιση Ι από το σύνολο των κόµβων σε κάποιο άλλο σύνολο (π.χ. 
αριθµών, πολυωνύµων) λέγεται αναλλοίωτη ισοτοπίας εάν : 
  

1 2 1 2( ) ( )K K I K I K⇒ =∼  (2.1) 
 
Προφανώς, αν 1 2( ) ( )I K I K≠  τότε 1 2K K≁ , δηλαδή µπορούµε να ξεχωρίσουµε τους δύο 

κόµβους. Όµως, αν  1 2( ) ( )I K I K=  τότε δεν µπορούµε να αποφανθούµε εάν 1 2K K∼  ή 

1 2K K≁ . 
 Ο πιο επιτυχηµένος και ενδιαφέρων τρόπος να ξεχωρίζουµε κόµβους είναι µέσω 
των πολυωνύµων.  Σε κάθε κόµβο αντιστοιχούµε κάποιο πολυώνυµο µέσω ενός 
διαγράµµατος του κόµβου και σε διαφορετικά διαγράµµατα του ίδιου κόµβου 
αντιστοιχούµε το ίδιο πολυώνυµο. Άρα, το πολυώνυµο είναι µια αναλλοίωτη του 
κόµβου. Εάν για δύο κόµβους πάρουµε διαφορετικά πολυώνυµα, τότε ξέρουµε αµέσως 
ότι οι δύο κόµβοι είναι διαφορετικοί. Για να είναι, όµως, µια απεικόνιση κόµβων σε 
πολυώνυµα αναλλοίωτη θα πρέπει να είναι ανεξάρτητη των κινήσεων Reidemeister. 
   Το πρώτο πολυώνυµο που συνδέθηκε µε τους κόµβους κατασκευάσθηκε από τον  
J. Alexander περίπου το 1928, και ήταν τότε πολύ καλό στο να ξεχωρίσει κόµβους 
µεταξύ τους. Για τον λόγο αυτό,  το πολυώνυµο αυτό χρησιµοποιήθηκε ευρέως από τους 
µαθηµατικούς.  Το 1984,  ο Vaughan Jones,  ένας µαθηµατικός από την Νέα Ζηλανδία,  
κατασκεύασε ένα καινούργιο πολυώνυµο για κόµβους χρησιµοποιώντας τη θεωρία 
αλγεβρών von Neumann. Το πολυώνυµο Jones αποδείχθηκε µια νέα πολύ ισχυρή 
αναλλοίωτη κόµβων, που χάρη σ' αυτήν δύο ξένες µεταξύ τους περιοχές έρευνας, η 
Θεωρία Κόµβων και η Στατιστική Μηχανική , συσχετίστηκαν άµεσα. Αυτή τη σύνδεση 
θα αναπτύξουµε παρακάτω,  αφού πρώτα µελετήσουµε τον τρόπο σχηµατισµού του 
πολυωνύµου Kauffman bracket,  από το οποίο προκύπτει το πολυώνυµο Jones.   
 
2.3. Το πολυώνυµο Kauffman bracket και το πολυώνυµο Jones 
 
 Η κατασκευή του πολυωνύµου bracket του Kauffman είναι µια διαδικασία κατά 
την οποία σε ένα διάγραµµα κόµβου Κ αντιστοιχεί ένα πολυώνυµο K  τριών 

µεταβλητών: Α, Β και d.  Το πολυώνυµο bracket είναι η διαγραµµατική προσέγγιση που 
έδωσε ο Kauffman στο πολυώνυµο Jones. 
 Μια διασταύρωση του διαγράµµατος Κ µπορεί να εξοµαλυνθεί µε δύο 
διαφορετικούς τρόπους.  Στον πρώτο τρόπο εξοµάλυνσης αντιστοιχεί η µεταβλητή Α και 
στον δεύτερο η Β, όπως περιγράφεται στο Σχήµα 7. 
 



 25 

 
 

Σχήµα 7. Εξοµάλυνση µιας διασταύρωσης µε δύο τρόπους. 

 
Συγκεκριµένα, σε µια δεδοµένη διασταύρωση εάν βαδίζουµε προς το κέντρο της 
διασταύρωσης στο µήκος του πάνω τόξου, βάζουµε Α στην περιοχή που βρίσκεται στο 
δεξί µας χέρι και Β στην περιοχή που βρίσκεται στο αριστερό µας χέρι. Στην συνέχεια, η 
εξοµάλυνση Α προκύπτει συνδέοντας µεταξύ τους τις δύο περιοχές Α. Αντίστοιχα για την 
εξοµάλυνση Β.  
 
Ορισµός 2.6: Μια κατάσταση σ είναι µια επιλογή τρόπου εξοµάλυνσης για κάθε 
διασταύρωση του διαγράµµατος ενός κόµβου Κ. Έτσι, το πολυώνυµο bracket του 
κόµβου Κ για µια τυχαία κατάσταση σ δίνεται από την σχέση : 
 

| i jK A Bσ =  (2.2) 

 
όπου i το πλήθος των διασταυρώσεων που εξοµαλύνθηκαν µε τον πρώτο τρόπο και j το 
πλήθος των διασταυρώσεων που εξοµαλύνθηκαν µε τον δεύτερο. Η ολική συνεισφορά 
µιας κατάστασης σ στο πολυώνυµο bracket K  του κόµβου Κ είναι : 

 
1|K d σσ −   (2.3) 

 
όπου σ  ο αριθµός των κύκλων της κατάστασης σ. 

  
Ορισµός 2.7: Το πολυώνυµο Kauffman bracket ενός κόµβου Κ δίνεται από τον τύπο : 
 

( ) ( ) 1, , | , ,K A B d K A B d dσ

σ

σ −=∑  (2.4) 

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω σε όλες τις δυνατές καταστάσεις του διαγράµµατος. 
  
 Παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο bracket ικανοποιεί τους παρακάτω κανόνες : 
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Ο πρώτος κανόνας συνδέει γραµµικά το πολυώνυµο bracket ενός διαγράµµατος Κ µε τα 
πολυώνυµα bracket δύο άλλων διαγραµµάτων σχεδόν πανοµοιότυπων µε το Κ,  που 
διαφέρουν από αυτό µόνο στην περιοχή µιας διασταύρωσης του Κ.  Για παράδειγµα : 

 

 
 

Σχήµα 8. Οι δύο εξοµαλύνσεις µιας διασταύρωσης. 

 
 Ο κανόνας αυτός µπορεί να εφαρµοστεί σε κάποιο διάγραµµα Κ επαγωγικά,  µέχρις 
ότου να αναχθούµε σε κάποιο διάγραµµα που να αποτελείται µόνο από µη 
συνδεδεµένους µεταξύ τους κύκλους.  Ο δεύτερος κανόνας λέει πως το πολυώνυµο K  

πολλαπλασιάζεται µε d κάθε φορά που παρουσιάζεται κάποιος µη συνδεδεµένος µε το Κ 
κύκλος.  Τέλος,  ο τρίτος δείχνει πως το πολυώνυµο παίρνει την τιµή d για ένα απλό 
κυκλικό διάγραµµα χωρίς διασταυρώσεις. 

Οι κανόνες 1, 2 και 3 δίνουν έναν ισοδύναµο επαγωγικό ορισµό του K , µε 

επαγωγή στον αριθµό των διασταυρώσεων του Κ. Πράγµατι, από τους κανόνες 2 και 3 
εξάγουµε το συµπέρασµα ότι η τιµή του ⋅  σε ένα διάγραµµα που αποτελείται από ν 

κύκλους ισούται µε dν , ενώ η εφαρµογή του κανόνα 1 σε κάθε διασταύρωση ενός 
διαγράµµατος Κ οδηγεί σε όλες τις δυνατές καταστάσεις του Κ, δηλαδή σε διαγράµµατα 
που αποτελούνται µόνο από κύκλους. ∆εν έχουµε όµως εξασφαλίσει ότι το K  θα 

παραµείνει αναλλοίωτο από τις κινήσεις Reidemeister.  
Προτού εξετάσουµε την συµπεριφορά του πολυωνύµου bracket ως προς τις 

κινήσεις Reidemeister, ας δούµε ένα παράδειγµα υπολογισµού του πολυωνύµου για έναν 
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κόµβο Κ. Παρακάτω φαίνονται όλες οι πιθανές καταστάσεις που προκύπτουν από την 
εξοµάλυνση  των διασταυρώσεων του διαγράµµατος,  καθώς και ο τρόπος υπολογισµού 
του K . 

 

 
 
 

3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3

3 2 2 2 2 3 33 3

K A d A Bd A Bd AB d A Bd AB d AB d B d

A d A Bd AB d B d

= + + + + + + + =

= + + +
 

 
Ας εξετάσουµε τώρα πώς συµπεριφέρεται το K  ως προς τις κινήσεις 

Reidemeister,  µε σκοπό να το κάνουµε αναλλοίωτη κόµβων. Για την δεύτερη κίνηση 
Reidemeister παρατηρούµε τα παρακάτω : 
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Απαιτούµε λοιπόν : 
 

1. 11AB B A−= ⇔ =     (2.5) 
2. 2 2 2 20ABd A B d A A−+ + = ⇒ = − −  (2.6) 

 
κι έτσι εξασφαλίζεται ότι το πολυώνυµο παραµένει αναλλοίωτο ως προς την δεύτερη 
κίνηση Reidemeister. Οι παραπάνω προϋποθέσεις εξασφαλίζουν ότι το K  παραµένει 

αναλλοίωτο και ως προς την τρίτη κίνηση Reidemeister. Πράγµατι : 
 

 
 

 Μέχρι στιγµής, µε τις απαιτήσεις 1 και 2 [Εξ. (2.5), (2.6)] έχουµε εξασφαλίσει ότι 
το πολυώνυµο K  είναι µια αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας. Για να εξασφαλίσουµε 

και την πλήρη ισοτοπία αρκεί να παρατηρήσουµε ότι : 
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Ορίζουµε τον αριθµό συστροφής ενός προσηµασµένου διαγράµµατος Κ, w(K) (writhe), 
ως το άθροισµα των προσήµων όλων των διασταυρώσεων του Κ. ∆ηλαδή :  
 

( )

( ) ( )
C K

w K
ρ

ε ρ
∈

= ∑  (2.7) 

όπου :  
 

 
 
και όπου C(K) συµβολίζει το σύνολο των διασταυρώσεων του Κ. Για παράδειγµα : 
 

 
 
Ορίζοντας λοιπόν : 
 

( ) ( ) 3 ( )w K

kf A A K
−

= −  (2.8) 

 
έχουµε ότι το f k είναι µια αναλλοίωτη πλήρους ισοτοπίας για το Κ. 
Θέτοντας τώρα : 
 

( ) ( )1/4
K kV t f t−=  (2.9) 

 
παίρνουµε το πολυώνυµο Jones του κόµβου Κ, που είναι µια αναλλοίωτη πλήρους 
ισοτοπίας. 
 
2.4. Στοιχεία της Θεωρίας Γραφηµάτων 
 
 Για την συνέχεια, είναι χρήσιµο να δώσουµε κάποιους βασικούς ορισµούς της 
Θεωρίας Γραφηµάτων.  
 
Ορισµός 2.8: Ένα γράφηµα G είναι µία διατεταγµένη τριάδα (V(Γ),E(Γ), Gφ ), που 

αποτελείται από το µη κενό σύνολο V(Γ), τις κορυφές, από το σύνολο E(Γ), τις πλευρές, 
µε ( ) ( )E G V G∩ =∅ , και µία συνάρτηση πρόσπτωσης Gφ  που συσχετίζει κάθε πλευρά 

του G µε ένα µη διατεταγµένο ζεύγος κορυφών του G. 
 
Προφανώς, ένα γράφηµα µπορεί να παρασταθεί µε ένα σχήµα, όπου τα σηµεία του 
αναπαριστούν τις κορυφές και οι γραµµές τις πλευρές. 
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Ορισµός 2.9: Αν a είναι µία πλευρά και x, y κορυφές τέτοιες ώστε ( )G xyφ α = , τότε 

λέγεται ότι η πλευρά α συνδέει την κορυφή x µε την y. Κάθε δύο κορυφές που 
συνδέονται µε µία πλευρά ονοµάζονται γειτονικές, ενώ µία πλευρά ονοµάζεται 
προσκείµενη στις κορυφές που συνδέει. Οι κορυφές ονοµάζονται άκρα της πλευράς 
στην οποία είναι προσκείµενες, ενώ µία κορυφή που δεν είναι άκρο κάποιας πλευράς 
λέγεται αποµονωµένη. 
 
Ορισµός 2.10: Σε ένα γράφηµα G ονοµάζουµε βαθµό ( )G xβ  της κορυφής x  τον αριθµό 

των πλευρών που προσπίπτουν στην x . 
 
Ορισµός 2.11: Σε ένα γράφηµα G ονοµάζουµε µονοπάτι µία ακολουθία πλευρών 

( )1 2, ,...,a a aν  µε ( )ia A G∈ , τέτοια ώστε η τελική κορυφή της πλευράς ia  να συµπίπτει 

µε την αρχική κορυφή της 1ia + , για 1 1i ν≤ ≤ − . 

 
Ορισµός 2.12: Ένα γράφηµα περιέχει πολλαπλές πλευρές αν δύο ή περισσότερες 
πλευρές συνδέουν το ίδιο ζεύγος κορυφών. Αν ένα γράφηµα δεν περιέχει πολλαπλές 
πλευρές λέγεται απλό.  
 
Κύριο εργαλείο στην παρακάτω µελέτη είναι η συνάρτηση σ , καθώς και η έννοια της 
αναλλοίωτης γραφηµάτων.  
 
Ορισµός 2.13: ∆ύο απλά γραφήµατα 1G  και 2G  ονοµάζονται ισόµορφα αν υπάρχει 

συνάρτηση ( ) ( )1 2: K G K Gσ → , για την οποία ισχύει ότι οι κορυφές x και y είναι 

γειτονικές στο 1G , εάν και µόνο εάν οι κορυφές ( )xσ και ( )yσ  είναι γειτονικές στο 2G . 

Η συνάρτηση σ  ονοµάζεται ισοµορφισµός από το 1G  στο 2G . 

 
Ορισµός 2.14: Μία απεικόνιση από το σύνολο των γραφηµάτων σε κάποιο σύνολο 
τιµών θα λέγεται αναλλοίωτη γραφηµάτων εάν δίνει ίδιες τιµές σε ισόµορφα 
γραφήµατα. 
 
Τέλος, θα δώσουµε τον ορισµό του συνεκτικού γραφήµατος : 
 
Ορισµός 2.15: Συνεκτικό γράφηµα λέγεται το γράφηµα εκείνο που για κάθε ζεύγος 
κορυφών του υπάρχει ένα τουλάχιστον µονοπάτι.  
 
∆ηλαδή, από κάθε κορυφή µπορούµε να πάµε σε οποιαδήποτε άλλη χωρίς να σηκώσουµε 
το µολύβι µας. 
 
2.5. Κόµβοι και γραφήµατα 
 
 Ένας άλλος τρόπος µελέτης κόµβων που έχει αποδειχθεί πολύ χρήσιµος στην 
ταξινόµησή τους αλλά στην χρήση τους για την Στατιστική Μηχανική, είναι µέσω της 
θεωρίας γραφηµάτων. Κάθε κόµβος αντιστοιχεί σε κάποιο επίπεδο γράφηµα το οποίο 
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µπορεί να εξαχθεί από κάποιο διάγραµµά του. Προτού δούµε τον τρόπο αντιστοιχίας 
γραφηµάτων και κόµβων,  χρειάζεται να δώσουµε τον ορισµό της προβολής ενός κόµβου 
: 

Ορισµός 2.16: Η προβολή (universe) ενός κόµβου είναι ένα διάγραµµα του κόµβου όπου 
αγνοείται η πληροφορία "πάνω/κάτω" στις διασταυρώσεις. 

Άρα, µια προβολή κόµβου είναι ένα επίπεδο γράφηµα µε όλες τις κορυφές του βαθµού 4. 
Για παράδειγµα : 

   

∆ιάγραµµα κόµβου   Προβολή κόµβου 

Κάθε διάγραµµα κόµβου αντιστοιχεί και σε κάποιο άλλο επίπεδο γράφηµα, έστω 

( )G K . Ο τρόπος εύρεσης του γραφήµατος ( )G K  είναι ο εξής. Σκιαγραφούµε το 

διάγραµµα κατά το σχήµα της σκακιέρας µε τέτοιο τρόπο ώστε η "άπειρη" περιοχή  να 
µένει πάντα άσπρη. Έτσι, δύο περιοχές που συνορεύουν κατά µήκος ενός τόξου θα έχουν 
πάντα διαφορετικό χρώµα. Στη συνέχεια, τοποθετούµε στο εσωτερικό κάθε 
σκιαγραφηµένης περιοχής µία κορυφή και ενώνουµε µε µία πλευρά δύο κορυφές που 
βρίσκονται σε περιοχές που µοιράζονται µια διασταύρωση, βλέπε Σχήµα 9. 

 

Σχήµα 9. Εύρεση του γραφήµατος ( )G K  από τον αρχικό κόµβο Κ. 
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Το πρόβληµα όµως που προκύπτει είναι ότι το γράφηµα ( )G K  δεν µας δίνει καµία 

πληροφορία για το είδος των διασταυρώσεων. Γι’ αυτό, ανάλογα µε το είδος κάθε 
διασταύρωσης,  ορίζουµε τη διασταύρωση αυτή να είναι θετικού ή αρνητικού τύπου ως 
προς την σκιαγράφηση της σκακιέρας (Σχήµα 10). Συγκεκριµένα, µία σκιαγραφηµένη 
διασταύρωση είναι θετικού τύπου όταν βαδίζοντας στο πάνω τόξο προς το κέντρο της 
διασταύρωσης, έχουµε την σκιαγραφηµένη περιοχή δεξιά µας.  
 

   

Σχήµα 10. Τύπο διασταυρώσεων. 

Τέλος, προσηµαίνουµε τις πλευρές του γραφήµατος ( )G K  µε ένα + ή ένα - ,  ανάλογα 

µε το εάν η πλευρά περνάει από µια + διασταύρωση η µια – διασταύρωση, βλέπε Σχήµα 
11. 

   

Σχήµα 11. Ένα προσηµασµένο επίπεδο γράφηµα από ένα διάγραµµα κόµβου. 

 
Τίθεται τώρα το ερώτηµα εάν αυτή η διαδικασία είναι αντιστρέψιµη. Εάν, 

δηλαδή, δοθέντος ενός προσηµασµένου γραφήµατος ( )G K , µπορούµε να βρούµε τον 

κόµβο από τον οποίο προήλθε το γράφηµα αυτό. Και η απάντηση είναι ασφαλώς θετική. 
Από το γράφηµα παίρνουµε µια προβολή κόµβου, τοποθετώντας µια διασταύρωση σε 
κάθε πλευρά του γραφήµατος και κατόπιν συνδέοντας τις διασταυρώσεις µε απλά τόξα, 
έτσι ώστε κάθε κορυφή να βρίσκεται σε σκούρα περιοχή κι έτσι να προκύψει µια 
προβολή κόµβου, βλέπε Σχήµα 12. Προκειµένου, τώρα, να πάρουµε το διάγραµµα του 
αρχικού κόµβου, προσθέτουµε την πληροφορία για το είδος της διασταύρωσης ανάλογα 
µε το πρόσηµο της κάθε πλευράς.  

 

 
 

Σχήµα 12. Τοποθέτηση µιας διασταύρωσης σε µια πλευρά του γραφήµατος. 
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Σηµείωση : Εάν το γράφηµα που έχουµε δεν έχει την πληροφορία για το είδος των 
διασταυρώσεων, µπορούµε να πάρουµε ένα εναλλασσόµενο διάγραµµα  κόµβου κάνοντας 
την παρακάτω σύµβαση για το είδος κάθε διασταύρωσης : 

 

 

 

Συνεχίζοντας εναλλάξ για τις επόµενες διασταυρώσεις φτιάχνουµε ένα διάγραµµα όπου 
κάθε τόξο περνάει εναλλάξ πάνω και κάτω από τα άλλα τόξα (Σχήµα 13). 

 

 

Σχήµα 13. ∆ηµιουργία ενός εναλλασσόµενου διαγράµµατος. 

2.6. Το χρωµατικό και διχρωµατικό πολυώνυµο 

Ένα πολυώνυµο γραφηµάτων που έχει συσχετιστεί άµεσα µε την Στατιστική 
Μηχανική, είναι το διχρωµατικό πολυώνυµο. Ωστόσο, η χρήση του είναι πολύ πιο 
περιορισµένη από την χρήση του πολυωνύµου Jones για κόµβους. Η µεγάλη 
χρησιµότητά του έγκειται στο ότι µας βοηθάει να κατανοήσουµε άµεσα τον τρόπο 
συσχέτισης του πολυωνύµου Jones µε την Στατιστική Μηχανική. Για τον ορισµό του 
διχρωµατικού πολυωνύµου χρειαζόµαστε το χρωµατικό πολυώνυµο, γενίκευση του 
οποίου είναι το διχρωµατικό. 
 Έστω, λοιπόν, G ένα (επίπεδο) γράφηµα και έστω q ένα σύνολο χρωµάτων για τις 
κορυφές του G. Ορίζουµε  [ ]( )C G q  το πλήθος των κατάλληλων χρωµατισµών του G µε 

τα q χρώµατα.  Κατάλληλοι χρωµατισµοί είναι µια επιλογή χρωµάτων στις κορυφές του 
G έτσι ώστε δύο κορυφές που ενώνονται µε την ίδια πλευρά να έχουν διαφορετικό 
χρώµα. Το πλήθος των χρωµατιστών αυτών, ως συνάρτηση του q είναι µια πολυωνυµική 
συνάρτηση,  που λέγεται χρωµατικό πολυώνυµο και ικανοποιεί τους παρακάτω κανόνες :  
 



  (2.10) 
 
Όπου : 

    δηλώνει αφαίρεση πλευράς, ενώ  

        δηλώνει συνένωση των κορυφών τις οποίες ένωνε η πλευρά που 
αφαιρέθηκε. 

Ο πρώτος κανόνας αναφέρει πως αν τρία διαγράµµατα G, G' και G'' 
συσχετίζονται,  έτσι ώστε το G'  να προκύπτει από το G απαλείφοντας µια πλευρά και 
το G'' να προκύπτει από το G ενώνοντας τις κορυφές στις οποίες προσέπιπτε η 
πλευρά που απαλείφθηκε,  τότε :  

 

[ ] [ ] [ ]' "C G C G C G= −  

 
Ο δεύτερος κανόνας αναφέρει ότι ο αριθµός των κατάλληλων χρωµατισµών 

ενός γραφήµατος που αυξάνεται κατά µία κορυφή η οποία δεν ενώνεται µε το 
γράφηµα, ισούται µε q επί τον χρωµατικό αριθµό του αρχικού γραφήµατος. Το G 
στον δεύτερο κανόνα µπορεί να είναι και το κενό σύνολο.  
 
Παρατηρήσεις :  

1. Από τον ορισµό του χρωµατικού πολυωνύµου, το [ ]C G  ενός µη συνεκτικού 

γραφήµατος G, θα είναι το γινόµενο των επιµέρους πολυωνύµων των 
συνεκτικών συνιστωσών του G. 

2. Το χρωµατικό πολυώνυµο είναι αναλλοίωτη γραφηµάτων. Άρα, αν δύο 
γραφήµατα έχουν διαφορετικά χρωµατικά πολυώνυµα θα είναι µη ισόµορφα. 

 
Από τους κανόνες 1,2 και 3 µπορεί να οριστεί το [ ]( )C G q  επαγωγικά, µε 

επαγωγή στον αριθµό των πλευρών. Το αποτέλεσµα της επαγωγής είναι ένα 
άθροισµα από τιµές για το C  πάνω σε γραφήµατα που έχουν προκύψει από το G  
κάνοντας µια επιλογή για κάθε πλευρά του G , είτε να αφαιρεθεί είτε να συνενωθούν 
οι κορυφές τις οποίες ενώνει. Προφανώς, η συνεισφορά στο [ ]( )C G q  κάθε ενός 

γραφήµατος είναι  

( ) ( ) ( )# κορυφών# πλευρών που κατέρρευσαν και συνενώθηκαν οι πλευρές που ένωναν
1 q− . 

Εποµένως, για κάθε γράφηµα G µπορούµε να ορίσουµε µια κατάσταση Β του 
G  να είναι το αποτέλεσµα της επιλογής για κάθε πλευρά του G να αφαιρεθεί ή να 
καταρρεύσει και να συνενωθούν οι κορυφές τις οποίες ενώνει. Θέτουµε B  τον 

αριθµό των κορυφών της κατάστασης Β και ( )I B  τον αριθµό των πλευρών στην 
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κατάσταση Β που κατέρρευσαν και συνενώθηκαν οι κορυφές που ένωναν. Τότε το 
χρωµατικό πολυώνυµο [ ]( )C G q  του γραφήµατος G θα δίνεται από τον κλειστό τύπο 

: 
 

[ ]( ) ( ) ( )

( )
1

I B B

B G

C G q q= −∑   (2.11) 

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω στο σύνολο ( )B G  όλων των πιθανών καταστάσεων Β 

του G.  
Το χρωµατικό πολυώνυµο συνδέεται µε προβολές κόµβων, αν µεταφράσουµε 

τα γραφήµατα σε προβολές : 
 

 
 

Οπότε και µπορούµε να ξαναγράψουµε τους δύο κανόνες ως εξής : 
 

 
 

Το  συµβολίζει οποιαδήποτε σκιασµένη απλή κλειστή καµπύλη που δεν συνδέεται 
µε την προβολή Μ και δεν περιέχει διασταυρώσεις. Το Μ στον δεύτερο κανόνα 
µπορεί να είναι και το κενό σύνολο. 
  
Σηµείωση: Η αφαίρεση µιας πλευράς στο αρχικό γράφηµα αντιστοιχεί σε 
εξοµάλυνση µιας κορυφής στην αντίστοιχη προβολή. Ανάλογα µε το πώς γίνεται η 
εξοµάλυνση της κορυφής, µπορούµε να την διακρίνουµε σε : 
 
 α) εξωτερική κορυφή (Σχήµα 14) 
 β) εσωτερική κορυφή (Σχήµα 15) 
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   Σχήµα 14. Εξωτερική κορυφή       Σχήµα 15. Εσωτερική κορυφή 

 
Από τους κανόνες 1,2 και 3 µπορεί να οριστεί το [ ]( )C M q  επαγωγικά, µε 

επαγωγή στον αριθµό των διασταυρώσεων. Το αποτέλεσµα της επαγωγής είναι ένα 
άθροισµα από τιµές για το C  πάνω σε προβολές που έχουν προκύψει από την Μ 
κάνοντας µια επιλογή για κάθε διασταύρωσή της , είτε σε εξωτερική κορυφή είτε σε 
εσωτερική. Προφανώς, η συνεισφορά στο [ ]( )C M q  κάθε προβολής είναι  

( ) ( ) ( )# σκιασµένων περιοχών# εσωτερικών κορυφών
1 q− . 

Εποµένως, για κάθε προβολή Μ µπορούµε να ορίσουµε µια κατάσταση σ  της 
Μ  να είναι το αποτέλεσµα της διάκρισης κάθε κορυφής της Μ σε εξωτερική ή 
εσωτερική. Θέτουµε σ  τον αριθµό των σκιασµένων περιοχών της κατάστασης σ  

και ( )I σ  τον αριθµό των εσωτερικών κορυφών της κατάστασης σ . Τότε το 

χρωµατικό πολυώνυµο [ ]( )C qΜ  της προβολής Μ  θα δίνεται από τον κλειστό τύπο : 

 
( )

( )

[ ] ( 1)C M qσσ

σ

Ι

Μ

= −∑   (2.12) 

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω στο σύνολο ( )Mσ  όλων των πιθανών καταστάσεων σ  

της Μ.  
Επίσης ισχύει ότι : 
 

( )( )1

2
N Iσ σ σ= − +  (2.13) 

 
όπου Ν ο αριθµός των κορυφών του γραφήµατος, σ  ο αριθµός των σκιασµένων 

περιοχών µιας κατάστασης σ  του Μ µε σ  κύκλους και ( )I σ  εσωτερικές κορυφές.  
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Για παράδειγµα : 
 

   
 

Σχήµα 16. Σκιασµένη προβολή Μ µε Ν = 4 και κατάσταση σ , όπου 2σ = , 3σ = , 

( ) 3I σ = .Τότε ( )( )1

2
N Iσ σ σ= − + . 

  
Γενικεύοντας το χρωµατικό πολυώνυµο παίρνουµε το διχρωµατικό πολυώνυµο 

[ ]( ),Z G qυ , το οποίο ικανοποιεί τους κανόνες : 

 

 (2.14) 
 

Από τους κανόνες 1,2 και 3 µπορεί να οριστεί το [ ]( ),Z G qυ  επαγωγικά, µε 

επαγωγή στον αριθµό των πλευρών. Το αποτέλεσµα της επαγωγής είναι ένα 
άθροισµα από τιµές για το G  πάνω σε γραφήµατα που έχουν προκύψει από το G  
κάνοντας µια επιλογή για κάθε πλευρά του G , είτε να αφαιρεθεί είτε να συνενωθούν 
οι κορυφές τις οποίες ενώνει. Προφανώς, η συνεισφορά στο [ ]( ),Z G qυ  κάθε ενός 

γραφήµατος είναι  ( ) ( )# πλευρών που κατέρρευσαν και συνενώθηκαν οι πλευρές που ένωναν # κορυφών
qυ . 

Εποµένως, για κάθε γράφηµα G µπορούµε να ορίσουµε µια κατάσταση Β του 
G  να είναι το αποτέλεσµα της επιλογής για κάθε πλευρά του G να αφαιρεθεί ή να 
καταρρεύσει και να συνενωθούν οι κορυφές τις οποίες ενώνει. Θέτουµε B  τον 

αριθµό των κορυφών της κατάστασης Β και ( )I B  τον αριθµό των πλευρών στην 

κατάσταση Β που κατέρρευσαν και συνενώθηκαν οι κορυφές που ένωναν. Τότε το 
διχρωµατικό πολυώνυµο [ ]( ),Z G qυ  του γραφήµατος G θα δίνεται από τον κλειστό 

τύπο : 
 

[ ]( ) ( ) ( )

( )
, 1

I B B

B G

Z G q qυ = −∑   (2.15) 
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όπου η άθροιση γίνεται πάνω στο σύνολο ( )B G  όλων των πιθανών καταστάσεων Β 

του G.  
Όπως φαίνεται και από τα παραπάνω, η σχέση που συνδέει το χρωµατικό µε 

το διχρωµατικό πολυώνυµο είναι : 
 

[ ]( ) [ ]( ), 1Z G q C G q− =   (2.16) 

 
δηλαδή, το χρωµατικό πολυώνυµο είναι µια ειδική περίπτωση του διχρωµατικού 
πολυωνύµου για 1υ = − . Εποµένως, µπορούµε να έχουµε να έχουµε αντίστοιχα τον 
κλειστό τύπο του διχρωµατικού πολυωνύµου ορισµένο σε προβολές κόµβων : 
 

( )

( )

[ ]Z M q σσ

σ

υ Ι

Μ

= ∑   (2.17) 

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω στο σύνολο ( )Mσ  όλων των πιθανών καταστάσεων σ  

της Μ.  
 Για την σύνδεση το bracketχρειαζόµαστε τον εξής ορισµό : 
 
Ορισµός 2.18: Για οποιοδήποτε διάγραµµα κόµβου Κ, έχουµε το ειδικό (special) 
bracket πολυώνυµο του Κ που ορίζεται από την σχέση : 
 

{ } ( )1/2 1/2,1,K K q qυ−=  

 
∆ηλαδή, το { }K ικανοποιεί τις σχέσεις : 

 

(2.18) 
 
Παρατήρηση : Είδαµε ότι το ( ), ,A B q•  γίνεται αναλλοίωτη κανονικής ισοτοπίας αν 

θέσουµε 1B A−=  και 2 2d A A−= − − . Οπότε το { }•  δεν µπορεί να είναι αναλλοίωτη 

κανονικής ισοτοπίας κόµβων. 
 
Πρόταση : Έστω G επίπεδο γράφηµα µε Ν κορυφές, έστω M η αντίστοιχη προβολή 
και ( )K M  το αντίστοιχο εναλλασσόµενο διάγραµµα του M . Τότε το διχρωµατικό 

πολυώνυµο προκύπτει από το ειδικό bracket µέσω της σχέσης : 
 

( ){ }/2N
MZ q K M=   (2.19) 
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2.7. Το µοντέλο Ising 
 
 Το µοντέλο Ising αναπτύχθηκε το 1925 από τον E. Ising για την µαθηµατική 
µοντελοποίηση φυσικών συστηµάτων. Συστήµατα µε µεγάλο αριθµό µορίων, των 
οποίων µας ενδιαφέρει η µακροσκοπική συµπεριφορά. Κατά σύµβαση, στα 
συστήµατα του µοντέλου όπου µόνο κοντινά µόρια αλληλεπιδρούν. ∆ύο µόρια που 
δεν είναι γειτονικά έχουν µηδενική αλληλεπίδραση.  

 Ας δούµε την εφαρµογή του µοντέλου στον µαγνητισµό ενός µετάλλου.  
Θεωρούµε κάθε µόριο του µετάλλου να βρίσκεται σε µια κορυφή ενός γραφήµατος.  
Οι πλευρές του γραφήµατος δείχνουν την αλληλεπίδραση µεταξύ γειτονικών µορίων.  
Μόνο δύο µόρια συνδεδεµένα µε µια πλευρά µπορούν να αλληλεπιδράσουν.  

 Ένα συγκεκριµένο είδος γραφηµάτων που εξετάζουµε καλείται πλέγµα. Σ’ 
αυτό, οι κορυφές και οι πλευρές σχηµατίζουν ένα επαναλαµβανόµενο σχέδιο στο 
χώρο. Στην πραγµατικότητα,  τα µέταλλα αποτελούνται από µόρια που βρίσκονται 
στις κορυφές ενός κυβικού πλέγµατος στον τρισδιάστατο χώρο (Σχήµα 17),  
εποµένως τα πλέγµατα είναι σχετικά µε το πραγµατικό κόσµο. Το τετραγωνικό 
πλέγµα στο επίπεδο είναι ένα απλουστευµένο παράδειγµα πλέγµατος (Σχήµα 18). 
Εδώ, κάθε κορυφή έχει τέσσερις γείτονες µε τους οποίους αλληλεπιδρά. Όλα τα άλλα 
µόρια που βρίσκονται µακριά της δεν µπορούν να την επηρεάσουν.   

 

 
 

Σχήµα 17. Ένα µέταλλο 
 

 
 

Σχήµα 18. Ένα τετραγωνικό πλέγµα στο επίπεδο. 

 
Βέβαια, ένα επίπεδο τετραγωνικό πλέγµα δεν είναι καλό µοντέλο για µια 

ουσία που είναι σε υγρή κατάσταση, αέρια ή στερεή, αφού τα µόρια της ουσίας θα 
βρίσκονται στον τρισδιάστατο χώρο κι όχι στο επίπεδο. Ωστόσο, οι εκδοχές αυτού 
του µοντέλου για τον τρισδιάστατο χώρο έχουν αποδειχθεί εξαιρετικά πολύπλοκες 
στο να λυθούν. Το δυσδιάστατο όµως µοντέλο έχει λυθεί επιτυχώς και περιγράφει 
ικανοποιητικά την αναµενόµενη συµπεριφορά για καταστάσεις, όπως η αλλαγή 
φάσεων. 
 Στο µοντέλο Ising,  κάθε µόριο µπορεί να βρίσκεται σε δύο διαφορετικές 
καταστάσεις,  τις οποίες σηµειώνουµε µε +1 ή -1 στην κορυφή του.  Στο παράδειγµα 
του µαγνητισµού της ράβδου,  µε +1 δηλώνουµε την κατάσταση που το διάνυσµα του 
spin είναι προσανατολισµένο προς τα πάνω και µε -1 δηλώνουµε την κατάσταση 
κατά την οποία το διάνυσµα του spin είναι προσανατολισµένο προς τα κάτω.  Μια 
κατάσταση σ του φυσικού συστήµατος το οποίο περιγράφει το πλέγµα προκύπτει από 
την επιλογή spin για κάθε κορυφή. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 19 φαίνεται µία 
συγκεκριµένη κατάσταση για το 3x3 τετραγωνικό πλέγµα.  
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Σχήµα 19. Μία κατάσταση στο 3x3 τετραγωνικό πλέγµα. 

 
 Εάν έχουµε ένα πεπερασµένο σύνολο µορίων, µπορούµε να τα αριθµήσουµε 
µε 1,2,...,n  και να γράψουµε την κατάσταση του i µορίου ως si. Μία επιλογή 
κατάστασης για κάθε µόριο του συστήµατος µας δίνει µια κατάσταση S για όλο το 
σύστηµα, την οποία γράφουµε ( )1 2, ,..., nS s s s= , δηλώνοντας έτσι την κατάσταση 

κάθε µορίου. Κάθε πλευρά του γραφήµατος έχει µια ενέργεια που συνδέεται µε 
αυτήν, την ενέργεια αλληλεπίδρασης µεταξύ των µορίων στα άκρα της. Αυτή η 
ενέργεια αλληλεπίδρασης εξαρτάται από τις καταστάσεις των δύο µορίων στα άκρα 

της πλευράς, και έτσι θα την συµβολίζουµε ( ),i jE s s . Στο µοντέλο Ising υπάρχουν 

δύο πιθανές τιµές γι’ αυτήν την ενέργεια. Όταν i js s=  έχουµε µια ενέργεια 

αλληλεπίδρασης E=  και όταν i js s≠  έχουµε µια διαφορετική τιµή E≠ . ∆ηλαδή: 

 

( ) ( )1, 1 1, 1E E E= = + + = − −  

και  

( ) ( )1, 1 1, 1E E E≠ = + − = − +  

 
∆εν δίνουµε συγκεκριµένες τιµές για την E=  και την E≠  επειδή οι τιµές αυτές 

εξαρτώνται από το συγκεκριµένο σύστηµα το οποίο µοντελοποιούµε. Για κάθε 

πλευρά  είναι χρήσιµο να ορίσουµε την συνάρτηση βάρους ( ),i jw s s , η οποία δίνεται 

ως: 
 

( ) ( , )
, exp i j

i j

E s s
w s s

kT

− 
=  

 
  (2.20) 

 
όπου k είναι η σταθερά του Boltzmann και Τ είναι η θερµοκρασία του συστήµατος σε 
µονάδες Kelvin.  Προφανώς, η συνάρτηση βάρους w παίρνει κι αυτή δύο τιµές w=  

και w≠ ανάλογα µε το εάν τα is  και js  συµφωνούν ή όχι. 

 Η ενέργεια του συστήµατος σε µια συγκεκριµένη κατάσταση µπορεί να 
υπολογιστεί αθροίζοντας τις ενέργειες των πλευρών, δηλαδή: 
 

( ) ( ),i jE S E s s=∑  

 
 Μας ενδιαφέρει µια συνάρτηση ( )Q S  η οποία εξαρτάται από την ενέργεια 

του συστήµατος όταν βρίσκεται στην κατάσταση S. Αυτή η συνάρτηση ορίζεται ως: 
 

( )
( ) exp

E S
Q S

kT

− =  
 

  (2.21) 
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Παρατηρούµε ότι: 
 

( )Q S = i j

( , ) ( , )( )
exp exp exp w(s ,s )i j i jE s s E s sE S

kT kT kT

 − − −  = = =          

∑ ∏ ∏  

 
 Έτσι, µπορούµε να ορίσουµε την καλούµενη συνάρτηση διαµέρισης ( 
partition function) Ρ, η οποία είναι ίση µε το άθροισµα αυτών των όρων πάνω σε όλες 
τις πιθανές καταστάσεις : 
 

i j

( )
( ) exp w(s ,s )

S S S

E S
P Q S

kT

− = = = 
 

∑ ∑ ∑∏  (2.22) 

 
 Η συνάρτηση διαµέρισης είναι µια ιδιαιτέρως χρήσιµη ποσότητα για την 
µελέτη του συστήµατος. Από αυτήν µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή 
οποιασδήποτε παρατηρούµενης ιδιότητας. Συγκεκριµένα, µπορούµε να υπολογίσουµε 
την πιθανότητα ένα σύστηµα µορίων να βρίσκεται σε µία συγκεκριµένη κατάσταση 
S0 ως: 
 

( )( )0exp /E S kT

P

−
 

 
 Μέχρι στιγµής εξετάσαµε γραφήµατα προερχόµενα από τετραγωνικά 
πλέγµατα. Στη συνέχεια δε θα περιοριστούµε σε τέτοιου τύπου γραφήµατα και η 
µόνη απαίτηση που επιζητούµε πλέον να πληρείται είναι τα υπό µελέτη γραφήµατα 
να είναι επίπεδα. Γενικά, αν το πλήθος των µορίων είναι µεγάλο γίνεται δύσκολος ο 
υπολογισµός της συνάρτησης διαµέρισης. Για ένα γράφηµα µε n κορυφές, θα πρέπει 
να αθροίσουµε πάνω σε 2n καταστάσεις. Για παράδειγµα, 56 µόρια σηµαίνει 256 
δυνατές καταστάσεις του συστήµατος,  που είναι ίσο περίπου µε 7.2 x 1016. Εάν ο 
υπολογιστής µας µπορεί να υπολογίσει τους όρους της συνάρτησης διαµέρισης µε ένα 
εκατοµµύριο καταστάσεις το δευτερόλεπτο, τότε θα χρειαστεί 2283 χρόνια για να 
υπολογίσει ολόκληρη τη συνάρτηση διαµέρισης. Ως εκ τούτου, χρειαζόµαστε έναν 
έξυπνο τρόπο υπολογισµού της συνάρτησης διαµέρισης που θα ελαττώσει κατά πολύ 
τον χρόνο υπολογισµού. Η λύση έρχεται µε την χρήση της καλούµενης εξίσωσης 
Yang – Baxter, γνωστής και ως σχέσης άστρου – τριγώνου . 

 

 
 

Σχήµα 20. Ένα άστρο στο γράφηµα. 

 
 Έστω ότι έχουµε ένα άστρο στο γράφηµα µας,  δηλαδή µια κορυφή Α µε τρεις 
πλευρές να ξεκινούν από αυτήν. Έστω, επίσης, Β, C και D οι τρεις κορυφές που είναι 
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ενωµένες µε την Α (Σχήµα 19). Τότε ο όρος ( )Q S της συνάρτησης διαµέρισης που 
αντιστοιχεί σε µία συγκεκριµένη κατάσταση S µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο από 
όρους για τις πλευρές που προσπίπτουν στην Α επί ένα γινόµενο µε όρους για όλες τις 
υπόλοιπες πλευρές.  Ως εκ τούτου, έχουµε: 
 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i j A B A C A D i jQ S w s s w s s w s s w s s w s s= =∏ ∏  (2.23) 

 
Στο δεύτερο γινόµενο ( , )i jw s s∏  της Εξ. (2.23), και όπου αλλού παρουσιαστεί ξανά, 

µιλάµε για το γινόµενο όρων που αντιστοιχούν σε πλευρές πέραν των AB, AC και AD. 
Έστω S µια κατάσταση του συστήµατος τέτοια ώστε sΑ = 1 και Ś  µια κατάσταση 
τέτοια ώστε   sΑ = -1. Τότε, η πρόσθεση των όρων Q(S) και Q(Ś ) στην συνάρτηση 
διαµέρισης θα µας δώσει: 
 

[ ]
( ) ( ') ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )

( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )

B C D i j B C D i j

B C D B C D i j

Q S Q S w s w s w s w s s w s w s w s w s s

w s w s w s w s w s w s w s s

+ = + + + + − − − =

= + + + + − − −

∏ ∏
∏

 
 
Αφού µπορούµε να κάνουµε το ίδιο για οποιοδήποτε ζεύγος καταστάσεων που 
διαφέρουν µόνο ως προς την τιµή της κατάστασης του Α, και εφόσον κάθε 
κατάσταση έχει µια αντίστοιχη µε την οποία διαφέρει µόνο ως προς την τιµή της 
κατάστασης του Α, ολόκληρη η συνάρτηση διαµέρισης µπορεί να γραφεί ως: 
 

[ ]( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )B C D B C D i j
S

P w s w s w s w s w s w s w s s = + + + + − − − ∑ ∏
 (2.24) 
 
όπου τώρα αθροίζουµε πάνω σε όλες τις καταστάσεις S του συστήµατος όλων των 
µορίων εκτός του Α.  
 Θα θέλαµε να αντικαταστήσουµε τον όρο: 
 

( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, )B C D B C Dw s w s w s w s w s w s+ + + + − − −  

 
στην Εξ. (2.24) µε κάποιον που εξαρτάται από τις ενέργειες αλληλεπίδρασης στις 
πλευρές µεταξύ B, C και D. Με αυτόν τον τρόπο, θα έχουµε αντικαταστήσει το άστρο 
µε κέντρο το Α µε ένα τρίγωνο µε κορυφές τα Β, C και D (Σχήµα 20). Γενικά, δεν θα 
µπορούσαµε να το κάνουµε αυτό, αλλά οι ενέργειες αλληλεπίδρασης µεταξύ των 
τριών νέων πλευρών δε χρειάζεται να είναι ίσες µε τις ενέργειες αλληλεπίδρασης των 
υπολοίπων πλευρών του γραφήµατος.  
 

   
 

Σχήµα 21. Το άστρο έχει αντικατασταθεί από ένα τρίγωνο. 
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 Έστω '( , )i jw s s  η ενέργεια αλληλεπίδρασης στις πλευρές µεταξύ Β, C και D. 

Οπότε µπορούµε να βρούµε τιµές για τα '( , )B Cw s s , '( , )C Dw s s  και '( , )D Bw s s  τέτοιες 

ώστε: 
 

( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, ) ( 1, )

'( , ) '( , ) '( , )
B C D B C D

B C C D D B

w s w s w s w s w s w s

w s s w s s w s s

+ + + + − − − =

=
 

 
Οπότε, θα µπορούµε να αντικαταστήσουµε το άστρο µε ένα τρίγωνο. Για παράδειγµα, 
όταν ,B Cs s και Ds  είναι ίσα µε +1, έχουµε την εξίσωση : 

 

( )33 3 'w w w= ≠ =+ =  

 
Όταν γνωρίζουµε τα 'w =  και 'w ≠  µπορούµε να αντικαταστήσουµε την συνάρτηση 

διαµέρισης µε την εξίσωση : 
 

'( , ) '( , ) '( , ) ( , )B C C D D B i jP w s s w s s w s s w s s=∑ ∏  (2.25) 

 
Πρόκειται για τη συνάρτηση διαµέρισης ενός γραφήµατος ίδιο µε το αρχικό, όπου 
όµως το άστρο έχει αντικατασταθεί από το τρίγωνο, λαµβάνοντας υπόψη τις 
ενέργειες αλληλεπίδρασης w' µεταξύ των τριών πλευρών του τριγώνου αντί για τις 
ενέργειες w µεταξύ των κορυφών του άστρου. Αυτή είναι η σχέση άστρου - τριγώνου, 
γνωστή και ως εξίσωση Yang - Baxter. Με την αντικατάσταση του άστρου από το 
αντίστοιχο τρίγωνο,  υπολογίζουµε τη συνάρτηση διαµέρισης για ένα γράφηµα µε µια 
κορυφή λιγότερη. Η αντικατάσταση αυτή θα µειώσει στο µισό τον ολικό αριθµό των 
προς υπολογισµό όρων στη συνάρτηση διαµέρισης, κάνοντας την δουλειά µας πολύ 
πιο εύκολη. 

Ωραία, αλλά πώς οτιδήποτε από αυτά συνδέεται µε την Θεωρία Κόµβων; 
Στην Ενότητα 2.5 δείξαµε πως ένα διάγραµµα κόµβου αντιστοιχεί σε ένα 
προσηµασµένο γράφηµα. Στο Σχήµα 22 βλέπουµε ότι η κίνηση Reidemeister ΙΙΙ σε 
ένα διάγραµµα κόµβου είναι µια σχέση άστρου – τριγώνου στα αντίστοιχα 
προσηµασµένα γραφήµατα. Και ενώ έχουµε ορίσει συναρτήσεις διαµέρισης επίπεδων 
γραφηµάτων, µπορούµε πολύ εύκολα να επεκτείνουµε τον ορισµό σε προσηµασµένα 
επίπεδα γραφήµατα. Αντί να έχουµε µία ενέργεια αλληλεπίδρασης ( , )i jE s s  και την 

αντίστοιχη συνάρτηση βάρους ( , )i jw s s , τώρα έχουµε δύο τιµές ενέργειας και δύο 

είδη συνάρτησης βάρους ( , )i jw s s+  και ( , )i jw s s− .  

 

 
 

Σχήµα 22. Η κίνηση Reidemeister ΙΙΙ είναι µια σχέση άστρου – τριγώνου. 
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Επίσης, κάθε ένα από τα w+  και w−  παίρνει δύο τιµές ανάλογα µε το εάν i js s= ή 

i js s≠ . Με κατάλληλη επιλογή αυτών των τιµών η συνάρτηση διαµέρισης ενός 

προσηµασµένου επίπεδου γραφήµατος θα ικανοποιεί τη σχέση άστρου – τριγώνου, 
θα είναι δηλαδή αναλλοίωτη ως προς την κίνηση Reidemeister ΙΙΙ. Επιπλέον, το ότι 
έχουµε τέσσερις τιµές για το w µας δίνει την ελευθερία να µην υποθέσουµε ότι τα w 
που αντιστοιχούν στις τρεις καινούριες πλευρές είναι διαφορετικά από αυτά που 
αντιστοιχούσαν στο αρχικό γράφηµα. 
 Εάν µπορούµε να επιλέξουµε ενέργειες αλληλεπίδρασης τέτοιες ώστε η 
συνάρτηση διαµέρισης να ικανοποιεί τις σχέσεις που αντιστοιχούν στις κινήσεις 
Reidemeister Ι και ΙΙ, τότε η συνάρτηση διαµέρισης του µοντέλου γίνεται µια 
αναλλοίωτη κόµβων. Η συνάρτηση διαµέρισης για το µοντέλο Ising που δίνει και 
αναλλοίωτη κόµβων είναι γνωστή ως αναλλοίωτη Arf. Αυτή είναι και η βάση για την 
σύνδεση της Θεωρίας Κόµβων µε την Στατιστική Μηχανική. 
 
2.8. Το µοντέλο Potts 
 
 Στην προηγούµενη παράγραφο εξετάσαµε το µοντέλο Ising, το οποίο 
χρησιµοποιείται για την  εξήγηση του µαγνητισµού της ράβδου. Το µοντέλο αυτό, 
όµως, δεν είναι παρά µόνο µια ειδική περίπτωση ενός άλλου µοντέλου, του µοντέλου 
Potts. Το µοντέλο ονοµάστηκε έτσι από τον Renfrey B. Potts, ο οποίος και το 
περιέγραψε στα τέλη του 1952. Το µοντέλο αυτό στοχεύει στην δηµιουργία ενός 
µαθηµατικού µοντέλου που να περιέχει τα χαρακτηριστικά ενός συστήµατος 
αλληλεπιδρώντων µορίων και το οποίο µεταβάλλεται µε την αλλαγή θερµοκρασίας. 
∆ηλαδή, το σύστηµα θα παρουσιάσει αλλαγή φάσης, που είναι ένα πολύ ενδιαφέρον 
φυσικό φαινόµενο. Ένα παράδειγµα τέτοιου φαινόµενου είναι το λιώσιµο του πάγου. 
Στην περίπτωση αυτή ο πάγος (από καθαρό νερό) αρχίζει να λιώνει στους 0ο 
Κελσίου. Το νερό που εµφανίζεται σε υγρή κατάσταση και συνυπάρχει µε τον πάγο 
έχει την ίδια θερµοκρασία µε τον πάγο. ∆ηλαδή, αν συνεχίσουµε να θερµαίνουµε τον 
πάγο, µέχρι την πλήρη µεταβολή του στερεού πάγου σε υγρό νερό, ο πάγος και το 
νερό έχουν την ίδια θερµοκρασία, 0ο Κελσίου.  
 Όπως και στο µοντέλο Ising, δουλεύουµε µε ένα επίπεδο (µη προσηµασµένο) 
γράφηµα σε κάθε κορυφή του οποίου θεωρούµε ένα µόριο. Όµως, τώρα, κάθε µόριο 
µπορεί να βρίσκεται σε µία από ένα σύνολο q καταστάσεων, κι όχι µόνο δύο. 
Μερικές φορές είναι πιο εύκολο να σκεφτούµε την κάθε µία κατάσταση σαν ένα από 
q πιθανά χρώµατα που µπορεί να έχει µία κορυφή. Μία κατάσταση S του συστήµατος 
προκύπτει από την επιλογή κάποιου spin για κάθε κορυφή. Αντί να µιλούµε, όµως, 
για επιλογή spin, µπορούµε να µιλούµε για επιλογή χρώµατος.  
 Όπως και στο µοντέλο Ising, δουλεύουµε µε ένα πλέγµα άπειρων διαστάσεων 
στο επίπεδο. ∆ύο µόρια αλληλεπιδρούν µόνο εάν είναι ενωµένα µε µία πλευρά, εάν 
όµως έχουν διαφορετικό spin τότε η ενέργεια αλληλεπίδρασής τους είναι µηδενική. Η 
ενέργεια αλληλεπίδραση µεταξύ των µορίων i και j, τα οποία ενώνονται µε µία 
πλευρά, δίνεται από την σχέση :  

( , ) ( , )i j i jE S S S Sδ=   (2.26) 

 
όπου iS , jS  είναι οι καταστάσεις των i και j µορίων και ( , )i jS Sδ είναι το δέλτα του 

Kronecker, το οποίο ορίζεται ως: 
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1  a  b

0  a  b
( , ) {a b

αν

αν
δ

=

≠
=  

 
Η ενέργεια µιας κατάστασης S του συστήµατος είναι : 
 

,

( ) ( , )i j
i j

E S E S S=∑  

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω σε όλα τα ζευγάρια κορυφών που ενώνονται µε µία 
πλευρά. Όπως και στο µοντέλο Ising, η συνάρτηση διαµέρισης του συστήµατός µας 
είναι: 
 

exp( ( ) / )
S

P E S kT= −∑  

 
όπου η άθροιση γίνεται πάνω σε όλες τις πιθανές καταστάσεις S (χρωµατισµού) του 
συστήµατος, Ε(S) είναι η ενέργεια του συστήµατος στην κατάσταση S, Τ η 
θερµοκρασία και k η σταθερά του Boltzmann. Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις 
έχουµε: 
 

( )
, ,

exp ( ) / exp[( 1/ ) ( , )] exp[( 1/ ) ( , )]i j i j
S S i j S i j

P E S kT kT S S kT S Sδ δ
< > < >

= − = − = −∑ ∑ ∑ ∑∏
 

 
∆ηλαδή, έχουµε:  

,

exp[( 1/ ) ( , )]i j
S i j

P kT S Sδ
< >

= −∑∏   (2.27) 

 
Για exp( 1/ ) 1v kT= − −  θέτουµε: 
 

( )exp 1/ ( , ) 1 ( , )kT x y x yδ νδ− = +     (2.28) 

 
και έχουµε: 
 

( )
,

[1 , ]i j
S i j

P S Sνδ
< >

= +∑∏  (2.29) 

 
Η τελευταία µορφή της συνάρτησης διαµέρισης µας οδηγεί στις γνωστές σχέσεις που 
ικανοποιεί το διχρωµατικό πολυώνυµο. Εφόσον το διχρωµατικό πολυώνυµο είναι 
καλά ορισµένο, κάθε πολυώνυµο που ικανοποιεί τους τρεις κανόνες για τον 
υπολογισµό του διχρωµατικού πολυωνύµου οφείλει να είναι το διχρωµατικό 
πολυώνυµο. Εποµένως, αφού η συνάρτηση διαµέρισης για το µοντέλο Potts 
ικανοποιεί τους κανόνες του διχρωµατικού πολυωνύµου, είναι ακριβώς το 
διχρωµατικό πολυώνυµο του γραφήµατος υπό µελέτη.  
 Όπως είπαµε παραπάνω, στο µοντέλο Ising ο υπολογισµός της συνάρτησης 
διαµέρισης για ένα προσηµασµένο γράφηµα µας δίνει µια αναλλοίωτη κόµβων 
γνωστή ως αναλλοίωτη Arf. Έτσι και στο µοντέλο Potts ο υπολογισµός της 
συνάρτησης διαµέρισης για ένα προσηµασµένο γράφηµα µε κατάλληλη επιλογή 
τιµών για τη συνάρτηση βάρους w+  και w−  µας δίνει την συνάρτηση διαµέρισης του 
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µοντέλου σαν µια αναλλοίωτη κόµβων, το γνωστό πολυώνυµο Jones V(t) [Εξ. (2.9)], 
µε q και t να συνδέονται µέσω της εξίσωσης 12q t t−= + + . Αυτή είναι και η πιο 
ισχυρή σύνδεση µεταξύ Στατιστικής Μηχανικής και Θεωρίας Κόµβων. Η µελέτη της 
σχέσης των δύο αυτών τοµέων έρευνας δεν έχει σταµατήσει ακόµα. Μαθηµατικοί και 
φυσικοί εργάζονται ακόµα και σήµερα στον τοµέα αυτό. 
 
2.9. Θεωρία Κόµβων και Στατιστική Θερµοδυναµική 
 
 Μέχρι τώρα, ασχοληθήκαµε µε διακριτά µοντέλα της Στατιστικής Μηχανικής. 
Μοντέλα, δηλαδή, που η ενέργεια αλληλεπίδρασης παίρνει τιµές από ένα διακριτό 
σύνολο ανάλογα µε τις τιµές των spins των µορίων που αλληλεπιδρούν. Τα µοντέλα 
αυτά είναι πολύ χρήσιµα στην Φυσική, όπου συνήθως τα προς µελέτη συστήµατα 
είναι κρυσταλλικά στερεά, µε τα µόρια να κλειδώνουν σε συγκεκριµένες θέσεις, 
όπως, στις κορυφές ενός πλέγµατος και έχουν τάξη στην δοµή τους. Στην Στατιστική 
Θερµοδυναµική, από την άλλη, τα συστήµατα συνήθως αναφέρονται σε υγρά και 
αέρια, όπου υπάρχει σηµαντική αταξία στην δοµή. Μία άλλη σηµαντική διαφορά 
είναι ότι τα συστήµατα µελετώνται µε συνεχή µοντέλα, αφού η ενέργεια 
αλληλεπίδρασης ή δυναµικό, όπως συνήθως αναφέρεται, είναι µια συνάρτηση της 
θέσης των µορίων µε τιµές σ’ ένα άπειρο σύνολο. 
 Για να µπορέσουµε, όµως, να κατανοήσουµε τα συστήµατα αυτά χρειάζεται 
να δώσουµε την αντιστοιχία των όρων για το συνεχές και το διακριτό µοντέλο. Η 
λογική είναι η ίδια, η ορολογία όµως όχι. Και αυτό είναι λογικό αν σκεφτεί κανείς ότι 
τα διακριτά µοντέλα χρησιµοποιούνται κυρίως από τους φυσικούς, ενώ τα συνεχή 
µοντέλα της Στατιστικής Θερµοδυναµικής χρησιµοποιούνται κυρίως σε εφαρµογές 
των χηµικών µηχανικών. ∆ιαγραµµατικά, λοιπόν, η αντιστοιχία αυτή φαίνεται ως 
εξής: 
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Κεφάλαιο 3. Μία µέθοδος υπολογισµού συντελεστών virial  
 
3.1. Εισαγωγή 
 
 Ο υπολογισµός των θερµοδυναµικών ιδιοτήτων µη ιδανικών αερίων και υγρών 
γίνεται µε την χρήση της καταστατικής εξίσωσης, η οποία συνήθως δίνεται ως 
συνάρτηση της πίεσης, της θερµοκρασίας και της πυκνότητας (ή όγκου) του 
συστήµατος, µε την γενική µορφή ( ), , 0f p T V = . Μια καταστατική εξίσωση που 

χρησιµοποιείται ευρύτατα για τον υπολογισµό των θερµοδυναµικών ιδιοτήτων 
αερίων σε χαµηλές ή µέτριες πιέσεις είναι η καταστατική εξίσωση virial , η οποία έχει 
την µορφή : 
 

2 3
2 3( ) ( ) ...

p
B T B T

kT
ρ ρ ρ= + + +  (3.1) 

 
όπου 2( )B T , 3( )B T  κλπ. είναι ο  δεύτερος, τρίτος κλπ. συντελεστής virial. Οι 

συντελεστές virial είναι συναρτήσεις µόνο της θερµοκρασίας για ένα καθαρό 
συστατικό (και της σύστασης για την περίπτωση µειγµάτων που όµως δεν θα µας 
απασχολήσουν εδώ) και µπορούν να υπολογιστούν µε βάση τις αρχές της Στατιστικής 
Μηχανικής χωρίς την υιοθέτηση κάποιων παραδοχών που γίνονται σε άλλες 
καταστατικές εξισώσεις. 
 Έτσι λοιπόν, οι συντελεστές virial έχουν σηµαντικό ενδιαφέρον τόσο από 
πρακτικής άποψης (για τον υπολογισµό των θερµοδυναµικών ιδιοτήτων) όσο και από 
θεωρητικής άποψης, εφόσον µπορούν να προκύψουν από την Στατιστική Μηχανική 
και κατ’ επέκταση µε βάση τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των µορίων. Στο κεφάλαιο 
αυτό παρουσιάζεται η µεθοδολογία υπολογισµού των πρώτων επτά συντελεστών 
virial µε βάση την Θεωρία Γραφηµάτων. 
 
3.2. Το µέγα-κανονικό στατιστικό σύνολο (µVT) και η σηµασία της µέγα-
κανονικής συνάρτησης επιµερισµού 
 
 Στο Κεφάλαιο 1 µελετήσαµε το κανονικό στατιστικό σύνολο, στο οποίο κάθε 
σύστηµα Ν σωµατιδίων βρίσκεται σε έναν χώρο όγκου V του οποίου τα τείχη είναι 
θερµικά αγώγιµα, αλλά στεγανά ως προς την προσπέλαση των σωµατιδίων. 
Ολόκληρο το στατιστικό σύνολο τοποθετείται σε ένα θερµό λουτρό σταθερής 
θερµοκρασίας Τ µέχρι όλα τα συστήµατα να ισορροπήσουν στην τιµή αυτή, και 
κατόπιν αποµονώνεται από το περιβάλλον του. Κάθε σύστηµα του κανονικού 
στατιστικού συνόλου προσδιορίζεται από τις τιµές Ν, V και Τ. 
 Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούµε µε το µέγα-κανονικό στατιστικό σύνολο  
το οποίο σε αντίθεση µε το κανονικό στατιστικό σύνολο, δεν αποτελείται από 
αποµονωµένα συστήµατα. Στο στατιστικό αυτό σύνολο κάθε σύστηµα τοποθετείται 
σε έναν χώρο όγκου V του οποίου τα τείχη είναι ταυτόχρονα θερµικά αγώγιµα και 
διαπερατά στην προσπέλαση σωµατιδίων. Ωστόσο, ο αριθµός σωµατιδίων σε ένα 
σύστηµα µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή, δηλαδή, κάθε σύστηµα είναι ανοιχτό 
στην µεταφορά της ύλης. Κατασκευάζουµε ένα µέγα-κανονικό στατιστικό σύνολο 
τοποθετώντας µία συλλογή τέτοιων συστηµάτων σε ένα θερµό λουτρό θερµοκρασίας 
Τ και έχοντας διαθέσιµο ένα µεγάλο απόθεµα σωµατιδίων. Μόλις επιτευχθεί θερµική 
ισορροπία, ολόκληρο το σύνολο αποµονώνεται από το περιβάλλον. Αφού ολόκληρο 
το σύνολο βρίσκεται σε ισορροπία ως προς την µεταφορά θερµότητας και ύλης, κάθε 
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σύστηµα προσδιορίζεται από τις τιµές V, T και µ, όπου µ είναι το χηµικό δυναµικό.
 Όπως και στο κανονικό στατιστικό σύνολο, κεντρικής σηµασίας είναι η µέγα-
κανονική συνάρτηση επιµερισµού ( , , )V T µΞ : 
 

( )/ /( , , )
N j

NjE V kT N kTV T e eµµ
−

Ξ =∑∑  (3.2) 

 
Όπως η κανονική συνάρτηση επιµερισµού είναι η σύνδεση ανάµεσα σε 
Θερµοδυναµική και Στατιστική Μηχανική για κλειστά, ισόθερµα συστήµατα (Ν, V 
και Τ σταθερά), έτσι και η µέγα-κανονική συνάρτηση επιµερισµού είναι η σύνδεση 
για ανοικτά, ισόθερµα συστήµατα (V, T και µ σταθερά). Αν µπορούµε να 
προσδιορίσουµε την συνάρτηση επιµερισµού Ξ για ένα σύστηµα, τότε µπορούµε να 
υπολογίσουµε όλες τις θερµοδυναµικές ιδιότητές του µέσω της Ξ. 

Ένα µέγα-κανονικό στατιστικό σύνολο µπορεί να θεωρηθεί σαν µία συλλογή 
από κανονικά στατιστικά σύνολα σε θερµική ισορροπία µεταξύ τους αλλά το κάθε 
ένα µε οποιαδήποτε τιµή για το Ν. Οπότε αθροίζοντας την (3.1) ως προς j, µπορούµε 
να έχουµε την παρακάτω µορφή για την συνάρτηση επιµερισµού Ξ : 

 
/( , , ) ( , , )

N

N kTV T Q N V T eµµΞ =∑  (3.3) 

 
Ο όρος /kTeµ  συχνά αναφέρεται ως λ.  
 Εφόσον θεωρούµε τον αριθµό των συστηµάτων σε ένα στατιστικό σύνολο να 
είναι αυθαίρετα µεγάλος, ο αριθµός των σωµατιδίων στο στατιστικό σύνολο γίνεται 
επίσης αυθαίρετα µεγάλος, και ως εκ τούτου ο πιθανός αριθµός σωµατιδίων σε κάθε 
ένα σύστηµα µπορεί να προσεγγίσει το άπειρο. Εποµένως, η άθροιση στην Εξ. (3.3) 
µπορεί να γίνει από 0 έως ∞ : 
 

0

( , , ) ( , , ) NV T Q N V Tµ λ
∞

Ξ =∑  (3.4) 

 
 Ακόµα και αν φαίνεται από την Εξ. (3.4) ότι η συνάρτηση Ξ είναι πιο 
δύσκολο να υπολογιστεί απ’ ότι η Q , στην πραγµατικότητα σε πολλά προβλήµατα η 
Ξ υπολογίζεται πολύ πιο εύκολα, µιας και ο περιορισµός για σταθερό Ν είναι συχνά 
µαθηµατικά περίεργος. Επιπλέον, όπως θα δούµε παρακάτω, σε πολλές περιπτώσεις 
ένα πρόβληµα πολλών σωµατιδίων µπορεί να περιοριστεί σε προβλήµατα ενός, δύο, 
τριών κτλ. σωµατιδίων. Σε αυτές τις περιπτώσεις, η µέγα-κανονική συνάρτηση 
επιµερισµού είναι ιδιαιτέρως χρήσιµη. 
 Στον Πίνακα 3.1 έχουµε όλες τις θερµοδυναµικές ιδιότητες συναρτήσει της 
µέγα-κανονικής συνάρτησης επιµερισµού. Η µέθοδος εξαγωγής των εξισώσεων 
αυτών είναι παρόµοια µε αυτήν που περιγράψαµε στο Κεφ. 1, ωστόσο, δεν κρίνεται 
απαραίτητη η επανάληψη της µεθόδου, έτσι παραθέτουµε µόνο τις εξισώσεις. 
 

Μέγα κανονικό στατιστικό σύνολο, Ξ(V,T,µ)  
 

lnpV kT= Ξ   (3.5) 

                  ( )d pV SdT Nd pdVµ= + +  (3.6) 
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,

ln
ln

V

S k kT
T µ

∂ Ξ = Ξ +  ∂ 
 (3.7) 

,

ln

V T

N kT
µ

 ∂ Ξ
=  ∂ 

 (3.8) 

                  
,

ln ln

T

p kT kT
V Vµ

∂ Ξ Ξ = = ∂ 
 (3.9) 

 
Πίνακας 3.1. Εκφράσεις θερµοδυναµικών ιδιοτήτων ως προς την συνάρτηση 

επιµερισµού Ξ του µέγα-κανονικού στατιστικού συνόλου. 
 

3.3. Υπολογισµός συντελεστών virial µέσω της µέγα-κανονικής συνάρτησης 
επιµερισµού 
 
 Όπως είδαµε [Εξ. (3.4)], η µέγα-κανονική συνάρτηση επιµερισµού δίνεται 
από τον τύπο : 

0

( , , ) ( , , ) N

N

V T Q N V Tµ λ
∞

=

Ξ =∑  

 
όπου exp( )λ βµ= . Όταν Ν=0, το σύστηµα έχει µόνο µία κατάσταση µε Ε=0, άρα 

( 0, , ) 1Q N V T= = . Αυτό µας επιτρέπει να γράψουµε την Εξ. (3.4) στη µορφή : 
 

1

( , , ) 1 ( , ) N
N

N

V T Q V Tµ λ
∞

=

Ξ = +∑  (3.10) 

 
όπου έχουµε γράψει ( , )NQ V T  αντί της ( , , )Q N V T .  

 Είδαµε στο Κεφ. 1 ότι η χαρακτηριστική θερµοδυναµική εξίσωση του 
κανονικού στατιστικού συνόλου που είναι η ( , , ) ln ( , , )A N V T kT Q N V T= − , όπου  Α 
η ελεύθερη ενέργεια του Helmholtz. Αντίστοιχα, η χαρακτηριστική θερµοδυναµική 
εξίσωση του µέγα-κονονικού στατιστικού συνόλου που συνδέεται µε την Ξ είναι Εξ. 
(3.5). Αυτό που επιζητούµε είναι µία µορφή της Εξ. (3.5) που να µπορεί να συγκριθεί 
µε την καταστατική εξίσωση virial [Εξ. (3.1)] έτσι ώστε να βρούµε µια έκφραση για 
τους συντελεστές virial. Θέλουµε, δηλαδή, µια δυναµοσειρά της πίεσης ως προς την 
πυκνότητα. Αυτό θα κάνουµε στη συνέχεια. 
 Από την Εξ. (3.5) έχουµε την πίεση, και ουσιαστικά την πυκνότητα, 
συναρτήσει του Ξ. Ο µέσος αριθµός µορίων στο σύστηµα δίνεται από τον τύπο : 
 

,,

ln ln

V TV T

N kT λ
µ λ

 ∂ Ξ ∂ Ξ = =   ∂ ∂  
  (3.11) 

 
Η τυπική διαδικασία εξάλειψης του Ξ ανάµεσα στην πίεση και την πυκνότητα είναι 
να πάρουµε µία δυναµοσειρά για το lnΞ  σε κάποια βολική παράµετρο και κατόπιν 
να εξαλείψουµε την παράµετρο αυτή µεταξύ των Εξ. (3.5) και (3.11). Θέτουµε λοιπόν 

1 /z Q Vλ= και έτσι η Εξ. (3.11) γίνεται : 
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0 1

( , , ) 1
N

NN
N

Q V
V T z

Q
µ

∞  
Ξ = +  

 
∑  (3.12) 

 
Είναι βολικό να ορίσουµε την ποσότητα : 

 

1

!
N

N N

V
Z N Q

Q

 
=  

 
 (3.13) 

 
που όπως θα δούµε παρακάτω, στο κλασσικό όριο δεν είναι τίποτα άλλο παρά το 
ολοκλήρωµα διαµόρφωσης : 
 

1 2
/... r r ... rN

N N
U kTZ e d d d−= ∫ ∫   (3.14) 

 
Μ’ αυτούς τους ορισµούς η Εξ. (3.10) γίνεται : 
 

1

( , )
( , , ) 1

!
NN

N

Z V T
V T z

N
µ

∞

=

Ξ = +∑  (3.15) 

 
δηλαδή, έχουµε µια δυναµοσειρά του Ξ ως προς z . 
 Έστω τώρα ότι η δυναµοσειρά της πίεσης ως προς z  είναι : 
 

1

j
j

j

p kT b z
∞

=

= ∑   (3.16) 

 
όπου το µόνο που χρειαζόµαστε είναι ο προσδιορισµός των άγνωστων συντελεστών 

jb συναρτήσει των NZ  της Εξ. (3.13). Αυτό µπορεί να γίνει κατευθείαν 

αντικαθιστώντας την Εξ. (3.16) στην exp( / )pV kTΞ = , κατόπιν αναπτύσσοντας το 
εκθετικό όρο, µαζεύοντας τις ίσες δυνάµεις του z , εξισώνοντας τους συντελεστές µε 
αυτούς της Εξ. (3.16)  και τελικά λύνοντας ως προς jb . Η διαδικασία αυτή δίνει : 

 
1

1 1

1 2
2 2 1

1 3
3 3 2 1 1

1 2 2 4
4 4 3 1 2 2 1 1

(1! ) 1

(2! ) ( )

(3! ) ( 3 2 )

(4! ) ( 4 3 12 6 )

...

b V Z

b V Z Z

b V Z Z Z Z

b V Z Z Z Z Z Z Z

−

−

−

−

= =

= −

= − +

= − − + −

 (3.17) 

 
Τώρα λοιπόν, ξέρουµε τα jb  στην Εξ. (3.17) συναρτήσει των NZ . Παρατηρείστε ότι 

ο υπολογισµός του 2b  , για παράδειγµα, περιλαµβάνει τον υπολογισµό µόνο των 1Z  

και 2Z , δηλαδή ουσιαστικά των συναρτήσεων διαµέρισης ενός και δύο µορίων 

αντίστοιχα. Οµοίως, ο 3b  περιλαµβάνει υπολογισµούς συναρτήσεων διαµέρισης µέχρι 

και για 3 µόρια. Εποµένως, έχουµε αναγάγει το πρόβληµα µε Ν µόρια σε µία σειρά 
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προβληµάτων µε µικρότερο αριθµό µορίων στο καθένα. Αυτό επιτεύχθηκε µε τη 
χρήση της µέγα-κανονικής συνάρτησης επιµερισµού.  
 Στην πραγµατικότητα δεν έχουµε τελειώσει αφού επιζητούµε µια 
δυναµοσειρά για την πίεση ως προς την πυκνότητα κι όχι ως προς z. Για να βρούµε 
αυτήν την δυναµοσειρά αρκεί να παρατηρήσουµε ότι αυτό που τελικά µας ενδιαφέρει 
είναι τι γίνεται στο θερµοδυναµικό όριο. ∆ηλαδή, όταν ο όγκος παίρνει µεγάλες τιµές  
και το σύστηµα πλησιάζει τις ιδιότητες ενός µακροσκοπικού συστήµατος. Αρχικά 
λοιπόν, χρησιµοποιώντας τις Εξ. (3.5) και (3.11) µπορούµε να πάρουµε µια 
δυναµοσειρά της πυκνότητας ως προς z : 
 

, , ,

ln ln

V T V T V T

N z z p

V V V z kT z

λ
ρ

λ
∂ Ξ ∂ Ξ ∂     = = = =     ∂ ∂ ∂     

 

 
απ’ όπου έχουµε : 
 

1

j
j

j

jb zρ
∞

=

=∑   (3.18) 

 
Τώρα έχουµε και για την πίεση και για την πυκνότητα δυναµοσειρές ως προς z . Το 
πρόβληµα λοιπόν ανάγεται στην εξάλειψη του z  µεταξύ αυτών των δύο εξισώσεων. 
Έστω η παρακάτω έκφραση του z : 
 

2 3
1 2 3 ...z a a aρ ρ ρ= + + +  

 
Με αντικατάσταση στην Εξ. (3.18) και εξίσωση των συντελεστών των ίδιων 
δυνάµεων του ρ, παίρνουµε : 

1

2 2

2
3 3 2

1

2

3 8

...

a

a b

a b b

=

= −

= − +
 

 
Τώρα που έχουµε το z  σαν µια δυναµοσειρά ως προς ρ, µπορούµε να 
αντικαταστήσουµε το z  στην εξίσωση (3.16) για να πάρουµε το επιθυµητό 
αποτέλεσµα, δηλαδή, την πίεση p σαν δυναµοσειρά ως προς την πυκνότητα ρ : 
 

2 3
2 3( ) ( ) ...

p
B T B T

kT
ρ ρ ρ= + + +  

 
όπου 
 

1 2
2 2 2 1( ) (2! ) ( )B T b V Z Z−= − = − −     (3.19) 

2
3 2 3

3 2 2
3 2 1 1 2 12

( ) 4 2

1
( 3 2 ) 3( )

3
...

B T b b

V Z Z Z Z Z Z
V

= − =

 − − + − −    (3.20) 
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Τα ( )iB T  2,3,...i =  είναι οι συντελεστές virial της καταστατικής εξίσωσης virial 

[Εξ. (3.1)]. Οι παραπάνω εξισώσεις γίνονται εξαιρετικά περίπλοκες όσο προχωράµε 
σε συντελεστές virial µεγαλύτερης τάξης. Ωστόσο, όπως φαίνεται στον Πίνακα 3.2, οι 
πρώτοι συντελεστές virial αρκούν για τον υπολογισµό της εξίσωσης virial για πίεση 
µέχρι και µερικές εκατοντάδες ατµόσφαιρες.  
 
 

 
 

Πηγή: Ε. Α. Manson και T. H. Spurling, The Virial Equation of State (Νέα Υόρκη, 1969) 
 

Πίνακας 3.2. Η συνεισφορά των πρώτων όρων στην ανάπτυξη virial του /p kTρ  για 
το Αργό στους 25οC 

 
3.4. Οι συντελεστές virial στο κλασσικό όριο 
 
 Μας ενδιαφέρει ο υπολογισµός των συντελεστών virial στο θερµοδυναµικό 
όριο όπου ο όγκος γίνεται αυθαίρετα µεγάλος, έτσι ώστε το σύστηµά µας να 
πλησιάζει τις ιδιότητες ενός µακροσκοπικού συστήµατος. Στην ανάλυση που 
ακολουθεί θα αναφερόµαστε για ευκολία µόνο σε µονοατοµικά ρευστά.  
 Στο κλασσικό, λοιπόν, όριο η συνάρτηση επιµερισµού Q  δίνεται από τον 
τύπο: 
 

3 /2

2

1 2

!

N

N

mkT
Q Z

N h

π =  
 

 (3.21) 

 
όπου h είναι η σταθερά του Planck και NZ  είναι το ολοκλήρωµα διαµόρφωσης [Εξ. 

(3.14)]. Είδαµε προηγουµένως ότι για τον υπολογισµό του MB  για κάποιο Μ 

χρειαζόµαστε τις συναρτήσεις επιµερισµού NQ  για N M≤ . Εποµένως, για τον 

υπολογισµό για παράδειγµα του δεύτερου και τρίτου συντελεστή virial χρειαζόµαστε: 
 

1 1rZ d V= =∫   (3.22) 

2 /
2 1 2r rU kTZ e d d−= ∫∫   (3.23) 

και 

3 /
3 1 2 3Z r r rU kTe d d d−= ∫∫∫  (3.24) 
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Για τον υπολογισµό του δεύτερου συντελεστή virial χρειαζόµαστε το 2U . Για 

µονοατοµικά µόρια είναι λογικό να υποθέσουµε ότι το δυναµικό ( )2 1 2r , rU  εξαρτάται 

µόνο από την απόσταση µεταξύ των δύο µορίων, εποµένως ( )2 12U u r= , όπου 

12 2 1r rr = − . Μπορούµε να πάρουµε την έκφραση του ( )2B T  συναρτήσει το ( )12u r  

αντικαθιστώντας τα 1Z  και 2Z  στην Εξ. (3.19) : 

 
( )12 /2

2 2 1 1 2

1 1
( ) ( ) 1 r r

2 2
u r kTB T Z Z e d d

V V
− = − − = − − ∫∫   (3.25) 

 
 Με την ίδια λογική, για τον υπολογισµό του τρίτου συντελεστή virial 
χρειαζόµαστε το ( )3 1 2 3r , r , rU . Η πιο κοινή προσέγγιση του 3U  είναι η εξής : 

 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 12 13 23r , r , rU u r u r u r≈ + +  

 
δηλαδή, θεωρούµε ότι το διαµοριακό δυναµικό ενός συνόλου τριών µορίων να είναι 
το άθροισµα των τριών -ανά δύο µόρια- δυναµικών. Αντικαθιστώντας τα 1Z , 2Z  και 

3Z  στην Εξ. (3.20) έχουµε την έκφραση του ( )3B T  συναρτήσει των ( )12u r , ( )13u r  

και ( )23u r : 

 

( ) ( ) ( )13 2312

3 2 2
3 3 2 1 1 2 12

/ //
1 2 3

1
( ) ( 3 2 ) 3( )

3
1

1 1 1 r r r
3

u r kT u r kTu r kT

B T V Z Z Z Z Z Z
V

e e e d d d
V

− −−

 = − − + − − = 

    = − − − −     ∫∫∫
 (3.26) 

 
 Οι όροι στις αγκύλες στις Εξ. (3.25) και (3.26) εµφανίζονται συχνά στις 
εξισώσεις της θεωρίας  των µη ιδανικών αερίων, και είναι γνωστοί ως  f-συνάρτηση 
Mayer. Τυπικά ορίζεται ως : 
 

( ) ( )/ 1iju r kT

ij ijf f r e
−

= = −  (3.27) 

 
Προφανώς ( ) 0f r →  καθώς το r  αυξάνει, αφού το διαµοριακό δυναµικό ( ) 0u r →  

καθώς το r  αυξάνει. Εποµένως οι Εξ. (3.25) και (3.26) γίνονται: 
 

2 12 1 2

1
( ) r r

2
B T f d d

V
= − ∫∫  (3.28) 

3 12 12 23 1 2 3

1
( ) r r r

3
B T f f f d d d

V
= − ∫∫∫  (3.29) 

 
Ας εξετάσουµε το ολοκλήρωµα στο ( )3B T  πιο προσεκτικά. Περιλαµβάνει τρία µόρια 

και εφόσον 0ijf →  καθώς το i και το  j µόριο αποµακρύνονται, το γινόµενο 12 12 23f f f  

εξαφανίζεται, εκτός και αν τα τρία µόρια βρίσκονται ταυτόχρονα το ένα κοντά στο 
άλλο.  
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Ένας τρόπος να αναπαραστήσουµε το ολοκλήρωµα στο ( )3B T  είναι ο εξής : 

σχεδιάζουµε έναν αριθµηµένο κύκλο για κάθε διαφορετικό δείκτη που εµφανίζεται 
στο γινόµενο και µια γραµµή για κάθε ζεύγος µορίων που συνδέονται µε µία f-
συνάρτηση. Για παράδειγµα, τα ολοκληρώµατα στον δεύτερο και τρίτο συντελεστή 
virial µπορούν να αναπαρασταθούν σχηµατικά όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1(a). 
Εποµένως, βλέπουµε ότι και τα τρία µόρια στο ολοκλήρωµα του 3B  συνδέονται µε  f-

συναρτήσεις. Αφού, λοιπόν, το κάθε ολοκλήρωµα εκφράζει συσσωµατώµατα µορίων, 
καλούµε τα διαγράµµατα αυτού του τύπου, όπως αυτά του Σχήµατος 3.1, 
διαγράµµατα συσσωµατωµάτων µορίων. Τα µόνα διαγράµµατα συσσωµατωµάτων 
τριών µορίων φαίνονται στο Σχήµα 3.1(b). 
 Το γενικό αποτέλεσµα που ισχύει στην Θεωρία των µη-ιδανικών αερίων 
ανάγει τον υπολογισµό των συντελεστών virial σε εύρεση διαγραµµάτων 
συσσωµατωµάτων µορίων. Το πολύ σηµαντικό αυτό αποτέλεσµα λέει ότι κάθε 
συντελεστής virial δίνεται από τον τύπο : 
 

1 1j j

j
B

j
β+

−
=

+
  (3.30) 

όπου 

1,2,..., 1 1 2 1

1
... ' r r ... r

!j j jS d d d
j V

β + += ∫ ∫  (3.31) 

 
µε 1,2,..., 1' jS +  να είναι το άθροισµα όλων των γινοµένων των f-συναρτήσεων που 

συνδέουν τα 1, 2, …, j+1 µόρια, έτσι ώστε όλα τα συσσωµατώµατα να είναι 
συνδεδεµένα µε τέτοιο τρόπο ώστε η αφαίρεση οποιοσδήποτε σηµείου και των 
προσκείµενων σε αυτό γραµµών, να δίνει πάλι ένα συνδεδεµένο (connected) 
γράφηµα, δηλαδή, ένα γράφηµα µε όλες τις κορυφές-µόρια συνδεδεµένα µεταξύ τους. 
Για παράδειγµα, όλα τα γραφήµατα του Σχήµατος 3.1(a) και 3.1(c) είναι συνδεδεµένα 
µε αυτόν τον τρόπο, ενώ αυτά του Σχήµατος 3.1(b) δεν έχουν αυτήν την ιδιότητα. 
Τέτοια γραφήµατα λέγονται 2-συνεκτικά (biconnected) γραφήµατα.  
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Σχήµα 3.1. Μερικά παραδείγµατα διαγραµµάτων συσσωµατωµάτων µορίων. (a) Τα 
ολοκληρώµατα στον δεύτερο και τρίτο συντελεστή virial. (b) Τα τρία τοπολογικά 
ισοδύναµα διαγράµµατα τριών µορίων που είναι απλά συνεκτικά. (c) Οι τρεις 
τοπολογικές κλάσεις 2-συνεκτικών γραφηµάτων τεσσάρων µορίων.  
 
 Όλα τα 2-συνεκτικά γραφήµατα µέχρι και επτά κορυφών φαίνονται στο 
Παράρτηµα 2 του Κεφαλαίου 3. Για παράδειγµα, για 3n =  υπάρχουν δύο τοπολογικά 
διαφορετικά συνεκτικά γραφήµατα, τα ∠  και △ , και µόνο ένα 2-συνεκτικό 
γράφηµα, το △ . Θα ονοµάζουµε δύο αριθµηµένα γραφήµατα τοπολογικά ισοδύναµα 
αν είναι ισόµορφα ως µη αριθµηµένα γραφήµατα, ενώ είναι µη ισόµορφα ως 
αριθµηµένα. Στο Σχήµα 3.1(c) φαίνονται τα τρία διαφορετικά είδη 2-συνεκτικών 
γραφηµάτων µε τέσσερις κορυφές.  
 Συνοψίζοντας, είδαµε ότι οι συντελεστές virial είναι ολοκληρώµατα πάνω σε 
αθροίσµατα 2-συνεκτικών γραφηµάτων. Για παράδειγµα, για 2,3n =  και 4 τα 
αθροίσµατα αυτά είναι : 
 

 
 

όπου οι συντελεστές στο 1,2,3,4'S  αντιπροσωπεύουν τον αριθµό των τοπολογικά 

ισοδύναµων 2-συνεκτικών γραφηµάτων για γραφήµατα µε τέσσερις κορυφές [βλέπε 
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Σχ. 3.1(c)]. Στην επόµενη παράγραφο θα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στα 2-
συνεκτικά γραφήµατα, από την σκοπιά, όµως, της Θεωρίας Γραφηµάτων. 
 
3.5. Ανάλυση των 2-συνεκτικών γραφηµάτων  
 
 Ξεκινάµε την ανάλυσή µας µε τους ορισµούς της συνεκτικότητας ενός 
γραφήµατος καθώς και του κ-συνεκτικού γραφήµατος. Στην παρακάτω ανάλυση θα 
αναφερόµαστε πάντα σε απλά γραφήµατα (βλ. Ορισµό 2.12). 
 
Ορισµός 3.1: Συνεκτικότητα κορυφών ενός γραφήµατος G, ( )Gσκ , είναι ο 

µικρότερος αριθµός κορυφών που πρέπει να διαγράψουµε, µαζί µε τις προσκείµενες 
σ’ αυτές πλευρές, ώστε το γράφηµα που θα προκύψει να είναι µη συνεκτικό ή να 
είναι ισόµορφο µε την αποµονωµένη κορυφή.  
 
Ορισµός 3.2: Ένα γράφηµα λέγεται κ-συνεκτικό αν ( )Gσκ κ≥ . 

 
∆ηλαδή, ένα 2-συνεκτικό γράφηµα παραµένει συνεκτικό µετά την αφαίρεση  µίας 
οποιασδήποτε κορυφής του και των προσκείµενων σ’ αυτήν πλευρών.  
 Το πρόβληµα που προκύπτει µε την χρήση των 2-συνεκτικών γραφηµάτων  n 
κορυφών είναι αρχικά η εύρεσή τους. ∆ηλαδή, ο διαχωρισµός τους από τα συνεκτικά  
γραφήµατα µε n κορυφές. Είναι, βέβαια, προφανές ότι το σύνολο των 2-συνεκτικών 
γραφηµάτων είναι γνήσιο υποσύνολο των συνεκτικών γραφηµάτων . Στον Πίνακα 3.3 
φαίνεται το πλήθος των συνεκτικών γραφηµάτων n κορυφών ( )C n  και το αντίστοιχο 

πλήθος των 2-συνεκτικών γραφηµάτων ( )S n , για 19n ≤ . 

 

 
 

Πηγή: The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences 
(http://www.research.att.com/~njas/sequences/), Wolfram MathWorld (http://mathworld.wolfram.com/) 
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Πίνακας 3.3. Το πλήθος των συνεκτικών γραφηµάτων ( )C n  και το  πλήθος των 2-

συνεκτικών γραφηµάτων ( )S n  για 19n ≤ . 

 
Το παρακάτω Θεώρηµα χαρακτηρίζει τα κ-συνεκτικά γραφήµατα:  
 
Θεώρηµα 3.1: (Menger) Έστω G γράφηµα. Το G είναι κ-συνεκτικό αν και µόνο αν 
όλα τα ζεύγη κορυφών του συνδέονται µε κ τουλάχιστον ξένα µονοπάτια. ∆ηλαδή, τα 
µονοπάτια δεν έχουν κοινές πλευρές ή κορυφές. 

 
Πόρισµα 3.1: Κάθε κορυφή ενός κ-συνεκτικού γραφήµατος έχει βαθµό τουλάχιστον 
2. 
 
 Όπως φαίνεται στον Πίνακα 3.3, για γραφήµατα µε n κορυφές ο αριθµός των 
συνεκτικών γραφηµάτων αυξάνει εκθετικά µε το n, οπότε γίνεται εξαιρετικά δύσκολο 
το να ξεχωρίσει κανείς ποια από αυτά είναι 2-συνεκτικά χρησιµοποιώντας τον ορισµό 
ή το Θεώρηµα Menger. Γι’ αυτό θα ήταν πολύ χρήσιµο αν µπορούσαµε να 
κατασκευάσουµε τα 2-συνεκτικά γραφήµατα µε n κορυφές από τα 2-συνεκτικά 
γραφήµατα µε n-1 κορυφές. Σ’ αυτήν την κατεύθυνση έχουµε τα εξής. 
 
Ορισµός 3.3: Πρόσθεση µιας κορυφής x σε ένα γράφηµα G είναι η πράξη κατά την 
οποία προστίθεται µια κορυφή x βαθµού τουλάχιστον 2 στο σύνολο V(G) και οι 
προσκείµενες σ’ αυτήν πλευρές στο σύνολο E(G). Αφαίρεση µιας κορυφής x από ένα 
γράφηµα G είναι η αντίστροφη πράξη. 
 
Ορισµός 3.4: Υποδιαίρεση πλευράς (subdivision) σε ένα γράφηµα G είναι η πράξη 
κατά την οποία σε µία πλευρά που ενώνει δύο κορυφές α και b προστίθεται µία νέα 
κορυφή x βαθµού 2. Έχουµε εποµένως πρόσθεση της κορυφής  x από το σύνολο V(G) 
και αντικατάσταση της πλευράς (αb) από τις πλευρές  (αx) και (xb) στο σύνολο E(G). 
Η αντίστροφη πράξη λέγεται απλοποίηση πλευράς. Εδώ, δύο πλευρές ανάµεσα στις 
οποίες παρεµβάλλεται µία κορυφή x βαθµού 2 αντικαθίστανται από µία πλευρά. 
Έχουµε εποµένως αφαίρεση της κορυφής  x από το σύνολο V(G) και αντικατάσταση 
των δύο πλευρών από την καινούρια στο σύνολο E(G). 
 
 Με βάση τους προηγούµενους ορισµούς των πράξεων που επιτρέπουµε στα 
γραφήµατα που µελετάµε, έχουµε τα εξής:  
 
Πρόταση 3.1: Σε κάθε 2-συνεκτικό γράφηµα G µε 1k −  η πρόσθεση µιας κορυφής 
σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.3 δίνει ένα 2-συνεκτικό γράφηµα 'G  µε k  κορυφές. 
  
Απόδειξη 
 Πρέπει να δείξουµε ότι ( )' 2Gσκ ≥ . Τότε η αφαίρεση οποιασδήποτε κορυφής 

θα δίνει συνεκτικό γράφηµα. Έχουµε τις εξής τρεις περιπτώσεις : 
 
Περίπτωση 1: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται η κορυφή που προσθέσαµε, 
άρα το γράφηµα που προκύπτει είναι το ίδιο ή ισόµορφο µε το G, άρα 2-συνεκτικό, 
άρα συνεκτικό. 
 
Περίπτωση 2: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται µία από τις υπόλοιπες 1k −  
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κορυφές η οποία δεν είναι γειτονική µε την κορυφή που προσθέσαµε. Τότε το 
γράφηµα που προκύπτει είναι το ίδιο µε αυτό που θα προέκυπτε από το G εάν 
αφαιρούσαµε την ίδια κορυφή και προτού προσθέσουµε την καινούργια κορυφή, µε 
µία όµως επιπλέον κορυφή βαθµού τουλάχιστον 2. Άρα, για κάθε ζεύγος κορυφών 

υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι που να τις συνδέει  'G  συνεκτικό 
γράφηµα.  
 
Περίπτωση 3: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται µία από τις υπόλοιπες 1k −  
κορυφές η οποία είναι γειτονική µε την κορυφή που προσθέσαµε. Τότε το γράφηµα 
που προκύπτει είναι το ίδιο µε αυτό που θα προέκυπτε από το G εάν αφαιρούσαµε 
την ίδια κορυφή και προτού προσθέσουµε την καινούργια κορυφή, µε µία όµως 
επιπλέον κορυφή βαθµού τουλάχιστον 1. Οπότε, η νέα κορυφή, ακόµα και αν 
συνδεόταν µε εκείνη που αφαιρέσαµε θα συνδέεται τουλάχιστον µε µία ακόµα. Το 
ίδιο ισχύει και για κάθε άλλη κορυφή που συνδεόταν µε εκείνη που αφαιρέθηκε. Άρα, 
για κάθε ζεύγος κορυφών υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι που να τις συνδέει 

 'G  συνεκτικό γράφηµα.  
⁪ 

 
Πρόταση 3.2: Σε κάθε 2-συνεκτικό γράφηµα G µε 1k −  κορυφές η υποδιαίρεση µιας 
πλευράς σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.4, δίνει ένα 2-συνεκτικό γράφηµα 'G  µε k  
κορυφές. 
 
Απόδειξη 
 Πρέπει να δείξουµε ότι ( )' 2Gσκ ≥ . ∆ηλαδή, ότι η αφαίρεση οποιασδήποτε 

κορυφής δίνει συνεκτικό γράφηµα. Έχουµε τις εξής τρεις περιπτώσεις : 
 
Περίπτωση 1: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται η κορυφή που προσθέσαµε. 
Τότε το γράφηµα που προκύπτει έχει όλες τις κορυφές του βαθµού τουλάχιστον 1. 
Άρα, για κάθε ζεύγος κορυφών υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι που να τις συνδέει 

 'G  συνεκτικό γράφηµα. 
 
Περίπτωση 2: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται µία από τις υπόλοιπες 1k −  
κορυφές η οποία δεν είναι γειτονική µε την κορυφή που προσθέσαµε. Το γράφηµα 
που προκύπτει είναι το ίδιο µε αυτό που θα προέκυπτε από το G εάν αφαιρούσαµε 
την ίδια κορυφή και προτού προσθέσουµε την καινούργια κορυφή µε υποδιαίρεση 
πλευράς, µε µία όµως επιπλέον κορυφή βαθµού 2 και δύο καινούριες πλευρές στην 
θέση αυτής που εξαλείφθηκε. Άρα, για κάθε ζεύγος κορυφών υπάρχει τουλάχιστον 

ένα µονοπάτι που να τις συνδέει  'G  συνεκτικό γράφηµα.  
 
Περίπτωση 3: Έστω ότι από το γράφηµα 'G  αφαιρείται µία από τις υπόλοιπες 1k −  
κορυφές η οποία είναι γειτονική µε την κορυφή που προσθέσαµε. Το γράφηµα που 
προκύπτει είναι το ίδιο µε αυτό που θα προέκυπτε από το G εάν αφαιρούσαµε την 
ίδια κορυφή και προτού προσθέσουµε την καινούργια κορυφή µε υποδιαίρεση 
πλευράς, µε µία όµως επιπλέον κορυφή βαθµού 1 και µία καινούρια πλευρά στην 
θέση αυτής που εξαλείφθηκε. Άρα, για κάθε ζεύγος κορυφών υπάρχει τουλάχιστον 

ένα µονοπάτι που να τις συνδέει  'G  συνεκτικό γράφηµα.  
⁪ 
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Στη συνέχεια ισχυριζόµαστε τα παρακάτω: 
 
Ισχυρισµός 1: Σε κάθε 2-συνεκτικό γράφηµα µε k κορυφές υπάρχει µία τουλάχιστον 
κορυφή που µπορεί να αφαιρεθεί ή µία πλευρά που µπορεί να απλοποιηθεί έτσι ώστε το 
αποτέλεσµα να είναι ένα 2-συνεκτικό γράφηµα µε k-1 κορυφές. Επιπλέον, αυτή η 
κορυφή µπορεί πάντοτε να επιλεγεί από το σύνολο των κορυφών ελάχιστου βαθµού του 
γραφήµατος. 
 
Ισοδύναµα: 
 
Ισχυρισµός 2: Κάθε 2-συνεκτικό γράφηµα µε n κορυφές προκύπτει από ένα 2-
συνεκτικό γράφηµα µε k-1 κορυφές µε πρόσθεση µιας κορυφής ή υποδιαίρεση µιας 
πλευράς, όπως ορίσθηκαν παραπάνω. 
 
Από τον Ισχυρισµό 2 έπεται ότι όλα τα 2-συνεκτικά γραφήµατα µε k κορυφές 
προκύπτουν από τα 2-συνεκτικά γραφήµατα µε k-1 κορυφές.  
 Οι ισχυρισµοί αυτοί δεν είναι εύκολο να αποδειχθούν στην γενική περίπτωση 

n∀ ∈ℕ . Ωστόσο τους έχουµε δείξει αναλυτικά για 7n ≤ . Τα αποτελέσµατα που 
ακολουθούν έχουν την µορφή λίστας. Κάθε 2-συνεκτικό γράφηµα µε n κορυφές έχει 
ονοµαστεί σύµφωνα µε τις λίστες του Παραρτήµατος του Κεφ. 3 και το όνοµα που 
έχει δοθεί στο καθένα είναι της µορφής : 
 

#του γραφήµατος στις λίστες του Παραρτήµατος του Κεφ.3n  

 
όπου n είναι ο αριθµός των κορυφών του γραφήµατος. Για παράδειγµα, το 7ο  2-
συνεκτικό γράφηµα µε 5 κορυφές, δηλαδή το 75 , προκύπτει από το 3ο 2-συνεκτικό 

γράφηµα 4 κορυφών, δηλαδή το 34 , µε πρόσθεση µιας κορυφής βαθµού 2, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3.2. 

 
 

Σχήµα 3.2. Το 75  προκύπτει από το 34  µε πρόσθεση στο 34  της κόκκινης κορυφής 

βαθµού 2. 
 

Η δυσκολία στην διαδικασία που ακολουθήθηκε ήταν η πολυπλοκότητα των 
γραφηµάτων και το µεγάλο πλήθος τους, ειδικά για 7n = , όπου, όπως είδαµε στον 
Πίνακα 3.3, υπάρχουν 468 τοπολογικά µη ισόµορφα 2-συνεκτικά γραφήµατα. 
Χρειάζεται εξοικείωση στο µάτι για τον αποτελεσµατικό και γρήγορο διαχωρισµό 
των ισόµορφων και µη ισόµορφων γραφηµάτων. 
 
Παρατηρήσεις : 

1. Ένας άλλος τρόπος για να ξεχωρίσουµε τα µη ισόµορφα γραφήµατα είναι 
µέσω του χρωµατικού πολυωνύµου. ∆ηλαδή, δύο γραφήµατα που έχουν 
διαφορετικό χρωµατικό πολυώνυµο είναι σίγουρα µη ισόµορφα. Ωστόσο, αν 
δύο γραφήµατα έχουν το ίδιο χρωµατικό πολυώνυµο δεν µπορούµε να 
αποφανθούµε αν είναι ισόµορφα ή όχι. 



 60 

2. Σε πολλά γραφήµατα που ελέγχθηκαν υπήρχαν πολλές διαφορετικές επιλογές 
για το ποια κορυφή να αφαιρέσουµε ή το ποια πλευρά να υποδιαιρέσουµε 
έτσι ώστε να πάρουµε 2-συνεκτικό γράφηµα. Ωστόσο, κάθε φορά υπήρχε µία 
τουλάχιστον κορυφή ελάχιστου βαθµού που µπορούσε να αφαιρεθεί ή να 
απλοποιηθεί. Μία τέτοια περίπτωση φαίνεται στο Σχήµα 3.3. 

 
 

 
 

Σχήµα 3.3. Το 216  προκύπτει από το 75  µε υποδιαίρεση πλευράς και από το 65  µε 

πρόσθεση κορυφής.  
 

Στη συνέχεια, στο Παράρτηµα 1 του 3ου Κεφαλαίου, παρατίθενται οι λίστες µε την 
εξαγωγή των 2-συνεκτικών γραφηµάτων µε n κορυφές από τα 2-συνεκτικά 
γραφήµατα µε n-1 κορυφές, όπου n=1,2,3,4,5,6,7. 
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Παράρτηµα 1 3ου Κεφαλαίου 
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Παράρτηµα 2 3ου κεφαλαίου 
 
 Στο Παράρτηµα αυτό παρατίθενται οι λίστες µε όλα τα 2-συνεκτικά 
γραφήµατα για αριθµό κορυφών 7n ≤ . Με κάθε γράφηµα σχετίζονται τρεις αριθµοί: 
ο πρώτος, ο αύξων αριθµός του γραφήµατος, ο δεύτερος, το g, είναι ο αριθµός των 
διαφορετικών τρόπων που µπορούν να αριθµηθούν οι κορυφές του κάθε γραφήµατος. 
Είναι θετικός αν ο αριθµός των πλευρών είναι ζυγός και αρνητικός αν ο αριθµός των 
πλευρών του γραφήµατος είναι µονός. Και τέλος, η τιµή του ολοκληρώµατος πάνω 
στο συγκεκριµένο γράφηµα, η οποία παίρνεται πάντοτε θετική.  
 
Πηγή: William G. Hoover and Andrew G. De Rocco (1961) Sixth and Seventh Virial Coefficients for 
the Parallel Hard-Cube Model. The Journal of Chemical Physics. 
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