
 
Άσκ. 3.6 

(α) Έχουµε  µε k
i 0P[V k|X = i]=f≥ ii [ ]ii ii 0f P T | X i 1,= < ∞ = =   όταν η κατάσταση i είναι 

επαναληπτική και < 1, όταν η κατάσταση i είναι παροδική. Εποµένως  
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(β) Έχουµε επίσης  και εποµένως  k-1
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Έχουµε όµως  και συνεπώς το ζητούµενο. (n)
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Ασκήσεις 3.7, 3.8 και 3.9 
Επιλύονται µε διαγωνιοποίηση των στοχαστικών πινάκων όταν έχουν διαφορετικές 
ιδιοτιµές. Εφαρµόζουµε ανάλυση κατά Jordan (Θεώρηµα  Perron-Frobenius) στην 
περίπτωση πολλαπλών ιδιοτιµών.  

Άσκ. 3.10(β) 
Ο στοχαστικός πίνακας εδώ είναι: 
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Επιλύοντας το σύστηµα  µε π π,=P 0 1 2 iπ (π ,π ,π ,...,π ,...),=  λαµβάνουµε διαδοχικά:  
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Κάνοντας χρήση της σχέσης jj 1
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Όµως οι πιθανότητες  µαζί µε τη  πρέπει να ικανοποιούν την 

συνθήκη  Συνεπώς:    
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µε  Συνεπώς, ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη κατανοµής 
ισορροπίας είναι να έχουµε  και τότε 
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Σηµείωση: Επειδή η ακολουθία {αi: i=0,1,…} αποτελεί την κατανοµή του “άλµατος” Ζ από 
τη θέση “0” στη θέση “i”, θα έχουµε: 
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Άσκ. 3.11 
Στον συµµετρικό απλό τυχαίο περίπατο η επιστροφή στην ίδια θέση γίνεται σε άρτιο αριθµό 
βηµάτων µε πιθανότητα:   
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Ο περίπατος αυτός είναι επαναληπτικός εάν και µόνο εάν ισχύει η σχέση: 
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Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Stirling,  nn! 2πn (n / e) ,≈  όπου  το σύµβολο 
εκφράζει ότι ο λόγος των δύο µελών τείνει στην µονάδα για  λαµβάνουµε : " "≈ n →∞,
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Λόγω της σχέσης  οι δύο σειρές είτε θα συγκλίνουν και οι δύο 
είτε θα αποκλίνουν και οι δύο. Όµως η τελευταία σειρά είναι γνωστό ότι αποκλίνει, άρα και 
η πρώτη σειρά αποκλίνει και συνεπώς η κατάσταση “0”, όπως και κάθε άλλη κατάσταση, 
αφού όλες οι καταστάσεις επικοινωνούν, είναι επαναληπτική.  
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Εφαρµόζοντας την ίδια προσέγγιση για το n! αποδεικνύεται ότι ο συµµετρικός τυχαίος 
περίπατος σε d διαστάσεις έχει  
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και συνεπώς η σειρά αποκλίνει για d=2 και συγκλίνει για d >2. 

 

Άσκ. 3.20 
Αφού P διπλά στοχαστικός, ο πίνακας Q = PT είναι στοχαστικός. Έστω επίσης π =(π1, ..., 
πΝ) η κατανοµή ισορροπίας του P. ΄Εχουµε δηλαδή για  n →  ∞ 
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Επειδή Q= PT για  n →  ∞ θα έχουµε επίσης: 
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Επειδή ο τελευταίος πίνακας είναι στοχαστικός έπεται ότι Ν πi = 1  (i=1,…,N), δηλαδή η 
κατανοµή ισορροπίας του στοχαστικού πίνακα P (όπως και του Q) είναι η Οµοιόµορφη. 
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